
Uebe r  I,']ii(.hm~ & ' i t tm '  ~}rdmu~g*). 

( I ) a e u  g~ h , u  la  m e h ~ e ~ c  h t l m a ~ , t p h , , t c  ' l ' ,d 'c Iu  / 

Yon le~:L~x I(I.~.:~.x in l'~..~xu~:x. 

~Vt,nu elite Curve mit Doppelpunkten gezeichne{ vo,'liegt,, so kttnn 
llli~ll arts ihr Curven derselben Ordnung ohne ])oiq~elpunk~ oder mit, 
w e n i g e r  ])Ol)t)elpunl~ten schematisch ableit, en, indem man die in den 
])oi)p(~llmnl~ten oder einigen derselbm~ zusammenstossenden Curve2,- 
i i s t e  dm'ch :thnlich verlaufel:de, sieh nieh{ t.reffeude ersetzt. Naeh die- 
s e r e  ebenso cinfaehen als f ruehtbaren Principe**) erhitlt man z. B. olme 
W e i t e r e s  (lie beiden Orundfom~en der ebenen Curven drifter Ordnung, 
w e n n  man yon der Curve drifter Ordnung mit cinem l)oppelpunkte 
a u s g e h t  und h,tzteren in dem cinch oder anderen Sinne auiti?st; man 
e r h : i l t  Beispiele yon Curven beliebiger Ordnung, wenn man als beson- 
d e r e  Curve eine solche zeichnct~ die in lauter gerade Litfien zerfa/len 
i s t ,  und ~Lut' deren Dol>pelplmk{e den bewussten Process aawendet. 

Ein ttlmliches ger fahren  ist im Raume anwendbar,  wenn es sieh 
d in 'u rn  ha~del~ yon den Flgehen hSherer Ordnung eine Ansehauung 
z u  gewim~en. Man eonstruirt eine besondere Flliche derselben Oral- 
, t u n g ,  die mit  einzelnen Knotenpunktcn oder atteh mi~ Doppelcurven 
b e h a f t e t  sein mag ,  und leitet aus ihr eine allgemeinerc d~durch ab, 
d a s s  man die an die singulgren Stellen hinantretenden F15chentheile 
d u r e h  iihnlich verlaufendc ersetzt*~'"i:). 

":) Vergl. eine vorl:~.ufige Mittheihmg in den l~erichten der l,hysil~,~lisch- 
medieinischen Soeiet:~i.{ zu Erlangen. Sitzung veto 5. Mai 1873. 

**) Wee dieses Prineip zners~, verwerthet ht~t, Fasst sieh bei dessen grosser 
SelbstverstFmdliohkeit wohl kaum feststdlen. Dem Verf. ist dasselbe, sowio na- 
l~entlich d~ts Beispie~ der t':rzcugtmg einer Curve ~ato Ordnung aus ~ geraden Li- 
n i en ,  yon Pl{icker her bckannt: vergl, z. B. dessert Theorie tier algebrais&cn 
(Jurvert (1830), in wdcher for{w:,~hrend ithnliche Ucberlegungen angewandt werdon. 

.x.**) gast tmch interessa.nter sind die Anwendungen, die man yon dcmselben 
Principe in ,lm~listisehem Sinne auf Curven oder Fli'mhen gegebener Cl~ssc ma- 
ehen  kann, da man yon den bei diesen Cm'ven und Fli'~chen auftretenden Oestal- 
*,en seithcr nur crst. eine sehr unvollkommene genntniss ha~. Man ha.t sich an 
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Indem ich auf dic.-.e Art. versucltte, n~h" ~.iu,~ grS.-.st.re Zahl yon 
l,'l,i.chen drifter OJ'dmmg zu ctmstruiren~ benturl..b.~ ich; dass die Me- 
rhode bei ihnen, wie bei den Curven dri{tm' Ordnuug', /hag ,k,<: I.Vci- 
te,'es iibcrha,2g alh' ([cda[h'n ,..;'yhbl. lclt g.'ehe ,label yon der Fllicl,e 
drifter Ordmmg m{t vier reelten Km~t,ml,tmkteji ~ds q+ceic/lcm l"alhe 
aus. Einc solehe l"lltche i~t h:M~t ht:rzustelh>n, da sic! vollstih,dig bo- 
stimm{ ist, womt lll;.tll, das durch die [(uote~ll,U~d, te gebihlet.e Tetraeth'r 
trod {lie Ebcne der drei auf dor l?lSehe v,.'rl;ttd'enden dnfltehen Ger;t- 
den beliobig auuimmt (vergl. die Be.-sdn'eibml.g eim!..s Modells, das l [ e r r  
N e c s e n  angefertib't, halle. GiStt. Nadn'ichtt:u. Aug'. 1972, sowie w I. 
des Folgenden). Ueberdies hat die ],'lfic]te t'[ir <lcJD hh,r v~,rliegt'ndcn 
Zwe@: den Yorzug, dass s{e llur ill cincr Art cxistirt, imh+m jcde  
.,solc]m I,'l':iche in jede m~dere dm'eh reu'lb, (',,llim,athm iibcrgefiihrt, 
wcrdcn l,:mm~ da~s feruer ihrc l(nolenptutkte untm' vimu,der gleich- 
werthig sin(l, .,veil die FlTiche (?olliJlc+ttimlcll in sich .-.ell st I,,~siizt, ver- 
mbge deren ~ieh die l(notenlmnkte beliebig vmtau.-chen ]asst, n. 

Eiueu I';n,~%Ul,uukt mit reeIleln 'l'al~gt,ideukvgel luuJ. lll:.tlt ill zwei 
weseutli,::h uuters,chiedenen ~Veis("li ;tt|t']5SOll. l';zltwcder m;m vcrbiud,'t 
die ht dumselbett zusammensiosst.ndel~ Fliit.heniheih,, s<J d;tss ill tier 
ncuen l,'liicht~ an 8telle des KnotenpunMes ein dihmer hat, nfit l ope r -  
boliseher li.rihnmung 8ich fittde{,, oder ma~. b'emd di,,selbcn yon ein- 
ander, so das~ ill dcr JJetteit leli[ehe zwei ','t, rsdfiedene I:l;ichentl~eile 
mi.t ellipiischer birihmmmg <,inander /eg+:niib~er lb.'hen. 3.m d+.,utlieb- 
sten ~im[ div beith.t~ ]h'oces:.e vt~rzu.-tellen, ~rvm, ltl;:tll '.lou, veellen 
l(t,gel zw(!i%r Orduung all k;,:i,crgat+g.-.fall zwischen eim.,m ,.,inschaligmL 
ultt] eincm zwe[scho.lige, Ilyperboh.fide auffas.st. 

[)iese beiden 1.'roeesse kam~ ltmtt ntm an jedem der vier b:lmten- 
punkte tier zu Orm~,/e gelegte~, F[-:_ie[te buliebig anwmtd~.n. ~l~ut t'r- 
h{ilt, dadurch einc Reihe run Fliicheu ntit "~'eniger all vier KuoteJj- 
punkten, insbesondere yon Fliichen ohne Knotenl,unkt. Und e s sou 
nun im Folgenden gezeigt werden~ dass d++rch, die so cr.:'cug/ten Flgi- 
cq, en die Fg&heu mit rcdlcn l~3wte~tmnktcn , insbesomh'rc di@'nicje~ 
ohnc lfnob:up,+nl,'t, i~e (yu'isscm Sim~e +:dl,~'liindig ~'e)~;iisenti,r~ ~ind. Wem~ 
wir bei dieseu ErSrterungen uns auf ~olehe Fl~ichen beschr~inke~ b 
,,velehe getrennte conische Knotenpunkte oder gelegentlieh einI'ache 
biplanare Punkte besitzen, und auch bei dit.'sen mw sotehe Fiille be- 
J'iick,sichtigen~ in denen die singulSren Punkte reel[ si~d, so geschieht  
es tier Uebersichtliehkeit, wegen: die Fliichetl mi~ hShereu biplaaaren 

der F, rkeantni~s, dass bei dieseu Gebihlen Alles il, duMi~ti~chem Sitme gerade so 
i~t, wie bei den (;c'bilden der bet, r*'llemlen Ordo.tmg, ~ciLher woh| zo, sehr genfigen 
las.~en und ist nut zu wevig zu e~ncm coacreteu l",d'~ssen der d~mit bezeicht~eten 
wirklichen VerhSlt:nisse durchgedrungeu. 
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i~unlden oder uniplanaren Ptud~ten~ some die Fliichen nii~ imaginiircn 
Singulariti~ten lassen sicb aus den im Folgenden allein betrachteten 
ebenGlls durch continuMiche Aenderung der Gestalt in durchaus an- 
sehaulicher -Weise gewinnen. 

Die Ehdheilung der Fli~chen drifter 0rdnung nach ihrer Gesl~a]s 
wie sie sich aus diesen Betracht,ullgen ergiebt, fSllt ffir die Fliichm~ 
ohne Knoten genttn mit derjenigen zusamnmn ~ welehe S ehlSfl  i naeh 
de r  I~,eMitiiL der geraden Linien getroffen hat*), wShrend sic sich fiir 
die  Flitehen n|it; Knotenpunkten in dieselbe zmn mindesten einordnet. 
D e r  (Irund t'iir diese Uebereinstimmung liegt.~ ganz allgemein gesagt., 
,]~trit b dass bet den F15ehen drifter Ordnung das Zusamnwnfalh,u vm, 

( leraden und d~ts Auftre%n wm l(notenlmnkten gegenseitig an e[llall- 
de r  gekniipft, sind. Aus demselben (]runde stimmen die FlSchen tier 
yon mls ,mgerschiedenen Arten auch noeh mit Bezug ituf andere Ei- 
genschaften fiberein. Es gentigt dann immer, diese Eigenschaften an 
ether  einzelnen m~gliehst bequenl gewShlten I!'lSelte zu verfolgen. 

I .  diesem Sinne sollen in den w167 10.--14. die l,'liidw, n rail 27 
reellev (~eraden einer n'~heren Untersuchung mlterworfen werden. Un- 
t e r  tier grossen Reihe gemeinsamer Eigensehaften gcrade die.~er l,'lib 
t hen  Ski w)r Allem hervorgehoben; dass dieselben immer ein reelles 
1)entacder besitzen, dessen Seitenllaehen sieh ni~herungsweise angebeu 
lassex b wmm die 27 Geraden als bekalLnL vorausgesetzt werden. Es 
s ind }derdu,-clt die (JleichuJ,g 5 tvn (.ll ' ; t(les, VO]l der die Pentaeder- 
ebeneu abhfingen, und die {lh.ichuJ~g 27" .... l~rt~des, welche die Linien 
bestimnd:, in ,q.e sehr merkwiirdige l/eziehtmg gesetzt. 

Die I~estimmung der Gesialtml aller Fli~ehen dritten Grades mag 
lhem'm aufgefasst werdcn, welehe als Beilvag ztt ether allgemeiJten " " 

yon den ~estallen algebraisdwr Flit.chert iib,.,haup~ handelt. Es sind 
mit, Bezug auf letztere in w 15. einige .,:ich leMlt darbieteude Si?tze 
aufgestellt worden. Sodann ed_;rt~,re ieh in den le~ztm, Paragraphen 
ffewisse Beziehungen, welche die~e Unter,~uehungen zu der sog. Ana- 
lysis situs besigzen. 

1,~ einer ~,eueren Arbeit**) hat nfimlich Itr. S eh 17~ fli ,  ausgehend 
yon der Fl~iehe dritten Grades ohne Knoten, die i~ zwei getrennte 
Theile zerfallen ist (nach seiner~ wie ~,aeh der im Folgenden einge- 
haltenen Aufz~thlung, die /;'i~/'t.e Art), die iibrige, Fl~iehen ohne Kno- 
t en  nach ihrem Zusammenhavge im R i e m an n'sehen Simm untersucht. 

*) On the Distribution of Surfaces of the Third Order into Species etc. Phi- 
losophical  Transactions, t. 153 (1863), 11. 193. 

**) quand' 6 the dall~ ~uperficic gener~dc ,li tcrz' ordinc si stacca un,~ p~trte 
c hc  non sia rc;dmente scg.~ta da ogni piano reale'. ~ Annali dl M~tcmatica, ~. V., 
p .  '289. 
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Eine Anwendung dcr 1[ i e m an n 'sehen Vvr.~tcllung'en aul' (Aebilde 
der projeet ivisehen Geometric scheint~ mir weg'en der ver.-.chiedema'ti- 
gen Auff~sstmg des Unendlieh-W('iten, die lllltlt i~ de.  gewShnlichen 
Untersuehungen der Analy.~is sittts eiuerseits, in dcr prqjeetivisdmn 
(~eomeh'ie andererseits zu Gruude legt, ]ticld ohne vorherige Eri')cte- 
rung einer l{,eihe fundamentaler l 'unkte geshd, tet,~ die ich bei diescr 
(lelegenheit wenigstens habe bezeichne~ wollen~ wmm ich auch liie]~t 
im Shmde war~ dieselbelt zu erledigen. 

w  

Ueber ein l~Iodell dner Flgche dritter 0rdnung rait vier redlml 
Knotenpunkten. 

Die Eigcnschaften der F15cheu dritter Ordnung mit vM' Km~ten- 
punkten sind in neuerer Zeit wiederholt, untersueh~ worden~ so da,~s sic 
als wc.~eatlich l)ekannt vorausgeset;zt; werden d[h'fen. Es sei (laher nur 
an die Lage der 27 Geraden der F15ehe er[nnert. Von dm>elben fallen 
24 in die als Gerade der F15che vierfaeh z.Shlenden Kantell des ](no- 
tm~punkt-Tetraeders. Die drei i'~brigen liegen in eincr beliebig anzu- 
nehmenden Ebene und bilden die 1)iagonalen des Vierseits~ in wclehem 
:lieselbe von den Tetr~ederflSchen gesehnitten wird. 

Es mbgen jetzt die vier Knotenlmnkte insbesondere reell voraus- 
gesetzt sein. 13ann besteht die Fl~iehe, yon der dureh d;~s Unendlieh- 
Ferric erfolgenden Tremmng abgesehen~ aus zwei zusammenhiilJgemlen 
Theilen, welche 1mr in deiz vier Knoteulmnkten zusammenstossen. Von 
denselben ist der eine nirgends hyperboliseh~ der andere nirgend.,s 
dliptiseh gekrtimmt, l)enn die parabolisehe Curve der Fllidm besteht 
,Io~peltzgih~end aus den seehs Teh'aederkanten, und es wird also ein Ueber- 
gang yon elliptiseher zu hyperbolischer Krtimmung mlr beim l)ureh- 
setzen eines l(notenpunktes~ nieh~ beim Uebersehreiten der paraboli- 
~ehen Curve sga~finden. 

Um eine concrete Anschauung yon der Gestalt, welche eine solehc 
Flitdle besitzt, zu ~ermitteln, sei bier die Beschreibung eines Modells 
lerselben gegeben, das Hr. W e i ] e r  auf meinen Wunseh anfertigte, 
md auf welches sieh die ebent'alls yon Hrm W e i l e r  entworfene Zeieh- 
mg atlf Tafel 1. bezieh{. Die vier I(notenpunkte bilden in demselbell 
~,in gleiehseitiges Tetraeder~ dessen eine SeitenflSehe horizont'd gestellt, 
md naeh oben gekehr~ ist. Der elliptisehe Theil der FliLehe t'511t 
ltdze mi~ dem yon den vier Knoten begrenzten endliehen Tefraeder 
usammen uM welch{ nur dadureh yon demselben ab, dass statg der 
benen Begrenzungen eortvexe Partieen auftreten. Der hyperbolisehe 
'heil setzt sieh naeh aussen an die vier Knotenpunkte an und breitet 
ich yon diese~t ab wesentlieh horizontal aus, so dass er die unendlieh 



Ireber lq.i.clam drifter Ordmmg 555 

f e r n e  ]ilben(; in einmu svnm,etrisehen Curvenzuge sdJneidet., der drci 
a u f  einer I torizont~den gelegene I, Vendttngen besitzt. I)ureh diese 
Synmtetrieverh:,'dt,iisse ist ersichtlich der untere Knoh.'npImkt, ~viexvohl 
n i c h t  in projeeLivisd~em Simle, ausgezeicln,et. \Veiler unt('rlmlb des  
sell)eu, um die 1Ighe des Km)tenlmnkt.tetraedcrs yon ihm etttt'erJfl, l>e- 
t inder  sich ill horizolLtaler ],age die E1)ene dcr einf'ac], ziihJel,d,:n (h'- 
l 'a(len; die gvraden I,inien in ihr bihlen citl gh'ichseitig'es l)reieek. 

Es wurde lmreits hervorgehoben, dass die l,'lliche ,h'ittcr ()rd,mng 
mi{ vier reellelt I(ltol, enlluul,:lLclt fiir die l~rojee~;~vische Auf'fa.~sung 11/11' 
e ine  Art darstellt., und in diesem 8inm' rel,riis(mth.t das geschildert,' 
Modell  also alle derartigcn Fllicl,cn. l)ie riiumliche A,tselnmung ]i;.~t 
s i ch  al)er nut  sehwer v(m (let" ,.a,'ewl;hnli('hen \Vcise ab~ ffir welehe das 
Unendlich-\Vt!i% seine lmsmtdcre (lelt,m~g b(!a~lspruehL ]llsofcrn ist 
es  nicht~ gleiellgtiltig~ dass in dem Modelle gerade ein Fall darg'esh~lll 
ist~ in welchem die un(.ndlich fcrne Ebene nut den h)'l~erbolischen 
The i l  der l,'iiiche und zwar nach einer Curve ohm.. Oval sehm'idet. 
E s  werden dadureh gewisse charaM.erisl.ische [Jcbergiiu,;'e~ (leren Ih,- 
t, rachLung hn Folgenden not,hwendig wird, besoml,2rs au.schaulicli, in- 
den] sic ihren ]~inlluss nur itut" g'allz Jilt .l']ltdIJ(']LClt gelegenc l'a,'t;ie(m 
t ier  Fli~ehe erstreeken. Das in der l~]inleittmg crw[illnte N e e s c n'sehe 
Modell  hatte einen attderen Fall zur Anschmumg gel~raeht (das Un- 
end]ieh-Weite  ist bei i]mi eine aueh ganz ant' dem hyl)erbolisehen Theile 
ge legene Curve, :tber rail Oval); bei i[lm sind dic bez(iglicll,:n Ycrlfiilt- 
n isse  nieht so teielfl5 zu veri'olgen. 

w 

Ableitung neuer Fl~tchen aus der Fliche mit vier reellen Knoton. 

An jedem dcr vier Knotenpmikte des Modclls mag mtm mm den 
Process  des Ferbindc~s oder des 2'rcu~c~s, wie er ht der Einlcitung 
geschilder~ wurde, anbringen, l)a die vicr Knotenpunl,te projeciivisch 
u n t e r  einander gleiehberechtigt sind, auch keilm ihrcr Gruplfirungen 
zu zwei~ drei ausgezeichnet, ist, so wird es nur atd" die Zahl der Kno- 
tenpunkte ankommen, die yon dem einert oder andcren Processc be- 
t roffen werden, und wir ki;nnen (lie bez. KnotmJpunkte in jcdem .Falle 
d e n  8ynmLetrieverhiiitnissen tier Fliiche miSglichst entq)rechend wilhlen. 

Bolt insbesondere (und dieser l<dl Mlein wird im Folgenden spe- 
cieller er5r~ert, um an ibm das Verhalten der Flget~en beim Auftretmi 
bilflanarer Punk~e allgemein zu eharakterisiren) nut ein Kno~cenpunkt 
aufgelSst werden, so wiihlen wit  den unteren. Die beiden so hervor- 
gehenden Fliiehen mi~ drei Knoten mi3gen mit I und lI bezeictmet 
sein~ je naehdem der Process des Verbindens oder des Trennens an- 
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gewandt wurde. Oder, wt.nu die heideu [h'oces,~e allgemeiu durch Jr- 
ttnd - -  bezeichuet~ v,'erden~ so v,'ird man das ,+c, hema habe,t: 

1 . +  

1 1 - - - .  

Yon Fl~i, chen mit, zwei K,toten erhalten wit drei Artmt~ die I)eziig+ 
lici~ durch : 

1 . + +  

~ . +  _ 

111. . . . .  
bezeichnet, sein sollen. 

Fl'Echen mit einem Knut, eu giebt es s.ier: 

+ + +  

l i  + + - -  
]~I -b  - -  - -  

IV . . . .  ; 

endlieh yon Fliichen ohne l(/lotelt t'iinf: 

i + + + +  

I t  + + + - -  

l l I +  + - - - -  

i v  + . . . . . . . . . .  

V . . . . . . .  

gs ist ersichtlid b tlas+ (lie letzterzettgten fiinf Fl~chen lnit Aus- 
nahme der t'iinf'ten ttus eillelll ~iberM1 zu.s~mmlunhih~gunden Theile be- 
stehen; die FlY, the V enthi~lt, zwei getrenute Theile. 

Aus diesen Fliiehen sollen nun noch weitere abgeleit,,'t wertlel|j 
indent man sich eillelt oder einige der vorh'mdunen l(not(.nl)uJlkte 
dureh die bi2lanarc Form himlurch ihtdern liisst, sol'er, dies mSglich 
ist. Hierzu wird aber die 13etrachtulLg clues biplanaren Knotens an 
sieh und des Uebergangs einer Flliehe mit gew5hnlichem Knoten in 
eine solche mit biplanarem Knoten tiberhaupt eribrderlieh. 

w  

Uober Flgclmn mit biplanarem Knoton*). 

Der Kegel zweiter Ordnung, der yon den Tangenten in cinem 
biplanaren Knoten einer Flhche gebildet wird, ist in ein Ebenenpaar 

*) Vergl. hierzu die ErSr[erung, die SchlY~i'li gicbt: Philosophical Tr,~ns- 
~ctions. 1863. p. 207. 
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aUsgear~et. Dieses Ebenenpaar kann ree]l oder imagin~tr sein. Jeden- 
f~tlls is( der Durehsehnitt der beiden Ebenen, die Axe des biplanareu 
l~unktes,  wie er genmmt sein mag, reell. WShrend eine dutch den 
I)iplanaren l'unkt beliebig durehgelegte Ebene die lC]~iehe in ether 
C u r v e  mit Dol)pelpunkt trifft~ ist. die Durchsehnittseurre tier FlSchc 
m i t  (.iner dureh die Axe gehenden Ebene eine Curve mit 8pitze, deren 
T a n g e n t e  eben die Axe is(. 

Sind nun die beiden ausgezeichneten Ebenen imaginSr, so is( diese 
Sp i t ze  far alle derartigen Ebenm, gleieh geriehtet. Die F15ehe hat in 
t i e r  NShe des biplanaren Punktes eine Gestalt, wie weun sic durch 
l~.otation einer Curve mi~ Spitze um deren Tangente entstanden witre. 

Bet dem biplanaren Punkte hingegen, der reelle Ebe~,en besitzt, 
i s (  die Spitze der ausgeselmittenen Curve verschieden gerichtet, je 
n a e h d e m  die gewiihlte Ebene dem einen ,)der anderen Winkelraumt, 
angehSrg, der dureh (lie beiden ausgezeiehnetell Ebenen begrenzt, wird. 
L)er Uebergang yon der einen zur anderen Lage tinder in den ausge- 
zeiehneten Ebenen statt~ welehe ihrerseits die Fl?~ehe nach ether Curve 
uni t  dreifaehem Punkte sehneiden. Es sind hierbei wiederum zwei 
ll'i~lle zu unterseheiden, die freilieh tlen Zusammenhang der Fliiche in 
t i e r  NShe des singul'Xren Punktes nicht wesentlieh beeinttussen, l)er 
(lreifaehe Punk( der Sehnittenrve hat niimlidt m,tweder nur eim,u 
ree l l en  As( oder er hat drei reelle Aeste. Die beiden [,'itlle (eigent- 
t i e h  stud drei FSlle biplanarer Pnnkte mit reellen Ebenen zu unter- 
seheiden, da die einzelne Ebene unabhitngig yon der anderen beide Arten 
d e s  Uebergaugs zeigen kann) sind auf Taft ]I., ]II. zur Ansehauung 
gebraeht .  In dem ersten Falle (Tat. II.) wird die 8pitze der Dureh- 
sch,,ittseurve~ welehe eine dareh (lie Axe gelegte Ebene mit tier Flitehe 
g e m e i n  hat, immer flaeher~ sowie man die Ebene der ausgezeiehneten 
L a g e  nlthert, d. h. die in der Spitze zusammenstossenden Aeste der 
Curve  biegen sieh immer raseher yon einander weg. An tier Grenze 
s i n d  die beiden Aeste der eine in die Verliingerung des auderen 
~ibergegangen~ (tie Spitze se]bst is( versehwunden. Bewegt, man die 
schneidende Ebene tiber die Grenzlage hinaus~ so erseheint (lie Spitze 
wieder ,  aber nun naeh der anderen Seite geriehtet. In dem zweiten 
F a l l e  (Tafel lII.) is( der Uebergang ganz anders. Wenn sich die 
schneidende Ebene der Grenzlage niihert, so h'eten an die Spitze zwei 
wet(ere  Aeste der Durehsehnittseurve hinan. An der Grenze entsteht 
arts der Versehme]zmlg derselben mit der Spiize der dreifaehe Punkt 
i n  tier Weise~ dass die Spitze die Hiilften zweier Aeste des dreii'achel, 
_[-'unktes geliefert bat.. lIernaeh l;;st sieh der dreifaehe Punk( i,, ent- 
spreehender Weise aber in umgekehrtem Sinne wieder auf. 

[luabh.:h(g'ig yon diesem Untersehiede hat der biplanare Punk( mit 
reel len Ebenen ersichtlieh die Xigensehaf'b dass ~(~au auf der .f'lache 



558 I:. 1~'~,~. 

von jcdem PInKie in &'r _),~'ih~, des hi21anurcn z~ .jedem anderen benaeh- 
l,a.rtcn gcl~mge~ 1,'(~tm, oh,m,, d~'.~ 5;ph, mr~n 15t~kl zn dm'~.h.s'd,wn; wit  
wer(len sogleieh auf diesen Untersehicd zm'iickl;omnwn. 

w  

AbMtung des biplanaren Knoten aus dam conischen. 

l~etrucltten wit jetzt,, wie eine Jqiiche mit ]tipl;1,11"U'OIIl I(uotell e l l s  

airier tni~ gewi3lmlichem Knoten hervorgehen k;mn. 
Beim biplanaren Puukte mit imag'in~iren Ebenen ist des leicht er- 

siehflich. Eine ebene Curve mi~ Spitze ist der Uebergang zwischen 
einem isolirten Knotcn, an den sieh eiu Curvenzug mif, zwei 
Wendungen hera~lzicht, mid einem nieht isolirten Kn&en, der eine 
kleiJtc geschlossene Sehleife besitTt, (vergl. Fig. 1. Tat'el IV.). Die 
mit dam biplanaren Punkte versehene Fl:iehe bihle~ den Uebergm~g 
zwisehen einer Flilehe mi{ isolirtem ttlld einev Flii.{:he mit nieht iso- 
lirtem Knoten, wie sic aus den bez. Curvcn din'oh [{.ot, ation um die 
,q)~mmetrie-Axe hervorgehen. 

lleim biplammm Punkte mit reellen Et)enen ist der Uel)ergang 
j r  r / . ,  7 der folgende. Die u~cl~c raft Kgwten muss hicr dic. ~,1~'7~ he rrorge- 

hob~'~m I@c~Tscha(t &'s Z~sammenhangs um den si~g~diircn I'tmkt I, crum 
~,be.~/~dls besitzen. Sic ist daher folgendermassen gestalt et (vergl. 
Fig. 2. Tafel IV.). l)m'eh die Axe des sp;itermJ bip]anarell Ptmktes lege 
mat~ sehneidende Ebene~. l)ieselben sehneiden zum Theil in einer 
(Jurve mit isolir~em l)unkt~, zum anderen Theil il( (,iner Curve mit: 
nicht isolirtem Knotenlnmkte , '~ber kleincr Sehleife. Stellt man die 
Fli?ehe so, wie in der Zeiehnung gesehehen ist, class sieh die Curven 
(ler ersten Art wesent, lieh naeh unten erstreeken, so erstreeken sieh 
(lie Curven der zweiten Art (abgesehe(t yon der kleinea Sehleife) we- 
sentl~eh naeh oben. Unterhalb des Knotens befin(le~ sieh daher, w[e 
lit der beigegebenen Figur zu sehen, eine Art kleiner Oel]nung der 
li'li~ehe. Zieht sieh dieselbe vollends zusammen, so hat naan den bi- 
planaren Punkt. Aendert sieh die F15ehe waiter, so tritt~ diese Oeff- 
m m g  wieder au L abet nun oberhalb des Punktes und am einen reeh- 
ten Winkei gedreht. 11eim Durc@ange ~ho'eh den b@lanaren 1)~nkt 
reprothlch'en sieh also die. an die shzgulgre Stclle a~grenzcnden Flaehe,n- 
theilc ~ur in a,~uh:rcr Anor(butng; sic scheinen um 90 o u m  die Axe  des 
biplanare~ 15mk/e.s' gedre/d und (/ann an dcr gcgen die Axe se~kreehtrn 
ls'b~'m~ gcs2ifflclt. 

Auf die .Knotenpunkte der beiden FliMwn, welehe sonaeh den 
l,'lSehen, die eiuen biplanaren Punkt mit reellen Ebenen besitzen, be- 
naehbar~ ersehe[nen, wende man jetzt (lie zur Verfiigm~g st~ehendea 
Aeud('rtmgspro(.esse dos Verbindens oder Tr(mnens an. Man erhiil~ 
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d a n n  ersiehtflich l~ei beiden FlSthen die ni;mlichen Resultat% wie sie 
i l l  l,'igur 1, 2 dev Tafel V. davg'e.~tellt sin(1. 

Vtwas g'anz Aehnlichcs lind& in dem Falle starts, dass man es 
II~iL einem l~ildmiaren Plmld.e nlit imag'iniirelt ]']bench zu tlmn hat. 
~Vend,.t, maJ~ auf die Flitche nfit nicht isolirtem ]{nottql, die dcr 
l#lliehe n,i~ bil~hmarem Knol:en bemtchbart ist, die Proce.sse &'s Ver- 
b indens  oder Trennens an, so erhlilt man dasselbe l lesulta G als Wlqlll 
l n a n  bei der l!'lltche rail isolirt,em l(noten diosen Knoten die Aende- 
rltng'en eingehen ]iisst, dermt cr fShig ist:, d. h. wemt man ilm ent- 
w e d e r  /anz versclm, indeJt oder in eine ]<]eiJlt., Kugel fil,ergellc'l~ llisst. 

Als l[esultat dieser Ueberlegmlgen mSgen wit also l,'olgemles 
hinst,  el]eh : 

I';im' I'T&l~c mit ldphmm'~'m, Knoh,n bibh,t /)'dlich d,n I}d, crga*ql 
.~'~.tffxc].'n ;tveicrh'i l"l&h,,~ ~i[ yctci;bulic/.'m, h'~wlrat ; wcmtd 'man al.'r 
(tq~/' diese ASzoh'n die beldc~ i~ ,fl'd,;~ I"allr ,:',dfixs;9,'~ A./'li;s~'l,,,,,'.,x~' 
etch,, so siml die ]b's~dhtle lmi beidcn J"liich,'~, db'sdbcn. 

w  

Ableitung wdtorer Fl'~chen dritter Orthmng, 

Arts doll ill ~ 2. aufgcsMlten J"lficlwlI ,solhqt jeizl, weih're ab/e- 
loire|, werdelb indem in~m die einzehwu Kuotenpunkle~ sofern es m;;<- 
l i eh  ist, slc']l dutch die biplanm'e Form hindurch ihulern 15sst. B~,- 
Lraehten wit zu dem Zwecke die einzelnen Fliichen -'enauer. 

l~]in l)urchgang din'ell eiuen biplanaren l(uoten mit ima,gin~iren 
lgbenen l<'um ersiehtlich so hinge nicht stattfinden, als noch ein au- 
dere.r Knoten vorhanden is~. Dram die Verbindungsliuie bcider Kno- 
t e n  wtirde der Flitche ganz angehi;ren, wiihrend doch dureh cinch bi- 
p lmmren Punkt mit imagin~iren Ebenen niemals eine reellc Gerado 
hindurchgehen kann. Aber unter dea ]~'liiehen mit einem Knoten hat 
n u r  I V eine solche Gestalt,, wie sic behufs des gedaelden Ueberganges 
nothwendig isk l)iese Vl'aehe I V  kmm wirldieh cinch biplanaren 
lqnotenpunkt der gemeinten Art erhalten; 5nder~ sle sich durch dicsen 
h indurch ,  so giebt's eine Iqgehe J V '  mit isolirtem Knoten, die als 
n e u e  I,'lliche den vier mi~ einem reellen If notch hinzugc['figt werden 
111 ag, 

Ein Durchgang dutch cinch biplanaren Knotcn mit reellen Ebenen 
s e t z t  ebenfalls~ naeh w 4., eine gewisse kr~ des Zusammenhangs bei 
t i e r  ursprfingliehen ],'litehe voraus. Betraehten wit, start aller anderen, 
d i e  beiden Fliiehen I m-id l l  mi~ drei l(noten. Bei I [  ist ein soleher 
Uebergang  ersiehtlieh nieht mSglich, weil die in ei,,em Knoten zu- 
smnmenstossenden Fl~ichentheile welter keinen Zusammenhang zdgen. 
Anders  bei i.  Ilier kihmen sich .~itmmtliche drei l(noten dutch die 
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biplanare Form hiudurch iindern and alas gieb G je nachdem es bei 
1, 2, 3 Knotcn geschieht, drei neue Arten mit drei Knoten: 

I ' ,  I",  I" ' .  

Bei den Fliichen mit zwei Knoien sLelle, sich die gerh'alt,~isse so: 
hn Falle I l l  ist keinerM Uebergang dureh eine biplanare Form mi3g- 
lich. Bei i_/ lllld I fi~,ldett Uebergihlge slat(. Ebenso ergeben die 
Fiille 1; 11, 1 H  der Flih.hen rail einem If notch eine lhdhe mqier For- 
reel.; der Fall IK,  der ebcn schon die Fliiche mit isolirtem Punkte 
ergeben hat, liefert hier keine, n Beitrag. 

Wenn man an den Knotenpunkten der so erhaltenen neuen Flii- 
chert mmmehr die beiden ges~atte~ea Aenderungsprocesse anbringt, so 
erhiilt man naeh dem 8chlusssatze des w 4. nichts Neues. Auf die 
Fliichen olme Knotenpunkt iasbesondere is( also die Aenderm~g tier 
vorangehenden Fl'achen dutch ,lie FOl'men rail /,iplanaren lfnoten hin- 
dureh ohne Einfiuss. 

w  

Die abgdoiteten tqiichen ~rschiipfon alle FlacMn dritten (~rades mit 
reellen conischon Knotenpunkten. 

lch behaupte nun, dass die abgeleiteten 
drei, zwei, einem reellen conischen Knoten 
sentiren, l)er Sin I dleser Behauptung muss 
des Art-Begrilt~ zuaih~hst, pr~tcisirt; werden. 
ben ar t  geh(~rig' bet raeht,: ich die.ienigen 

Fl;tchen alle l,'liichen mit 
bez. ohne Knoten repr'a- 
dutch nKhere Umgrenzmlg 
Unbedingt als zu dersel- 
Fliiehen driih,n Grades, 

welche dutch rcdle (!olline, afion in einander fibergeheu. ]oh rechne 
ferncr aber zu derselben Art solche l,'lih~hen, welche durch allmiihlicile 
Aenderung ihrer Const anten so in einander iibcrgeleitet werden k[)n- 
hen, dass wShrend des ganzen Aenderu,gsprocesses kein neuer oder 
keiu ht'Jherer singuliirer Punk( auftrit,t. 

Die folgeMe Anschauungsweise scheint, gee, ignet, diesen A~tbegriff 
noch deutlieher zu machen. Eine Fl'~che dritter Ordnung h'~ngt yon 
19 Constantea ab. Dic (JesammflMt allcr Fl'aehen drifter Ordnung 
(wobei nur al~ Fl'Xeheu mit reellen Coefficicnten gedacht sein soil) 
biiden also eine Mannigfaltigkeit yon 19 Dimensionen. In dieser 
Mamfigfal~igkei~ fiillen die Fliichen mit Kno/.enlaunkt einen Raum yon 
nut lg I)imensionen aus, welcher die galtze Mannigfaltigkeit in eine 
Reihe gct remiter (lel)ie~e aerlegt., so Glass man aus einem Oebiete in 
ein atnderes nur dadurch treten kann~ dass man diesen gaum yon 18 
I)imensionc2~ durehsetzL Jcdc.~ <li~wr'r Gcl~ietc reFrs nun eine Art 
,:o,~ l,'lache,~ oa~2e l*~,of~,pu,,kt. 

Mit Bezug auf diese Definition der Art kiinnte man einen Ein- 
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waml  machen. Nach dem Vorhergehenden sol]en zu derselben Ar[ 
in erster Linie alle Fliichelt gehSren, die aus einer Fl.~che dutch rcelle 
Collineation hervorgchen. Abet nieht allc rcellen Coltineationcn habcn 
die Eigcnseha{'t, durch Wicdcrholung unendlieh kleiner recllcr C~,lli- 
neationen ableitbar zu sein. So ist es z. I1. mi~ denjenigen ColIineatio- 
h e n ,  welchc a.us rcchtsgewundelten Curven linksgewundene maehem 
Es  ist darum n~eht yon vornherein ersieht, lieh, dass alle zu einer hrg 
gehSrige Fl:,ichen eilt einziges zusammenhSngendes (}ebiet in der 
Mannigfaltigkcit aller Fliichen constituirem Abet dicses Bedenken cr- 
weis t  sich als unhegrtindet. Man beachte, class diejenigen Collincatio- 
nen ,  <lie sich nichg dureh Wiederholung unendlieh kleiner Co}lineafionen 
zusammensetzen lassen, von den andercn nur dutch Collineationen mit 
verschwindender Determinante ~ die dann allerdings als unzuliissig 
auszuseheiden sind -- getrennt sein kSnnen. Collineationen der letz- 
t e ren  Art ziehen aber alle Ii'l~'Lehen and also aueh alle Flrtehen drifter 
Ordnung in (mehrfach zi'~hlende) Ebenen, die Gesammtheig aller Flii- 
t h e n  also in ein G ebie{ yon drei Dimensionen zusammen, und 6ebi&e 
yon  drei Dimensionen sind nieht, 15nrdehend, um Oebi~:te ~,on 19 Di- 
mensionen in versehiedene Theile zu zerlegen. Jedc ~'liid~e dcrsdb('n 
A r t  liisst sieh also a'~s jeder a.ndercn ~h~'ch contin~dr~idw Acnder,~9 
~ter CoA[;cicntcn ableiten *). 

Entsprechend, wie wir jetzt bei den Fl~ehen ohne Knot:en Arten 
untersehieden habeu, ist bei den l?l'aehmt mit Knoten zu verfahren. 
D ie  Mamfigfaltigkeit yon 18 Dimensionen z. B., wie sie durch die 
Flhchen mit einem Knoten vorgestell~ wird, ist durch Mannigfalf.ig- 
kei ten yon 17 Ausdehnungen, die sieh auf die Fl'aehen mlt. zwei Kno- 
t en  oder mit biplanarem I(noten beziehen, in Gebiete zerIeg~ u. s. f. 
De r  Sinn unserer Behauptung ]s'~ nun der, dass die yon ~ns abgclciteten 
Fliichen die ii, berha~2# t,orlmndcuen Gcbiete, sofern si& diesclbcn nicht a~f 
Fliichen mit hghcrcn odor mit imaginiircn singuIgrcn I)m~ktcn bcziehc~, 
vollstii~dig und jedes n~tr einmal rel,'iisentire~. 

w  

Beweis des aufgestellten 8atzes. 

Dcr Beweis des aufges~ellten Satzes ergiebt sich nun i'as~ un,nit- 
te lbar .  Man ha~ sich nur zu tiberzeugen, d:~ss die niederen Mannig- 
faltigkeiten, welehe in jcdem einzelnen Falle dic Trennung der gerade 
betrachteten Nannigfaleigkeit in Gebieie bewirke,b keine anderen sein 

*) Die ga.nze Vorste:tlm~gsweise vo~l (lee durch die Fliiehen reprgsentlrten 
M:~nnigfa.l~igkeit, sowie insbcsoadere dieaer 8atz, haben l~icht nur bei Fl'SC}ler~ 
dritten Grades, sondern fiberh~mpt bei Fl'aehen hOhere~ Grades ihre Oeltu~g. 
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kSnnen, als die olmehin sehon i,t Betraeht gezogcncn. Der Beweis 
dafiir ruht darin, dass alle anderen Mannigfaltigkeitcn~ an die man 
warde denken kSanen," nieht, die Zahl yon Dimcnsionctt haben, die 
ausreieht~ um eiue Trennung in 6chicLe zu begribtden. So wird z. B. 
die Mannigfal~igkeit yon 19 Dimensionm b die dutch die F15ehen ohne 
Knoten repri~sentirt ist, nut dutch die Ftiichen mit einem Knoten in 
Gebie~e zerlegt werden kSnnen~ nieht aber z. B. dm'eh die Fl~ehen 
mit zwei imaginiiren Knotenpunkten, da letztcre nut  yon 17 Constan- 
ten abh:,~ngen. Der eigentliehe tiei'ere Grund, warum die Deriw~tion 
aller Gestalten bei den F15ehen drifter Ordnung so einfi~eh gelingt~, 
w.ahrend sie z. B. bei den l?l:~ehen vierter Ordnung viel complieirter 
sein diirfte~ liegg eben darin, dass bei den FF,~ehen hSherer Ordnung 
aueh Fi~lle mig Doppeleurven etc. vorhamlen sind, die yon hinl.Sng- 
lieh vielen Constanten abhi~ngen, um Unterabtheilungen zu begrfinden. 
Die Pli~ehe dritt.er Ordnung mit dem Maximum der Doppelpunkte, 4, 
h5ng'c noeh yon 15 Constanten ab, wShreud die Flliche mit Doppel- 
gerade nur 12, die FlSehe, welch(' in eine Ebene und eine Fl:~ehe 
zweiten Grades zerfallel, ist~ ~meh nut 12 Constaniaen hat,. Bei l"li~- 
chen vierter Ordnung hat die Fl'aehe nfit dem Maximum der Knoten- 
punkte (die Kummer ' sche  FlSehe mit 16 Knot e~) 1S Constante; eine 
Flaehe dagegen, die in eine /"a und eine Ebene zerfidlen ist, 22. 

Aueh dass die Unterseheidung, welehe bei den Fl'Schen mit r Kno- 
ten stattzufinden hat, je naehdem ein Knoten sieh dutch die biplanare 
Form geSndert ha~ od~,r nicht~ f/it die Fliichen mi~ , r - -  1 Knoten ohne 
Einfluss ist, wird man jet zt olme Weiteres einsehen. Es sei z. t3. 
r~--- 1: Wit fassen das Gebie~ der Fliiehen ohne Knoten mit 19, das 
Oebiet der Fl'~ehen mit einem I(note~l yon 18 und endIich die tren- 
nenden Gebiete auf letzgerem mit ihren 17 Dimensionen ills huge. Um 
die Zusammenhangsverh.gttnisse zwisehen diesen versehiedenen gitumen 
deutlieher zu iibersehen, mSgen wir zwisehen den Const.aJ~ten der Fli~chen 
16 willktirliehe Relationen annehmen, wodureh die:(lebiet:e der Flgehen 
ohne Knoten~ mit einem Knotel,, mit mehr oder hSheren Singularitiiten 
bez. auf 3, 2, 1 Dimensionen herabgedr[iekt werden. Als Bilder tier 
Mannigfaltigkeiten mag man dann den Punktraum~ eine ihn durchsetzende 
Fl[tehe und auf der letzteren verlaufende Curven betraehten. Es fragt  
sieh, in wie viele Kammern der Raum dm'eh die ]?F~iehe zerlegt wird. 
Die auf der Fliiehe gezogenen Curven eJdsprechen der Ammhme zweier 
Knot enpunkte oder eines biplanaren Punktes. Ersichtlich sind dig 
ersteren Doppeleurven der Fl.:iehe, die letzteren I{iiekkehreurven. Die 
Rtiekkehreurven kiSnnen abet niemals dazu beitragen, den Raum in 
getrennte Gebiete zu zerlegen ; w.~[hrend eine solehe Zerlegung bei jeder  
nieht isolir~en Doppeleurve wirldich zu 8tande kommt. Dies ist, nur 
anders ausgesproehen, der Satz yon der Einflusslosigkeit der biplanaren 
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~Punkte, wie er in w 5. ia Anlehnung an die unlnittelbare Anschau- 
ung  gewo~men wurde. 

Noch il~ der folgenden, mehr anschaulichen Weise, mag man 
sich yon der u iiberzeugen, mit tier die yon uns abgelei- 
te~en Flliehen die Fliiehen driiten Grades repri~sentiren. 

Betrachten wir zun'Schst F15chen dritten Grades mit drei reelle~ 
Knotenpunkten. Es s e i f - ~ - 0  e ink irgendwie gegebene Fliiehe dcr 
Ar~, so cmlstruire man ehle Fl~che f '  mi~ vitr Knoten, welehe drei 
Knoten mit [ gemein hat, und betraehte das Bfiadel f +  ~f' ~- O. In 
demselben werden (mSglicherweise) eine gr5ssere Zahl yon F]Schen 
mi~ vier Knoten auftreten; diejenige unter ihnen, welche dem klein- 
sten positiven oder negativen Werthe you Z entswith~ , heisse ~. Aus 
dcr Fleche 9~ gcht f dann hcrvor, indem dcr vierte Knotenpunkt einem 
tier bewussten beiden Processe unterworfen wird, indem ferner cine be- 
licbi~e Zahl dcr drei blcibenden KnotenpunZ'tc du~'eh die bi~lanare l 'brm 
hindm'ch sich gndert. Aber andere Unstetigkeiten kSnnen nieht eintreten, 
weil dazu bcsondere Bedingungen zu erfiillen wSren, die man immer als 
n icht  er~fi}lt ansehen kann; die Fl~ichen mit drei I(noten sind also 
durch die yon uns aufgestellten Arten erscbSpft. Jetzt zeigt man 
dasselbe fiir F15chen mit zwoi Knoten~ dam~ flit die l~lSehtn mit einem 
Knoten und endlieh ffir die F15chen ohne Knoten, womit dann dcr 
allgcmcine J3eweis crb~'acht ist. 

w 

Uebor den Verl~uf dor ger~den Linion auf don erzougton Fl~ichon. 
Zusammenhang der gowonnenen Eintheilung mit der yon 

Schl~fli .  

Den Ausgangspunkt flit die Erzeagang aller anderea F15chen hil- 
dete die Fliiche mit 4 Knoten. Die Lage der geraden Linien auf ihr 
~st beka~m~ (vcrg]. w 1.). Wit die gtra~]en Linitu auf den ~bgeleite- 
t en  Fl[iehen vertheilt sind, ergiebt sieh dutch tint einfache Ueber- 
legung,  die nun entwitkelt werden solL 

Denktn wir die sbgeleiteten Fl'Schen von dSr urspriinglichen 
Fliiche mit vier Knotel~ zun'Schst wenig verschitden. Dann werden 
sich die drei einfach ziih]enden Geradcn dtr urspriingliohen Fli~che 
auf  der abgeleiteten wiederfinden. Denn keine yon ihnen kann sich 
mi t  einer anderen Geraden vereinigt haben und dann imagin{ir gewor- 
den sein, wcil sit yon vornherein zu keiner Geraden benachbart war. 
E s  fragt sich also nur nach dem Verhal~ell der 24 bei der urspriing- 
l ichen Fii~che in den 6 Tetraederkanten vereinigten Geradem 

Hier gil~ nun offenbar: Werden die in einem K~wtenln~nkte an 
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einander stossenden .Fliichcnlhc.ilv yon cinau&r gdi'cnu[, so wcrden tlie 
bez. Geraden imaginSr; nnd man wird vermuthen: I|"t'r~h~n, die Thcile 
hingegen vereinigt , so tremwn .sich die bez. G~,rodcn in die dOl!'pdle 
Zahl  reeller. Eine gerade Linie z. B., welehe dutch zwei Kuotenpunkte 
hindurchging, die beide yon dora Proecsse des Yerbindens bctroft'mt 
wurden, wird sieh ia vier reelle Gerade gespaltcn haben. 

Um dies sicherer einzusehen, als es bei der geringen Uebung~ 
welebe unsere riiumliehe Anschauung in solchen Dingen besitzt, ge- 
liagen will, bilde ieh die Fliiche drit[en Grades yon einem ihrcr Punkte 
dutch Projeer auf eine Doppelebene ab. l)en Projecti(mspunk~ 
w.ghle ich auf dem elliptischen Theile der urspriinglich(.n Fliich(', etwa, 
in dem auf Tar. I (largestellten Fall% in dem hSchstgelegei~ej~ ]?raft<re 
des ellipbiscben Theils. Dabei wird, nach bekannten Eigenschaftmi 
der F]Kche drifter Ordnung mit vier Knoten, eine aus einem Xegel- 
schnitt.paare bes~ehende Uebergangscurve auftreter b dercn vier Doppel- 
punkte den Knoten der Fl[Lehe entspreehen. Nun aber befindet sich 
der elliptisehe Theil ganz innerhalb der in den Knoten berfihrendmt 
Tangentenkegel. Bei der besonderen Wahl des l'rojeetionspunktes, 
die wit getroffen haben~ wird daher das Kegelschnittpaar imag[nitr 
sein~ die Uebergangseurve sich auf vier isoiirte Punkte reduciren. Die 
sechs u dieser vier Punkte sind die Bilder der seehs 
auf der Fl~iehe liegenden Tetr~eflerkanten. Der Einiluss einer Defor- 
matioa der Fliiehe auf die Oeraden derselben lfiss~ sich jetzt in der 
Abbildung s[udiren. Denn die Biider der geraden Linien sind, wie 
Geiser  entwickelt hat (Mathematische Annalen Bd. I.), (lie Doppel- 
tangentezt der bei der Abbildung auftretenden UebergaiJgscurve vierter 
Ordnung, weIche letztere in dem speciellen his jetzt betraehteten Falle 
in ein Kegelsehnif[paar ausgearbet war. 

Die Aenderung~ welcke die Uebergangscurve bei der Detbrmatim~ 
der Fl~iche erfiihrt, ist abet diese: Zerreisst man die an einm~ Knoten 
hinantretenden Flgehentheile, so verschwindet der bez. isolirte Punkt 
der Uebergangscurve vollends; im umgekehrten Falle wird er ein ldei- 
nes Oval. Wendet man z. B. den Process des gerbindens auf alle 
Knoten an, was die yon uns mit I bezeiehnete Art ohne Knoten er- 
giebt, so geht die'Uebergangscarve in 40va]e fiber. Dieselben haben 
unter einander 24 reelle Doppeltangenten (ausserdem sind 4 Doppel- 
Langenten, wie schon im Falle des Kegelschnittpaares, iso]irt). Mit den 
~rei einfaeh zghlenden Geraden, die die Fl'aehe ohnehin besitz~, ergiebt 
~ies 27 Gerade; die mit I bezeichnete Iel~iehe ohnc Knotcn hat also 
'auter reelle Gerade. 

Die en~sprecheade Abz,ahlung ergiebt bei den vier anderen Fllt- 
:hen ohne Knofenpunk{ bez. 

15, 7, 3, 3 



Ueber Fl~ehen dri~er 0rdnung. 5(15 

reelle Gerade. Die (b'ei crs'tc~ Arten cntsl)rechen also einzdn den yon 
S ch l a I'll untcrschicd~n, cn ArleJ~, inso#ern dieselben dutch die Zahl der 
rcellen Gcradc*~ viJllig charaktcrisi.~'t sind; die beiden letzten Arden eng- 
.s2)rechej~ zusammen der vicrte~z und [Tinl'~en Art Schliz'f'li's, ~md es 
blcibt zu. mdersuchcn, ob auch, ein s im .Einzebwn stattfindet. 

Diese Untersuchung ist dutch S chl~t f li' s bereits genannte Arbeit 
(Annali di Matematiea V.~ erledigt, we er zeigt, dass die zweitheilige 
Fl.ache (unsere t'tinfte Art) mit seiner ffinffen Art zusammenfSlI~. Die 
vierte und fiinfte Art bet Seh l i i f l i  sind dureh die Zahl der reellen 
Dreieeksebenen untersehieden~ sie betr:Sgt bez. 7 und 13. In der That 
ist nun leieht zu sehen (Sch l t t f l i ' s  Betraehtung in den Annali be- 
nufzt ganz .5hnliehe Momente), dass aueh unsere ftinfte Art 6 reelle 
Dreieeksebenen mehr besi~zt als die vier~.e. Denn die 3 Ebenen, 
welche man dureh die drei isolirten Geraden der Fl~ehe und den Kno- 
tenpunkt legeu kann, dessen Fliiehentheile im Falle IV verbunden, im 
Falle V getrennt werden, gehen eben deshalb im Falle V in 6 reelle, 
im Falle IV in imaginSre Tangentenebenen ~iber, und diese Tangen- 
tenebenen sind Dreieeksebenen, da sic, dureh eine Oerade der Fl':iehe 
hindurehgeleg~, in einem nielflo tier Geraden angehSrigen Puukte be- 
rtihren. Also auch die A~'te~ 1 V  und g entsprcchcn der vierten und 
flirt[ten Art SchUif l i ' s .  

Durch das nihnliehe Raisonnemen~ beweist man einen Satz~ dea 
mir Hr. S t u r m  mitgetheilt hat. Eine Tetraederkante liefert imagi- 
nitre Gerade~ sowohl wenn beide auf ihr befindliehen Knotenpunkte z&- 
rissen warden, als aueh, wenn diess nut bet einem der Fall ist. Man 
finder nun naeh Hrn. 8 tu rm,  class die Gerade v61h~ imaginiir wird, 
wenn das letztere eintrat, dass sic dagegen im ersteren _Falle punl#irt 

- imaginiir wird. Doch gehe ieh bier nieht n'~her auf die Betrachtung der 
einzelnen F'211e ein, als deren 8umme eben die Sturm'sche Regel re- 
sultirt. 

Aber auch die Fi.gchen mir Knoten, wie wir sie abgelei~e~ haben, 
entspreehea den yon Seh l i i f l i  untersehiedenen Arten. Man finder 
dureh blesses Abziihlen der geraden Linien, dass sieh entspreehen: 

F15chen mit drei reellen Knoten: 
I Sch lSf l i  VIII, 1 

H ,, V1H, 2. 
PlSchen mit zwei reellen Knoten: 

i Sch l~ f l i  IV, 1 
II ,, IV, 2 

III ,, IV, 3. 
Fliichen mit einem reellen Knoten: 

I Sehl:,tfli  II, 1 
1I ,, I1,  2 
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l l I  S e h l S f l i  II, :~ 
IV , II~ 4. 

Iliermi~ sind Sehl i i f l i ' s  Arten his auf die mif. einem isolirfien 
Knoten (II, 5) ersehSpft; eine solche wurde abet weit,erhin (w 4.) ab- 
geleitet und unter den mit einem l(no|,en v(,rseh(,nen l,'li~ch(m durch 
IV'  bezeiehnet, so dass also allc in Be{raeht komtnenden Arten under 
den unseren naehgewiesen sind. 

w  

Waterer  u mit Schl~ifli 's Eintheilung. 

Die Beziehung zur Schl i t f l i ' schen Eiutheilung wurde re'st dar- 
�9 ' " ~1 . ~  

geleg~ ftir &ejemgen tlaehel~, die von der ursprtinglidwn l!'liiehe rail 
4 Knoten wenig abwichen. Es bleibt naehzuweisen, daa.s m~scre d r -  
teu ih~e~n get~ze~ ~r~u[a~zge ~,aacl~. .,~i~ ,l.e~ Se l, lO l'l i "scl, c,, <'oi~cidircn, 
es bleibt zu begrtinden~ war~m, die ton m~,s i~l, ,~' .I. a~qg(.sh,glfc~a ~zeuea~ 
A,.aeu /i'i.r SchgaFl i ' s  l~i,e&d/~J,g.~'l,&d,,, h& ~,et/' (&. , ' i ,c Are I V "  

Um nidd  zu sehr dutch Be~raeh~ung dot eilJzclneu l:511e gehin- 
deft zu werden~ soil der ers% Naehweis hier ]mr fib" die F15chen ohne 
Knoten explieite gegeben werden. ]st er bei ihnen gefiihrt~ so is~ die 
Richtigkei~ der BehaupSung bei den Fl~iehen mit Knuten ebenfidls er- 
wiesen, dR man .jR nun diese aus (lint Fliichen o]ltte Kno{eu cnts{ehen 
lassen kann. 

Bei den Fl'aehen ohne Knoten ist aber (lie Richtigkei~ darin be- 
griindee, class iiberkmq~t l"l(icl~c~a oh~#c ]g~zoh,u ach,c zusammcnfids n 
Gcra&,n habcn ki~nncn. I)em~ daraus folg~, dass die Flitehm~ jeder der 
yon nns umgrenzten Arten in der Zahl ihrer reellen Oe~aden und 
Dreieeksebenen iiberdnsfimmen. 

Dieser HiilfssRfz ist folgendermassen einzusehen. Wenn zwei Ge- 
rade auf ei~er Fliiche eonsecutiv werden~ so sind zwei F~ille zu un%r- 
seheiden. E~{weder die Geraden sehnitten sieh vorher~ oder es war 
dies nieh{ der Fall. In dem erste~ Falls hat die FlSehe 15ngs der 
Geradeu eine eons~ante Tangentialebene, in dora zwei~en sind Tangenten- 
ebene und Beriihrungspunkt projeetiviseh auf einander bezogen. Legfi 
man also dutch die Gerade eine beliebige Ebene, welehe dann noeh 
einen Kegelsehnitt aus der Fl.ache aussehneidet~ so miissen im ersten 
Falle b&lc, Sehnitgpunkte des Kegelsehniftes mi~ der Oeraden, im ]etz- 
teren Falle der cinc Sehnitgpunkt~ lest sein. Im ersteren Falle liegen 
zwei, im le~zgeren ei~t Knotenpunkt der Fl'aehe auf der Geraden; die 
Flliche hat einen Kno~enpunkg ~r, z. b. 

Der Grund nun~ um dessen willen 8 e h l S f l i  dig grSssere Zahl der 
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F~ille, die wit in w 4. aufstellten, nieh~ zu unterscheiden ha~, liegt 
dar in ,  dass dcr DurehgaRq ei~es I~notens ~h~rclt die bipla~are l~brm 
die Za/d dcr ~'eellc,~ Ocradcn ~icht 5ndcrt. Es ist das ~]gebraiseh evi- 
dent.  Die Geraden, welehe dureh den einfaehen l(ao~en gehen~ z~h- 
len zweimal; wird tier ](noten ein bipianarer, so zfhlen sie drehnal; 
es hat sieh also jede Gerade noeh mit einer hinzugetretene~ einfach 
zhhlenden vereinigL tIernaeh, wenn tier l(noten wieder eh, eoniseher 

~wird, 15st, sieh diese (}erade ~b, ohne aufzuhfre, b reell zu sein; es ist 
kein  Grund~ dass (lerade imaginitr werden~ weil siel~ ungleichwerthige 
:Elemente vereinigg hatten. 

Geometriseh geht dieses Zusammenfallen folgendermassen vor sieh. 
:Es sei etwa ein Knoten mit 6 reellen Linien gegeben, und cr gehe fit 
die biplanare Form fiber. Dann vereinigen sieh n~it seinen Oeradeu 
seehs solehe~ welehe bis dahin dm'eh die Oeflhung verliefim, weleho 
(ha th  w 3.) die l!'F,'tche in der Niihe eines Knotens zeigt, der die bi- 
plam~re Form annehmen will; hernach erst, reeke~ sich diese Geva(hm 
durch die entsprechende Oeffmmg, welche auf der anderen Sei[e des 
Knotens ent;s~anden isL 

w i;). 

V0n dot Di~gonalfi~ehe, 

Unsere weiteren Betrachtuugen sollen sich auf die Fl.:~chen ,nit 
27 reellen Geraden allein beziehen; die Principien, welebe uns dabei 
leitel b sind in glcicher Weise bei den iibrigen Ffllen anwendbar, lie- 
fern  aber nicht immer die gleiehen einfaehen l~esu|tate. 

Wir gehen "con der Betrachtnng einer einzelnen Fliiche mit 27 
rcel |en Geraden aus. Es ist dies die yon C]ebsch sogenannte Die~- 
9o~alfliichc (vergl. Math. Annalen IV. S. 331) m~t reelI vorausgesetz- 
tern Penfaeder. Diese Fliiche ist durch die einfache Beziehung zu dem 
ihr  zugeordneten Pentaeder ausgczeichnct. Sind nfmlieh die Ebenen 
des Pentaeders dutch 

dargestellf~ nnd w'~[hlt m~n die absolute Bedeutung dieser Buehstaben 
so ~ dass 

so isf die Gleichung der Flfiche 

2~ ~ q -  q,~ q -  r ~ q -  s :~ + t' : 0. 

Die Di,~gonalfli~che ist eine Covariante des zu Grmlde gelegten 
Pentaeders (vergl. Math. Ann~len IV. S. 353). 3ede 1)iagonalit~tehe 
is6 in Fo]ge dessert mit jeder ,~nderen und insbesondere mi~ sich selbs~ 
auf 120 Weisen collinear, wobei die Collinea~ionen reell sind~ wenn 
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(]cn, durch das Schema 
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zwei Fl';ichea mi~ reellem Pen~aeder in einander iibergeftiln,~ werden 
solten. In Folge dessen gestatte~ ein Modell der Fl?iche mit reellem 
]'ent~Leder fiir alle solchen Fliiehen allgemeine Schl~isse zu ziehen; die 
Kenntniss der Cotlineationen der 1,'liiche in sich selb.s~ eonh'olirt (lie 
Abz~ihhmg gleiehwerflfiger Vorkomnmisse. Ein solches Modell wurde 
yon ]h'n. \Ve i le r  mtci~ Angabea yon ( ) lebsch  ausgef~ihrt (verg]. 
(li'~tfinger N achrichten. Aug. tS72) und ich habe wesenLtich an diesem 
31o(lelle die im Fotgenden entwi(:kelten 'Yerh~;itni~se kennen ,,'oler,,,. 

Die 27 Geraden der Diagohalfl;ichc spalten sieh iu zwei GrulTen 
vml bez. 15 und 1'2. Die 15 ersten Linien liegen in den Pentaeder- 
ebenen und biiden in jedcr die Diagonalen desjenigen Vierseits, in 
wr die Ebene yon den vier ~ibrigen geschnigten wird. Die~e 
l~inien sclmeiden sieh also zu drei in den 10 Pent aedereckpunkten. 
Die [ibrigen 12 bilden eine l)opl)clsechs, l)ieseIben sollen in belcann- 
Let Weise dutch: 

l �9 2 �9 3 �9 4 - 5 (; 

1 '  �9 2 "  �9 3 '  . 4 '  �9 5 '  �9 (7  

1)ezeiclmeL sein~ (lie 15 Oeraden sind dann (lurch (lie ma]ll('ll 12~ l);. 
etc. gegeben. ])iese Indices k S m l e n  dabei so gewiihlt werden, (|ass 
die Geradeu, welehe in den fiinf Pentaederebencn liegen, die folgenden 
sind: 

12 , 34 ~ 56 
13 , 2 5 ,  '16 

1,t, 2 ( ; ,  35 (.t) 

15 , 24 , 36 

t~3 , 23 , 45 

ie sic sich hez. zu drei iu einem Punk~e schnei- 
gegeben sin(t: 

12, 35,  ~16 

t2 ,  36,  45 

13 , 24 ~ 56 

.13, 2 0 ,  45 

14, 23,  .56 

15~ 26, 34" 

I5 ,  23, 46 

J_6~ 24,  35 

16~ 25~ 34 

(B) 
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Die 15 Geraden der ersten Ar6 haben reelle A.r 
dieselbeIl liegen ebea in den zwei Pe,ltaedereckpunkte,, welehe jedc 
solchc Gcrade enthi~.l~. Die 12 Geradea der zweiten Art. hingegen 
haben imaginSre Asymiototentmnlde. Die 1(1 Pentaederecken, in welehe 
die 30 Asymptotenpunkte tier Lieraden erstcr Art zusammcld'allelb sind 
isolirte l'tmkte der paraholischen (~ttrve 1 dt!r l,'[?[cht.. ~ie k;Smtcu. 
isolirte [kmkte vorstellen, d't die lIesse 'sclw b'llh:he, ~t.lchc die pal'a- 
bolisct,e Curve ausschneidet, in ihnen l(notCnlmnkLt! hal. 

Andere reeHe l.'ulfldc ~'~.>n paraboIisch~'r [,:r~'mmmng giebt cs ni,'ht: 
(tie I)iogo~al[la~hc ist, ,b#c.s, lmn yon ~l,'J~ 10 a~[" ihr licgcml,'J~ J'~Jd~- 
cdcrcck)mn/,h'u, iibcrall h?12wrb(,li,~'ch ge/,:riimmt. 

Die (.leraden der F15che bilden auf derselhen ~..im' ltcihc v~,n 
Viereeken. Jcdes solche Viereck hag zu :iuf einamlcr t'olgeaden K.m- 
ten zwei Gerade der ersten t|tld wei~;erhia zwei (ferrule dcr zwcitcn 
Arg. In jedem der 1(1 Pent.aedereckpmd~te siosscn 1; solcher Vierr 
zusammen; die 2 - ( ;  Kanten zweiter Art, welche sic be.~itz~,n, gehgren 
nur 1; Linica dcr zweit.en Art an, so class der Ecklmnkt vm~ einem 
(windsehiefen) Seehsseit yon Geraden zweiter Ar~ um,g'eben isL Ausser 
den / ; .  t i t-~-60 an die Eelq?unl~te hinanreichemh:~t Vit.recktm llndt~ 
ich noeh 60 andere, so dass die Z~tI~I der fil~erhaupt vorhandenen 
vierseitigen l?elder, in welehe (lie Fliiche dutch die 27 (Jet'aden zcr- 

legt. wird, 120 betr'Sgk 

w 11. 

Uebertragung auf die allgemeine Fl~cho mit 27 reollen Oeradon. 

Die bei der Diago,~alflSche erkannten Eigenschaften k[)amcn amn 
unmittelbar fiir die Fli~eher~ dritten Grades mit 27 reellcn Geraden 
iiberhaupt verwerGhet werden, indem man iiberlegt, wie sieh dieselben 
:,[ndern werden, wenn man die I)iagonalfliiehe beliebigen Deformatio- 
non unterwirft, ohne dass ein Zusammenfallen yon goraden Linien start- 
finder oder (was dasselbe ist) ein Knotenpunkt entsh'ht. 

ZuvSrderst ist (,r~ichtlich: die Verthcibt~y dcr rccllcn N,s'!/mi~lolc~- 
l)t~.l,:tc a.zcf dic Gcraden dcr 1,'liichc ist bci den ],'lgd~r,u mit 27 G,,ra- 
den iibcrhaul~t so wic bci dcr Dia#onal[liicIw. |)enn j~,de F1;iclu ~' mit 
27 (~eraden liisst sieh aus jeder anderen und also aueh aus der Die- 

*) In einem solchen isolirton Punkte einer parabolischen Curve bcri[hr~ jede 
der 

r ~  ce Ianoente dreipunktig, jcdcr durch dense[ben durehgclegtc ebene Schnitt 
Fl'Sche h~Lt dort eine Wen&rag. Drei uuter den Tangcntcn sind vicrlmnl~tig be- 
riihrend; im FMIo der Flii.chen dritten Grades miissen sich also in cinem solchen 
Pnnkte, wie es bei der Db~gon~lfl'~Lche in der The6 geuchieht, drci (]crade der 
]Fi~tche krcuzen. 
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gonalfliiehe ableiten, ohne dass eine Fl~ehe mit Knotenpunkt dazwi- 
schen ~ritt Solken nun bei dieser Ableitung Asymptotenpunkte~ die 
vorh~'r reell waren, imagin'~r werden oder umgekehrt, so miissten sic 
vorher zusammenfallea. WenlL aber auf einer Geraden die Asympto- 
tentmnkte zusammenfallen~ so hat die Flgche dort lmthwendig einen 
Knotenlmnkt Denn die.' Asympfotenpmfi<te sind harmonisch zu jedem 
Pmik~epaar, hi welchem die bez. Gerade yon einem l(egelschnitte der 
F15ehe getroffcn wird, dcr in einer beliebig durch dig Gerade hindureh- 
gelegten Ebene liegt etc. 

Auf jedcr ffliiche ~mit 27' Gcraden yicbt cs also ei~'~e l)ol~i)eh.cch s 
vo.u (/~erade.u roll imaginiiren Asymptote.nlounkten, die 15 iibNgcn Gcra- 
dc~ haben reclle ..lsymptotc~)mn],:tc. Bezeiehnet man die ers~eren, wL 
bei der Diagonalfli;ehe~ mi~ [, 2 . .  bez. 1', 2 ' - . ,  so geben die Sche- 
mata A~ i; des vorigen Paragraphen die yon den Geladell der anderen 
Art gebildeten Dreiecksebenen. 

Betrael,ten wir jetzt die Vcrtheilun 9 dcr Gcr(~den und den Ver- 
hmf der 2mraboli.sche~ C~lrvc auf der allgemeinen PlSehe. Zu diesem 
Zweeke sei angenomm~n, dass dig F15ehe zuniiehs~ wenig yon einer 
Diagonalfl'gehe abweiehe. ])ram is~ der einzige Untersehied in der 
VerU~eilung der Geraden der, dass die drei Geraden, welehe sieh his 
dahin in den Pengaedereeke,a sehnit~en, nunmehr ein Dreieek, abet 
(zuu':iehsL) ein kleines Dreieek zwisehen sieh einsehliessen. Von den 
(; Vi~reeken der li'l:~ehe~ die in dem gemeinsamen Sehni~tpunlde zu- 
sammenstiess(,n, si~,d drei zu F~infeekell geworden; die FlSehe wird 
also dureh die geraden Linien in l0 l)reieeke~ 90 Vie.reekej ;~0 Ffinf- 
r zerlegt. Di~ drei hsymptoteni}unkte der drei sieh in einem 
Pm~kte sehm'idenden Geraden~ die his damn vereinigL waren, sind in 
drei Punkte auf den Seiten des kleinen Dreieeks auseinandergerfiekt. 
Der isolir~e Punk~ der parabolisehen Curve hat sieh zu einem kleinen 
in das l)reieek eing'esdH, iebenen Ovale erweitert (denn imagingr kann er 
nicht geworden sein, da die Asymptotenpunkte, in denen ein Zweig der 
parabolisehen Curve bertihren soll, reell geblieben sind). Die 2ara- 
bolische C~rvc besteht also a~s 10 Ovalen, welchc bcziiglich in die dw'ch 
das Schema 13 bezeichneten Dreiecke eingeschlossen sind; das Sc/~c'ma A 
bezeieh'net /5nf  Jgreiecksebenen~ ~velche jc 6 dieser Ovale beriihrem Aueh 
die Lage, welehe das Pentaeder der neuen FlSche angenommen hat., 
l:~isst sieh niiherungsweise a~geben. Die Hesse ' sehe  Fliiehe, welehe 
in den Pert~aedereekpunkten Knotenpunkte ha~, sehneideg die Fl';~ehe 
dritten Grades naeh 10 getrennten Ovalen. Die Flgehe dritten Grades 
ist dutch leichte Deformation aus der Diagonalfl.~ehe entstanden, bei 
der an Stelle dieser Ovale isolirte Punkte auftraten~ die eben selbs~ 
die Knotenpunkte der Hesse 'sehen Flgehe vorstellten. In Folge des- 
sen sind die 10 Ovale der neuen Flgche .die Durchse/mi#c dersdbe~ 
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bez. mit den YO yon den Knotentgunkten tier Hesss 'sehen Flaehe sieh 
erhebcnden kegdartigen Stiicken derselben (welehe nSherungsweise dutch 
die Tangentenkegel in den bez. Knotenpunk~en dargestellt werden). 
Aber auf diesen Stiicken verlaufen jedesmal drei ffanten des dureh die 
Knotenpankte bestimmten Pe~ltaeders~ deml diese h[anten gehSren der 
lIesse 'sehen F15che, ganz an. Das l>e~/acdcr u~serer _t"l&l~e firgt 
also i,~ dsr .Niilw dcr &~vc,h das Schema A bezeiclmdc~ [SJ~/" l)rcicd, s- 
ebenen, derart~ dass seine Ifanten zu, drei jedes dcr lO Ocab' &'r para- 
bdisehe,n Curve b'sffen. 

Die hierrni~ bezeiehneten Verhi~Itnisse ~'tbertragen sich nun elms 
Weiteres auf die allgemeine F15ehe mit 27 Geraden. In d~r 'l'Lat 
k5nnen sis sieh nieht iindern~ wenn man sine btqic, bigo De['ormation 
der ~'l':iehe~ bei der die 27 Geraden getrenat bleiben, eint.rcl~en lii,-,~L 
J)ie g(,,rt, heihmg der Geraden a~4 der ffh'ichc 1,am1 keim~ andero wer- 
den~ es kSmlen hSehstens drei Gerade orste, r Art, die sieh boi der 
Diagonalflitehe in oinem Punkte sohnitton, wieder in cinch ['unkt ztt- 
sammenr~ieken (was unwesenf, lieh sein wiirde), l)enn os kSm,e,t hie 
drei Gcrade versehiedener Art sieh in cintra Punkte schnciden, well 
sons~ dieser Punkt sin gemeinsamer Asymptotenlmnkt wi~re um[ al~o 
gerade Linien, welehe ,~orher imaginSre Asymptotenpmlkte bosassen, 
nunmehr reelte h'~ttert e~e. Dic Zah[ de.r Owdc der parabotischen C~rcc 
ist i,mmer 10; es kann sieh h5ehstens ein odor d,s andere Owd in 
einen isolir~en Punk~ zusammenziehen~ was nieh~ in Betracht kommt. 
l)enn kein Oval kann versehwinden - -  es bleibe~t ja (lie Asymptoten- 
punkte, in denen es bertihrt, reell - - ,  es kSnnen sieh hie zwei Ovals 
vereinigert ~ deml jedes Oval is~ yon einem Sechsseit yon geraden 
Linien umgeben, welehe keine reelletz s besitzon, und 
d~s also yon dem Ovals ~lie iibersehrit~ten werden kann, - -  es daft 
endlieh aueh hie sin Oval hen entstehen, denn dasselbe miiss~c aus 
einem neuen isolirLen Punkt~e hervorgehen mtd sin solcher wfirde Cwie 
oben in einer Note bemerkt) einen neuen Kreuzmlgsimnkr yon drei 
@eradea der Fl~iehe bedeuten, der doeh nieht auftreten sell. Die 13e- 
ziehung des I~entaeders zur ~liishe ist dieselbe geblieben, l)enn wartnt 
einmal die 10 Ovale den 10 Knotenpunkten einzeln zugeordnet, so 
karat dies Verhr~ltniss~ so lange die 10 Ovals 8inzeln erhalten bleiben, 

keine Aenderung erleiden. 
Es begrtinden diese Beziehungen insbesondere noch den SaLz, der 

die Wichtigkeit der Diagonalflgehe gerade far Untersuehungett der 
vorliegenden Art kennzeiehneg: _Eine ~liiche &itten Grades mit 27 red- 
len Gsraden kan,n nur auf  sine continubliehe Weiss in sine })iagonal- 
fliiehe iibergefiihrt werden. D~s Pentaeder derselben entsteht aus den 
f~inf Dreieeksebenen A, welche bez. je 6 der 10 par~bolisehen Ovals 

bertihren. 
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w 12. 

Di~ Entstehung der Flgche mit 27 Geraden aus der Fl~iche mit 
vier Knoten. 

Wenn wir nach w 2. eine Fl:,icbe mit 27 (]eraden aus einer mi~ 
vier Knoten ableiten, so werden die 10 clliptisch gekrfimmten Theile 
der Fl'~iehe it1 folgender Weise erzeugt. Vier derselben werden durch 
die vier Sei~enfelder des ursprtinglich elliptisehen Flgchentheils (der 
tetraederi~hnlieh gestaltet war) hervorgebr~chfi Die sechs anderen 
entstehen an denjenigen Stellen des ursprfinglieh l~yperbolischen Thei- 
]es, in denen die drei einfachen Geraden der Flitche von den seehs 
Tetraederkanten gesehnitten werden. 

Die Ebene der einfaehen Geraden giebt also eine der fiinf Drei- 
ecksebenen A ab, die den fiinf Pen~aederebenen benachbart sind, wie 
das mit dcm Umstande stimm~, dass f~ir die Fli~che mit vier Knoten 
jeue Ebene geradezu eine Pm~taederebene ist. 

Will man daher untersuchen, wie of~ eine Fl'Sche mi~ 27 reellen 
Geraden aus der Fliiche mit 4 Knoten abgelei~et werden kann, so hat 
man yon vornherein i'~inf Classeu soleher Ableitungen zu untersehei- 
den, je nach der Dreiecksebene A, welche man aus d~r Ebene der 
isolirten Geraden hervorgehen lassen will. Abet man ~iberzeugt sieh, 
dass jede solche Classe nur eine Art enthSlt, dass cinc l,'liiche mit 
rccllcn GcradcJ~ iiberhu~# nu t  in f i inf  Weiscn aus einer I'Tgc/~e mit 
vicr Knoten gcwonncn wcrdcn k(~mn. Als solelle' fiinf Fl.~ehen mag 
man dann geradezu dieienigen nehmen~ deren Pen~aeder*) mit den 
ffinf Dreieeksebenen A zusammenfSll~. 

Um dies zu begrtinden, betraehte ieh die Gruppe der 24 Geraden, 
die bei der AuflSsung der Knoten einer Fli~ehe mit vier Doppelpunk- 
ten aus den Tetraederkanten en~stehen, l'~'inc solche Gr~p2;irung 15sst 
sich a us den 2d Geraden~ die yon den 27 blcibcn, wen n man die drei 
in t inct L'be~e A gelcgenen [brb~immt, nur eb~mal bilde% und dari~ 
liegt der Jleweis. 

Diese Gruppirung ist nihnlich folgende. Die drei Kanten, welche 
durch einen Knoten hindurchgingen, ergeben bei der AuflSsung eine 
Doppelsechs. Je drei Linien aus jeder Sechs derselben haben reelle, 
die drei anderen imaginiire Asymptotm~punkte. Die vier Doppelseehsen, 
welehe den vier Kno~enpunkten entsprechen, haben je vier Gerade 
gemein~ darunter zwei und nur zwei mi~ reellen Asymptotenpunkten. 

*) Eine Fi~tche mit vier Knoten ist, wie leich~ zu sehen, vollsti'mdig bcstimmt, 
wenn ihr Pcntaeder bek~nnt und eine Enfscheidung darfiber getroffcn ist, wclche 
Pent~ederebene die isolirten Geraden enthalten sell. Zu einem Pentaedcr gehS- 
ten ~lso fiinf Fli~chen nfit vicr Knoten. 
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Die Linien einer I)opi)elsechs , welehe reelle Asynq)totenf, unl;tc haben, 
berfihren unter den 6 0 v a l e n  der parabolischen Curve~ welche in der 
NShe der Ebene der isolirten Geraden entstehen, solchc drei, welche 
xlicht (aueh nieht amliihernd) in gerader Linie liegcn. 

Sm~dern wit aber aus den 27 Geraden drei in einer El)ene A ge- 
legene ~ etwa 

12~ 34, 56, 

aus, so lassen sieh die iihrigen 24 nut in einer Weise in vier l)oppel- 
seehsml grulq)iren~ welehe diesen Forderungen gmfiig'cn, llei tier [{e- 
zeichnung dcr Geraden,  die ieh an dem \ V e i l e r ' s d l e n  Modclle der 
Diagonalfliiche angebraeht  habe~ sind dies die Mgemlen:  

1 3 5 41~ (;2 24 

35 51 13 2' 4' 6' 

1 4 6 35 52 :?3 

46 61 14 2' 3' 5' 

2 3 (i 45 51 I-I 

36 69 23 1' 4 5' 

2 4 5 3t) 61 13 

45 52 24 1." 3' 6' 

Die Doppelsechsen~ welche in diescr Weise bei den 5 l{iM, leitun- 
gen einer F15che mit 27 Geraden auftreten, sind iibrigens nicht ilt der 
Zahl 20, sondern nut  ill der Zahl 10 vorhanden, iudem jede l)Opl)el- 
sechs zweima! benutzt wird. Bezeichne~ man die cbeJi genam~ten (in 

verstSndlieher Weise) dureh: 

135, 146, 245, 236, 

so gieb~ es ausserdem die folgenden seehs: 

123, 124~ 156 

256, 345 ~ 346 

und dieselben vertheileu sich auf (lie f'fi~ff El)enen A in der fl)lgendcn 

Weise: 
Ebeue 

12 �9 34 �9 56 

13 �9 2 5 .  40 

14 �9 26 �9 35 

15 �9 24 �9 36 

16 �9 23 �9 45 

135 , 146 ,  245 . 2:;{; 

124 . 1 5 6 .  2 3 6 .  345 

123 . 156 - 2 4 5 .  346 

I23 . 146 . 256 . 345 

124 . 135 - 256 . 346 
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~13.  

Von den eben~n 8r der FlgcM mit 27 redlen Geraden. 

Auf Grund der bisherigen Er5rterungen wird es mSglich~ die Ge- 
sammthei~ der ebenen Schnitte, wclche eine Fl~tchc m[~ 27 Geraden 
zeigt, zu classiticiren. ]ch muss reich i}'eilieh darauf beschr'anken, 
hier die Resultate einfach anzugeben, dg eine genaue Herlei~ung der- 
selben ohne die durch ein Modell crmSglichte concrete Ansehauung 
zum mindesten sehr weitlgufig sehein~. 

Der ebene Schnitt einer Flgehe dritter Ordmmg zeigt als Carve 
drifter Ordmmg entweder nur einen zusammenh'~h2genden Curvenzug 
(mit 3 \'Venduugen) oder er besitzt ausserdem ein Ova]. Die Ebe~en~ 
welche die Fliiehe nur nach cinem Zuge sehneiden, bilden nun, wie 
sigh zeigt, einc zusammc, ddiwende Mannigfal@l,:eit vo~ drei Dimen. 
sionen. Von ihr werden ebenfalls dreifaeh unendliche Mannigfaltig- 
keiten solcher Ebenen~ die in Curven mit Oval schneiden, einge- 
schlossen. 

Diese Ebenen selbst zerfallen zunSchst in drei Gruppen, deren 
jede wieder in eine grSssere Zahl getrennter Mannigfaltigkeiten getheilt 
is~. ]_)as Oval wi)'d .n#~dich entwcder vo~ kdncr Gcra&,n der .l"lgche, 
o&:r vo,~ 12 oder yon 16 getroffen. 

Dass hiermit in der That alle MBgliehkeiten ersehSpft sind~ welehe 
eintreten kSnnen, wenn man Durehsehnittseurven mit Dopl)clpunkt etc. 
nieh~ beaehtcg~ crgiebt sieh dutch folgende Betraehtung Bus der cin- 
dcugigen Abbildung dcr Fl.Xehe auf eine Ebene. Der ebene Sehnit{ 
bildet sieh bekamltlieh ab als Curve drifter Ordnung, die dutch seehs 
Fundamentalpunkte hindurchgeht. Er wird iiberdies, je naehdem er 
arts einem Zuge oder Bus zwei Theilen besteht, eine ebenso besehaffene 
Bildeurve liefern. BeschrSnken wit uns also auf Bildenrven, die aus 
zwei Theilen, aus einem Ovale und einem Zuge mit drei Wendtmgea 
bestehen. Es liegen dann noeh eine Reihe yon MSglichkeiten bez~ig- 
lich der Vertheilung der Fundamentalpunkte auf die beidml Curven- 
theile vor: das Oval kann 0, 1, 2 . . .  6 Fundamentalpnnkte enthalten. 
Man beweist nun zunSchst: Das Oval des ebenen Bildes e.ntsl)ri&E dem 
Ovale der raumgel~en Curve oder dem a udcren Thcile derselbcn~ je ,J,ach- 
dcmcs  cine gerade odor m~ge~'ade Zahl yon Fumlamentali)u,nkte~ crib 
halt. Enth~lt figmlieh das Oval eine ungerade Zahlt so wird es, naeh 
Grunds~tzen der Analysis situs, yon jeder Curve, die dureh die 6 Fun- 
damentalpunkte geht, noeh in einem Punkte oder in einer ungeraden 
Zahl yon Punkten geschnitten; der entspreehende rSumliehe Curvenzug 
wird also yon jeder Ebene einmal oder eine ungerade Anzal yon Malen 
getroffen~ d. h. er ist ein Curvenzug mit drei Wendungen, kein Oval. 
Umgekehr~ beweist man~ dass das Oval des ebenen Brides und das 
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Oval des rSnmliehen Sdmittes ehmnder entspreehel~, wenn ersteres eine 
gerade Zahl van FundameutalpmflCten enth~ilt. - -  Indem man sieh (lie- 
ser H.egel bedienf,, ersieht man safari, dass die riiumlicheu Srhnith' 
mit, Oval eben in die drei Arten zerfallen, die dadm'eh eharakterisirt 
sind, dass des Oval bez. van keiner Geraden, odin" ~'r 12 ((lie due 
Doppelsechs bilden)~ odor van lg Geradeu gesehnitten wird. 

Ebenen, welche naeh Curven mile Oval sehneideu, so dass des 
Oval keiner (71eradel begegnet, erhiilt man z. B., wean man das Oval 
ganz auf eine der 10 elliptisch gekriimmten Partieeu dr F1;ich~, vcr- 
legt. Man iiberzeagt sieh (hum ferm,r, dass dies die ~iuzigcu l~]l~encn 
dieser Art sin(l, die bcz. ]".be.~c~t co~slihdrc~z also 10 ydrc'm&, MmiJdy- 
f ,  lt;iS,'r i tc)~. 

Ebeuen,  deren Oval einer l)Opl~dsechs begegnd, erhiilt man 1.~oi- 
spielswcise, weuu man die Fliiche zunSchst in eine sold~e mit Knoten- 
punkt hberh.'it~t uml dann einen eben('n Schnitt lagt, fiir den eim,r 
der Knotcnpnnlr ein isolirt,er lhmkt ist. (ieht man sodann zur ur- 
slrfinglichen I,'lSche zuriick~ so h'~t man cinen ~chnitt, &:ssea Oral 
yon den lfinien del;jenigen I)oppelseehs getroffcn wird, welche ',ms dan 
drci dutch den l<:rmf, enpunkt verlaufen(hm l(anhm ~,utstamh'u ist. ,h!dc 
der 10 im vorigcn ParagrapheJl aufgeziihltcn l)qw'.lscchsou ,gicbt zu 
solehcn ebencn Sehnitfen*) Veranlassung. Man kalm wicdvrum be- 
weisen, dass dicse die einzigen ihrer Ar~ sin(l~ dass ,I.~o ,m'h dic 
l!be~w~ dicscr A,rt. 10 <jd4"c~mte .Ma~@/'alt@lceite~ co~s/ihdrrm 

Es giebt ferner .15 2)lam@lall, igk.dlen ~;o)~..Ebencu, dcr~'u Ocal van 
16 Gc~'ade)~. Sl'rof/'e~z wird. Man tiberzeugt sieh hiervon eimnul, indem 
mau zu don Flliehen mit 4 Knoten zuriiekgaht. Jade der fiinf Fl~h.hen 
mit 4 Knoten,  aus deneu die q llgemeine Fliiche entsteheu kltl]ll,  liar 
dreierlei Schnitte~ (lie bcim Uebergange I)urehsehnittscurven der gc- 
wiinsehten Art  geben: diejenigen 8ehnitie, welche deu ellil)tisdieu 
TheiI der Fliiche mi~ 4 Knot, en so treffen, dass die Knoten in zwci 
(3ruppei van zwei zerleg~ warden, ekndererseil, s erhSlt man Schnitte 
der gewtinschten Art,  wenn man, was ersichilich mSglieh ist, durch 
jade der 15 Oeraden mig reellm~ Asymptotel~punkten E1)(meu hindurch- 
legt, welche I(egelselmit~e enthalten~ die der bez. (]eraden nid~t lie- 

*) Ein Modell eiaer Plii~che mi'6 27 (~era,dcn zcigt cinc l@ihc van ,,l)ur('h- 

ga.ngen" odor ,,Oeffmmgcn". 
Auf den Partieon der Fliiehe, wciche ~m diesc I)nrchgSnge angrenzen, ver- 

l~ufcn el)on die Oeradeu ciner dcr 10 Doppelscchscn. .lade solche l)oppci~ed~ 
giebt zu einem ,,])urchgange" Voranlassung; ob derselbe abet in dam Modeile 
ohne Weiteres sichtlich ist;, lfiiug'~ einmal yon der l/eziehung zum Uneudlieh-Weitel, 
ab, die man bei der Construction des Modell's zu (~ruude gelegt hat, dram abet 
auch devon, welche Seite der im Endlichcn gelagenen Pattie dcr l.q;ichc man als 
:~ussere, welcho als innate betrachtcn will. 
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gegnen, - -  und wenn man weiterhin diese Ebene etwas ve~.schiebt~, so 
class sic eine eigentliche Curve drifter Ordmmg enthitlL 

- 
Dicse Unterscheidung der ebenen ~Mmflte ]iefcrt. die E i n t . h e i l u ~ g  

der f'l';iehen mi~ 27 Oeradcn nach dem U~,cndlich-Weiten. S ieh t  t ~ a n  
von FlSchen mit parabolischen Aesfe~ ab (wclche die unendlieh f t . ,me  
Ebene ber[ihren), ~o ]~at ~an  bci dc;~ ]"?ii(.h~, mit 2)" r(,dle.~ ()c~'6td(:n 
vier A~tc~ zu ~tcrscl~ddc~~. Das Wiener ' s che  Modell gehSrt z u  der 
Art, welehe die unendlich ferne Ebene in einem z , t sam, . ,mhi tngenden  
Curvenzuge trifle. Ebendahin gehSrt die Fl:~ehe, die man a.us tier 
F15che mit 4 Knoten ableiten wird~ wie sic aufTafcl I da rges te l l t  is& 
Das yon Hrn. N eesen angef'er~igte Modell einer 1,'lltche mi~ 4 K ~ o L e n ,  
dessen oben Erwiihmmg gcschah, writ'de eine Fliiehc ntit 27 G e r a d e n  
angeben~ die das Unendliehferne in ehter Curve u-,it Oval ?crift%, s% 
dass das Oval yon 12 Linien gesehni~i~en ~ird. - -  

w 14. 

V0n den Haupttangentencurven der Fl~che mit 27 reellen Geradon.  

Die Aufgabe, auf einem Model[e ei~ler Fliiche mit 27 rcelle~L Gc-  
raden die liaupttangentel:curven zu zeichnen, is~ praetiseh n i c h L  zu 
sehwer auszuf~hreu, da die 27 Geraden sclbst Haul~ t tangentencurvea  
vorstellen. In der That ist~ der Verlauf der bez. Curw:n immrha lb  d e r  
Vier~,ek% welche yon den Geraden dcr lq:,iche eingesehlossen w e r d e n ,  
dutch diese /~emerkung d~rchaus be~timm~ d. h. schema~isch bes t in : ln lL  
Nut bez. dcr l)reieeke m~d F~infecke, welche an die parabolisehe { 2 u r v e  
angr~hlzen; wird cine ander.~'eitige Ueberlegung nSthig. D~s I K e s u l t a t  
derselbcn, das a.uf TaM VI versinn]ieht is G mag bier um so l i e b e r  
mi~getheil~ werden, als dasselbe einen Beitrag zur Theorie der Hooupf -  
tangenteneurven iiberhaup~, noch allgemeiner, zur Theorie der s i n g u -  
li~ren LSsungcn yon Differentialgleiehungen erster Ordnung z w i s c h e n  
zwei Variabeln abgiebt. 

Auf Tafel VI bezeiehne~ die punktir~e Curve eins der 10 O v a l e  
der parabolischen Curve; die drei geradlinigen Tangenfen stellen d r e i  
Gerade der Fl.~ehe vor~ die seem umsehliessenden (3eraden r e p r l i s e n -  
tiren das windschiefe Seehsseit, itt welches das Oval e i n g e s e h l o s s e n  
isL Die ausgezogenen Curven, zusammen mit diesen Geraden, s i n d  
Haaptfangenten-Curven. l)ieselben haben auf der parabolischen C u r v e  
(wie das schon sons~; bekann~ war~ vergl. Berliner Monatsbericht~e 1 8 7 0  
S. 894) Spitzen; in den Asymptotenpunkten der drei Geraden sind D, b e r  
diese Spitzen in &lbstberiihru~,~ysp~,d,:te ~ibergegangen. Soleher S e l b s t -  
berfihrungspunkte treten auf der parabolisehen Curve einer : F l ~ e h e  
n t'~ Ordnung im Allgemeinen eine end]iche Zahl auf. Es s ind  d i e  
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Puukte ,  in denen sieh die parabollsehe Curve und die Curve vier- 
punkt iger  Berfihrung begegnen. 

w 15. 

Einigo allgemeino S~tze iibor die 6est~lten ~lgebraisehor 0urwn unc[ 
Fl~ehen. 

Die geschlossenen Curven der Ebene hat man in projeetivisehem 
Sinne in zwei Clossen zu theilen, in 2mare und unpaarc Curven.*) Zu 
den unpaaren Curven gehSrt z. B. die gerade Linie, sowie der Zug 
mit drei Wendungen,  der bei den Curven drifter Ordnung auftritt. 
Als ein Beispiel ffir eine paare Curve mag man jede im Endliehen 
verlaufende geschlossene Curve betrachten. Man hat fiir diese Curven 
und ihre gegenseitigen Beziehungen eine l[eihe allgeraeiner Siitze (vergl. 
S ta  ud  t ' s  Georaetrie), yon denen bier nut  der eine angefiihrt sein sell: 

Zu:ei C~,'vc~ sHt neiden sich 'notlm, endi9, wcm~ beide ~mpaar sind, 
und zwar i~ ci~cr mzl)aare~, Anzahl yon l'u,d, tcn. ][st ei.ne~ yon zwei 
('m've~z eiJw paare, so brauehcn sich die Curven nicht z,u tre/]'en; thu~ 
sie es, so .qeschidd cs in einer paare~t A~za]d yon 1'rod, ten. 

Man kann hieran einen Schluss tiber die Gest~Llten der ebenen 
algebraisehen Curven ohne vielfachen l 'unkt  o(ler, wenn mau will, der 
,~llgeraeinen dureh eine Glelehun~, zwisehen Punkt-Coordinatea gegebe- 
hen Curven kniipfen. Da eben kein vielfaeher Punkt vorhanden sein 
sell, da ferner die Curve, je naehdera ihre Ordnung gerade oder un- 
gerade ist ,  yon einer geraden Linie in einer paaren oder unpaaren 
Zahl yon Schnittpunkten getroffen werden muss, so koramt: 

Curven gerader Ordnun9 e~thalte,n keinen, Cm'vcn ~gerader Oral- 
hung einen und mtr ei~wn ~t~aare~ Zuy; die Zahl dcr ehva corhan- 
denen paaren Ziige ist unbesehr~inkt.**) 

En~spreehende Ueberlegungen kann man raifi Bezug auf geschlossene 
Fliiehen anstellen. Bei ihnen, wie bei den Curven ira Raulne, hat man, 
nach S~audt~  ebenfalls paare und unpaare zu unterseheiden. Eine 
unpaare F]Sche und eine unpaare Curve schneiden sieh nothwendig. 

*) Es ist wohl Stuudt 's  Verdienst, auf diesen Unterschled zuerst ~ufmerk- 
saul gemacht zu haben (Geometrie der Lage w167 l, 2, 12 (1817)). Andererseits 
geht M~bius yon demselben aus bei seiner Untersuchung iiber die (]rundibrmeu 
der Linien dritter Ordnung {Abhandl. der S~chs. Akademie. Bd. I. 1852). 

**) Ist n die gegebene 0rdnung, so k~nn die Zahl der paaren Z~ige, ffir n ~ 2, 

nicht grSsser als n --  22" ~ + 1 1 sein. Dena betrfige sie n . . . .  -- 2 :2" n + 1, so kSnnte 

man dutch ebensoviele beztiglich in deren hmerem angenommene Punkte eine 
Curve ( n -  2) '~ Ordnang legen; dieseIbe hfitte dann n -  2. n + 1 Punkte mit 
der gegebe~en Curve gemein, w~s unm6glieh ist. 

' M ~ l , o m ~ t . , r ~ e h ~  A n n n l f ,  n V T .  'U7 
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Eben dieser Umstand begriindet, aber noch ei~e weitere Theilung der 
paaren Fliiehen: in solehe n~hnlich, welehe unpaare Curvelt enth.titen~ 
und solehe, bei denen das nieht dec Fall ist. F/ir die so gewom,enen 
drei FlSehenarten: die unpaaJ'cn, die lJaaren mit ~t~l)aarl:n ('~)vcn und 
die Taaren ohne ~n2aare (At.teen, siml etwa 13(.~ispiel~: die Ebel~e, alas 
einsehalige Hyt)erboloid, das Ellipsoid (oder (las zweisehalige Hyper- 
boloid). Man fin(leg soloed: 

Unl)aare _Fliiche~ oder auch circe '~mpaarc ]~'lii('l~c und fine paare 
dee erslen Art schneiden sich ~olhu,cndi 9. 

Und hierauf gestatzt leitet man den Satz ab: 
Fliichen n t~ Ordnung oh~e vielfacI~e Punktc und Cm'ven e~thalten, 

wenn n gerade ist, keinen~ we)~n n ungerade ist~ ebzen und ~ur e;nen 
u n p a a ~  Theil. Paare Theile der ersten Art  tretcn nwr bei den _Fliieho~ 
einer 2aaren Ordnung a~tf und ihre Zahl ist dann bdiebig; paare Theile 
dee zweiten Art  ki~unen, unabha.n.qig davon, ob die O)'tb~ung dee 2Xliic]te 
gerade oder ungcrade ist, 9~" unbcschrankter Zahl vorhande~ sein. 

Die Fl~iehen drifter Ordnung ohne Knotenpunkt, wie wir sie oben 
haben kennen lenten, bestehen nut in einen Falle (F) aus zwei Thei- 
len. Dee eine Thei[ ist~ wie er sein muss, ein paarer v,)n dee zweit;en 
Art, der andere ein unpaarer. Die fiberall zusammenhiingenden Fliiehen 
dee vier ersie~ Arten geben Beispiele anpaarer Fliiehentheile. Sie haben 
- -  iihnlieh wie die unpaaren Curvenz~ige der-Ebene,  die sieh nieht  
selbst durehsetzet~ -- die Eigensehaft, den Ilaum unzertheilt zu lassen~ 
ihn nut zu begriinzen. 

w 16. 

Bez i ehungen  zur A n a l y s i s  s itus.  

Die entwickelten Unterscheidungen bci geschlossenetl Curven und 
l,'lschen beziehcn sich au[ Eigenschaften derselben, welche ebenso weal 
bei beliebigen reelhm Collineationen als bei stetigen Deformatione,l 
ungeiindert bleiben. Es entsteh~ (lurch diese Bemerkung iiberhaul,t die 
Frage nach solehen Eigenschaften. Die l,'ragestellung ist ~dmlich, aber 
nicht clieselbe, wie iu der gewiih~)liehen A~zaIysis sit~.% und es nag 
bier ausdriieldich auf das Gemeinsane wie auf das Unterseheidende 
aufmerl~sam genaeht  werden. 

Die Analysis situs beseh;iftigt sieh zun.Xehst nut mit Oebitden, 
die durehaus i n  Endliehen )'erlaufen, indem sie bei ihnen allen als 
gleiehartig betraehtet, was dutch stetige Deformation in einander iiber- 
geftihrt werden kat,n. Besondere Fesgsetzungen sind zu treffen, wenn 
aueh yon Thcilen die Rede sein sell, die sieh in's Unendliehe er- 
sireeken, und diese mit in  Endliehen verlaufenden Theilen vergliche~a 
werden sollen. 
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Man wird ganz allgemein eine solehe Festsetzung in der Weise 
treffen ld;nnen, dass man mit den im Endliehen sta~tfindenden Defof  
mationen irgendwelehe 'J'ransformationen verbunden denk~, welehe das 
Unendliehe in's Endliehe fiberffihren, mul dann Gebihle als 5quivalent 
1)ctrachtd, welche d'urch Vcrl.'niipB~g dicser Transfbrmationen ~Jdt den 
]Oc[brmationen im Endlichen in cina.ndcr iiberge[i'ihrt werdcn kiinnen. 

Man hat nun seither bei derartigen Untersuchungen, und zwar 
(so viel mir bekannt) oh~,e die darin liegende Willkiirlichkeit hervor- 
zuheben, das Unendliehe so betrachtet, wit es bei einer Raumtrans- 
tbrmation dureh reeii)roke Radii veetores erseheint, d. h. ale cinch e&- 
zelncn Punkt. Es entsprieht das der Art, naeh welcher bei der geome- 
trisehen Interpretation yon x - - } - i y  in der Ebene das Unendliehe 
beurtheilt werden muss, damit sieh die geometrisehe Auffassung an 
die Vorstellung einer eomlolexen Veriinderlichen ansehmiegt. Man hat 
es bei dieser Ansehauung ale eine Zufiilligkeig zu eraehten, die sieh 
immer dureh geeignete Transformation vermSge reeiproker Radien ver- 
meiden lltsst, wenn sieh eine Curve oder Fl~iehe einfaeh oder mehrfaeh 
in's Unendliehe erstreekt. Die Untcrschei(h~g der gesehlosse~wn Curven 
in zwei, der gesehlosse~wn Fliichen in ~b'ei Arlcn, wie sic [~r die pro- 
jeetivische Ansehauung stattfcmd, kommt in IFcg['all. 

Die Ergebnisse dieser Art von Analysis situs sind daher nieht 
ohne Weiteres for die projeetivische Auithssung zu verwerthen. Letz- 
terer entsprich~ eine Analysis situs, die das Unendliehferne durch reelle 
G'ogincationc,, mit dem Endliehen vergleiehbar maeht, wobei es als 
Ebene,  allgemeiner ausgedrtickt, als in eine Ebene ausbreitbare un- 
paare Fliiehe erseheint. Fiir sie sind die Theoreme der anderen tin 
erster Beitrag~ der unbedingt ffir alle im Endliehen verlaufendell Gebilde 
giltig ist; es treten aber weitere Unterseheidungen ganz neuer Art ein, 
wie eben die Eintheilung der Curven und Flitehen in paare und unpaare. 

Ein Theorem, das auf diesem Standpunkte eben nur als ein An- 
failg zur L~sung eines allgemeinen Problem's erseheint, ist das I l ie-  
m a n n'sche yore Zusammenhan9 dcr fflaehen. Naeh g i e m a n n ldinn en 
zwei gesehlossene Fl'ichen (und nnr yon solehen mag (lie Rede sein) 
dann in einander (lurch stetige Deformation iibergefiihrt werden, wenn 
die Zahl der geschlossenen Curven, die man auf den Flitehen ziehen 
kann, ohne dass dieselben in 8t~icke zerfallen, beiderseits dieselbe ist; 
das Doppelte der Zahl dieser Curven heisst der (ausserordentliehe)Zu- 
sammenhang. Ftir die yon uns geforderte Analysis situs ist das Ueber- 
einstimmeil ill der Zahl ebenso eine nothwendige aber nieht mehr eine 
ausreiehende Bedingung. Fliiehen verschiedener Classen l,:~mzen ~,iemals 
in ci~zander iibergcfiihrt ~verde~, auch ,va, n diesc ZahI stim~ut. 

Die unbegrenzte Ebene z. B. wird naeh dieser Definition des Zu- 
sammenhanges bei projeetiviseher Ansehauung den Zusammenhang 2 
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bekommen. Denn man kann eine und nur eiue gesehlossene Curve 
in der Ebene ziehen, ohne dass dieselbe zerfi~llt, z. B. eine gerade 
Linie oder jede unpaare Curve, welehe sieh nieht selbst durehsetzt; 
zwei Curven abet trennen die Ebene nothwendig. Und doeh wird man 
die Ebene nieht iiberNhren kSnnen in eine im En(llichen gelegene 
Ringtl~iehe, die aueh den Zusammenhang 2 besitz~. 

Der Uniersehied der beiden FlSehen ist aueh nieht daria allein 
begrtindet, class alas eine Mal eine unpaare~ das andere Mal eine paare 
Curve auf der Fl'~che gezogen wird. 

Denn ein einschaliges Hyperboloid hat wie die llingtl5ehe die 
Eigensehaft, dass man auf tier Fl.iiehe eine und nut eine gesehlossene 
Curve ziehen kann~ ohne dass sic zerfatlt, und dass man fiir diese 
Curve eine paare Curve wShlen kann. Und doeh sind die beidea 
Fliiehen versehieden: das Hyperboloid gehSrt zur ersten, die l~ingttSehe 
zur zweiten Classe der paaren Fliiehen. 

Das Resultat dieser Ueberlegungen ist also Polgendes: Der Z~sa~n- 
me~ha~g tier Fliicl~e~ ist auc]~. [iir die l)rojectivisehc ilnsclmu~t~tg ei~z 
t>lcibendes }~leme~#; cs gicbt abet nicI~t nwhr alas a~sr<'idwnde ]G'iterh~m 
/~ir (lie Transformirborkeit zweicr ~'lac]~e~ in ei.naml~:r ab. 

w 17. 

Der Zusammenhang der Fl~iehen dritten Grades. 

l lerr  S c h l ~ f l i  hat in dem wiederholt genannLen Aufsatze (An- 
nali di 3Iak V) den Zusa,nmenhang der Fl.Xehen ohne Knoten I, II ,  
] lI ,  IV, V bez. zu 6, 4, 2, 0, - -  2 bestimmt. Diesc Bestimmung grt~n- 
det sieh aber night auf die projectivisehe Auffassung yore Unendlieh- 
Weiteu, sondern aaf die andere, die das Unendlieh-Ferue als Punkt 
betrachteL. Denn Herr Sehl iLf l i  setzt den Zusammenhang der unbe- 
gr'~nzten Ebene gIeich Null, w:,ihrend er projeetiviseh gleieh 2 zu setzen 
ist, wie eben bemerkt wurde. Er  gewinnt sodann seine Zahl dadureh, 
dass er die vierte l?li~ehe aus der ftinften, die dritte aus der viert.en etc. 
ableitet, indem er zwei his dahin getrenn~e Partieen der FlSche in 
einem Knotenpunkte zusammenwachsen ISsst. Diese Operatiouen er- 
hShen den Zusammenhang immer um zwei und so e,Jtsteht die Reihe 
der jedesmal um zwei untersehiedenen Zahlen -- 2, O, 2, 4, 6. 

Far die im vorigen Paragraphen entwiekelte projectivisehe Auffas- 
sung behiilt die Operation, welehe in dem Entstehenlassen eines Kuo- 
tenpunktes und der weiteren Verwerthung desselben besteht, ihren 
Einfluss auf don Zusammenhang. Es sind nur die Zahlen - -  2, O, 2, 4, 6 
alle um zwei zu erhShen. Denn z. B. die Art iV,  die sieh in eine 
unbegr~inzte Ebene ausbreiten l.Xsst, erh':Ut flit uns den Zusamme~hang 
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2~ und daraus folgt (in derselben Weise, wie Schli tf l i  seine Zahleu 
able i te t )  : 

!. 8 
1l 6 

lII 4 

]V 2 

V O. 

In der That kann man auf diesen F15eheu 4 ,3 ,  2, 1, 0 gesehlos- 
sene Curven ziehen, ohne dass sie in Sttieke zertidlen, wenn man sieh 
der Entstehung aus der Flitche mit vier Knoten erinnert. Bei l, II, 
I l l ,  IV haben sieh bez. die Fi'aehentheile, die in 4, 3, 2, 1 Knoten all 
einander stiessen, mit einander vereinigt. Um 3, 2, 1, 0 der so ent- 
standencn di]nnen Sidle der F15ehe lege man geschlossene Ovale. Man 
ziehe fcrner auf dem ursprtingliehen hyperbolisehcn Theile der Flt~ehe 
mit vim' Knot cn cinch geschlossenen unpaaren Curvenzug, als welehen 
man z. B. eine der isolirten Geraden w.ghlen kann. Dann hat man 
auf den lq:,'~chen I, II, l l I ,  IV, V bcz. 4, 3, 2, 1, 0 gesehlossene 

' l  t..t rvcn gezogen, ohnc dass ein Zcrfallen dcr Fl';iehe eingetreten witre. 
,lode weigerc gesehlossene Curve i'tihrt abet tin Zerfalh.n herbei. Der 
Zu.sammenhang ist also bez. 8, 6, 4, 2, It. 

E r l a , g e n ,  den 6. J tmi 1873. 


