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E i n l e i t u n g .  

~achdem ich in den •bhandlungen ,Uber  die Uniformisierung der alge- 
bralschen Kurven I, H, III" (Math. Ann. 67, 69, 72) mit Hilfe tier Methode 
der Uberlagerungsfi~che und des iterierenden Verfahrens alle die Uni- 
formisierung der algebraischen Kurven betreffenden, seinerzeit (1881--1883) 
yon Poincard und Klein aufgestellten Fundamental~heoreme bewiesen babe, 
will ich in der vorliegenden Abhandlung nunmehr zeigen, wie diese Theo- 
reme sich durchgi~ngig mit I-JSlfe der Kontinuit~tsmettwde erledigen lassen. *) 

Ich betrachte zu dem Ende in einem ersten Teile dieser Abhandlung 
zun~chst nu t  den FaR der Unfformlsierung dutch automorphe Funktionen 
des Schottkyschen Typus und ftihre in diesem Falle die Untersuchung in 
ausftihrlicher Weise durch, um dann das Hauptkreistheorem im zweiten 
Tefle, schlieBlich im dritten Teile die aUgemeinen Kleinschen Fundamental- 
t~heoreme zu erledigen, bei welchen das Wer t egeb ie t / '  der uniformisieron- 
den Variablen, allgemein zu reden, ein yon unendlich vielen Kreisen be- 
grenztes Gebiet der Ebene ist. Bei diesen Entwicklungen wird aus meinen 
frfiheren Abhandlungen lediglich der Uni~tsbeweis ftir die betreffenden 
uniformisierenden Variablen vorausgesotzt, sowie aus un~en n~her bezeich- 
neten Gr[inden (S. 118) tier Existenzbeweis der Grenzkreisuniformisierung, 
wie ich denselben in ,U. d. a. K. I." mittels der Methode der l~ber- 
lagerungsfl~che gegeben habe. 

Die Grundidee der Kontinui~fsmethode als e in~  allgemeinen Beweis- 
prinzipes ist iilter als die Arbeiten Kleins und Poincargs. Wi t  finden diese 
M e , o d e  zum Boispiel ira Gebiete der konformen Abbildung yon Schl~fli vet- 

*) Vgl. die ,Voranzeige" tier vorliegenden Abhancllung in den GStt. Nachr. 13. :[an. 
1912~ ,,Begrfindung tier Koutinult~sme~hode im Gebiete der konformen Abbildung 
und Uniformisierung", welche wesenflich die bezfiglichen MiF~eilungen des Verfassers 
auf de~ ~atufforscherversammlung in Karlsruhe (September 1911, s. Jahresberich~ eler 
D. M. V. 1912, S. 161--163) wiedergibk S. auch die Note des Verfassers .Zur Bet 
grfindung tier Kontinui~tsmethode". Sit~ungsberiehte Ak. Leipzig 1912, S. 59ff. 
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sueht.*) Dies kann nieht wtmdernehmen. Ist doch die Kontinuifii~smethode 
ihrem Wesen naeh zun~chst niehts anderes als die heuristisch so wer~volle 
Mettwde der Konstantenz~hlung zu einem Beweisl~ri~zilo erhoben, eine Auf- 
fasstmg, bei welcher in dieser Allgemeinheit natm-gem~il~ yon einer all- 
gemeinen Begrtindung der KontAnuit~tsm&hode nicht gesprochen werden 
kann, vielmehr lediglich yon einer Begrfindtmg ffir jede einzelne Problem- 
gattung. Und bier ist nun zu sagen, daB, so einfach und naheliegend der 
Grundgedanke tier Kontinuit~tsmethode a]s soleher ist, so sehwierig eine 
tats~chlich exakte und umfassende Begr0_udung derselben insbesondere in 
der Uniformisierungstheorie sich gestalten sollte. 

Um das Wesen der Kontinuifiitsmethode und gewisse Hauptunter- 
schiede meines allgemeingiflfigen Bewe~sverfahrens insbesondere gegentiber 
den auf das Grenzkreistheorem beschr~ukfien Entwicklungen yon Poincarg 
bzw. Kleins allgemeiu gehaltenen Andeutungen, sowie zwischen diesen 
selbst nebst einigen kritischen Bemerktmgen in dieser Einleitung darlegen 
zu kSnnen, will ich an ein Beispiel anknfipfen, an welchem auch Poincard 
seine Methode gelegentlich erl~uter~ hat. 

Ieh betrachte die Fl~che des Einheitskreises tier z-Ebene mit vier 
ausgezeichneten Punkten der Peripherie al, as, er a~. Diese Fl~iche soU 
auf ein Spitzenpolygon H innerhalb des Einheitskreises der t-Ebene ab- 
gebildet werden, welches yon vier OrthogonalkreisbSgen des Einheitskreises 
begrenz~ wird und auf der Peripherie vier Spitzen mit den ~ul~ersten 
Punkten ill, fl~, fiB, fit hat; und zwar soften bei der gedaehten Abbildung 
die Punkte a bzw. in die Punkte fl fibergehen. Man normiere zun~chst 
vermSge linearer Transformation die Punkte al, c~, a~, r auf --  1, - - i ,  
+ 1 ,  a, ferner ill, fi~, fl~, fl~ auf - - 1 , - - i ,  + 1 ,  fl und denke sieh die 
Punkte ~ trod fl beide in der oberen H~ilfte des Einhei~skreises liegend. 
ts t  ~ gegeben, so bestimmt man sofort die zu ]7 gehSrende Greensche 
Ftmktion und kann damit die Abbfldung auf die Fl~che des Einhei~s- 
kreises bewirken, wobei nun fl in einen gewissen Punkt  a iibergehen wird: 
(die Grundtatsache). Wircl fl auf dem oberen ttalbkreise der t -Ebene 
variiert, so variiert auch a auf dem oberen Halbkreise der z-Ebene. Man 
zeigt, dab a mit fl stetig vaxiier~ (Stetigkeitsbeweis), ferner, daB zwei von- 
einander verschiedenen fl stets auch zwei voneinander verschiedene a ent- 
sprechen. Oder anders gesprochen, daft zu e i n e m a  nicht mehr als ein fl 
geh5ren kann, sofern fiberhanpt ein fl dazu gehSrt (Unitiitsbeweis). Hieraus 

*) Schl-~fli, ,,t~ber die allgemeine MSgliehkeit tier konformen Abbildung einer 
yon Geraden begrenzten ebenen Figur auf elne Halbebene". Journ~.l far Math. 78, 
S. 63---80 (1874). Man lese besonde~s S. 63 u. 68. ~Noch voz Schl~i~fti sind g. A. Schwaa-z 
mad Weiers~t~ zu nennen (It. A. Sehwa~z, Ges. Abh. Bd. H, S. 77 oben und die Ab- 
handIung fiber Tetmeder~.bbildung Ges. Abh. S. 84ff.). 
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folg~: daB~ wenn /~ den g ~ z e n  oberen Halbkreis durchl~uf~ (mit Aus- 
schluB der Grenzpunkte des galbkreises),  a ein gewisses S~iick seines 
Flalbkreises durehlaufen wird~ indem bei dieser Zuordnung die voUsfgndige 
(hier eindimensionale) Umgebung eines jeden Punktes ~ eineindeutig und 
stetig auf die vollst~ndige Umgebung des entsprechenden Punktes a iiber- 
~ragen wird (umgebungstreue Abbildu~zg). 

Die alte Kardinalschwierigkeit des Kon~inuit~tsbeweises ist nun durch 
die Frage nach der vollst'~ndigen Ausffillung des z-Halbkreises durch die 
Punkte a bezeichnet (Vollstiindigkeitsbeweis). 

Um diesen Vo]tst~ndigkeRsbeweis zu ffihren, errand Poincard eine Me- 
rhode, welche wit  im AnschluB an Poincard als Me~twde der Grenzy_2~gone 
(,,po~gones limites") bezeichnen kSnnen.*) Das Wesen dieser Methode be- 
steht in Folgendem. Man denke sich, dal3 fl in den Punk~ q- 1 fibergeht. 
Alsdann geht das Polygon H in das Spitzendreieek -- 1, - - i ,  q- 1 als 
Grenzpolygon fiber. D.h . :  es entspricht dem Werte fl ~ - k  1 der Wel t  
a = q- 1. Analog entsprieht fl = -  1 der Wert  a = -  1. Es komm~ nun 
darauf an, den Nachweis zu fiihren, dal~ die Funk~ion e(fl) auch noch in 
den genannten beiden Grenzpunk~en stetig isk Alsdann ist einleuchtend~ 
dab in der Tat jeder Punkt des oberen Halbkreises der z-Ebene als Eek- 
punkt ~ auftritt, sodaB also die z-Kreisfl~ehe in der Tat bei irgendwelcher 
Wahl yon a auf ein Polygon H abgebildet werden ~.nn. 

•  einem wesentlich neuen Gedanken beraht nun die folgende yon 
mir gefundene Methode, welche ich passend als Methodv des F'erzerrun~q~- 
g_ru2des bezeichnen kSnnte. Mein Verzerrungssatz gesta ttet, auf die oben 
betrachteten Figuren angewendet, den Schlul~: wenn a auf ein bes~immtes 
Intervall seines Halbkreises beschr'~nk~ wird~ welches nichl bis a n -  1 
oder q -1  heranreicht~ so entspricht dieser Annahme eine analoge Be- 
schrgnkung s die entsprechenden fi, gleichgfiltig ob solehe fl iiberhaupt 
existieren oder nidat. Derar~ige Schranken lassen sich mit Hilfe meines 
Verzerrungssatzes explizite bereehnen. Es ist klar, dal~ hiermit gezeigt ist: 
wenn fl seinen Halbkreis durcM~uft, so durehl~uf~ aueh notwendig a seinen 
tIalbkreis vollstiindig. Dabei sind die Grenzpolygone ganz auBer Betraeht 
geblieben.**) 

*) Die .~e~hode tier ,polygones Hmites" fLude~ ein Vorbild bei H. A. Schwarz. 
in dessen AbhandIung ,,Konforme Abbildung tier Oberflgche~ eines Te~aeders auf die 
Oberfi~che einer Kugel". Journal ffir reine und angewandf~ Maf2aema~ik BcL 70, 1869, 
S. 121ft. CTes. Abh. Bd. ]I, S. 8~ff. 

**) u auch racine bereits in ,,U. d. a~ K. liT.,, (Einleitung, Fu~nof~) aufgeFuhr~n 
Noten: 

.Begrfindung tier KonKnuifg~mef, hode im Gebie~ de~ konfo~-men Abbildang und 
Uniformisierung", OSt~. Nachr. 13. Jan. 1912, S. 8"/9--886. 
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D e r  Un te r sch ied  zwischen der I n b e ~ r a c h ~ a h m e  der  Grenzpo lygone  

e inerse i t s  und der  vSll~gen Au~erachf l a s sung  derse lben  andererse i t s  is~ 

in  cha rak te r i s t i s che r  Wei se  bezeichnend f a r  die Poincar~sche Methode  

,,Zur Begrfinduug der Kon~inuit~tsmethode". Sitzungsb. Ak. Leipzig 1912, 
S. 59--62. 

,Refera~ fiber au~omorphe Funktionen und Uniformisierung", der D. M. V. er- 
starter in Karlsruhe 1911. Jahresb. der D. M. V., 1912~ S. 157--163, insb. S. 162ff. 

Ich benfitze diese Gelegenhei~ wieder zur Anfehrung der neu hinzugekommenen 
auf die Uniformisierung-Bezug habenden Literatur. 

P. Koebe: I. ,,~ber die Uniformisierung der algebraisehen Kurven. IIt. (Erster 
Beweis der allgemeinen Kleinschen Fundamentalfheoreme. Das iterierende Verfahren)". 
Ma~h. Ann. 72 (1912), S &37--516. 

II. Diskussionsbemerkungen im AnsehluB an den Vortrag yon D. Hilber~: ,,Be- 
~grfindung der elementaren Strahlungstheorie", S. 1054 der Phys. Zeitschrif~, Jahr- 

gang 1912. (Betrifft die Bezlehung zwischen Uniformisierung und nichteuklidiseher 
Geometrie) Ygl. dazu die Abhandlung 

III. ,,Das Uniformisienmgs~eorem und seine Bedeutung ffir Funktionent~heorie 
und nichteuklidische Geome~ie". Lagrange-Band (Bd. 21, S. 57w64) der Annali di 
M~tematiea 1913. 

IV. ,,Uber die Uniformisiemng der algebraischen Kurven. IV. (Zwei~er Existenz- 
beweis der allgemeinen kanonischen uuiformisierenden Variablen- Kon~inuit~smethode)." 
Ma~h. Ann. 75 (1914), S. 42--129. 

V. ,,Weseu und Ziele der Kon~inuit~tsmet3aode" (u Nahlrforseherversamm- 
lung Wien, September 1913, ersehein~ im Jahresberlcht der ~. M. V.). 

Ebenfalls sei bier yon neuem hingewiesen auf den Be~ich~ ~iber die K~rlsruher 
Verhandlungen, be~reffend die automorphen Funktienen, im Jahresbericht der D. M. V. 
21 (1912), S. 153--166~ insbesondere auf 

P. Koebe: ,,Referat fiber au~omorphe Funktionen und Uniformisierung". Jahres- 
bericht der D. M. V., 21 (1912), S. 157--163. 

Die Lektfire dieses Verhandlungsberiehtes eigne~ sieh sehr zur allgemeinen 
Orien%ierung fiber die um die Uniformisierungsprobleme sich gruppierende neueste 
En~wicldung in der Theorie der au~omorphen Funlr~ionen. 

Von anderer Seite nenne ieh ferner: 
L. Bieberbach: ,Bemezkungen zu den Mitteilungen fiber au~omorphe Funk~ionen% 

Jahresberieh~ der D. ~[. V., 21 (1912), S. 164. 
Derselbe: ,[[ber den Jordanschen Karvensatz, die Schoenflie~sehen S~tze yon 

Er~eiehbarkei~ und Unbewall~heit und den Satz yon der Invarianz des ebenen Gebiet~% 
Jakresberieh~ der D. ~[. V., 22 (1913), S. 144-153. 

L. E. J. Brouwer: ,,~[ber die Singularit~tenfreiheit der Modulmannigfaltigkeit". 
Gft~. lqachr. 1912, S. 803--806, auf dessert die Kon~inui~tsme~hode be~reffende schon 
in ,,U. d. a. K. I/I" aufgef~fi~rte Noten bier yon neuem hingewiesen sei; (Gftt. Nachr. 
1~12 und J~hresberieht der D. M. V., 21 (1912), w~e aueh anf die Kontinui~%sentwick- 
lungen yon Fricke in 

Frieke-Klein ,u fiber die Theorie der ant. Funk~.% Bd. H, S. 2 8 6 ~ 8 .  
S. Johansson: ,,tIers~ellung automorpher Po~en~ia/e bei beliebigen Hauptkreis- 

gruppen". Aeta Soc. Fenn. 41, 1~o. 2 (1912). Die veto Verfasser in eigenar~ger 
Weise behandelte Aufgabe ist implieite berei~s in meiner vier~n Mi~%eilung fiber die 
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im Y e r ~ t n ~ s  zur meinigen. Man kanu clie~en Unterschied auch als Be- 
ze~chnungs~o:rund w~hlen und also yon einer ~lethode der abgesc tdo~ 
Kontinua emerseits und einer Met]wde der offenen Kontinua andererseits reden. 

Klein hatte, wie vor ibm Schl~fli (1. c.), das Bestreben, einen Kontinuit&'~s- 
beweis im letzteren Sinne zu versuchen. Das Argument  jedoch, au~" welches 
Klein sich haupts~chlich s~iitzte, n~imlich der Weierstra~sche Satz, clal~ 
elne ste~ige (,,analytisehe") Funktion yon einem oder mehreren Argumenten 
in einem Bereich jeden Wef t  annimmt~ dem sie darin beliebig nahe kommt~ 
ist hinf~llig und seine Heranziehung lediglieh auf ein Mil~verstiindnis 
zuriiekzufiibren, da der Weierstra~sche Sat.z nur auf abgeschlossene Kon- 
tinua zur Anwendung gelangen kann, w~hrend der Bereich, aa f  welehen 
Klein ihn anwende~, no~orisch nicht abgesehlossen isk Deshalb war die 
Kri~ik, welche Poincar~ S. 2 3 5 ~ 2 3 6  seh~er Abhandiung in den s  
MattL 4 (1884) an den Kleinschen Sklzzie~mgen seiner (Kleins) Kon- 
tinuitfitsideen (Math. Ann. 21~ S. 208~212) iibte, berechtigt und hatt~ 
dann den Erfolg, da~ die Idee einer mit  den offenen Kontinuen operieren- 
den Kont in~i~tsmethode iiberhaupt, such yon Klein selbst aufgegeben 

wurde.*) 

Unif. beL an. K. (GStt. N~ehr. 1909) geliist, insofern als die allgemeinste Hauptk~eiso 
gruppe mit endlieh oder unendlich vielen Erzeagenden under den yon mir allgemein 
definier~en Begriff der ,Riemannsehen Mannigfal~igkeit" fs 

W. F. Osgood: ,,Lehrbuch der Funktionentheorie" Zwelte Auflage, Teubner 
1912; vgl. insbesondere den Absehnit~ ,,Das logarithmische Potential. Uniformisierung", 
S. 598--753. Zu einer yon Herrn Osgood 1. c. S. 753 unten gemachten Bemerkung vgl. 
m~n eine yon mir stammende Notiz in Study : ,,Vorlesungen fiber Geometrie", Zweites 
Heft: ,,Konforme Abbildung", S. 18. 

Derselbe: ,,On the uniformisation of algebraic fonetions". Annals of Mathe- 
matics (2) 14, Nr. 4, 1913, S. 143--162. 

H. Weyl: ,,Die Idee der Riemannschen Fl~ehe" Leipzig, ~eubner 1913. 
J. Plemelj: ,,~ber den Verzerrungss~tz yon P. Koebe" (Vorta~, Naturforseher- 

versammlung Wien 1913, erscheint im Jab.resberieht der D. M. V.). 
Ein yon Herrn Plemelj in seiner Arbeit ,,Die Grenzkreisn-~formisierung analy~iseher 

Gebilde" (Mo~atshefte Math. Phys. Bd. 23 (1912), S. 297ff.) auf S. 302 beniitz~er Ansat~ 
yon Funkt4onen ecn -~n-~'~ finder sieh such in meiner ersten Mitteilung ,fiber die 
U. bel. an. K." (GStt. Naehr, 1907, S. 206 unl~en und 207 oben). 

Yon i~lterer Literahlr selen wegen ihrer Beziehung zur Kontinui~tsmethode gena~nt 
E. Ritter- ,,Die Stetigkei~ der au~omorphen Funk~ionen bei steCiger ~nderung 

des Fundament~bereichs". Math. Ann. 45 u. &6 (189~t u. 1895). 
*) Man vgL hierzu Kleins Au~ographie ,{~ber lineare Ditferen~ialgleichungen dex 

zwei~en Ordnung" (Leipzig, Teubner, 1894 (Ab~uck 1906), insbesondere S. 499--513). 
Auf Seite 499 unten sagt Klein: ,,Eine allgemeine Beweismethode ffiz diese Theozeme 
ist die yon mir und Poincard gleicbzeitig gefundene Kontinuit~tsmeEaode, welelm ~ich 
zuersg in Math. Ann. 21 skizziex-~e, und welche dams Poinca~ in Aet~ M a ~  & n ~ e r  
ausgeffihrt hat." Auf S. 512 sagt Klein: ,~Insbesonde.re Poinca~ ha~ diese$ Yerbalteu 
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tIierin wiederum lieg~ die gewissermaBen unbereehtigte Seite der Poineard- 
sehen Kritik, n~mlieh in dam dieser Kritik zugrundeliegenden Vorur~eil, dab 
der Weg zu einem exakten Kontinui~tsbeweise notwendig fiber die ,,polygones 
limit~" ffihren mfisse. Wie schwierig eine solche Theorie fibrigens is~, 
kann man aus den beziiglichen Untersuchungen Poinear6s L e. S. 236--240~ 
250--276 ersehen, Untersuehungen~ welehe im Poineardschen KoniinuitKts- 
beweise als pibce de r6sis~anee erscheinen. Man kann daran die Eigenar~ 
der yon mir gemeinten Wendung in der Auffassung des Kontinui~tsbe- 
weises erkennen. Sind doeh in der Tat diese gauzen komplizierten und 
~iefgehenden Uberlegumgen Poincar6s, unbeschadet der denselben beizu- 
messenden spezifischen Bedeutung, bei meinem Kon~inui~tsbeweise entbehr- 
lieh, indem dieselben dutch ein viel einfaeheres, sofor~ alle Fiille*) umspan- 
nendes Argument ersetzt werdea. Ubrigens erscheint es geradezu aussichts- 
los, die allgemeineren Fundamentaltheoreme im Sinne Poincar6s durch einen 
Kontinuit~tsbeweis zu erledigen, eine Meinung, die aueh Poincar6 selbs~ 
mir gegeniiber in einer gelegentlichen mfindlichen Besprechung rail mir 
(Herbst 1910 in Berlin) ver~rat, indem er sag~e, dab er an einen Kon- 
tfiaui~tsbeweis der allgemeinen Fundamen~altheoreme nich~ glaube, well 
die zu be~raehtenden Kontinua ,,nicht geschlossen" seien.**) 

Ieh babe es in der vorliegenden Abhaadlung gleichwohl nieh~ ftir 
zweekmi~Big gehalten~ dem Grenzkreistheorem einen besonderen Absehnitt 
zu widmen, vielmehr reich auf den Standpunkt gestellt, daft das Grenz- 
kreistheorem mi~tels der Methode der Uberlagerun~o~sfl~che bewiesen sei 
~U. d. a. K. I"), um yon da aus die auch fiir die allgemeineren Funda- 
mentaltheoreme notwendige Einsicht in die Variationsmiiglichkeit der bei 
der Komposition beteiligten Grenzkreispolygone zu gewinnen. H~tte ieh 
diesen Standpunk~ nieht eingenommen, so w~e  ieh genSti~ gewesen, die 
geometrisehe Theorie der Grenzkreisgruppen bzw. Grenzkreispolygone heran- 
zuziehen, deren a~sfiihr]iche Begriindung yon Herrn Frieke***) gegeben 

tier Grenzen der beiden M~nn/gfaltigkei~en genauer un~ersueh~ und darauf hingewiesen= 
daft auch diese einander tatsi~chlich korrespondieren." 

Ubrigens beabsieh~ige ich (Koebe) meinerseits in sp~teren Aufsiitzen auf die 
Methode tier Grenzpolygone zurfiekzukommen. 

. *) Poincard vezlangr demgegenfiber ,une dicussion sp6eiale ~ chaque cas par- 
ticulie~', S. 236 1. c. 

**) Ich babe fiber diese Unterredung mit Poineard seinerzeit (1910) auch mit 
Herrn Klein in dem bier dargelegten Sinne korrespondiert. Bezfiglich seines Kon- 
~inuiC&tsbeweises des Grenzkreistheorems erkl~r~ Polnearg mir, da~ ez denselben 
grunds~tzlich fiir biindig erach~e, insofern als man ihn vSllig streng machen kSnne. 
:Die Poincar6sehe, dutch die Hexanziehung tier ,,polygones limites" bezw. ,polygones 
lirni~s ~ddui~s" chaml~erisierte iuffassung der Kon~inui~smethode is~ nach ibm selbs~ 
yon Seblesinger, Fricke und neuest~ns Brouwer vertxeten und ausges~altet worden. 

*~*) Fricke-Ktein: ,Vorlesungen tiber automorphe Funktionen", Bd. 1. 
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worden ist. W~hrend ieh also in der Abhandlung ,U. d. a~ K. HI ~ den 
Beweis der aUgemeinen Fundamental~heoreme dureh die Verbind~j: Me- 
thode der Uberlagerungsfliiche ur~d iterierendes Verfahren gab, so isr mean 
Standpunkt in dieser hbhandlung durch die Verbindung: M~ttwde der 
lJberlagerungsfl~che und Kontinuitdtsmethode bezeichne~, wobei jene ers~e 
Methode lediglich fiir den Zweek eines Beweises des Grenzkreis~heorems 
ben~ifi~ wird. 

Es ist namenflich gegeniiber Poincard ein eharak~eristischer Zug der 
mehr yon Riemann beeinfluBten Kleinschen Betraehtungsweisen, Bereiche mit 
analytischer R~nderzuordnung auf gleicher Linie mit wirkliehen Riemana- 
schen Fli~ehen zu b&raehten. So hat Klein insbesondere bei seiner Skizze 
des Kontinuit~tsbeweises, geleii& dutch gewisse yon C. Jordan*) aus- 
gebildete Vors~ellungen, die Einhei~ des Kontinuums der kanonisch auf- 
geschni~enen Riemannsehen Fli~chea yon bestimmter Bl~erzahl  und be- 
stimmtem Gesehleeh~ dadureh erl~utert, dab er die zu einfaeh zusammen- 
h~ngenden Bereichen kanonisch aufgesctmitt~nen Riemannschen Fl~i~hen 
auf die Fl~che des Einheitskreises konform abgebildet vorstellte und sieh 
nun auf die ,,anschauungsm~gige Evident." der Einheit (d. i. stetigen 1]'ber- 
fiihrbarkeit je zweier Individua ineinander) der so gefundenon ttilfsbereiche 
(Einheitskreis mit stiickweise analytiseher I~nderzuordnung) beries Dem- 
gegeniiber denke ieh mir die dutch 1o get-rennte Rtickkehrsehnit~e in 
einen sehlichtartigen 22-fach zusammenhi~ngenden Bereich verwandelte 
Riemann,ehe Fli4che auf einen schtichteff 2:p-fach zusammenhiingenden Be- 
reich (!) mit durchweg regul~rer analytiseher R~nderzuordnung abgebild& 
und kann ffir solche Bereiche dann in der Tat die Einhei~ derselben 
exak~ beweisen. Die allgemein mittels Io Rtiekkehrschnit~paaren und p 
Einsehniiten in eine einfach zusammenhgngende Fl~che verwandelte Rie- 
mannsche Ftgehe abet r ~ t  sich nun sofor~ auf einen sehliehten Bereieh r 
der erw~hnten Ar~ abbilden, welcher j&z~ noch in bestJmm~er Weise 
zu einem einfach zusammenh~ngenden Bereiche aufgeschnitten erseheint, 
also einem Bereiche mit ~ regul~ren analylisehen Randsubstih~tionen und 
2p mit der Identifier zusammenfallenden Substitutionen. Ffir Bereiehe 
dieser Ar~ is~ je~zt die Einheit derselben wirklich evident. Wiinseht man 
nu_r die Einheil der unaufgeschnitt~nen Riemanaschen Fl~chen best~nmt~n 
Geschlechts und bestimmter Bl~tterz~dfl festzustellen, was ftir das Grenz- 
kreistheorem gentig~, so kann man sich mit Klein auf den Lfiro~schen 
Salz fiber Riemannsche Fl~chen borufen. Durch die yon uns erwiilm~e 
Methode der Hilfsabbildung attf Bereiche r ist der Vor~eit geboten, dab 

*) C. Jordan: ,Sur lb d6form~tion des surfaces" und ,,Des contours trac~s ~ r  
les surfaces". Journal de Mat~6m., (2) 11 (1866). 

Mathematische A~uaalen. LXXV. 
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fiberhaupt die ga~zen yon uns hior mi~tels der Kon~inui~tsmefJ~ode be- 
handelten Uniformisierungsprobleme auf gleicher Linie erscheinen mit einer 
allgemeinen Klasse yon Abbildun~aufgaben, n~mlich Abbildungsaufgaben 
fiber schlichte mehrfaeh zusammenhiingende Bereiche, doren R~ndex ganz 
odor stiickweise dutch analytische Substitutionen aufeinander bezogen sind, 
wobei nun die Aufgabe darin besteh~ dieselben auf Bereiche mit linearer 
l~4nderzuordnnng abzabilden. 

Im Ansehlul3 an die vors~ehenden Bemerkungen will ich jetzt neben 
den oben aufgefiihrten Beweispunkton als weiteren besonderen Beweis- 
punkt noch den Nachweis der Ein]teit der abzubildenden Bereiche formu- 
lieren, ein Beweispunkt, weleher an dem obigen Beispiel noeh nich~ her- 
vortreten konnte wegen der dort vorhandenen unmittelbaren Evidenz dieser 
Tatsache. DasseLbe gilt dort yon der Einheit der Spitzenpolygone, d- i. 
tier abgebildeten Bereiche. In dem allgemeinen Falle der Uniformisierungs~ 
theorie ist dieser letz~ere Punkt ebenfalls ein besonderer Beweispunkt, 
den wit daher auch besonders formulioren als Bowels der Einheit der ab- 
gebildeten JBeceiche (Fu~damentalbereiehe). Es is~ l~un wesentlich, daJ] diese 
Tatsaehe fiir don Kontinuitiitsbeweis nieht benhtigt wird. Klein, der auch 
die angegebene Stellung dieser Ta~saehe innerhalb des Kon~inuit~tsbeweises 
odor, richtiger gesagt, aut~erhalb des Kontinuitiitsbeweises noch nicht er- 
kannt hatte, glaubte dieselbe als unmittelbar evident (Math. Ann. 21, 
S. 20~5) bezeichnen zu diirfen. Diese Ansicht diirfte sich allerdings schwer- 
lieh aufrecht erhal~en lassen. Ich begrfinde die angeffihrte Tats .che der 
Einheit der abgebildeten Bereiche auf Grund des bewiesenen Fuadamental Z 
theorems dutch ein besonderes KontinuitiitssehluBverfahren an tier Hand 
der zuvor bewiesonen Einheit der abzubildenden Bereiehe (1).*) 

Noch eines anderen Umstandes, dessen Stelhng im Rahmen des Kon- 
tinuifiitsbeweises bei mir in honer Beleuchtung erscheint, will ieh bier ge- 
denken. Ich meine die Frage nach der Diskontinuitiit der Modulgruppe,**) 
eine Frage, welche bei den Auft~ssungen yon Poincar6 und Klein sowie 
im AnschluI~ daran bei Fricke als wesentliches Glied im Kontinuit~ts- 
beweise erseheint. Zu dieser an sich sehr wiehtigen Frage nehme ieh in 
der Weise Stellung, da~ ich sie iiberhaupt vollst~ndlg aus dem Kontinui~ts- 
bew~ise ausscheide, indem ich zweckentsprechend die 6p - -  6 Moduln ver- 
wirkliche darch Ubergang auf die bekannte t~iemannsche mehrbl52trige 
I)arallelogrammfigur, welche~ bei Fixieruug yon p Perioden und eines ihrer 
2p ~ 2 Windungspunkte, yon 6 t o -  6 reellen Parametern abh~agr wobei 
es gleiehgfiltig is~, ob hierbei noch die Mhgliehkeit dor birationalen Vet- 

*) Diese huffassung babe ich bereits 1910 Klein brieflich mitge~eil~. Vgl. Fu~- 
n o ~  ~ )  S. 48. 

**) Vgl. auch die Stetlungn~hme Brouwers hierzu in scinen S. &6 zi~exh)n ~ot~n. 
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wandtsehaft benachbar~er oder nichtbenachbarter Flgchen oder auoh der 
Transformation yon Flgchen in sich besteht. 

Ieh hatte oben an dem Beispiel aueh den Naehweis der umgebungs- 
txeuen Abbildung als besonderen Beweispunkt formuliert. In dex Tat wird 
diese Frage, auf so selbstverstgndliche Weise sie sich bei dem Beispiele 
selbst erledig~, wegen der Eindimensionali~t der in Beziehung gesetz~n 
Kontinna (Kontinuum der a und Kontinuum der fl) im allgemeinen Fall 
ein besonderer Gegenstand der Beweisfiihrung. Ich erledige diesen Punk~ 
durch den Hinweis auf den neuerdings yon Brouwer*) in so einfacher und 
leich~ zug~nglicher Weise allgemein bewiesenen Satz, dab das stetige ein- 
eindeutige Abbild eines m-dimensioncden Gebiets im m-dimensional~n _~aum 
wieder ein Geb/et {st, ein Satz, auf dessert Wichtigkeit s die Kontinuit~ts- 
methode bereits Fricke in seinem Vortrage anf dem Heidelberger inter- 
nationalen Mathematikerkong'reB (1904) nachdriieklieh hingewiesen huge. 
Ieh zeige jedoch auf der andern Seite und leiste dadurch wiederum auch 
mehr, dab ein rein analytischer ~eweis~ wie ihn Poincar6 und Klein an- 
gestrebt hatten, ebenfalls in allen F~Jlen mSglich ist, d. h. ein Beweis, 
bei welchem die ers~ zu erweisende Tatsaehe der analytischen (nich~ nut 
stetigen) Abh~ingigkeit der zu betrachtenden gleichdimensionalen Kontinua 
zugrundegeleg't wird. Ich halte gleichwohl die Beniitzung des genannten 
allgemeinen Stetigkeitssatzes ftir natiiriich und zweckm~iBig. Ist doeh auch 
die Anwendung dieses Satzes fiir eine Dimension in der Analysis gelgufig. 

E r s t e r  Teil. 

D i e  U n i f o r m i s i e r u n g  d u r c h  a u t o m o r p h e  F u n k t i o n e n  
d e s  S c h o t t k y s c h e n  T y p u s .  

w 

Die  E i n h e i t  der s c h l i e h t e n  Bere iche  r mi t  regul i irer  ana ly t i s eher  
Rgnderzuordnung .  

Die Riemannsche Fl~che F der algebraischen Funktion y(x) vom 
Oeschleeht p ~_~ 2 denken wir uns dutch p getrennte Rtickkehrschnitte in 
eine 2p-fach zusammenhiingende, schlichtartige Fl~iche F 0 verwandelt. Die 
Fli~ehe F o kann dana auf einen schl[chten Bereich �9 mi~ reguL~rer aualyti- 
sober Riinderzuordnung abgebildet werden. Dies erreichen wit unter Be- 

*) L. E. J. Brouwer: ,,Zur Invarianz des ~dimensionalen Gebief~ Math- Ann. g2, 
S. 55--56, und die darin ben6~igten Entwicklungen Brouwers in Math. Am~ 70, 
S. 161--165; 71, S, 97--106~ $26, 598, 

4* 
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nfi~zung eines yon mir in einem frfiheren Aufsat~e*) entwickelten Ge- 
dankens in folgender Weise. Wir denken uns den Bereieh ~ fiber jede 
seiner 2p Begrenzungslinien hinaus ein StQek for~gese~zt dutch Anh~ugung 
je eines zweifach zusammenh~ngenden Fl~ehens~relfens. Die so erweiterte 
Fl~ehe ~w o heit~e Fo'. Wit haben es nun in der Handj die Begrenzung 
yon E o' aus einer endlichen Anzahl gerad]iniger Strecken gebildet zu 
w~hlen. Nunmehr denken wir uns jeder Begrenzungslinie yon i~' o' ent- 
spreehend einen Punkt P im Raume gew~hlt und mit P a l s  Spitze eiaen 
Pyramidenmantel konstruier~ welcher die erw~hnte Begrenzungslinle als 
Grundlinie hat. Auf diese Weise wird die Fl~che F o' durch Anf~igung 
yon 2p Pyramidenm~nteln in eine geschlossene einfach zusammenh~ngende 
Fl~ehe _Fo" verwandel~, welehe naeh den Beweisprinziplen yon Schwarz 
umkehrbar eindeutig konform auf die schlich~e Ebene abgebildet werden 
kann, da dies ffir die Umgebung jedes einzelnen Punktes elementar m6g|ieh 
ist, insbesondere aueh ffir die durch die angesetz~en Pyramidenm~ntel ge- 
sehaffenen Eekpunkte und Kantenpunk~e (Fal~ungspunkte, wenn die Punk~e P 
in der Ebene der Fl~che F selbst angenommen werden). Bei dieser Ab- 
bildung der Fl~ehe Fo" wird nun /~'o' offenbar auf eJn sehl~ehtes 2~-faeh 
zusammenh~ngendes Gebie~ abgebilde~ und F~ geht in ein Gebie~ r fiber, 
dessert 2p Be~enzungslinlen in der Ta~ durch regul~ire analy~ische Sub- 
sti~u~ionen aufeinander bezogen erscheinen, wenng]eieh diese Begrenzungs- 
linien selbs~ nut aus Stricken regul~rer analytischer Linien zusammengesetzt 
sind. In der Ta~ haben ja die erw~hnten Subs~itutionea auf ~rund ihrer Ent- 
stehung eine regul~ire analy~ische Bedeutung je in einem gewissen Streifen 
zu beiden Seiten dieser Linie. Dieser S~rei~en is~ das bei der Abbildung 
gefundene Bild desjenigen Fl'~ehenstreifens yon _F, den man ethYlS, wenn 
man die dem Riiekkehrschnitte entsprechend gew~hlten beiden Zusatz- 
fl~ehenstreifen zu einem einzigen Streifen zusammengeffig~ denk~. Dieser 
S~reifen is~ auf der" Fl~ehe Fo" doppelt vorhanden und wird bei der Ab- 
bildung zweimal dargestellt. 

Es is~ nun yon Wichtigkeit, eine Modifika~ion der Begrenzung des 
gefundenen Bereiehs r  den wir jetzt mit r  bezeichnen woUen, in der 
Ar~ vorzunehmen, dab die 2 5 Randkurven des neuen Bereichs, r s~/mt- 
livh geschlossene regultire analytische Linien werden. Die Be~enzungslinien 
yon $ soften dabei der Bedingung gen~igen~ dutch bloke Deformation aus 
den en~sprechenden Begrenzungslinien des Bereichs r hervorzugehen, wo- 

*) Memaner Vortrag 1905, abgedr, ira Jahresbericht der Deu~chen Mathema~ikero 
Vereinigung 1906: ,,Uber die konforme ~bbildung mehrfach zusammenh~kugender 
ebener Bereiche~ insbesondere solcher Bereiche, deren Begrenzung yon Kreisen ge- 
bildet wird." Siehe insbesondere S. 150 ft. ; vgl. auch meine Abhandlung ,,IT. d. a. K. II ~ 
w 13, Math. Au~. 69 (1910), S. 48. 
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bei w~hrend der Deformation die analyt~schen Randsubsti~u~ionen best~hen 
bleiben. Diese Modifikation kann in folgender Weise ansgefiihr~ werden. 

Wir bemerken zuniichst, dab wir, was keine Beschr~nkung des Grades 
der Allgemeinheit der Untersuchung bedeutet, den Bereich r als einen 
den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthaltenden Bereich vor- 
stellen. Die Ebene des Bereichs r mSge als z-Ebene bezeichnet werden. 
Wir fassen nun ein Paar einander zugeordneter Begrenzungslinen 1 und t' 
des Bereichs r  ins Auge und wollen zun~hst  fiir dieses Paar eine De- 
formation in dem gew~uschten Sinne ausffihren, yon welcher zugleich die 
anderen Paare nicht betroffen werden. Zu dem Zwecke bilden wit das 
ganze einfach zusammenh~ngende, von 1 umschlossene Gebiet der ~-Ebene 
vermittelst einer Funktion Z(z) auf das Innere des Einheitskreises ab. 
Diese Abbildung unt~erliegt bei Zugrundelegung der Schwarz-l~eumann- 
schen okombinatorischen Methoden keinen Schwierigkeiten, weft die Linie l 
ihrer Entstehung gem~l~ aus lauter regul~ren analytischen Linienstficken 
gebildet ist. l~unmehl- denken wir uns innerhalb des Einheitskreises der 
Z-Ebene einen mit diesem konzentrischen Kreis K konsta'uiert, dessen 
Radius r hinreichend nahe an 1 gew~,ihlt werden mSge. Der Grad der An- 
niiherung des zu wiihlenden Kreises K an den Einheitskreis bestimmt 
sich aus der Bemerkung~ dal~ das Bild L yon ~7 in der z-Ebene, welches 
jedenfaUs-eine geschlossene regul~re analytische Linie ist, noch in den 
oben betrachte~en um Z definier~en Streffen hineimCs in welchem die 
be~effende Randsubstitutdon eine regul~re Bedeutung besitzt und eine 
schlichte und endliche, die andern 2p -- 1 Begrenzungslinien yon ~" nicht 
stSrende Abbildung vermiff~lt, sodal~ vermSge dieser Substitution die Linie L 
anch in eine regulate geschlossene Linie~ L', verwandelt wird. Die gefun- 
denen Linien L und .L" wiihlen wir jetzt an Stelle yon l und l' als Be~ 
grenzungslinienpaar des zu de~nierenden Bereichs O. 

Analog verfahren wit mit den p -- 1 iibrigen Begrenzungslinienpaaren 
und erhalten so den Bereich r mit p Paaren 
geschlossener, ganz im Endlichen verlaufender 

" " O "  " " �9 regularer analyhscher BegrenzunvslinienL1, L 1 , 
L~, L~' , . . - ,  L~, L~'. Die Figur 1 zei~ einen 
derartigen Bereich schematisch im Fa l l e~=2 .  
Dutch die punktier~n Linien sind die Be- 
grenzungslinien umgebende Streifen angedeutet, 
welche dutch die Randsubstitut~ionen einein- 
deutig regular aufeinander bezogen werden. 

l~ig. 1. 

Diese Streifen mSgen mit /h, AI'~ h2, A~, . -- ,  h~, As" bezeichnet werden, 
und wir dfirfen dieselben~ wie in Figur I, soweit beschr's vorstellen, 
dab sie ganz im Endlichen liegen und voneinander vSllig getrennt sin& 
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Wir fassen nunmehr die Gesamthei~ aller Bereiche der Gattung �9 
bei bestimmtem 1o ins Auge, d. i. also die Gesamtheit aller den unendlich 
fernen Punkt im Innern enthaltenden 22-fach zusammenhiingenden, yon 
2p gesehlossenen, paarweise regular und eineindeutig mit entgegengesetztem 
Umlaufssinn aufeinander bezogenen regul~ren analytischen Linien begrenzten 
Bereiehe. Wit wollen die Einheit des Kontinuums der �9 beweisen. D.h.  
fiir uns pr'~ziser folgendes: Wenn 01 und 0~ irgend zwei Bereiehe der 
Gattung �9 sind, so is~ es m5glich, durch stetige Ver~nderung der Be- 
grenzungslinien und der l~andsubstitutionen yon dem Bereiche 01 zu dem 
Bereiche O.~ zu gelangen, immer im Koutinuum der �9 bleibend. Es so[[ 
also, behaupten wir, in der �9 Mannigfaltigkeit zwischen 01 und O n eine Uber- 
fiihrungslinie ~, wie wit uns ausdrticken wollen, existieren. Die Konstruk- 
tion dieser Linie Q zwischen 01 und O n ist die Aufgabe, mit der wir uns 
jetz~ besch~ftigen wollen. Bei der LSsung dieser Aufgabe haben wit mit 
Rticksicht auf die spiitere Anwendung auch darauf zu achten, dab wir uns 
w~hrend der Uberffihrung in jedem Moment ein Urteil ~iber die Breite 
der um die Begrenzungslinien jeweitig existierenden 22 Fl~chenstreifen A 
bilden, dab wir insbesondere w~ihrend der ganzen Uberftihrung eine durc~ 
gtingig giiltige Breite dieser Streifen angeben kSnnen. 

Das Verfahren, welches die gesteltte Aufgabe 15st, kann zweckm~Big 
als Methode der Ringversr bezeichnet werden, well der tIauptgedanke 
der Uberlegung in der tteranziehung der Abbildung zweifach zusammen- 
h~ingender Bereiehe auf Kreisringfl~ehen beruht, in welchen der Ubergang 
yon der einen zur andern l~andlinie stetig mittels der konzentrisehen 
Kreise als Zwischenglieder ausgeftihrt wird, wobei zugleich ein sieh ~ihn- 
lieh mit sich selbst vergndernder umgebender kreisringfSrmiger Fl~iehen- 
streifen mitverschoben gedaeht wird. 

Es sei B ein yon zwei geschlossenen regulgren analytisehen Linien 
begrenzter zweifach zusammenhgngender schlichter Bereich der z-Ebene, 
in welcher wir unsere Deformation vornehmen wollen. Alsdann wird der 
Bereich B in folgender Weise auf einen Kreisring abgebildet. Man nehme 
der einfacheren Sprechweise halber, was aueh im folgenden allein in Be- 
txacht komm~, an, dab der Bereieh B den unendlieh fernen Punk~ weder 
im Inneren noch auf seiner Begrenzung enthgl~. Alsdann wird B yon einer 
~iuBeren Begrenzungslinie s~ und einer innerea Begrenzungslinie s 1 begrenzt. 
Man bestimme nun diejenige in B regml~re Potentiaffunktion u, welche 
auf s I don Wert -- 1 annimmt und auf s~ den Wer~ 0. Bildet man je~zt 

aas fd .  ds, dn in der Richtung der inneren Normalen, d.h. der 

in den Bereieh B hineinffihrenden No~malen genommen, so wh-d sich da- 
ftir ein positiver yon 0 versehiedener Wer~ 2e~ ergeben, weleher auf den 



tiber die Uniformisierung tier &lgebraischen Kurven. IV. 55 

Wert 2~ gebracht wird, indem man an Stetle der Funktion u die Funktion 

u~ betrachtet. Es sei v die zu u konjugierte Potentialfunktion. Alsdann 
r 

vermittelt die Funktdon e ~ , welche i~ B eindeutig und yon 0 und 
oo verschieden ist, eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs B 
auf einen Kreisring, dessen is der Linie s~ entsprechender Begren- 
zungskreis der Einheitskreis ist, w~hrend der innere, der Linie s I eat- 
sprechende Begrenzungskreis mit dem Einheitskreise konzentrisah ist und 

den Radius e ~ besitzt. In .der Tat er~bt  sich der genannte Charakter 
der Abbfldung sofort dutch Anwendung des Satzes yon der Charakteristik 
des ]~andes, wenn man beachtet, dab die BegTenzungslinien s 1 und s~ selbs~ 
in der Tat eineindeutig und mit demselben Umlaufssinn auf die erw~hnten 
Kreislinien abgebildet werden. 

Naeh diesen Vorbemerkungen gehe ich nun zur Darlegung des J~ing- 
verfahrens selbst fiber. Die gestell~e Aufgabe der Uberffihrung des Be- 
reichs r in den Bereich r wird in drei Sehritten gelSst. 

Der ers/e Schritt besteh~ darin, dab die Bereiche r und r je in 

einen Bereich ~l und ~ ~ibergefahrt werden, deren siimtliche Begren- 
zungslinien Vollkreise sind, wobei, aUgemein zu reden, die Bezugssubstitu- 
tionen noeh allgemein analytisch, noch nich~ linear sein werden. Diese 
~berffihrung geschieht so. 

Wir nehmen etwa die Begrenzungslinie L des Bereiehs 4)1- Diese 
Begrenzungslinie umschlieB~ ein einfaeh zusammenhgngendes Gebie~ der 
z-Ebene. ]nnerhalb dieses Gebiets wiihlen wir eipe beliebige, gesehlossene 
Kreislinie K, welche mit L keinen Punkt gemelnschaftlich hat. Die Linien 
L und K begrenzen einen zweifach zusammenh~ngenden Bereich B, welchen 
wh- den obigen Angaben gem~iB auf einen Kreisring R einer Z-Ebene ab- 
bflden mit dem Einhei~skreis als is Begrenzungskreis. Jetzt werde 
in .R und dariiber hinaus das System der mit dem Einheitskreise konzen- 
trischen Kreise und das System der dazu or~hogonalen geradlinigen Strecken 
der Z-Ebene konstruiert. Wir k~nnen dann in der Z-Ebene den ~ufleren 
Begrenzungskreis K 1 yon /~ mit dem Radius 1 ailm~ihlich in den inneren 
Begrenzungskreis K e yon R mit dem Radius p iibergehen lassen, indem 
wit ihn unter bestiindiger Verkleinerung eben die erw~hnten konzen~ri- 
sehen Kreise zwisehen K 1 und K e durchlaufen lassen. Damit is~ ein be- 
stimmter ~befffihrungsprozeB bezeichne~, bei weiehem aueh die Bewegung 
jedes einzelnen P u n k ,  s vSllig bestimmt ist, wenn festgesetz~ wird, dab 
der einzelae Punkt je auf der auf den NuUpunkt gerichteten geradlinigen 
Strecke gleiten soil. Nunmehr beachten wh-, dab der in dar Z-Ebene 
definierte lJberffihrungsprozeB sieh vermSge der dutch die Funk*don Z ~  
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de~xierten konformen Abbildung auf die z-Ebene iibertr~igt und dort eine 
ganz bestimm~ Deformation der Linie L in den Kreis K dureh den Be- 
reich B hindureh liefer~, bei weleher aueh die Bewegung jedes einzelnen 
P u n k ,  s vorgeschrieben ist. 

Wit  iiberlegen noeh, ob hei der erw~hnten Deformation eine gleieh- 
m~Bige Streifenbreite ffir alle Berelche ~ gew~hrleiste~ ist. Wir be~rachten 
in der Z-Ebene irgend einen Kreis ~:~ mig dem Radius r, wobei 9 < r < 1 
sei. Alsdann ist K~ auf den Einheitskreis der Z-Ebene, genannt K1, dureh 
die Substitution Z ' ~  rZ  bezogen, welche in der ganzen Z-Ebene regular 
e r ~  is~. Wir kSnnen nun eine positive GrSt~e ~ > 1 so nahe an 1 
w'attlen, dab die Funktion z(Z) auch noch in dem dureh die Ungleichheits- 

<: tZI < definiert~n Ring ~ regul/ir erklSr~ ist und eine bedingungen ~- = ' = ~/ 

schlichte Abbildung vermittelg, bei welcher insbesondere den begrenzenden 
Kreises Kr und K_e des Ringes :~ zwei beziehungsweise L u n d  K in der 

z-Ebene benachbart verlaufende Linien Z und k entsprechen~ welche ein 
zweifach zusammenh~ngendes, endliehes, den Bereich B enthaltendes Ge- 
bieg b begrenzen, alas die 2 p - -  1 weiteren Begrenzungslinien des Bereiehs r 
aussehlieBh 

Wit  bezeiehnen mit /~  den in der Z-Ebene liegenden Kreisring, 

welcher dutch die Ungleichheitsbedingungen r < ]Z I < r -  ~ erkl~r~ ist~ 

also inbezug auf die Kreislinie K. zu sich selhst spiegelbildlich symmetrisch 
is~. Es ist dann ~ a u f / ~  (d. i. /~  ffir r == 1)~ durch die Substitution 
Z ' =  r Z  bezogen, eine Beziehung~ welche sieh aur die z-Ebene ~iber~r~ig~ 
wobei der Linie ~ und dem Gebiete /~  die Linie /& und das Gebie~ b~, 
beide in b enthalten, entsprechen. 

Die Linie k~ is~ auf Z,  welche Linie wir aueh mig k~ (d. i. k~ far 
r ~-1) bezeichnen kSnnen, vermittelsg einer im Gebiete b~ sieher regul~iren 
und dieses Gebiet sehlieh~ auf bx abbildenden, analy~isehen Funktion be- 
zogen~ In vSllig iibersehbarer Weise versehiebt sich nun b~ stetlg~ wenn r 
die Werte yon 1 bis ~ durehlKui~. 

Wie wit soeben mig Linie L verfahren haben, kSnnen wir nachein- 
ander aueh mi~ den tibrigen 2 p -  1 Begrenzungslinien des Bereichs r 
danac]a auch mit den Begrenzungslinien des Bereiehs r verfahren. Das 
Ergebnis is~ dab wit die Bereiehe r und ~ in Bereiche ~ mad r de- 
formiert haben, deren Besonderheit darin besteh~, dal~ die Begrenz~ngs- 
linie~ lauter Volllcreise geworden sind. 

Numnehr vollftthren wit den z w ~  Sehritt, weleher darin besteh~, 
dab die Bereiche ~ und ~ in Bereiche mit iPoerd~stimr~enden t~eyre~z~ngs- 
k r ~ ,  jedoch, aUgemein zu reden, noch verschiedenen analytisc-hen Bezugs- 
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substitu~ionen fibergefiihr~ werden. Diese ]~berfiihrung is~ besonders einfach. 
Wir kSnnen n~mlich zun~ichst eine Deformation vornehmen, bei welcher 
die 2~ Beg-renzungskreise des einen Bereichs den en~sprechenden Begren- 
zungskreisen des zweiten Bereichs gleich groB werden. Wir brauchen dazu 
nut mit jedem der 4p  Kreise eine geeignete ghnliche stetige u 
vorzunehmen mit dem Kreismittelpunkte als Ahnllchkei~szentrum. Hierbei 
is~ unmi~felbar auch die damit verbundene stetige ~_uderung tier analy~i- 
schen Bezugssubstitutionen gegeben. Sind ~1' und ~ "  die nunmehr go. 
~undenen Bereiche mit entsprechend gleich gro•en Begrenzungskreisen, so 
kann man dutch Verschiebung der Kreise, wobei man sich die Raud- 
substitutionen auf den Kreisen markiert denken mSge, den Bereich ~1' in 
den Bereich ~ "  als solchen tibefffihren. Nach der [?berfiihrung koinzidieren 
nattirlich im allgemeinen nur die Begrenzungskreise als solche, nicht auch 
die auf ihnen erklgrten analytischen Bezugssubstitutionen. Wit kSnnen 

auch so sagen: die beiden Bereiche r und ~ sind in einen und denselben 

yon 2p  Kreisen begrenzten Bereich ~ tibergeFtib_rt, abgesehen yon den 
Raudsubstitutlonen- Fiir den Bereich r sind die 2p Begrenzungskreise in 
bestimmter Weise gepaar~'und flit jedes Paar auf zwei Weisen die analyti- 

schen Bekugssubstitutionen erklgrt, sodat~ wit, wenn L1, LI, ~ ,  ff~',.. 
�9 -, L~, L~' die p Paare begrenzender Kreise sind, 2p Subs~itutionen haben 
�9 t, ~Pl, ~ ~2, "" ", ~,,  ~ , ,  yon welchen die beiden Subs~itutionen des a t~ 
Paares die Linie Z~ in die Linie ~," tiberffihren. 

Wir haben nun den driffen Schritt auszufiihren. Dieser dritte Schri~ 
bestehl in der Ausfiihrung einer Defbrrna~ion der erw~ihnten analytischen 
Substitutionen in der Weise, da$ schlieBlich ~ in ?~, fibergeffihr~ er- 
scheint, wobei w~ihrend der [~berfiihrung die jeweilige Substitution g~ 
eine eineindeutige regular analytische Abbildung des Kreises L~ auf den 
Kreis ~,~" liefern mul~, welche beiden Kreise als lest zu denken sind. 

Um diese Uberfiihrnng vorzunehmen, bemerken wit, dab flit das 
Linienpaar ~,~, ~,~' sich die Aufgabe so fassen l~Bt: es soll die auf der 

IAnie L~ vermSge der beiden Be ziehungen dieser Linie auf die Linie Z~ 
erkl~rte Substitution dieser Linie ~Lj in sich in die identische Substitution 
/ibergefiihrt werden. Entsprechend ist die Aufgabe ffir die fibrigen p ~ 1 
Kreispaare zu formulieren. Damit sind wir aus eine ~ ' r a g e s ~ n ~  ge- 
kommen, welche wir nun ffir sich herausstellen, ngmlich die folgende: 
&uf einem Kreise~ den wit als ]~inheitskreis w'~hlen kSnnen, is~ eine ein- 
eindeutige regul~ire aualygsche Verschiebung dieser Linie in sich e r ~  
Man soU eine einparametrige s~etige Ver~nderung dieser Subst~tufion~ wo- 
bei dieselbe: wghrepd der Anderung in jedem Augenblick wieder eine ein- 
e[udeutige regul~e Verschiebung des Einheitskreises in sich reprgsen~ieraa 
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soll, so vornehmen, dug sehlioglich die identisehe Substitution gewonnen 
wird. Die einzelne analytische Verschiebung des Einheitskreises in sieh 
yon der betwachteten Art wird nattir]ich nicht nur auf der Peripherie des 
EinJaeitskreises als soleher existieren, sondera sie wird stets in einem ge- 
wissen, den Einheitskreis selbst euthaltenden Ringgebiete regular erkl~rt 
sein, sodaB sie eine durehaus sehlichte und endliche Abbildung dieses 
Rings llefert. Ftir die Behand/ung der Frage kann man iibrigens die 
Beschriinkung anf Substitutiouen, die den Einheitspuuk~ lest lassen, ohne 
weiteres einffihren. 

Wir bezeichnen den Einheitskreis der z-Ebene mit K 1 und einen mit 
ibm kon~.entrischen Kreis vom Radius r allgemein mi~ K,. Ferner m6ge 
die als gegeben vorausgesetzte analytische Substitution auf dem Einheits- 
kreise mit ~ = S(z) bezeiehnet werden. Wit wiihlen eine GrSl~e ~/~ 1 so 
nahe an 1, dab auch noch in dem yon K~ und Kt_ begrenzten Kreisringe/~ 

die Funktion S(z) reguliir erkl[irt ist und eine schlichte und endliche Ab- 
bildung dieses Kreisrings auf einen endlichen Ring r~ (a]_lgemein zu redeu 
nicht Kreisring) vermit~elt, desseu beide Begrenzungslinien mit k~ uad k 1 

bezeiehnet werden mSgen. Wit denken uns diesen Ring uoch in einer be- 
sonderen ~-Ebene gezeichnek Die Substitution ~ = S(z) kann nun gerade~u 
erklih-t werden durch die Linie k,1 in folgender Weise: Die Linie k,~ be- 
grenzt mit dem Einheitskreise der ~-Ebene einen Ring. Dieser Ring kann 
nur auf eine Weise dergestalt auf einen den Einheitskreis der ~-Ebene 
als inneren Begrenzungskreis enthaltenden Kreisring abgebildet werclen, 
dal~ dabei der Einheitspunkt selbst wieder in deu Einheitspunkt fibergeht. 
Iusofern kann also die Linie k~ zur Definition der Substitution ~ = S(~) 
dienen. Wir konstruieren nun in der ~-Ebene einen Kreis k e mit dem 
l~dius ~ und w~hlen ~ so groB, dab ke die Linie /r vollst~indig um- 
schliegk Den zweifach zusammenh~ingenden, yon k,~ und k a begrenzten 
Bereieh der ~-Ebene denken wit uns auf einen Kreisring abgebildet und 
verm6ge dieser • gemgB unserem _Prin~ip der _Ringverschie~ung 
eine stetige (Iberf/ihrung der Linie k~ in den Kreis k~ vorgenommen. Is~ 
k~ (*/< X < a) eine wiihrend der [lberftihrung auftretende Linie, so geh~ir4~ 
zu k~ eine bestimmte Substitution Sa(z), durch welche der vom Ei.uheits- 
kreis~ der z-Ebene und you K~ (~- Kreis mit dem Radius ~t) begrenzte 
Ring der z-Ebene auf den ~-Ring zwischen k 1 und k~ unter Festhaltung des 
Einheitspunktes abgebfldet wird. Es ist klar, dag, wenn k z in den 
Kreis k a fibergegangeu isf~ die Substitution s~ die identisehe Substitution 
geworden ist. 

Es bIeibt noch zu untersuchen, ob die Substitutioja N~(z) sieh stetig 
mis k~ iiadert und anch die Breite des um den Einheitskreis herum be- 



Uber die Uniformisierung der algebraisehen Kurven. IV. 59 

stehenden jeweiligen Abbildungsstreifens zu beurteilen. Beide Fragen er- 
ledigen sich aus der Konstruktion der Bezugssubstitutionen S~(z). Be- 
zeichnen wit zu dem Zweeke mi~ u~ diejenige in tier ~-Ebene erkl~rte 
Poten~ialfunktion, welche alif dem Einheitskreise k i den Wert 0, auf der 
Linie k~ den Wert 1 hat und in dem Ring zwischen k 1 und kx regul~ix 
und eindeutig ist, so wird die GrSBe it des Radius, welchen bei der 
mit S~.(z) bezeichneten konformen Abbildung der kz in der z-Ebene 

= ~du~ ds in der en~sprechende Kreis K~. besitzt, dutch das Integral 2eo , !  d n  

h 

Gestalt it = e ~ ausgedrtickt. Da nun u,; ~ u~ ~ u~, weil k~ zwischen k~ 
und k a lieg% so ergibt sich ~ < it ~ #. D.h.-  Die Substitutionen S~(~), 
die sich bei der Deformation ergeben, sind aUe in dem Kreisring / ~  der 
z-Ebene reguliir erkliirt, weleher durch die Ungleichheitsbedingungen 
1 ~- _~ I z! ~ ,/ definiert ist. Hiermit ist zuni~chst ein Urteil fiber die Streifen- 

breite der analytischen Substitutionen S~(z) gewonnen. Es handel~ sich 
jetzt noch um den Naehweis der stetigen Anderung der Substitution S~(z) 
w~hrend der Uberftihrung. Fiir diesen Nachweis gentig~ es, die s~etige 
~nderung des Potentials u~ zu beweisen, wenn k z die vorgesehriebene 
stetige Variation ausffihrt. Es seien zu dem Zwecke kz und k z, zwei be 
nachbarte Kurven, die bei der Uberfiihrung vorkommen, und zwar mSge 
k~., die Kurve k~ umschlleBen. Zur Beurteitung der GrSge der Differenz 
u z, - -u~ ist nur erforderlich die Abseh~tzung dieser Differenz auf der 
Linie kz. Auf k~. hat u z den Weft 1, u~, jedoch hat auf k~ Werte, die 
sich yon dem ~uf k~, augenommenen Werte 1 um einen behebig klein 
werdenden Betrag unterseheiden, wean k z, und k~ hinreichend nahe an- 
einaader liegen, weil aUe Funktionen u~ eine angebbar endliche Steilheit 
des Abfalls besitzen. Das ergibt sich sofort~ wenn wir die Funktionen*) uz 
auf die Z-Ebene fiberpflanzt denken, auf welche der Ring zwischen k~ 
and k a als Kreisring abgebildet worden ist, um yon du aus zur Definition 
der Linien k z zu gelangen. Man beachte einerseits die vors~ehenden Entwick- 
lungen, andererseiiz den Satz, dag ffir eine Potentialfunktion~ welche in 
einem Kreise dem absoluten Bet-rage ihrer Werte nach unterhatb einer 
endlichen Schranke M bleibt, vermSge des Poissonschen Integrales auch 
Sehranken ffir den absoluten Betrag der &l~leitungen hergeleibet werden 
kSnnen in einom zu dem ersteren konzentrischen Kreise, Schranken, welche 
nur dutch die Radien der genunnten beiden Kreise mad dutch die ange- 
nommene Schranke M bestimmt werden. Auf Grund dieses Satzes ge- 

*) Der Ausdruck ,,Funktionen ua" start ,Funktion u~" soll becleuten, daft wlr 
u in seiner Abh~ngigkeit yon dem Parameter Z be~ehten~ also eine Funk~ionenschar. 
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lmagen wir sofort zum Ziele, wenn wir, wie gesagt, die Betraehtung in 
die Z-Ebene verlegen und dort das fiberpflanzte Potential u~ fiber den der 
Linie k~ entsprechenden Kreis x~ der Z-Ebene anaIytisch fortsetzen, wobei 
dunn 8~ ill einem bestimmten Bezirke unterhalb 2 bleibt, welcher Bezirk 
als ein ~ einbettender konzentrischer Kreisring gew~hlt werden l ra~,  
der in bezug auf xz zu sich selbs~ spiegelbildlieh symmetriseh ist unct 
dessen Raxlienverh~iltnis ffir alle k~ lest gewKhl~ werden kann. 

]=Iiermit ist vollst~indig der Weg gezeichnet, um den Bereich r in 
den Bereieh r innerhalb des O-Kontinuums fiberzuffihren, da beide Be- 
reiche in einen und denselben r fibergeffihr~ worden sin& Wit 
bezeiehnen die gefundene Uberf~hrungslinie yon O 1 nach r hin als die 
~-berfiihrungslinie f2 im Kontiauum der O. 

Wit hatten berei~s oben bemerk~, dal~ es yon Wieh~igkei~ sei zu 
konsta~ieren, dab wit auf Grund des Uberffihrungsmodus imstande sind r 
liings der ganzen UberFtihrungslinie f2 mittels bestimmter Absch~itzungs- 
formeln die GrSl~e and Gestal~sverh~ltnisse aller der Ubers an- 
gehSrenden Bereiche r zu beschreiben. In der Ta~ sehen wir ohne weiteresr 
dab l~ngs der ganzen Linie f2 die Begrenzungslinien s~imflicher Bereiche 
in einem endlichen, direkt bestimmbaren Bezirke bleiben. Wit bemerken 
ferner sofort die MSglichkeit der unmittelbaren Angabe einer oberen und 
unteren Sehranke fiir die Distanzen der 2p Begrenzungslinien unterein- 
ander, sowie fiir ihre grSl~ten Durchmesser (Spannweiten). Sehliel~lich be- 
merken wir noch folgendes: Wir kSnnen jede der Linieu L~ ~), L~), .. ., L~ ), 
das sind die t9 ersten Begrenzungslinien des Berelchs Ol, je in ein 
ringartiges Gebie~ (Grundring) so einbe~ten, dal~ nicht nur die Linlen 

�9 . L~ 1)' und damit die ~nalytisehen Bezugssubstitutionen des z?; , 

Bereichs d)l, sondern auch aUe 2p Begrenzungslinlen jedes Bereiehs ~) 
der Uberf'dhrungslinie ~ nebs~ den Bezugssubsti~utionen aus jenen p Grund- 
ringe~ dadurch enr dal~ dieselben in ihrer Vollst~i~adlgkeit gewissen 
schlichten reg~l~ren Abbildungen unterworfen werden, woraus unmittelbar 
die gewtinsch~en generellen Schranken mittels des u her~ 
gelei~et werden k~innen~ so namentlich eine allgemein giiltige S~effenbreite 
flit die Bezugssubstitulionen (welche iibrigens auch dlrek~ dutch das Prinzip 
der .Ringverschiebung, wie wir dasselbe zur Anwendung gebraeh~ haben~ 
gew~hrleiste~ wird). Wir wollen in dieser Beziehung fo]gende Folgerung 
aus dem Verzerrungssa~ze nennen. 

Satz ( F o l g e r u n g  aus dem Verze r rungssa t ze ) :  Es sei B ein 
schliehter endlicher zweifa~h zusammenhKngender Bereich~ innerhalb dessert 
eine Jim in zwei zweifaeh zusammenh~ngende Bereiche fl~ und /~ zer- 
legende gesehlossene Linie L verl~uft. Der Bereieh B werde irgend einer 
sehlicht, en eineindeutigen endlichen konformen Abbildung unterworfen, bei 
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welcher B, L, ~l, ~ in ~ ;  L'~ fll'~ ~" iibergeh~. Es sei d '  der kiirzeste 
kbstancl der Linie L' yon der Begrenzung des Bereichs B', ferner s" der 
Umfang oder auch die Spaunweite dar Linie L'. Alsdaun bleibt das Vet- 

d" h~tnis -Z zwischen zwei yon 0 und ~ verschiedenen endlichen Schranl~en 

aT 
q < - Z <  Q~ 

welche yon der Wahl der Abbildungsfunktion unabhiingig sind. 
Der Beweis ergib~ sich mit wenigen Strichen aus dem Verzerrungs- 

satze. Denkt man sich die Linie L in einen zweifach zusammenhiiagenden 
Fli4chens~reffen fi eingebet~et, dessen beide Begrenzungslinien mit der Be- 
grenzung yon B keinen Punkt gemeinschaf~lich haben, so besag~ der Ver- 
zerrun~satz, dab dar Quotient !f'(z')! : if'(z")l, unter f '  die Ableitung der 
Abbildungsfunktion, unter z' und #'  irgend zwei Punkte des Bereichs fl 
versf.unden~ zwischen zwei yon 0 und ~ verschiedenen endlichen Schrauken 
bleibt, die yon der Wahl der Abbildungsfunktion unabhiingig sind: 

tf'(z')I 
~ < I f ' ( f ) l  < ~" 

Hieraus is~ der obige Sa~z zu entmehmen. 

w 

Die stetige Anderung der zu �9 geh~renden Abelschen In tegra le  
erster Art in Abh~ngigkeit yon @. 

Wit haben in w 1 nur die Bereiche @ selbs~ untersucht. Nnnmehr 
wollen wit unsere Aufmerksamkei~ den zu �9 gehSrenden Funk~ionen zu- 
wenden, insbesondare den Abelschen Integralen erster ArL Ffir diese 
Integrale wollen wir die Stetigkei~ ihrer Anderung beweisen, wenn �9 
s~etig -abge~nder~ wird, also z. B. wenn q) die Elberffihrungslinie Q yon dora 
Bereiche 01 zu dem Bereiche @~ durchl~uf~, oder wenn (P unter der Vor- 
aussetzung speziell ]/nearer l~nderzuordnung dadurch modifiziert wird, 
dab man die p linearen Substitutionen yon einem Ausgangssystem aus frei 
variier~. Wit werden unten die stetige Anderung der Abelschen Integrale 
gerade mit Bezug auf die genannten beiden VariationsmSglichkeiten be- 
nfitzen. 

Wit erinnern zun~ehst an die Bezeichnungen. Die 2p  paarweise ein- 
andar zugeordneten Be~enzungslirSea des Bereichs @ bezeichnen wir mit 
L1, E l , / ~ ,  L~, . . . ,  L~, L~'. Der unencllich ferne Puak~ is~ innerer Puak~ 
des Bereichs @. Die erw~.hnten Linien sind lauter gesehlossene regul~e 
analyfische Linien. Die ~ analytischen Bezu~subs~itu~ionen m~gen mit 
S~(z), ,S~(z), . . . ,  S~(~) bezeidmet werden. 



62 P. Ko~.  

Nach den Sehwarz-Neumannsehen kombinatorischen Methoden l~l~t 
aich entsprechend dem a t~ Begrenzungslinienpaare eine in �9 regul~e und 
eindeutige Potentialt~unktion u~ finclen, welehe gegeniiber den Substitutionen 
S~, S~, . . - ,  S,~_~, S,~+~, . . . ,  S~ unge'~ndert bleibt~ gegenfiber der Substitu- 
tion S# hingegea eine Vermehrung um den konstanten Weft i erf~ibx~. 
Das erw~hnte Verhalten gegenfiber den t~ezugssubstitutionen wird dabei 
so verstanden, dab dasselbe nicht nut l~ings der Begrenzungslinien selbst 
start hat, sondern darfiber hinaus in gewissen Streifen A (vgl. S. 53), in 
welchen die Substitu~ionen erkl~rt sind. Die Funktion u~ ist demnach 
gem~iB diesan Substitutionen ein St~ick fiber die 2jo Begrenzungslinien 
hinaus analytisch fortseCzbar. Wird ffir % noch die Bedingung gestellt~ 
dab der Wer~ dieses Potentials im uuendlich t~ernen Punkt null sein so]] 
so ist u, durch seine angegebenen Eigenschaften vollst~ndig bestimmt, 
weil die Aunahme zweier derartiger Funktionen eine Differenzfunktion w 
liefern wfird% welehe gegenfiber aUeu p Substitutionen unge~nder~ bleibt, 
dazu in dp eindeutig ist und im Unendliehen versehwindet. Ffir diese 
Funk~ion w ergibt sich aber~ wenn jetzt und im folgenden altgemein mi~ 
D(f)  das fiber einen Bereich A erstreckte DiricMetsche integral 

A 

bezeichnet wird, da~ 
P 

~=~ .} d~ ds = 0 
~=I L v ~-i i~ 

dw 
ist, well w-~nds ffir zugeordnete Randelemente denselben Wert ergibt. 

Damit ist gezeigt, dal~ w konstant, also -~ 0 ist, weft dieser konstante 
Weft im Uaendlichen 0 ist. 

Zu u~ gehSrt ein konjuglertes Potential v~. Urn die p konjugierten 
Potentiale v~ zu normieren, denken wir uns, wie in Figur 2 angedeutet, 

]Fig. S. 

p Quersehnitte Q , , . . . ,  Q~ konstruiert~ deren 
a te~ eine Verbindung zwisehen zwd zugeord- 
neten Punkten des a TM l~andkurvenpaares her- 
stell~. Die auf diese Weise in eine p- la th zu- 
sammenhRngende Fl~che verwandelte'Fl~he �9 
m5ge mit ~ bezeichne~ werden. Die Funk- 
tion v~ ist nun in ~ dadureh eindeatig nor- 
miert, dab man fes~setzt, es so]] v~ im unend- 
lich farnen P u n l ~  verschwinden. Die Funk- 

~ion % ist in r sicher n/cht eincleu~ig~ ~ielmehr besitzt sie miadestens 
l~ugs eines der p Querschnitt~ ein~n yon 0 verschiedenen Periodizit~ts- 
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modul. In der Tat wiirde andernfalls u~ -~ i% eine in �9 eindeut~ge Funk- 
~ion W sein, welche sieh gegentiber den Subs~itu~ionen nur um gewisse 
additive Konstanten ~nder~ Man t~itte nun 

oder, wie sieh bei Vergleiehung zugeordnoter Randelemente ergib~, 

D(~.) = f ldv~ = O. 

Wir bemerken jetzt weiter, dab aueh keine lineare homogene Kombhlation 

der v~, etwa _,~c~v, eine in �9 eindeutige Funktion liefern kann, da als- 

dann die Funktion ~(c ,u ,  q- ic, v,) eine in d) eindeatige analytische Funk- 
6on W w~r% welche sich nur gegeniiber den Randsubstilutionen und zwar 
um additive Konstanten ~ndert. Es ergibt sich hieraus, dab die Deter- 
minante A der p Systeme yon je /o Periodizi~smodulu, welche den 
p Funktionen v~ mit Bezug auf die p Querschnitte Q zukommt~ yon 0 
verschieden ist. Wir bemerken nun weiter, dab die 2p Funktionen u~,. �9 u~, 
vl, -- . ,  vp, welche in ~0 jedenfalls siimtlich eindeutig sind~ in redlem Sinne 
genommen, linear unabh~mgig sind. In der Tat .wfirde das Bestehen einer 
llnearen Gleichung bedeuten, dal~ fiir die betreffende lineare Verbindung 
sowohl die Periodizi~i~tsmoduln an den Q als auch die den Bezugssubsti- 
tutionen entspreehenden Periodiziliitsmoduln verschwinden. Hier, ms aber 
folg~ bei Betrachtung der Q, dal~ die eingehende Kombination der v fiir 
sieh verschwinden muB, also die Koeffizienten derselben alle 0 sein mfissen. 
Darnaeh ist dann auch klar, dab die Koeffizientea der u s~im~ch ver- 
sehwinden mfissen. 

Nunmehr ergib~ sich, dub die/0 Integralfunktionen 

J~,=u~,q-iv~,, [a=l ,  2, . . . ,p],  
die im unendlich fernen Punkte siimtlieh versehwinden und in r eindeutig 
sind, im komplexen Sinne linear unabhi4ngig sind. Denn die Annahme 

einer Relation der Form ,~(% q-ic~)J~, = 0 wiirde bei Trenn-ng des 
ReeUen und Ima~cdn~ren das Verschwinden aller Gr~iBen v mad c' zur Folge 
haben. Jeder Funl~tion J~ en~sprieht ein System yon p Periodizi~tsmodaln, 
die den Querschnitten Q zugeordne~ sin& Die Determinante A' dieser 
/~ Systeme yon GrSBen is~ yon 0 ve~chieden~ da sons~ eine nich~ ver- 
schwindende lineare Verbindung der J existiereu wiirde, die in r ein- 
deutig ist. 

Ist jetz~ J irgend ein za �9 g.ehSrendes lm~ega~al erster Axe, das im 
Uneadtiehen versehwinde~ und in ep selhs~wers~ndlich eindeu~ig "ist~ so 
1~1~ sieh dasselbe als tineare homogene Verbindung tier J ,  'darsCe~Aen, 
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wobei die Koeffizienf~n aus der Vergleiehung der Perioden yon ] an den 
Querschnit-~en Q mit  denen der or durch lineare Gleiehungen mit der nicht 
versehwindenden Determinante A' ermittel~ werden. Wit  bemerken auch 
auf Grund derselben l~oerlegungen, dab nach Vorgabe eines Syslems yon 
t0 komplexen endlichen GrSBen~ die nicht alle 0 sind, ein und nur ein im 
betrachteten Sinne zugehSrendes Integral J vorhanden ist~ welches niim- 
Itch l~ngs den p Quersehnitten Q die genannten 19 GrSBen als Periodizi- 
f~Ismoduln besi~zK Indem wir ein solehes Integral durch die genannten 
p festgew~hlten GrSBen normier~ denken~ kS~men wir J als eine FunktSon 
yon �9 be~raehten und demgemiiB mi~ ,T(O) bezeichnem Eine derartige 
Fixierung hii~t~e zweekentspreehend aueh dadureh stat~finden kiinnen, dab 
die 21o reellen Periodizit~tsmoduln des reelten Teiles yon o r am Rande 
yon q~ fes~gehalten werden. Wir wollen jedoeh die vorher genannte 
Fixierung ftir die Folge zugrunde legen. A_lsdatm gehen wit jetz~ dazu 
fiber naehzuweisen~ dab J ( r  sich mit r stetig ~ndert. 

k u f  Grund der vorhergehendea Bemerkungen~ die wir~ ohwoM die- 
selben niehts grtmds~tzlieh Neues en~halten, bier im Zusammenhange 
zweekmiil~ig vorzubrlngen glaubten~ sehlieBen wit, dab der erw~ihnt~, yon 
uns jetzt zu ffihrende Naehweis der Stetigkeit yon or(O) als erbraeht 
gelten kann, wenn es gelungen is% die sf~ige _~nderung der 19 Po~entiale 
u~ naehzuweisen~ da ihre ste~ige ~Lnderung die s~e~ige _~nderung der v~ 
und dam[~ aueh die ste~ige .~nderung aller Perioden sowle der Deter- 
minanten A und A' beding~. Es genfig~ dazu wiederum die Besehr~nkung 
auf eine der Funk~ionen ~ ,  da der Naehweis ffir die anderen in gleieher 
Weise mSgitch sein wird. Wit  w~hlen u~ und bezeiehnen es ffir diese 
Untersuehtmg einfaeh mit u oder u,(~). 

Wit  machen zungehs~ eine Abseh~tzung der (]rSl~e D(u); und zwar 
q~ 

is~ das Wesenfliehe, eine Sehranke zu ermi~eln~ welche bei gewissen nicht 
zu groBen VerKndernngen des Bereiehs (P bestehen bleib~,'d, h. eine gleieh- 
m~i~ige Absch~zung der Gr51]e ])(u) ftir ver~nderlieh vorges~olltes ~. 

qb 

Diese Sehranke ergib~ sich mit~els der Minimaleigensehaf~ der Funktion u 
in fotgender Weise. Es werde urn L~' ein l~ing /~ konstruier~, begrenzt 
veto den beiden Linien Z und ~'. Die F1Kehe dieses Rings so]], wie in 

Q9 
der schematischen Figar 3 angedeutet ist, keine 
dot Begrenzungslinien L treffen und alle Be- 
grenzungslinien aul~er Z 1' aussehlieBen. Wir be- 
zeiehnen nun mit h = u  q-w diejenige in ~ ein- 
deu~ige, s~iiekweise potentialartige Funk~ion, 
welche erstens in dem Gebiet~ R" zwischen ~" 
und ~ "  den konstanten Wer~ 1 hat, zweitens in 
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dem Ring R zwischen 1" und X mit derjenigen Potential~,nk~ion idenfisc~ 
ist, welche in R eincleutig und regular ist~ auf ~t den Weft 0 und auf ~L" 
den Weft 1 hat~ dri~tens in dem Restgebiete/~' == O -- (R + j~v) identisch 
gleich 0 is& Man ha~ nun 

= + + 

Das le~z~e Integral gibt, dutch partieUe Integration umgeformt, den 

Wer~ w ~ ds ,  die Summe erstreckt tiber s~ntliche 2p Begrenzungs- 

tinien yon O. Dieser Wer~ ist also 0, well entsprechende Integralelemen~ 
sich for~heben. Demnach ist 

= + 

also 

Der Wert der Gr56e D(h)  ist abet gleich 1)(,~), also vermSge partieller 
r R 

Integration gleieh 
, j  a , u  cl~ 

M gefunden, welehe bei nicht zu starker ~nderung des Bereichs �9 gfdtig 
bleibt. 

Aus der Absch~tzung des Integrals D(u)  wollen wit nun eine Ab- 

sehgtzung des Maximalwer~es des absoluten Betrages der Funktdon u selbst 
im Gebiete r herleiten. Zu clem Zwecke d ~ k e n  wir uns jeder dot 2p Be- 
grenzungslinien benaohbart innerhalb r 6ine entlang der be~reffenden Linie 
laufende zweite Linie gezogen. Diese Linien bezeiehnen wir mit 11, 11" , . .  
�9 -, l~, l~'. Wit gewinnen so 2 p  zweifach zusammenh~ngende Fl~chen- 
streifen 5 ,  5 ' , "  ", f~, f~'. Die GrSBen dieser 2p  Fl~.chenstreifen wollen 
wir so welt einschr~nkon, dab .auf f~ die Substitution S~ und auf f," die 
inverse S~ 1 angewandi werden kann und zu einer schlichten Nebentage- 
rung des Bildes neben den Bereich �9 ftihrk Wit orhalten eladurch 2p 
Bfldw aul~erhalb' O, jedoch jeder an eine Begrenzungslinie yon r 
anschliet~end. Diese Bildstreffen mSgen mit gl~ gl"~ "" ", g1,, g~ bezeichnet 
werden, und zwar sollen allgemein f~ und g~'~ sowie f~ und ga Bitder von- 
einander soin. Es wir d dann ga nach au~en yon der Linie JS~ mad g~ 
nach auflon yon der Linie L~ begrenzt. 

Die Fdnktion u kann auf Grund des Prinzips der analytischen Fort- 
setzung auch in den genannten 2p Fl~chenstreifen erkl~r~ werden. Wir 
bemerken,~dat~ 1)(u)-~ D(u) und D ( u ) ~  D(u) isf~ I)iese Werte sind 

: M ~ h e ~ e  A~ffilem :I.,XXV. 5 
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demnaeh zusammen kleiner als der Wer~ D(u), welcher seinersei~s kleiner 

als ~ abgesch~itz~ wurde~ Bezeichnen wit nun mi~ O+ den Bereich q~ 
! 

vergrSBer~ um die 2p Fliichenstficke g~ und g~ ~ so hat man 

Jg(~) < 2M. 
eb+ 

Jetzt mSge mit B ein 2p- la th  zusammenh~ngendes Teilgebiet yon (b+ 
bezeichnet werden, welches den Bereich �9 vollst~indig enth~l~ und dessen 
Begrenzungstinien je in einem der 2p Zusatzstreifen verlaufen, ohne je- 
doch die Begrenzung dieser Zusatzstreifen zu treffen. Ffir diesen Bereich/~ 
kSnnen wit eine obere Schranke der Funktion u(O) herleiten, welche, wie 
wit sofort bemerken~ beim Ubergange yon �9 zu einem hinreichend be- 
nachbarfen Bereiehe O" erhalten bleib~, wobei /~ nich~ mi~ ver~indert 
werden soll. Um diese Absch~tzung zu gewinnen, dient uns folgender, 
auch yon gerrn Couran~ (Diss. GS~. 1910)*) gefundener Hi]_fssatz, welehen 
ieh in derselben Weise in meiner ,4. Mitteilung fiber die Uniformisierung 
beliebiger analytischer Kurven" (GS~tinger Naehrichten 1909) und in der 
Abhandlung ,,fiber die Uniformisierung beliebiger analytiseher Kurven, 
L Tell" (Journal ffir M~hematik 138~ S. 222) en~wickelt habe und 
weleher wegen seiner Einfachhei~ und Wichtigkeit auch bier entwickelt 
werden mSge. 

Hi l f s sa tz :  Es sei ~(x, y) irgend eine innerhalb eines Kreises K 
yore Radius R regul'~r und eindeutig erkl~ir~e Potentialfunktion~ f~ir welche 
der Weft D(~) des Dirichletschen Integrals kleiner als G i s t .  Alsdann 

K 
bleibt, wenn k eln mi~ K konzen~rischer Kreis mi~ dem Radius r is~ die 
Wertschwankung der Funktion ~ in k unterhalb einer nut yon r, _R und 
G abh~ngenden Schranke g. Als Wer~sehwankung einer Funktion in 
diesem Bereiche bezeichnen wit dabei den Unterschied zwischen dem alge- 
braisch gr6i]ten und kleinsten Wert~, welchen die Funktion in dem Be- 
reiche annimmt. 

Beweis:  Zum Beweise ist erforderlieh zu zeigen, da~ in k die in irgend 
d~ einer Riehtung genommene Ableitung ~ der Funk~ion ~ unterhalb einer 

Schranke 7 bleib~, welche nur yon r, _R~ G abh~ing~. Man hat ffir irgend 
eine St~lle (x, y) in K den Satz, dab der Wer~ ~ (x, y) das arithme~ische 
Mi~-~et der yon der Funktion ~ auf jedem Kreise mit dem Punkte (x, y) 
als Mittelpun~ angenommenen Werte ist~ also auch das fi~ichenhaf~ er- 
streckte arithmetische Mit~el der yon der Funk~ion im Innern jedes der- 
ar~igen Kreises angenommenen Werte. W~hlen wit f~ir jeden Punl~ (x, y) 

*) Mit geringen Ver~nderungen, u, a. auch an der hie~ in Betrach~ kommenden 
St~lle, abgedruck~ in Math. Ann. 71 (1911). 
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k den zugehSrenden Kreis als einen Kreis veto Radius ~ - - ~ ,  in lieg~ SO 

dieser Kreis f~dr aUe Punkte yon k innerhalb des Kreises K. Die GrSBe 
d~ is~ bei festgehaltener Differen~iationsrichtung aueh eine Potentiaffunk- 

tion. Indem wir auf dieselbe den letzterw~nten Mittelwertsatz anwenden 
in Erstreckung iiber den gew~hl~en Kreis und bemerken~ daft die unter 
dem Integralzeiehen stehende GrSl~e 

a~ = v~ ~ cos (y, ,,) 

dem absoluten Betrage nach absch~tzungsweise k]einer gesetzt werden kann 
als ]~0z]2~ 1 + iq~yl~ 1, da tier absolute Betrag der Kosinusse kleiner als 
1 ist und auBerdem stets i a t <  aS+ 1 is~ ergibt sich sofort die gew~nschte 
Sehranke 7 und damit g.*) 

Der soeben bewiesene Hilfssatz liefert jetzt eine obere Schranke f-fir 
den absoluten Betrag der Funktion u im ganzen Bereiche B. Um diese 
Sehranke zu gewinnen, haben wir nut nStig, den Bereich 2~ dutch end- 
lieh viele Kreisfl~chenstiicke vollst~ndig soweit zu iiberdeeken, dab jeden- 
falls alle Punkte des Bereichs 2~ als .innere Punkte solcher Kreisfl~chen 
erseheinen. Wir brauehen dann nut unsern ttilfssat~ kettenfdrmig zur An~ 
wendung zu bringen, urn, ausgehend yon dem unendlich fermen Punkte, 
in welchem die Funktion u den Wer~ 0 hat, die gewfinschte im ganzen 
Bereiehe B giiltige Schranke zu erhalten, unter Bezugnahme auf die vorher 
bewiesene Tatsache, dat~ innerhalb aller dieser Kreisfl~chen, die ja nur 
Teile des Bereiehs r sind, der Wert des Dirichletsehen Integrals unter- 
halb der oben gefundenen GrSt3e 2 M  bleibt. Die ffir lu(o)l  innerhalb B 
geftmdene Sehranke mSge mit ]~r bezeichnet werden. Wir bemerken noeh- 
reals, dab diese Sehranke bei hinreichend kleiner Ver~nderung des Be- 
reichs �9 in Kraft bleibt. 

Sei nun O' ein Nachbarbereieh des Bereichs O, u' die an Ste]te yon 
u tretende Potentialfunktion. Dana wollen wir j e s t  sehliel~lich zeigen~ 
dal~ die Differenz u ' - - u  im Bereiche B eine gleiehm~Big unendlich klein 
werdende Gr5Be wird, wenn O' sich dem Bereiehe q) unbegrenzt n~hert. 

Es ist auf Grund unserer Begriffsbes?~immung gauz klar, was wit 
unter unbegrenzter Ann.~herung des Bereiches r  an �9 zu verstehen haben. 
Wit werden diesen Begriff tmten nut in den oben S. 61 hervorgehobenen 
zwei F~llen gebrauehen, in welchem er quantitativ genau pr~zisiert is~. 

�9 ) Selbsl~vers~ndlich kann /ibrigens g als eine nut yon ~ und -~ abh~ngende 

GrSfle bestimmt werden, weil eine Potent~lfim]~on flare Eigenschaf~ als eolnhe bei 
~h~lichkeitstransformation der (x, y) Ebene wie bei jeder konfomen Transformatic~ 
behRlt und auch der Wert des Dirichletschen Integrals dabei nnge~nder~ bleib~ 

5* 
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Um zu einer Absch~tzung der Gr(il~e u ' -  u zu gelangen, bemerken 
wir, dab auf Grand unseres ttilfssa~zes S. 66 die MSglichkeit besteht~ eine 
solehe Absch~tzung dann auszufithren, wenn eine Abseh~tzung far den 
Wer~ des Diriehletschen Integrals der Funktiou u ' - - u  gefunden ist. 
Schreiten wir daher zuniiehst zu einer solchen Absch~tzung. Es is~ 

2 '  f , d(u"--,,) 1 ) ( u ' - u )  = ( u ' -  u, 

wobei die Summe Z eine Summe yon 21o Randintegralen bedentet, die 
fiber die 2p Begrenznngslinien des Bereichs 0 erstrecl~ sind. Fiir uns 
komm~ es darauf an, zu zeigen~ dab 1)(u'--u) eine GrSBo is~ welehe un- 

endlich klein wird, wenn (D' sich unbegrenzt (D n~hert. Dies wiederum 
ist auf Grand der Darstellung dutch:die Summe 2~ dann erwiesen, wenn 

dab die GrSBe ( u ' - - u ) ~ d 5  eine ffir alle Randlinien- gezeigr ist, 

elemente im Verhiiltnis zur GrSBe d~ gleiehm~iBig unendlieh klein werdende 
GrSge ist, sofern man immer je zwei vermSge der Randsubsfit-ationen ein- 
ander entsprechende Integralelemente der erwi~hnten Form vereinigk Be- 
zeiehnen wir zu dem Zwecke mi t /~  einen Randpunkr yon O, mit P '  den 
Bfldrandpunk~ auf der zugeordneien Begrenzungslinie yon O, so hat man 

je naehdem P anf dem ers~en oder 
paare angenommen ist. Ferner hat 

= + + 

o d e r  = 

einem tier weiteren XD -- 1 Randllniea- 
man entspreehend 

wobei mi~ ~ eine GrSBe bezeichnet isis, welehe gleiehm~iBig far alle ~ tm- 
endlieh klein wird, wenn O' sieh �9 unbegrenzt n~herk In der Ta~ be- 
stehen f~ir u' ja dieselben Retationen wie fiir u, sofern man unter t)" den- 
jenigen Bfldpunkt versteht, welcher dem Punkte/~ vermSge der betreffenden 
Randsubsfi~utionen des Bereiehs O' en~spriehk Dieser neue Punkt 2 ,  den 
wir ftir den Augenblick etwa mit LP" bezeiclmen wollen, lieg~ nun dem 
erstgenaun~en Pur, k~e P" gleiehm~l~ig infinitesimal benaehbart, wie un- 
mi~telbar ans unserem Begriff der infinitesimalen Anni~herung des Be- 
reichs O" an den Bereieh (P folgk Der Wer~untersehied zwischen u ' (P  '~) 
und d ( P ' )  ist abet eine gleiehm~ig infinitesimale GrSl~e ftir die betraehtete 
hnn~herung, weft die FunkCion u' in dem ganzen Bezirke ~ unterhalb 
der oben gefundenen festen Schranke A r bleibt, sodaB, wie ans dem Poisson- 
sohen Integral geschtossen werden kann, die Ableitungen der Funk~ion u' 
in B,  insbesondere in der Umgebung der 21v Begrenzungslinien des Be- 
reichs (D dem absoluten Be~rage naeh un~erhalb einer fiir alle Nachbar- 
bereiche gleichmggig bes~immbaren fest~n Schranke bleiben. 
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Aus den oben aufgestell~en Gleichungen folg~ nun durch Sub~'ak~ion 

g'fil~ig l~ngs allen p Randlinienpaaren des Bereiehs ~. 
Wir bemerken wei~er, dab die soeben mi~ Bezug auf P als Rand- 

punk~ gemach~en Bemerkungen ohne wei~eres in Kra~ bleiben, wenn wh- 
P und en~preehend P '  in der Naehbarscha~ der Randlinien des Bereichs 
variabel denken. Die GrfBe e bekomm~ dann eine noeh weR.ere Bedeu~ung~ 
insofern sie nun eine ffir die erw~hn~e Naehbarsehaf~ der Begrenzungslinien 
des Bereichs qb gleichm~ig unendhch klein werdende GrfBe ist. Wit 
haben dann wieder die Relationen (*)7 wobei ~ als eine Po~entialflmk~ion 
des Punk~es P aufgefaB~ werden kn.nn~ welche eben gleichm~l~ig unendlich 
klein wird in der genann~en Nachbarschaf~ der Begrenzungslinie. Hieraus 
folg~ nun alder sofort die Gleiehung 

(**) a(~'--d~, ~) da" - -  a(~'--a~, ~) da = _d_;da 

wenn mi~ dr" und da" die vermSge der Randsubs~itut.ionen den Element~Ja 
da 

dv and do ent~preehenden Element~ bezeiehne~ werden. Die GrSge ~ da 

kama abet jetz~ gese~z~ werden 

(**) a ,  d-u d6 = v~d6 ~ 

wobei mi~ ~ eine ftir alle 2p Begrenzungslinien gleiehm~illig unendlich 
klein werdende GrSBe bezeiehne~ ist. Auf Grund der gefandenen Forme]n 
(*) und (**) finden wit unter Benutzung der friiher aufges~elleen hb- 
seh~itzung l u ' - - u  t <  2V~ dab in der Ta~ 

q ~  

gesetzt werden kann~ ma~er # eine bei intlnitesimaler hnn~ihertmg des Be- 
reiehs (I)' an (1) unendlieh klein werdende GrSBe verstandem 

Je~z~ ergib~ sieh wieder dutch ke~enF6rmige Anwendtmg des Hills- 
Bathes S. 66, dab [ u ' -  u] zaE4ehs~ im Gebieie (I)_ ehae gleiehmiil~ig fiathai- 
tesimale GrfBe ist~ wenn mi~ (I)_ ein nieh~ bis an die Begrenzung yon (!) 
sich erstreekendes Teilgebiet yon r bezeiehnet wird. Um far das ganze 
Gebiet ~ und darfiber hinaus den SehluB zu maehen, bemerken wit, dab 

�9 t . �9 die Funktion u ' - -  u in den Bereiehen g~, g~ g~, g~, - ., g~, g~ dieselben 
Werte annimmt wie in den Bereichen 5 ,  f~' , '"  ", f~, f / ,  abgesehen yon 
einer gleiehm~ig bestimmbaren infinif~imalen GriiBe. Daraus ergibf sieh, 
dab die Werte .D(u"--u), (die Integrale ersh-eekt fiber die F]Kchen g,,, gj'), 

jedesmal einen Wer~ liefern, weleher sieh yon dem entaprechenden W.erCe 
des In~egrales erst~eckt fiber f~" und f .  um eine intlnif~simale Grfile 
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unterscheide~. Diese le~zteren Integralwer~e sind aber jeder kleiner als 
o/)(u' -- u), weleher Wer~ ja bewiesenermaBen eine infinitesimale GrSBe is~. 

Daraus fol~, dab 
u )  = 

B 

gesetz~ werden kann, unter &" eine infini~esimale GTSBe verstanden. Aus 
dieser Gleichung nun wiederum folg~s~ dab 

Max i u'--ull = a'" 
B 

gesetzt werden kann, unter @" eine infinitesimale GrSBe verstanden. D.h. 
also: Der Unterschied ] ~ ' - -  u ] wird im ganzen Gebie~e 13 gleiehm~Big un- 
endlich klein, wenn ~P' sich unbegrenzt �9 n~her~. 

S t e t i g k e i t s b e w e i s  m i t t e l s  dos a l l g e m e i n e n  K o n v e r g e n z p r i n -  
zips. Es ist insta-uktiv zu sehen, wie der im vorhergehenden mit Hilfe 
der Minimaleigensehaft gefiihrte Stetigkeitsbeweis mittels des aUgemeinen 
Konvergenzprinzips ohne Hinzunahme sonstiger Hflfss~itze erbracht werden 
kann. Dieser neue Stetigkeitsbeweis verl~uf~ indirekt. 

Wir woUen zun~iehs~ dartun, dab das Maximum der Funktion u(@) 
in ~b~ welches wir mit tt bezeichnen wollen~ unterhalb einer endlichen 
Schranke bleibt, wenn @ sieh ste~ig ~ndert. Zu dem Zwecke werde an- 
genommen, dab dem nieh~ so sei. Alsdann kSnnten wit eine Folge yon 
Bereichen r bestimmen, sie mSgen mi~ 

@', r (D"', . - -  

bezeiehnel werden, welche gegen den Ausgangsbereieh r konvergieren und 
ffir welehe die bezfigliehen Maxima 

t 1 1  ,.v# 
t t , / t  /t ~ - - .~  

d. s. die Maxima des absolu~en Betrages der zugehSrenden Fmlk~ionen 
i 1? Ivl 

bezw. innerhalb @', <P '1, $ '~  -. �9 gegen ~ konvergieren. Wit bemerken, dab 
innerhalb B die Maxima derselben Funk~ionen beztiglieh unterhalb tt'q- 1, 
/~"d-I, # '"q-1,  . - .  bleiben. Die Ftmktionen 

' 

haben je~z~ als Maximatwerte s~ian~lieh den Wer~ 1, jedoeh die Periodizit~s- 
1 1 1 moduln ~r, ~r ,  t~'" ' " "'" Dieselben Funktionen besi~zen in B, (B > O), 

D~ die letztganannten Werte selbs~ un~erhalb einer fes~en Sehranke bleiben, 
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ergib~ sich mlthin aus dem altgemeinen Konvergenzprinzip, dab man aus 

der Reihe der FunRtdonen -7, ~ ---  eine innerhalb ~ gleiehm~aBig kon- 

vergente Fo]ge auswKhlen kann, wele~e gegen eine G r e n z ~ i o n  ~ mit~ 
folgenden Eigenschaf~en konvergier~: ~ ist elne innerhalb B re~lKre 
Potentiaffunktion, die gegenfiber s~mflichen ~ Randsubs~itutionen yon �9 
unge~ndert bleibt und deren absoluter Befxag in �9 das Maximum 1 be- 
sitz~. Das is~ aber unmSglich, weil auf Gruncl der ers~genannten Eigen- 
schaft die Ftmktion ~ eine Konstante sein muB, welche Kons~ute nur 
den Wer~ 0 haben kann, weil ~ wie alle betraeh~e~en Potentiale im Uno 
endliehen versehwindet. Wir sind also auf einen Widerspruch gef'tihr~, und 
iblglich mul3 fiir alle Funktionen u, die zu Bereichen r einer gewissen 
Nachbarschaft des Ausgangsbereichs �9 gehSren, eine obere Schranke des 
absoluten Betrages dieser Funktionen innerhalb O~ daher anch innerhalb 
B existieren. 

Nunmehr kSnnen wir leicht den Nachweis ffihren, dab u ' - - u  inner- 
halb B gleichmM~ig unendlich klein wird, wenn O' gegen r konvergier~. 
Wit  nehmen zu dem Zwecke wieder das Gegenteil an; d. h. wit nehmen 
an, dab in einem in • enthaltenen Bezirk fl die Funktion u'--u, welche 
im Punkte o~ versehwindet, ein Maximum des absotu~en Betrages besitz~, 
welches oberhalb einer yon 0 verschiedenen positiven Gr5Be 7 bleibt, wie 
nahe aneh O' an �9 liege. Alsdann lieBe sich wieder eine gegen �9 ken- 

t , t l  

vergieronde Folge yon Bereichen bestimmen, die wit mit O,  O', �9 , - - .  
bezeichnen kSnnten, sodaB stets l u( ~) -  u] in fi ein Maximum des abso~ 
luten Betxages ~ 7 hiitte. ]:Iieraus mfiBte sieh, da alle Funktionen der Folge 
in B bewiesenermafien unterhalb einer festen endtichen Schranke bleiben, 
eine Teilfolge 0('% (l)(~, �9 �9 - bestimmen lassen~ sodaB eine bestimmt~ Grenz- 
funktion lira u(~) zustande k~me, fiir welche nun nattirlich aueh der Un~er- 

~ a a  

sehied gegen u in fl ein Maximum des absoluten Betrages ~_ 7 besitzen 
miiBte und die daher jedenfalls keine Konstante sein k(innte. Andererseits 
miil~te jedoch diese Grenzfimktion wie alle Funktionen u,  u , u , -- �9 einen 
Periodizit~tsmodul 1 besitzen und zwar entsprechend derselben Rand- 
substitution~ in bezug auf welche u selbs~ den Periodizitiitsmodul 1 be- 
sitzt. Hieraus folgr dab die erwiihn~e Grenzfunl~ion mit u ident~sch sein 
muB, da~ also ihr Un~erschied gegen u innerhalb fl idenfisch 0 isi, wiihrend 
derselbe soeben ~_ 7 gefunden wurde. 
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]Einf~hrung yon Riemanns (6~-6)-parametriger Paral le logrammfigur .  
Stet ige Anderung dersclben in &bh~ngigkeit yon O. 

Wir betrachten wieder unsern Bereich �9 mit den p Randkurven- 
paaren L~, L~" [ ~  1,- . . ,p] .  Indem wir in diesem Bereiehe, wie oben~ 
die to Quersehnitte Q~ ziehen, erhalten wir den oben mit ~ bezeichneten 
2-faeh zusammenh~ngenden Bereich. Ist J irgend ein zu �9 gehSrendes 
Abelsehes Integral erster Art, so besitzt das Differential d J  gem~l$ einem 
bekannten Satze der Theorie der Abelschen Integrale 2 p -  2 Nulls~ellen, 
wobei jede eventuell mit der richtigen Multiplizif~t zu z~Men ist. Es ist 
bemerkenswert, daft dieser Satz clirekt am Bereiche �9 demonstrier~ werden 
kani~. Zu dem Zweeke erstrecken wir das Integral 

fiber die vollsf~ndige Begrenzung des Bereichs O. Dieses Integral ist n~m- 
lieh gleich der zu bestimmenden Anzahl der lqullstellen des Differentials 
dJ, vermehrt um zwei Einheiten, die yon dem unendlich fernen P,mk~e 
herrfihren. Wir bezeiehnen mit dz und dz" zwei zugeordnete Randelemente 
des Bereichs O, welcher, was stets erreichbar ist, der Bedingung genfigen 
mSge, dais der unendlich ferne Punkt nicht eine der betraehteten Null- 
stellen is~ und dal~ auch auf seiner Begrenzung keine Nullstelle liege. 
Werden mit z und ~' die betrachteten zugeordneten Randpunkte se]bsg 
bezeichnet, so kSnnen wir in dem auszuwertenden Integrale je zwei Ele- 
mente in der Form vereinigen 

[dJ(z) ~ [dJ(z')~ dz" 
dlog \ dz / - - d l o g  \ - ~ - / = d l o g  (~-~), 

da dJ(z') = dJ(z) isk Hierdureh ergibt sieh f'~r das einzelne Randliaien- 
paar als Wert des zu untersuehenden Integrales der Wert 2. Dean die 

dz, 
Amplitude der GTSI~e ~-~ vermehr~ sieh bei Dureklaufung der alas Diffe- 

renf/al dz entJaaltenden Linie L um 4~,  well die Amplitude yon dz den 
Zuwachs - - 2 ~  erfs w~hrend die Amplitude yon d~" den Zuwachs 
+ 2~ erf~hrk 

Das Integral J ist in ~ jedenfalls eindeutig, mad wit kSnnen vermSge 
einer geringe- ib~nderung der Begrenzung unter Aufrechterhaltmag der 
-g,lyTischea Randsubstitutionen annehmen, dal~ keine der 2 / 0 -  2 Null- 
stellen des Differentials dJ  auf der Begrenzung yon ~ liegt. A!sclama vet- 
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mit~elt die Funktion # eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Be- 
reichs ~ auf eine mehrblR~rige Figur mi~ 2 : p -  2 Windungspunkten im 
Innern~ begrenz~ yon p parallelogrammar~gen Rahmen, deren je vier 
Seiten paarweise durch euklidische Parallelverschiebungen aufeinander be- 
zogen sind. Es ist dies die bekannte mehrbl~ttrige Parallelogrammfigur~ 
welche Riemann in seiner Abhandlung fiber Abelsche Funktionen w 12") 
betrachtet und mit Bezug auf welche Riemann eine Reihe yon Bemerkungen 
macht, welche ffir seine Ideeng'~nge fiberhaupt sehr bezeichnend sind. 

Wir wo]len nun~ bevor wit yon der soeben erw~hnten Riem~.nuschen 
Normalfigur planmRBigen Gebrauch maehen~ noch einige unseren Zweeken 
dienliche Spezialentwicklungen geben. Es kommt uns wegen einer ein- 
heitlichen Behandlung darauf an, den Sa~z zu haben, dal~, wie auch ~ ge- 
geben sein m6ge, es s~ets mSglich ist~ J so zu w~hlen, dab die 2 1 o -  2 
NullsteUen des Differentials d J  s'~mtlich einfache Nu[lsteUen sind und dab 
auch keine der Nullstellen auf der Begrenzung yon % wie dies nun einmal 
begrenzt ist, liege. Selbstverst~indhch wfirde dann das allgemeine Abelsche 
Integral erster Art die genannten Eigenschaften ebenfalls besi~zen. 

Wir formulieren zun~ichst den der ers~en Forderung entsprechenden Satz. 
Sat;z: r Auf jeder Fl~che r yore Geschlecht p ~_ 1 existier~ ein Abel- 

sches Differential erster Art, dessen siimtliche 2 ~ -  2 NullstcUen ein- 
fach sind. 

Zum Beweise dieses Satzes benStigen wit einige bekaunte Tatsachen 
aus der Theorie der Abelschen Integra|e, an welehe wir bier mit direlr~em 
Bezug auf die Fl~ehe ~ erinnern unter Angabe auch der sehr einfachen 
Beweishilfsmittel, die unmittelbar auf den Bereieh ~ zur Anwendung ge- 
langen. 

Wit definieren zun~chst fdr den Bereich ~ die p l~orm,l~-~egrale 
erster Art J~(z), -- . ,  ~($) ,  yon welchen J~(z) dutch die Eigenscha~ deft- 
niert sein so[l, ffir ~ ~ ~ zu verschwinden~ l~ings den Querschnitten 
Q~,- . . ,  Q~_~, Q~+~, . . . ,  Q~ den Periodizit~tsmodul 0 und l~ngs Qaden 
Periodizit~tsmodul 2x zu besitzen. ~unmehr normieren wir das zu 
gehSrende l~ormalin~egral zweiter Ar~ mit der Unendlichkei~sstelle z~ als 
dasjenige Integral~ welches in ~ eindeutig ist und nur im Punkt~e zo un- 

stetig wird, n~mhch wie 1 plus regul~ire analytische Fanktio~. Wit  

bezeichnen "dasselbe mit J(z o, z). Die Existenz desselben ergib~ sich mi~ 
Hi l fe  der kombinatorischen Me~oden sofor~, wenn man zun~chs~ die- 
jenige in (l) eindeutige, gegeniiber den Randsubstitutionen unge~nder~ 

*) Riemann, Ges. Werke Nr. VI. 
**) Dieser Satz fibertff~gt sich na~rlich auf jede Riem~nnsche Fl~che yore Ge- 
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bleibende Potentialfunktion konstruier~ welche im Punkte z 0 unendlich 
1 

wird wie der reelle Tell yon z--z,--~" 1st U diese Potential~hnktion, so be- 

sitzt U + i V bereits die gewiinschte Unste~igkeit und fiihrt nach Sub- 
ta'aktion einer linearen homogenen Verbindung der J~ sofor~ zur Funktion 
J(zo, z). Die Funktion J(zo, z) erleidet gegenfiber den analytisehen l~aud- 
substitutionen des Bereichs (P gewisse additive Zuwiichse, die Perioden 
des Normalintegrals zweiter Art. Um die a TM Periode zu bestimmen, er- 

man das Integral--j 'JdJ~ fiber die vollstiindige Begrenzung streckt des Be- 

reichs • and finder dadurch ffir die r Periode 2e% den Wer~ ]~'(zo)- 
Nunmehr k6nnen wit die bekannte Bedingung dafiir aufsteIlen, dab es 
eine yon einer Kons~aulen versehiedeng in �9 eindeutige, gegenfiber den 
Randsubstitutionen ungeiinder~ bleibende Funktion geben soll, wdche an 
p voneinander verschiedenen Stellen z l , . - .~  z~ des Berelchs (P yon der 
ersten Ordnung unendlich wird~ sofern sle an den betreffenden Stelien 
fiberhaupt unendlich wird. Eine solche Funktion wiirde nach SubstraktSon 
einer gewissen linearen homogenen Verbindung der zu z~,--- ,  z~ ge- 
hSrenden Normalintegrale zweiter Art in eine in q) eindeutige Integral- 
funktion erster Art iibergehen, bei der notwendig aueh die gegeniiber den 
l~andsubstitationen auftretenden Perioden verschwinden wfirden. Das gibt 
p lineare homogene Gleiehungen zur Bes~immung der Koeffizien~en jener 
linearen Verbindang, welche dann und nut dana eine yon dem Systeme 
0~ . . . ,  0 verschiedene LSsung gestatten, weau die Determinan~e 

(,) = o 

ist. 
Anmerkung .  Bei den vorstehenden Be~achtungen spielte der unend- 

lieh ferne Punk~ eine in gewissem Umfange ausgezeichnete Rolle. Man 
kann jedoch zweekmi~Big den Bereich (P fiir die Zweeke dieser Auf- 
steliungen dutch eine lineare Transformation in einen ganz im Endlichen 
liegenden Bereich verwandeLa, wobei dann eine der 21o Begrenzungslinien 
umschIiel~ende Begrenztmgslinie wird. An dieser Vorstellung m(ige auch 
im folgenden bei der Herleitung des Hilfssatzes festgehalten werden. 

Auf der gegenwiirtigen Grundlage gewinnen wit nun folgenden BriU- 
~oethersehen*) Satz: Es gibt ffir die Gesamtheit der zu q) geh6renden 
Diffe~entiale erster Art keine alien gemeinschaftliche Nullstelle in (P. - -  
1Nehmen wir in der Tat eine solehe gemeinsehaftliehe Nullstelle a in (l) 
an. Wix wiihlen dann 1 o -  1 yon a and yon einaJader verschieden% sonst 
willldirliehe Stellen zl~ - . . ,  zp_ I in q) and bestimmen, was sicher mSglieh 

�9 ) B~.ll-NoetJaer: ,,[Tber die algebraischen Funktionen usw." Math. h,,_ 7, S. 285. 
Unsere Beweisffihrmag fotgr Pic~rd, Tra~g d'Analyse Bd. II, S. 449 (2. Aufl.). 
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ist~ ein solches Differential erster Art d w l ,  welches in zl, ...~ z~_ 1 ver- 
schwindet. Dasselbe verschwindet dann auch in a und au•erdem noch in 
p -  2 wei~eren S~ellen, welche auch mit den genannten p Stellen zusam- 
menfullen kgnnen. Nun gibt es abet noch ein zweites Differential dw= 
yon der ersten Art, welches ebenfalls in den letztgenannten 1o--2 Stellen 
verschwinde~ und sich yon dem Differential d w  1 nicht nut durch einen 

konstanten Fal~or unterscheidet. Der Quotient dw~ wiire eine yon einer 

Konstanbn verschiedene Funktion, welche in @ eindeutig ist und gegen- 
iiber den 10 Randsubstitutionen unge~ndert bleibt, dazu nut in z~, �9 �9 zp_ i 
unendlich werden kann und zwar yon der ersten Ordnung. I)emnach wire 
es mSglich, fiir willkiirllch gew~hltes el, .- . ,  zp_ I eine zugeh6rende Funk- 
tion zu finden, was mit dem vorher gefundenen Satze im Widerspruch 
steht, nach welchem je 10 Punkte der Bedingmng (*) unterworfen sein 
mfissen~ damit eine zugehSrende Funktion existierL 

Nunmehr gehen wit zum Beweise des yon uns oben S. 73 aufge- 
stellten Satzes fiber. Wit stellen uns, wie gesagt, vor, dab der Bereich �9 
ganz im Endliehen liege. Angenommen, es sei jedes zu �9 gehSrende Dif- 
ferential erster Art mit einer mindestens zweifachen Nullstelle behaftet~ 
so wfirde dies bedeuten, dag es mSglich ist~ ftir jede Wahl der Konstanten 
c~, . . . ,  c~ die beiden Gleichungen 

(.) + + . . .  + = o, 

( .~ )  c~J ," (z ) - t -  c e ~ " ( z ) - t -  . . . + c~3-~"(~)= 0 

gleichzeitig dutch passende Wahl yon z zu befriedigen. Daraus erhalten 
wir durch Elimination yon c 1 die neue Gleiehung 

+ . . .  + j ; v ? )  = o. 

Diese Gleichung w~irde demnach ffir dasselbe z befriedigt werden. Das 
wtirde besagen, dab die GrSBe z, welche nun eben auch durch die Gleiehung 
(***) bestimmt gedach~ werden kann, nicht yon c 1 abh~mgt. Ebenso kSnnen 
wit schli~en, dab sie nicht yon c~ abh~ngt, usw. his e~, d. h., dab sie eine 
fiir alle c feste GrSl~e ist, ento'egen dem Brill-Noetherschen Satze. 

Um den soeben gegebenen Beweis im einzelnen noch etwas zu pdizi- 
sieren, seien folgende Bemerkungen gemacht. Die dutch die Gleichungen 
(,) und (**) bestimmte GrSge z kann, wenn man c i , . - . ,  c~ frei variieren 
lil~t, nicht an "einer und derselben Stelle verharren, well dadurch diese 
Stelle eine feste NuUsblle ftir p unabh~ngige Differentiale erster A ~  
wiirde und daher eine feste Stelle fiir alle Differentiale ersbr Art. Ferner 
sei bemerkt, dab die in (~**) auf~retenden p KlammergrSgen Funkiionen 
ihres irgumen~es sind, deren keine versehwindek Iu der Tat w/irde das 
Verschwinden einer solchen KlammergrSge besagen~ dag die beh~effenden 



76 P. KoEB~. 

in der Klammer auftretenden Normaldifferen~iale erster Art sich nur um 
konst~mte Faktoren unterscheiden. 

Wir wollen nunmehr zeigen, wie auch der weiteren oben (S. 73) an 
ein Differential erster Art d W gestellten Forderung geniigr werden kann. 
Wir folanulieren folgenden Zusatz. 

Zusatz :  Das Differential d W  erster Art ia (l) kann noch der welteren 
Bedingung gemiil~ bestimmt werden, dab keine der 2 p -  2 Nulls~ellen 
auf einer der Begrenzungslinie des Bereichs (I) oder auf weiteren in (I) 
etwa angenommenen Linien liege. 

Zum Beweise des Zusatzes gehen wir yon einem d W  aus, welches 
bereits 2 p -  2 voneinander verschiedene einfache I~ullstellen hat, jedoeh 
etwa noch nicht der erwiihnten weiteren Bedingung genfig~, yon welcher 
im Zusatze die Rede ist. Es seien dJ1, . . . ,  dJ'~ die oben bereits betrach- 
teten 2 linear unabhii~gigen Differentiale erster Art, die zu (I) gehiiren. 
Alsdann bilden wir das Differential 

d W  = d W  + c d ~  + : d ~  + . . .  + : d ~ ,  

mi~ c einen variablen komplexen Parameter bezeichnend, welcher auf die 
Umgebung des Wertes c----0 beschr~nkt werde. Bei Beschr~nkung yon c 
auf eine hinreichend kleine Umgebung des Wertes 0 unterseheidet sich 
d W  yon d W so wenig, dat~ die 2 p -  2 Nullstellen yon d W  ebenfalls 
noeh einfach sind, da sic jedenfaUs mit c sich stetig iindern. Diese 
A_nderung mul~ nun aber ffir jede einzelne Nullstelle sogar eine analytisehe 
seth, d. h.: "Wir sagen~ dab die einzelne NuIlstelle z des Differentials d W  
eine in der Umgebung der Sidle c = 0 regal~re analytisehe Funktion des 
Parameters c ist. Dies ergibt sieh sofort aus der bekannten Formel fiir 
die 1~ullstelle ~ einer Funktion f(z), niimlich 

~ i J '  f(z) dz, 

eine Formel, welche gfiltig ist, sofern l~ngs einer~geschlossenen, den 
Punkt ~ einfach umschliei~enden Linie integrlert wird, welche keine weiteren 
Nullstetlen umschlleBt. In unserm Fatle wird auf diese Weise die Null- 
stelle ~ dutch ein Integral dargesteLlt, welches yon dem Parameter c ab- 
h~ing~, nach welchem man tmter dem Integ-zalzeichen unbedenklich dif- 
ferentiieren kann. Ist somit ~ als regul~re analytische Funl~ion yon c ffir 
die Umgebung der Stelle c = 0 erwiesen, so bleib~ jetzt nut noch fest- 
zustellen, dal~ ~ in Abhiingigkeit yon c nicht eine Konstante ist. Diese 
MSglichkeit wird mit Hilfe des Brill-Noetherschen Satzes folgendermaBen 
ausgeschlossen. Wi~re ~ aine Konstante, so wiirde ~ ftir ~ verschiedene Wahlen 
yon c, etwa cl, c~,...~ c~ stets denselben W e ~  erhalten. Die sich so er- 
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gebenden Differentiale erster Art sind aber jedenfalls linear unabh~.ngig 
wegen des Nichtverschwindens der Determinante 

I~1 [,~= 1, ...,~o; #=1,-.. , .p]. 
Demnach wiirde iiberhanpt jedes Differential erster Art die Nullstelle 
besitzen~ entgegen dem Brill-~oetherschen Satze. 

Hiermit ist klar~ dab die NuUstetlen des Differentials dW bei frei 
variablem c die volten Umgebungen der Ausgang~sstellen beschreiben und 
dab es mithin mSglich ist, durch beliebig kleine Modifikation zu erreichen~ 
dab keine der Nulls~ellen auf einem gegebenen Liniensystem liegt. 

Nachdem der oben formuherte Hitfssatz mid Zusatz bewiesen ist, 
kSnnen wit also jetzt ein in ~ eindeutiges Abelsches Inte~o~al W auffinden, 
ffir welches die 2p -- 2 Nullstellen yon d W  alle voneinander verschieden 
und also alle einfache Nullstellen sin& Die erw~hnte Eigenschaft bleibt 
auch aufrecht erhalten, wenn wit zu W irgend eine lineare homogene 
Verbindung der ~ormalintegrale erster Art mit hinreichend klein gew~hlten 
Koeffizienten hinzufiigen. Wir k~nnen daher, um auf e/ne normale Vor- 
steUung zu kommen, dem zu w~Menden Integral W auch noch die Be- 
dingung auferlegen, da~ die 2 2 Periodizit~tsmoduln s~mtlich yon Null 
verschieden sin& Weiter kSnnen wit dutch eine eventuelle Modifika~ion 
der Begrenzung des Bereichs ~ oder direkt unter Bezugnahme auf den 
,,Zusa~z" erreichen, daft keine tier NulIs~ellen des Differentials d W  auf 
einer Begrenzungslinie des Bereiehs (p lie~. Ein so gew~hltes Integral 
wo]len w/r mi~ W(r  bezeichnen, wenn wit jetzt schlieBhch noch vor- 
schreiben, dal~ dieses W an einer der 2 / o -  2 Nulls~llen yon d W  den 
Wert Null annehmen so][, wodurch auch fiber die additive Konstante 
veffiig~ wird. Das Integral W(q)) besitzt ]/ings den lo Querschnitten Q 
p Perioden. Dutch diese Perioden in Verbindung mit der Bedingung des 
Versehwindens yon W an der gew~hlten Nullstelle yon d W  ist W in 
eindeutig definiert, und wit kSnnen~ indem wir die genannten p Perioden 
ihrem Werte nach festhalten, W(r als eine yon $ selbst abh~agige 
GrS~e betracht;en, die sich nun beim Uberga~nge zu einem Nachbarbe- 
reiche r in ganz bestimmter Weise ~ndert. Dabei hat man sich na~r- 
lich die Querschnitte Q auch stetig mitge&uder~ zu denken, eine ~derung ,  
die man fibrigens nur an den Endstficken der Q vorzunehmen braucht~ 
wo diese Querschnitte in die Begrenzungslinien yon r miinden. 

Wit machen nun die wichtige Bemerkung, daft W(r unter den ge- 
nann~en Normierungsbedingungen eine s~etige Funktdon yon r isk Fiir 
den Nachweis bedaff auf Grund der vorangegangenen Entwieklungen nur 
noch derjenige Punkt einer Erledigung, der durch die Normiemmg der 
additlven. Konstanten gegeben ist, insofern als die Stellen a und ~ a'~ an 
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welchen W mad W', unter W' das zu einem benachbarten Bereiche r  
geh5rende Integral verstanden, der Normierung gem~B verschwinden, all- 
gemein zu reden nicht zusammenfal]en. Dieser ~Tachweis ergibt sich jedoch 
unmit~elbar, wenn man s beaehtet. Es m~ge mit W* diejenige 
zu r  gehSrende Integralfnnktion bezeichnet werden, welche sich yon W" 
nur dadurch un~erseheidet~ da$ sie nieht in d, sondern in a versehwindet, 
also yon W'  nur dutch eine additive Konstante, nKmlich den Wer~ W'(a), 
versehieden ist. Der Werf dieser Konstanten is~ nun in der Tat ei~e 
infini~esimale GrSl~e, weil einerseits a ' - - a  elne infinitesimale GrSBe ist, 
andererseiks die Ableitmagen der Funktion W" ebenso wie W" selbst unter- 
halb einer fasten Schranke bleiben~ gem[i~ den Untersuchungen des w 2. 
Die Untersnchnng ist hierdurch auf dis Be~rachtung der Differenz W * - - W  
reduzie~ welehe in a versehwindet find daher naeh fr'tiheren Entwiek- 
lungen gleichm~i~ig in dem oben S. 66 mi~ B bezeiehneten Bereiche nn- 
endlich klein wird, wenn O' in r iibergehk 

Die Funktion W(cD) oder W~ wie wit sie abgekiirz~ bezeiehnen, leistet 
eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung des Bereichs q~ auf eine 
gewisse mehrbl~ittrige, :D-fach zusammenh~ingende Fl~iche N, welche 210- 2 
innere Windungspunkte erster Ordnung besitzt, yon welchen der eine mit 
dem Nullpunkte der W-Ebene koinzidiert. Die Begrenzung wird yon lo 
pamllelogrammartigen Rahmen gebildet, deren je vier Seiten fiber Krenz 
dureh p feste (en~sprechend den p Querschni~ten Q) and p mit �9 ver- 
gmderlich zu denkende eutdidische Parallelverschiebungen aufeinander be- 
zogen sind. Die Fl~che r als solche h~ng~ noch yon 3~v-  3 komplexen 
Konstanten ab, welehe wit, da ffir die Anwendung nur dis naehbarliehen 
Variationen in Be~racht gezogen werden, ohne dat~ der eigentliche Rie- 
mannsche Klassenbegriff als soleher in unsere Betrach~rag hineinspielen 
wird, als die 3 2 -  3 komplexen Parameter yon 2Y bezelchnen. Wir kSnnen 
start dessen auch yon 6 2 - - 6  reellen Parametern reden, indem wir uns 
fttr jeden der 3 p -  3 bewegliehen Windungspunkte und jeden der ~0 be- 
wegliehen u (das sind die 3 p - - 3  Parameter) die Zer- 
legtmg im reellen mad imagd_n~Sren Teil vorgenommen denken. 

Wir kSnnen uns die einzelne Fl~ehe iV dadureh erweiter~ denken, dab 
wit entspreehend der Riinderznordnnng die analy~ische For~setzung der- 
selbe~, betraehten, d. h. zunKchst 810 kongruente Exemplare N an dieselbe 
angesetzt denken, an jeden Rahmen einen ihn umschliel~endeu Kranz. Die 
van uns in der Folge zu betmeh~enden Varia~ionen der Flgche r werden 
st~ts in soleher Besehr'~xktmg vorgenommen, dal~ eine Koltision namenf~- 
tieh zwisehen den Windungspunk~n und BegrenT.ungslinien sowie aueh 
zwisehen den Windnngspunkten tmtereinander nieh~ mSglieh is~;. In der 
Tat wird es ffir die folgenden Belraehtmagen gleichg~il~ig sein, welehen 
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Gras der Beschr's wit der F1Kche N hinsieht~eh ihrer 6 p -  6 dimen- 
sionalen Yariabilit~ auferlegen, wesenflich wird immer nur sein, dab die 
MSgliehkeit dot Bewegung mit 620- 6 reellen FreiheitsffraAen gegeben 
is~, wobei ffir die Begrenzungslinien selbs~ aueh ein beliebig kieines Feld 
ihrer Beweglichkei~ zugelassen werden kann. 

w  

Einfiihrung des (6p--6)-parametrigen Fundamentalbereichs ~. Die 
umgebungstreue Abbildung seines Pammetergebiets auf das 

Parametergebiet der Riemannsehen Parallelogrammfigur. 

]gi~ W werde im folgenden ein Fundamentalbereich des Scho~tkysohen 
Typus bezeichnet~ d. i. ein Bereich tier Guttung ~ jedoch mit p linezrren, 
nieht mehr nur regufiir analytischen I~andsubstitationen. Diesen Bereich W 
stellen wir uns dabei noch in bestimmter Normierung vor. Wir denken uns 
n~mlich yon den 220 Fixpunkten der p Randsubsfi~utionen die beiden ers~en 
nach 0 und ~ ve r ] e~  den dritten nach 1, eine Normierung, welche 
dutch eine einzige lineare Substitution erreicht wird. Der so normierte 
Bereieh W wird yon tier Linie LI" umsehlossen, welche ebenso wie die 
Linie L1 den Nullpunkt einfach umsehling~. Auch jetzt kSnnen wit, ob- 
wohl dies nieht unbedin~ erfbrderlieh sein wird~ f~r die Begrenzung des 
Bereichs W vorschreiben, dug alle 2p Begrenzungslinien geschlossene regulate 
analyfische Linlen sind. Die Randsubstitutionen stellen sieh der Reihe 
naeh in der Form dar 

Z" - -  1 Z - -  i Z ' - -  a a z - -  a a [~ = 3 , . . . , 2 0 ] .  
f f  ~ ~ l " Z ~  z ' - - b ~  -'~ ~ z - - b :  ~ "" "~ z ' - - b  a ~ea z - - b  a 

Die 320 ~ 3 GrSSen ,~1, " "', g~, as, "" "~ ap, b~, �9 �9 -, b~ bilden ein System 
yon 3 / o -  3 komplexen GrSt~en, welche man im komplexen Gebiet frei 
variieren kann. Diese Konstanten nennen wir kurz die Parame~r des 
Gebietes W (W-Parameter). Entsprechend der Ver~nderung dieser Parameter 
wollen wit uns die stefige Ver'd~derung yon W so vor sich gehend deuken~ 
dag die 20 Begrenzungslinien L~,-- -, Z~ festgehalten werden, wodurch jedes- 
real die Bildkurven LI", . . . ,  Z~' nach Angabe des Parametersystems voll- 
st~ndig bestimmt werden. Bei dieser stetigen Ver'gndenmg wird es n_as 
immer nur auf naehbarliehe Ver'~nderungen ankommen, wobei Kollis/onen 
yon selbsi ausgesehlossen sind. 

Wit bestimmen nun zu einem Bereiche W, yon welchem ausgegangen 
wird, gem~B den Beslimmungen des w 4 eine zugehSrende Integmlfi~nktion 
erster Ar~ W~ wobei wlr aueh bier dureh eine eventuelle geringe Modio 
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fikation der Begrenzungslinien*) oder un~r  Bezugnahme auf den Zuss~ 
S. 76 erreichen, dab W auf den Begrenzungslinien yon P und @, d. i. die 
mit io Querschnitten ausgestatte~e p- la th  zusammenh~ingend gemachte 
Fl~che ~ keine NullsteUe seiner Ableitung besitzk Durch Vermittlung 
der Funk~iou W wird die Fl~che ~p auf die Normaltl~he N abgebildet, 
und es ergeben sich 31o-  3 Wer~e f~r deren Parameter (N-Parameter). 
Nunmehr lassen wit u/ und damit zugleich ~ stetig variieren mit den 
6p ~ 6 oben genannten reellen Freiheitsgraden. Dabei ver~hldert sich die 
Fl~che ~ stetig, d. h. sowohl die inneren Windungspunk~ als auch die 
ver~nderlichen Per/oden als auch die Begrenzungslinien selbst variieren 
stetig. 

Es is~ nun der Nachweis zu ffihren, dab die bei der genannten Varia- 
tion sich ergebenden Wer~sys~eme fiir die 2V-Parameter die (61o--6)-dimen- 
sionale Umgebung des AnfangswerLsystems vollst~ndig erschSpfen, wie 
klein auch die um das Ausgangswer~sys~em der ~-Parameter gew~iJalte 
Umgebung sein mag. Dieser lqachweis beruht erstens auf der Ta~sache 
des Bestehens des Unit~ssatzes ffir die uniformisierenden Variablen des 
Schottkyschen Typus, zweitens auf der Tatsache, dab das ste~ige ein- 
eindeutige Bild eines n-dimensionalen Gebietes im n-~mensionalen Raum 
wieder ein n-dimensionales Gebiet ist oder, anders ausgedrfickt, dab eine 
solche ,kbbildung stets umgeb~ngstreu ist, d. h. den Charakter eines Punktes 
als innerer Punkt aufrecht erh~ilk Innerer Punkt eines Bereiehs wird 
hierbei ein Punkt genannt, yon welehem eine volle Umgebung aueh noch 
dem Bereiehe angehgrt. 

Im Einzelnen verl~uft die Beweisfiihrung folgendermaBen. 

Es m6gen mit i o das kusgangssystem der ~-Parameter, m i t m  o das 
System der entspreehenden N-Parameter~ mi~ i" und i", m' und m" 
~-Parametersysteme beziehungsweise N-Parametersysteme in der Nachbar- 
sehaf~ der kusgangssysteme bezeietmet werden. Wir kSnnen dann zunKchst 
um i o eine Umgebung U im Gebiete der ~F-Parame~er so klein abgrenzen, 
dab die im Bezirke U sich ergebenden Fl~chen iV und 2V yon der kus- 
gangsfl~iche N O und ~r o ( ~  und 2~ro sind die gem, S dem oben genannten 
Prinzip durch p Kriinze erweiterten Fl~chen N uucl 2~o) sich so wenig 
unterseheiden, dab folgenden Bedingungen geniig~ wird: Innerhalb ~V o 
werde um jeden inneren Windungspunk~ herum ein kleines Kreisfl~chen- 
stack K abgegrenz~, ebenso werde jede der 1o Begrenzungslinien yon 
2V o in einen auf No kons~ruierten Rahmen eingebettet, der weder mi~ 
den genannten Kreisfliichenstiicken noch auch ihren Wiederholungen auf 

*) Vgl, un~en S. 96. 
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~r o koUidier~, (vgl. die schemat~sche Figur 4); scldiel~lich werde in diesem 
l~,hmen f~ir die ~ier Eckpunk~e des ParaUelogramms je ein viereckar~dgor 
Bezirk in der in Figur 4 angedeutetmn Weise abgegrenz~. Die erw.~hn~e 
Umgobung U soil nun so klein gew~hl~ sein~ daft 
jedes tier angeffihr~en Stiieke (Windungspunk~e~ 
Begrenzungsseiten, Eckpunl~e der Begrenzungs- 
linien) der Fl~iche N jedenfalls in den ~ r  dasselbe 
gezogenen Schranken bleibt. Diesen Beding~ngen 
kann sicher genfig~ werden wegen der frtiher be- ~s. 4. 
bewiesenen Ste~igkoit der Funk~ion W~---W(r Wit k5nnen und wollen 
die Schranken yon U noch enger ziehen, indem wir jetzt verlaugen, dab 
insbesondere die J~nderung der Begrenzungslinien yon At, welche ent- 
sprechend dem Bezirke U statthaben kann, so klein sei, daB~ sobald gleiche 
Periodensysteme f/ix zwei verschiedene Fl~chen N~ etwa N'  und 1V", vor- 
handen sind, die betreffenden Begrenzungslinien dadurch zur Deckung 
miteinauder gebraeht werden kSnnen, da~ man, ohne sons~ige Kollisionen 
hervorzurufen~ erstens die vier Eckpunk~ dutch kongruente ParaUelver- 
schiebung zur Deckung bring~ und daun die Begrenzungsseiten einzeln 
deformier~, and zwar arios dies, ohne dag das oben definler~e Feld der 
Variabilit~t verlassen wird. 

Nachdem IT so bestimm~ ist, kSnnen wir behaupteu, dag zwei ver- 
schiedenen in U gew~ihl~en Sys~emen i' und i" notwendig zwei verschiedene 
Systeme ~n' und m" entsprechen. Nehmen wit in der Tat an, dab i" und i" 
voneinander vers~hieden sind und tro~zdem m' und m" einander gleich, so 
wtirden die Fl~chen ~V" und N" dieselben l~andsubsti~utionen und dieselben 
Windungspunkte haben und sich nur hinsich~lich der Lage ihrer Be- 
grenzungslinien voneinander unterscheiden. Die zu i' und i" gehSrenden 
Scho~tky-Bereiche.~' und W' liegen in einer ~-Ebene. Die beiden Int~- 
gralfunlddonen~ welche beziehungsweise ~" und u],, auf 2~' und A r" abbilden~ 
mSgen mit W' und W" bezeichnet werden. Betrachten wir d~nn die 
Funk~ion z(W') einerseit~ und z( W") aud~ererseits. Wir behaup~en yon 
diesen beiden Funktionen, dab es dieselben Funkgonen sein mfissen~ Gehen 
wir etwa aus yon der Funktion z(W~). I)iese Fnnktion is~ in bezug anf 
die FlY,the ~V" auf Grund des Unit~tssa~es volls~s charalr~er~sier~ durch 
die Eigenseha~, eine eineindeutige konforme Abbildung der Fl~he _h r' 
auf einen Bereich der GaF~ung ~ zu leist~n in tier Weise~ dab yon den p 
linearen Substi~u~ionen die drei ersten Fixpunk~e mit 0~ (x~, 1 zusamr~en- 
fallon. Dieselben Bemerkungeu gel~en nun abet auch yon der Fnn~ion 
~(W"), wenn diese Funktion als Funk~ion in N"  betrachtet~ wird, welche 
letztere Fl~che sich yon ~V' nut durch eine Deformation der Begrenzung 
un~erscheide~. Demnach ist die Funk~on z (W~ mit der Fn,lr~ion z ( W  "~) 

Mathemati~che A.unale~. T , ~ V .  6 
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iaentiseh, womit nun selbstverst~ndlich auch gesagt ist, dab W ' =  W" is~. 
Vor allem abet machen wit jetzt den SchluB, dab die p linearen Substi- 
tutionen, welche die Funktion z(Br~ erleidet, d. s. die Randsubstitutionen 
des Bereiches ~F' mit den Randsubstitutionen des Bereiches ~"  identiseh 
sin& Damit ist gezeigt, dab das Wer~system i' mit dem Wertsystem C 
zusammenf~llt, entgegen der Voraussetzung. 

Demnach wird das Gebie~ U der Parametersysteme i stetig und ein- 
eindeutig im Parametergebiet der A T abgebflde~. Diese Abbildung muB dann 
auch einem allgemeinen Satze zufolge (,,Satz vo~ der Invarianz des Ge- 
bietes" bei stetiger eineindeutiger Abbildung eines n-dimensionalen Ge- 
bietes im n-dfinensionalen Raume) umgebungstre~ sein, d. h. fin Gebiete 
der m wird jedes Wer~system einer gewissen Umgebung um das Aus- 
gaugswer~system m o auch wirklich angenommen. 

Der Beweis dieses Satzes, dessen Gebrauch ffir eine Dimension in 
der Analysis ganz geliiufig ist, ist ers~ ktirzlich yon Herrn Brouwer (Zitat 
S. 51 unten) allgemein geliefert worden. 

B e m e r k u n g :  Man kann mit Klein (Math. Ann. 21, S. 211) den 
Wunsch haben, die Beweisfiihrang ftir die umgebungstreue ~bbildung in 
unserem Falle der Abbildung des GrSl~engebie~es der i auf das GrSBen- 
gebiet der ~n auf die analytisehe l~atur der Abhiingigkeit zu grfinden. 
Dazu wiirde, nachdem die umkehrbare Eindeutigkeit und Stetigkeit der 
Beziehung und damit jedenfalls die Unm5glichkeit ~t~tischen Verschwin- 
dens der Funktionaldeterminante fest~esteUt ist, wesen~lich geniigen, den 
analytischen Charakter der Beziehung fes~zustellen. Dies is~ in der Ta~ 
aueh mSglich. Es sind n~mlich im vorliegenden Falle (Sehottky-Typus) 
die Poincar6schen Reihen offenbar analytische Funk~ionen der GrSBen i, 
da diese GrSBen frei komplex variier~ werden kSnnen und da die in be- 
kannter Weise mi~ dem Fl~icheninhal~e operierende Absch~tzung zum 
Zwecke des Konvergenzbeweises offenbar auch in bezug auf die angegebene 
Parametervariabitit~t gleichmiiBig ausgeffihrt werden kann. Man kann nun 
zwei Quotienten yon Poincar6schen Reihen gleicher Dimension so w~hlen, 
da~ dieselben zwei Funlctionen X und I r definieren, zwisehen denen eine 
algebraische, ftir den betreffenden Fundamentalbereich charakteristische 
Gleiehang entsteht~ die nun yon den erw~hnten Parametern analytisch ab- 
h~,ugt. Alsdann sind abet auch die Abelschen Integrale erster Ar~, die 
aus dieser Gleichung algebraisch hergeleitet werden kSnnen, analy~ische 
Funktionen dieser Parameter. Mithin sind auch die Konstanten ~n analy- 
tische Funl~ionen der Konstanten i. 
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Der Limessatz. 

Yon besonderer Wiaht~gkeit ffir die im n~hsten Paragraphen folgende 
Durchffihrung des Kontinuit~tsbeweises is~ nun der folgende Limessatz. 

L imessa tz :  Es sei F die Riemannscbe Fl~ahe einer algebraisahen 
Funk~ion y(x) vom Gesahlech~ p ~ 1, und es mSgen alle Windungspunkte 
der Fl~che F im Endliahen liegen. Die Fl~che F sei dutch p Riickkehr- 
sch~itte, deren keiner durah einen Windungspank~ oder unendliah fernen 
Punk~ der Fl~che F hindurchgehen m5ge, in eine 2~r,-faah zusammen- 
h's Fl~ahe f verwandel~. Es sei ferner bekannt, dab in jeder be- 
liebigen N~he der Fl~che F noeh eine Fl~ahe F' bzw. f" mit denselbea 
(koinzidierenden) Rtiekkahrschnitten existier~, ffir welche die auffassungs- 
m ~ i g  zugehSrende uniformisierende Variable des Schottkysahen Typus 
auah wirkliah existiert. Alsdann existier~ auah die auffassungsm~iBig zu f 
gehSrende uniformisierende Variable des Sehottkyschen Typus.*) 

Zur Erl~uterung des vorstehenden Sa~zes bemerken wit noeh foIgeno 
des. Der Ausdruck ,~F' so]] beliebig nahe an F liegen" soU bedeu~en, 
dab die Windungspunkte der Fl~ahe F '  yon den Windungspunkten der 
Fl~ehe F beliebig wenig entfernt sind, wobei im Falle des Vorkommens 
eines Windungspunktes hSherer 0rdnung der Fl~ahe F far F '  die Auf- 
15sung eines derartigen Windungsl~unktes in Windungspunkte niederer 
0rdnung zugel~ssen wird. 

Wit gehen nun zum Beweise des Limessatzes fiber. Zu dem Zwecke 
bemerken wit zun~ehst, dal~ es au_f Grund der ges~ellten Vorausse~zungen 
na~firlieh in jeder N~he yon F noeh unendliah viele Flgehen mi~ den 
Eigensahaften der Flgehe F" gibt. Wit nehmen an, es seien F" und F "  
zwei voneinander versahiedene Fl'~chen, welahe yon F um weniger als 

enffern~ sin& Das soll heii~en: Die einzelnen Windungspnulr~e der 
Fl~ehen F '  und F "  soUen yon den beziigliahen Windungspunk~en der 
Fl~ehe F um weniger als e entfernt seim Wit denken u n s u m  jeden dar 
Windungspunkte der Fl~ahe _F auf dieser Fl~ahe je einen Kreis yore Ra- 
dius ~ konstruier~. Wit  nennen diese Kreise die Kreise K,. In derselben 
Weise konsh'uieren wir noah ffir sp'~tere Zwecke die Kreise K~ und ~ ,  
wobei ~ < e~ < e~ gedaah~ wird. Wit bezeiahnen gelegen~lich aueh mit 
K, usw. nicht die Kreislinien, sondern die durah diese Kreise auf F ab- 
abgegrenzten kreisfSrmigen Windungsfl~henstiicke. Die {~xSl~en e, %, e~ 

*) Diesen S~z und meine e~e,  untea S. 87, n~ther bezeiclmet~, auf dem Ver- 
zermngssa~ze und allgemeinen Konvergenzpriazlpc ful~ade Beweisidee dea~elben 
habe ich zuers~ Anfang Augus~ 1911 (eL i. vor tier K~ls~uhe~ Ve~ammlung Sept. 1911) 
Herrn L. Bieberbach in Leipzig ~orgetragem 

6* 
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mSgen yon vornherein so klein angenommen werden, dab die yon den 
verschiedenen Windungspunkten herrtihrenden erw~hnten Kreisfl~chcns~icke 
weder gegenseitig noch mit den Begrenzungslinlen yon f kollidieren. Nun 
w~len  wit in dem Geblete f - -  ~K~, d. i. die Fl~ehe f vermindert um 
s'~mtJJche Kreisfl~chenstficke K~, einen endlichen Punkt x o und einen davon 
verschiedanen Punk~ xl~ welch letzterer auch mit dem unendlich fernen 
Punkt zusammenfallen kann. Diese Punkte gehSren ebenso den Fl~iehen f" 
und f"  an, welche ja mit f das Stfiek f - -  2~K~ gemeinschaftlich haben. 

Zu f" und f"  existiert naeh Voraussetzung dis auffassungsm~Big zu- 
gehSrenda uniformisierende Variable des Schottkysehen Typus. Wir be- 
zeichnen dieselben mit t" bzw. t". Diese GrSgen sind zun~chst nur his 
auf lineare Substi~ufiionen im Gebiet~ f '  bzw. f "  definier~. Wir normieren 
sie jedoch durch die Bedingung, dab t" und t", welche in dam Gebiete 
f" und f"  als eindeutige Zweige e r k l ~  zu denken sind, an der Stclle x o 
beide unendlich werden sollen wie 

1 + ((o)), 

unter ((0)) eine im Punlde x o versehwindende, regul~ia'e analy~isehe Fnnk~ion 
verstanden. Naeh Einffihrung dieser Normierung wollen wit nunmehr zur 
abseh~itzungsweisen Berechnung des Wertes t ' ( x~ ) -  t"(x~) fibergehen. 
Dazu denken wir uns tiber F" und ~'" die der uniformisierenden Varia- 
blen t" bzw. t" en~sprechende Uberlagerungsfl~che r bzw. r  gebildcf, 
Aus diesen beiden ~berlagerungsfl~iehen wollen wir uns in allen relat/ven 
Bl~ttern derselben diejenigen Teile ausgesehnit2en vorsteUen, welche auf 
E '  bzw. F "  dureh die Kreislinien K, begrenzt werden, ttierdurch ent- 
stehen aus r  und r  zwei Fl~ehen r und e j ,  welche mi~einander 
identisch sincl und tibereinstimmend mit r bezeichnet werden k~nnen. 
I)iese Fl~ehe r is~ zuglcich der analog gebfldete Teil der zu F selbst 
gebildet~n Uberlagerungsfl~he r der auffassungsm~gig dazu gehSrenden, 
jedoch noeh nich~ als exis~ierend festgestellten uniformisierenden Varia- 
blent .  Zur Bereehnung der Differenz t '(x~)~ t"(x~) betrachten wir jetz~ 
t" als Fnn~rtion yon t'. t'(x) and t"(x) liefern je eine ein-eindeu~ige 
konforme Abbfldung der Fl~che r  auf ein schliehtes Gebiet I," bzw. T~". 
Die Fnnktion t"(t') verh~l~ sich im Unendliehcn wie t " ~ t ' +  ((0)). 

" Dem Wert~ x~ mSgen die Werte t(  und t~" e ntsprechen. Alsdann 
ergibt sieh, wenn wit die Methode des Cauchyschen Integrals und die 
Prinzipien des Verzerrungssatzes gem~i~ unseren En~wicMungen beim Uni- 
f~t~beweise anwendan, fOr den Wert t~', d. i. der zu t~' geh~rende Weft 
der F-n~ion  t"(t ') ,  der Ausdruck 

( * )  = + j , 
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die Integrale ers~reck~ fiber die unendlich vielen Begrenzungslinien ~ 
des Bereiches T.', Begrenzungslinien, welche niches anderes sind als die 

$ 

unendlich vielen bei der Abbildung der F~che ~ mi~tels der Funk~on 
t'(x) sich ergebenden Bilder der Kre/se K~. 

Die Formel (.) dient uns nun zur Absch~tzung der GrSl~e t"(xl)--  t'(xl) , 
welche GrSBe eben dutch die Integralsumme selbs~ auf der rechten Sei~e 
der Formel (.) dargestellt wird. Die Absch~tzung dieser Integmlsumme 
geling~ nach unserer alien Methode. Um sie gleichm~il~ig f/ir variables x 1 
und so ausf~hren zu kSnnen, dab die Absch~itzungsgrSBe eine zugleich 
mi t e  1 unendhch klein werdende GrSl~e wird, wollen wir ffir e 1 jetz~ den Wert 
2~, ffir e~ den We~ 4e w~hlen. Ferner wollen wit noch einen yon e un- 
abh~ngigen Wert a ~ 4e und einen ebenfalls yon s unabh~ugigen Wer~ 
r ~ a w~hlen und diesen Werten entsprechend die Kreise K~ und K~, 
auf E, F' ,  F "  gezogen denken, x 0 und x~ werden j&zt auBerhalb der 
Kreisfl~henstficke K,~ liegend vorgestellt, xo, wie gesag~, lest, x 1 jedoch 
in dieseni Bezirke frei variabel. Zur Absch~tzung bemerken wir zun~chst, 
dab einerseits efforder~ wird die Angabe einer positiven yon null ver- 
schiedenen unteren Schranke ffir den Nenner t ' - - t~ ' ,  anderersei~s eine 
obere Schranke f~r die Z~hlersumme. Beide Schranken werden durch den 
Verzerrungssatz geliefer~. 

Was zun~ichst die untere Schranke ffir t' -- t~' unbetriff~, so erw~men 
wit unter Rfickbeziehung auf die en~sprechenden Entwicklungen beim 
Unit~sbeweise, da~ der Zweig t '(x), welcher im Punk~e xo unendlich 
wird, eine Abbildung der zwischen den einzelnen K~ und K~ en~haltenen 
Ringe auf schlichte Gebiete entwirf~, deren jedes eine Minimaldistanz 
seiner Begrenzungslinien besitzt, die sich nach den ~ r u n d s ~ e n  des Ver- 
zerrungssatzes in Verbindung mi~ dem Vorbereitnngssatze S. 87 in ,U. 
d. a. K. II" absch~tzen l~i~k Diese Minimaldistanz ist jedens grSBer 
als der absolute B&rag der GrS~e t ' - - t z '  w~hrend der In~gration. Zur 
Absch~tzung der Z~hler abet bemerken wir, dab dieselbo nach unseren 
Absch~zungsprinzipien auf die Absch'~zung der Summo der Quadrate tier 
Umf~nge aller K--~ und aller K~' hinausl~uf~, deren erstere in der t'-Ebene, 
letz~ere in dot t"-Ebene liegen. Nun hat der einzelne Ring zwischen K, 
und K~, eine yon der GrSBe yon e unabh~ngige Gestalt. Er  k ~ n  durch 
Vermittlung einer Wurzeloperation auf einen schlich~en Kreisring abge- 
bilde~ werden, welcher durch ~hnlichkei~stransforma~ion nooh so abge~nder~ 
werden kann~ dab der dem Kreise K ~  entsprechende Kreis der Einhei~kreis 
wird und dann die beiden anderen Kreise ganz bes~immte yon e unabh~i~gige 
Kreise werden. Hieraus schliel~en wir, dab alle Kurven ~'~, und K~:, 
sofern sic eben in scMichte eineindeu~ige Bildbereiche der erw~h~_~ 
Kreisringe eingebet~et sind~ den Prinzipien des Verzerrungssa~zes un~r  - 
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worfen sind. Die Summe tier Quadrate der Umf~nge steh~ dann zur 
Summe der yon allen diesen Linien umschlossonen Fl~heninhalte J~, in 
einem end.lichen yon e unabhi~ngigen Verh~ltnis, und es bleibt also die 
Summe dieser ]Flticheninhalte abzuschiitzen. Um nun diese Flgcheninhalte 
abzuschiitzen, bemerken wit zuniichst, daft dieselben kleiner sind als die 
Flgcheninhal~e J~, welohe yon den Kurven K~'  und ~a'" umsehlossen 
werden, die in der t'- und t"-Ebene den Kreisen K~ entsprechen. Die Summe 
dieser Flgcheninhal~e ist selbs~verst;4ndlieh endlich und unterhalb einer 
yon der Wahl yon F" und F "  unabhgngigen Sehranke enthalten gem~iB 
dem Vorbereitungssatze des Verzerrungssatzes. Wir zeigen Run, dab das 
Verhgltnis J ~  :J~ zugleich mi~ 2 unendllch klein wird~ wenn mlt J~, und 
J~ irgend zwei der erwi~hnten Fliicheninhalte bezeichnet werden~ yon 
welchen ~ ,  in or  enthalten ist. 

Wir denken uns zum Zweeke dieses Naehweises auBer den Kreisen 
mi~ den Radien ~, 22, 42 noeh die weiteren Kreise mit den Radien 
82, 162,.  �9 -, 2~2 konstruier~, wobei r die grSfite ganze Zahl sei, ffir welehe 
noeh 2~2 < a ist. Auf diese Weise haben wir innerhalb jedes Kreises K~ 
im ganzen v Ringe yon gleiehem Radienverhgltnis konstruierK Von diesen 

Ringen mSge der erste und letzte auBer Betracht gelassen werden; als- 
dann gil~ fiir die abrigen v -- 2 Ringe der Satz, dab jeder derselben nach 
aul~en und innen yon einem der v Ringe gewissermaBen umsiium~ wird. 
Die so in K~ entst~ehenden ~ -  2 Ringe mit dem Radienverhiiltnis 1 : 8  
sind untereinander ghnlich, und es finden daher auf die Abbildangen dieser 
Ringe in der t'-Ebene und t"-Ebene die gestaltlieh besehriinkenden Ge- 
seize des Verzerrungssa~zes Anwendung. Bezeielmen wir die den genannten 
Kreisen in der t'-Ebene und t"-Ebene entsprechenden Linien oder viel- 
mehr die yon diesen Linien umschlossenen einzelnen Fl~ichenlnhalte mit 
J~., J4,, "" ", J~',, so gib~ es auf Grund des Verzerrungssatzes eine yon 
der Wahl yon e und yon it unabE4ngige Konstan~e Q < 1, sodait man hat 

wobei noch 

is~, also 

Dies gil~ fiir jedes einzelne J~. im Verhiil~is zu J-~, also aueh fiir die 
zu be~rach~nden Summen yon Fliicheninhalten. Die Summe aller ~ .  ist 
ra is in in der Tat eine mii 2 unendlieh klein werdende Gr~ii~e. 

l~achdem nunmehr fes~stehl, dal~ die Gr5l~e t~"-- t(  im Gebiete 
( f - -2~K,)  gleichm~l]ig unendlieh klein wird, wean nur e unendlich klein 
wird, ist damit gezeigt, da~ eine Grenzhmk~ion 

t ~  l~m t' 



mul~ sie 
d.h.  in 
durehaus 
hinein. 

Die 
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existiert, welehe als Result~t einer gleichm~iBigen Konvergenz im Gebiete 
( f - - Z K ~ )  erscheint. Die Grenzfunktion t ist in diesem Bezirke eindeutig 
und regul'dr, sie wird in x o unendlich wie 

1 
t - -  + ((eL 

~ X o 

d. h. genau so wie t', und sie vermi~telt eine eineindeu~ige konforme lkb- 
bildung des Gebietes ( f - - ~ K ~ )  auf elnen sehliehten Bereieh mit linearer 
R~nderzuordnung. Diese Funktion t existier~ nun aber aueh im ganzen 
Gebie~ f. In der Tat kann man ja die Kreise K,  beliebig klein w~hhn, 
und immer bteibt unser Konvergenzbeweis giiltig. Demnaeh existier~ 
jedenfaUs die Funk~ion t aueh noeh in beliebiger N~he des Windungs- 
punktes der Flfiehe f, und da sie nun in dieser beliebigen N~he jeden- 
falls auf Grund des schlich~en Abbildungseharakters besehr~nk~ bleib~ so 

sieh aueh in den Windungspunkten selbst noch regul~ verhal~en~ 
tier Weise, dab sie aueh die Umgebung dieser Windungspunk~ 
sehlieh~ und s~etig abbildet bis in die Windungspunkte selbs~ 

Funktion t(z) ist mi~hin die zu f gehSrende uniformisierende 
Variable, deren Exis~eaz jetzt bewiesen is t . "  

Es ist ebenso wie oben in w 2 yon ~Int~resse, den nunmehr bewie- 
senen auf S. 83 formulierten Limessatz auch mit Hilfe des aggemeinen 
Konvergenzprinz~as darzutun. 

Wir haben einerseits die mi~ p Riickkehrsehnitten aufgeschni~.ne 
Fl~che ~ welche in der .~_ufschneidung oben mit f bezeichnet wurde, 
ferner F ' ,  der Fl'~he F benaehbar~ mit denselben (koinzidierenden) l~ck- 
kehrschnitten, naeh der Aufsehneidung bezeichne~ mit f'. Die zu f" ge- 
hSrende uniformisierende Variable t' wird im Punk~ x 0 unendlich wie 

1 

Dabei daehten wir uns den Punkt x o lest, wenn E '  gegen _~ konvergiert. 
Es werde mmmehr um den Punkt x 0 ein Kreis KR veto Radius /~ be- 
schrieben, weleher auf 2 ~ und 2" ein gewShnliehes Kreisfliichenst/iek KR 
begrenzt. Alsdann wird das Maximum des absoluten Betwages der Funk- 
tion t'(x) in dem Gebiete ( f ' - -KR) wegen des Abbildungseharak~ers dieser 
Funk~ion offenbar auf der Linie XR n ngenommen, und wir wollen beweisen~ 
dab dieses Maximum M" unterhalb einer endlichen yon der Wahl yon F" 
unabh~ngigen Sehranke bleibt. Ffir diesen Naehweis kSnnten wit uns 
auf den in ,U. d. a. K. II 2 (Math. Ann. 69, S. 46) bewiesenen Hilfssat~ 
(Vorbereitungssatz des Verzerrungssa~es) berufen. Wir kSnnen abel- diesen 
Naehweis aueh. aus dem aUgemeinen Konvergenzprinzip selbs~ gewlunen. 
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Dazu nehmen wir an, dab M" beliebig groB werden k~nnte. Alsdann ggbe 
es eine Folge yon Flgchen F ' ,  die gegen ~ konvergieren und zugehSrende 
Funktionen t', ffir welche das be~rachtete Maximum M" in der Orenze 

( 
unendlich g'roB wird. Die Funk~ionen ~ der Folge wfirden dann auf der 

Kreislinie K~ als Maximum des absoluten Betrages sgmflich den Wer6 1 
haben. Anderersei~s wiirden diese Funktionen im Punkte z o unendlich wie 

1 
M" + ((o)). 

~:" 
Wit  k6nn~en nun aus der Folge der Funktionen M-~ eine merha lb  f - - K R  

nach vorl~ufigem AusschluB der Windungspunkte setbs~ gleiehm~Big gegen 
eine Grenzf-nk~ion v konvergierende neue Folge herausgreifen. Diese 
konvergente Fotge wiirde aber aueh auf KR selbst, sowie innerhalb des 
Kreises K~ gleiehm~Big konvergieren, weft sie jedenfalls auf einer Kreis- 
linie K~, konvergier~, wenn / ~ ' > / ~  gewiihlt wird, und web die Funk- 

1 

~' M" innerhalb K~, regular sind und im Punkte x o verschwin- tionen ~ - -  x -- xo 

den. Daraus fol~,  dab die genannte Grenzi%mktion v die Eigensehaften 
besitz~, a a f / ~  den Wer~ 1 als Maximum des absoluten Beh-ages zu haben 
und in x 0 zu verschwinden, ferner die Eigensehaft~ dab das Maximum des 
absoluten Be~ages der Funktion v im  Gebiete f M  K~ auf der Kreislinie KR 
erreicht wird. Hieraus ergib~ sieh ein Widersprueh, weft v nun eine 
Fnnk~ion w~re, welche nieht konsmnt ist und doch an einem regul~ren 
Punkte ein Maximum flares Bet-rages erreichk*) 

Nachdem sorer feststeh~, dat~ die Funk%ionen t" im Gebiete f ~  K~ 
unterhalb einer festen Schranke bleiben, kann man nuumehr eine gleich- 
m ~ i g  konvergente Folge yon Funktionen t '  bestimmen, gleiehm~iBig kon- 
vergent zun~chs~ innerhalb f - - K R ,  dann aber auch auf K~ und inner- 
halb K~, weft jedenfalls auf K r  ( R ' >  R) gleichm~ige Konvergenz statt- 

finde~ und weft t '  1 innerhalb K~, regul~ is~ und im Punk%e x o 
- -  ~ o  

verschwindek Die Funlddon 
t = lira t" 

/ ~ ' - - ~ F  

besitz~ offenbar die Eigenschaf~en der ffir / '  zu bes~immeuden uniformi- 
sierenden Variablen. Man bemerke, um dies einzusehen, da~ ihre Existenz 
na~rlich auch fiber die Begrenzung yon f hinaus als erwiesen zu be- 
traehten is~, well ja die Funk~ionen t" aneh fiber die Begrenzung yon f" 

*) Vgl. hiermit eine En~wicklung S. 2~5 meiner Kbhandlung in J. f. Ma~h. lS8. 
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hinatm exis~ieren und nur Werte annehmen, welehe dem absoluten Be- 
trage nach kleiner sind als das Maximum des absoluten Bet~ges der in 
f ' - - K R  angenommenen Werte. 

w  

Durchfiihrung des Kontinuit~tsbeweises. 

Wit gehen nunmehr nach den vorbereitenden Entwicklungen der 
w167 1--5 zur Durchffihrung des KontinuitKtsbeweises fiber. 

Es soil gezeig~ werden ffir eine gegebene Riemannsche Fl~iche • yore 
Gesehlech~ p >  2, dab zu derse]ben nach ihrer Aufschneidung zu einer 
21o-faeh zusammenh~ngenden Fl~che F o mittels lo getrennter Rfiekkehr- 
sehnitte eine uniformisierende Variable des Sehottkyschen Typus t ~  t(x~y) 
gehSrt~ durch deren Vermitflung F o umkehrbar eindeutig konform auf 
einen sehliehten Bereich mit linearer Rand~nderung abgebilde~ wird. Da$ 
die gestellte Aufgabe nicht mehr als eine LSsung ges~atten kann, ist das 
Ergebnis des in tier Abhandiung ,,U. d. a. K. IL" gefiihrten Uni~sbe-  
weises. Die tatsKchliche Exsitenz der GrSSe sol] nun eben gezeig~ werden. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Pl~che 2~ o in der schon oben 
w 1 angewandten Weise auf einen scMichten Bereieh r mi~ regulKr ana- 
lytischer R~derzuordnung abgebildet~ Die 2p Begrenzungslinien des Be- 
reiehes O 3 modiflzieren wir unter Aufrech~rhaltung der analytisehen Rand- 
substitutionen nach der Methode des w 1 so, da$ dieselben s~nflich 
gesehlossene regul~ire analytische Linien sind. Der unendlich ferne Pank~ 
wird iibrigens als innerer Punk~ des Bereiches �9 s gedaeht. 

Wir stellen jetz~ neben den Bereich O 3 irgend einen Bereich �9 2 yon 
der Gat~ung der oben bet-raeh~eten Bereiche r  welcher zudem linears 
R~knderzuordnung besitzt. Einen solehen Bereich erhalben wir sofort, wenn 
wit bei  einem yon 2 2 VoUkreisen begrenzten schlichten Kreisbereich die 
2~o Kreise irgend wie paarweise dutch lineare Substitutionen aufeinander 
beziehen unter richtiger Beaehtung des Umlaufssinnes. 

Das Uniformisierungsproblem, welches wit behandeln, ist dureh deu 
Ubergang zum Bereiche r in ein Abbildungsproblem far diesen Bereieh 
verwandelt~ niimlich das Problem der konformen Abbfldung des Bereiehes 
�9 3 mit analy~iseher l~nderzuordnung in einen Bereieh der Gat ing  �9 mit 
linearer R~ade~uordnung in der Ar~, da6 bei der Abbfld-ng zugeordnete 
Randpunk~e wieder in zugeordnete Randpunlrbe iibergehem Diese Ab- 
bildungsaufgabe wird ~ den Bereieh O~ dureh die iden~isehe Abbildung 
gelSsk Da die Aufgabe nur abgesehen yon einer linearen Substitution 
besf~mmt ist, ffihren wir vor~eilhafterweise flit den abgebilde~en Bereich 
die Normierung des w 4 ein. D. h. wir normieren ilm so, da~ di~ drei 
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ersten Fixpunk~e der linearen Randsubsti~utionen mi~ 0, c% 1 zasammen- 
fallen. 2qeDnen wit die solcherweise normier~en Bereiehe ~P, so haben wir 
en~spreohend �9 einen durch eine lineare Substitution ans O I hervorgehen- 
den Bereich ~i and entsprechend +2 einen zu bestimmenden Bereich qJ~. 

Der Beweis for die Existenz des Bereiches h~ zerf~llt nun in folgende 
Beweisschritte. 

1. In der Mannigfaltigkeit tier �9 l~iBt sich yon �9 1 nach O~ eine 
Uberf~hrungslinie ~ konstruieren. 

2. Ist 0* irgend ein �9 der ~erf~ihrungslinie, f'tir welches das zu- 
gehSrende ~, zu bezeichnen mit qJ*, existiert, so existiert auch for die 
auf der I~berfOhrungslinie Q dem Bereiche 0"  benachbarten Bereiche 
jedesmal ein zugehSrendes ~, sofern man sich nut auf eine him-eichend 
kleine 2r beschr~nkt. 

3. Ist O* irgend ein �9 der UberfOhrungslinie ~, in dessert beliebiger 
N~i3xe auf Q noch Bereiche �9 existieren, far welche das zugeh5rende ~t 
vorhaaden is~, so gibt es aueh zu O* noeh ein zugehSrendes W. 

In tier Tat kSnnen wir aus den vorstehenden drei S~tzen folgern, 
dug anch zu O.~ ein zugehSrendes qs vorhanden ist. Denn da zu �9 I ein 
V~ existiert~ so kann man auf cler Uberffihrungslinie Q nach Satz 2 ein 
StOck weitergehen mit der GewiBheit, da$ dabei zu jedem �9 ein zuge- 
hSrendes q' exis~iert, lqehmen wit nun an, daft zu O~ kein zugehSrendes 
W~. vorhanden w~re, so mfig~e es auf Q ein O* geben, das sicher yon O 1 
verschieden ist, jedoch mit O.2 zusammenfallelx kann, yon der Art, dug f~r 
alle �9 der Linie Q yon O~ his O* (0"  exkl.) jeweilig ein zugehSrende~ 
W existiert, w~ihrend hinter O* in beliebiger N~he yon O* sdbst  stets 
noch ein �9 gefuaden werdea kann, for welches es ein zugehSrendes q' 
nich~ gibf~ Ein solches 0 "  kann nun aber andererseits nicht exis~ieren; 
denn dieses 0". m~i$~e wegen Sa~z 3 jedenfalls selbst noch ein zugehSren- 
des W besitze=, uad danu mfig~eu wegen Sa~z 2. auch nach O* in einer 
gewissen N~he yon 0 "  nooh alle �9 ein zugehSrendes �9 hubert, was der 
DefinifSon yon O* widerspricht. Also ergibt sich in tier Tat for O~ eia 
zngehSrender Bereich q~. 

Wit  h~itten uns soaach zu iiberlegen, inwiefern die drei S~i~e 1, 2, 3 
gelten: 

Satz 1 ist unmi~telbar bewiesen dutch die Entwicldunge= des w 1. 
Satz 2 finden wit aus den Entwicklungen des w 2 - -4  in folgender 

Weise. Wir bes~immen zu 0* ein Differential erster Ar~ d W*, dessen 
sRm61~che Nutlsf~llen einfach siud, so, dab keine der Nulls~ellen anf einer 
Begrenzux~shnie yon r  noch auch auf einem der ~ Querschnitte liege, 
dutch dereu Einf~hrung die Fl~che 0 "  in r ~faeh  zusammenh~gende 
F1Reho ~* verwandeR wird. Dutch W* wird ~* abgebildet auf die btorma!- 
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fl~che N* mit einem gewissen Parametersystem ~n*. Indem wit yon r  
zu solchen �9 iibergehen, die O* auf der Linie ~ hinreichend benach- 
hart sind, wird die zugehSrende Fun~ion W eine Abbildung yon �9 aus 
eine Fl~ehe N liefern, deren Kons~ntensys~eme ~n sieh behebig wenig 
yon dem Konstan~ensystem m* unterseheidet, nnd es werclen die p Be- 
grenzungslinien der Fl~che N sieh beliebig wenig yon den entsprechenden 
Begrenzungslinien der Fl~che N*  unterseheiden. Gehen wit nun anderer- 
seit~ yon u/. aus und denken uns auf V* das Differential d W* fiber- 
piling.t, so wird V* durch W* auf dieselbe Fl~che N* abgebildet. L~t~ 
man jetzt V die (6to--6)-dimensionale Umgebung yon V* besehreiben, 
indem man das Param.etersys~em i die voile Umgebung des zu ~ ge- 
hSrenden Invariantensystems i* beschreiben l~Bt, so wird dabei nach 
Frfiherem die zugehSrende Fl~che iV eine Variation ausfiihren, bei welcher 
die gauze Umgebung des Konstantensystems m* in ersehSpfender Weise 
ausgefiiilt wird. Darin liegt der Beweis des Satzes 2. Denn man kann 
jetzt auf ~ die Nachbarschaft yon O* soweit einsehr~nken, daft man beim 
Ubergange yon einem �9 dieser Naehbarschaf~ zu dam entsprechenden N 
in dem sicher roll ausgefiillten Bezirk der Konstanten m um ~n* herum 
bleibt. Der Umsfand, dab hier in der Regel zwar ein Zusammenfallen der 
Konstantensysteme m f/ir ein V und ein r bewixlr~ wird, nich~ jedoch 
auch ein Zusammenfallen der Begrenzungslinien der beiden betreffenden 
Figuren IV, gib~ nicht zu Bedenken hnlaB, weil wir gem~i]~ den genaueren 
in w 4 gegebcnen Pr~zisierungen die zu betrachtenden nachbarliehen Va- 
riationen jedenfalls soweit einsehriinken k5nnen, dal~ eine Identit~t der 
Konstantensysteme ffir zwei Fl~ehen N unmittelbar auch die deforma- 
torlsehe Aquivalenz der betreffenden Begrenzungslinien zur Folge haf~ 

Es bleibt somit nur noch Pankt 3. zu erledigen. Der Satz 3. is~ 
wesentlich eine Folge des in w 5 bewiesenen Limessatzes. Zum Beweise 
bestimmen wit zu O* wie vorher ein Differential dW*. Es gibt dann, 
wie aus dem Zusatz S. 76 soforl ersichtlieh ist, ein yon dW* verschie- 
denes Differential dW*, welches allen Beding-angen des Differentials d W* 
geniig~ und aul~erdem so bescha~[~n ist, dal~ es mit d W* keine Nulls~lle 

gemeinschaftJich hat. Der Quotient d w* is~ eine in O* eindeutige Funk- 

tion mit 2/~ -- 2 einfachen Unendlichkeitss~eIlen und vermittelt eine kon- 
forme Abbfldung des Bereiches O* auf eine l~ngs p Rfickkehrschnitten 
aufgeschnitten zu denkende und als solche mit f* bezeichnete Fl~che F*,  
deren s~imffiche Windungspnnkte im Endlichen liegeIL Der analog go- 
bilde~e Quotient flit die auf (2 vorbenaehbar~en Bereiche �9 liefer~ eine 
Abbildung dieser Fl~chen auf Fl~ehen F bzw. f,. welehe sich yon F *  im 
Sinne dar in w 5 S. 83 eingeffihr~en Terminologie beliebig wenig unter- 
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seheiden, da der Quo~en~ ebenso wie die Differentiale selbs~ stetige Funk- 
tionca in Abhiingigkeit yon r sind, sodaB insbesondere auch die Win. 
dungspunkte der FiChe F beliebig wenig yon den entsprechenden 
Windungspunkten der Fl~che F *  entfernt sin& Es kann tier Fall ein- 
treten, dab jetzt die Begrenzungslinien der Fl~che f durch die Windungs- 
punkte selbst hindurchgehen. In diesem Falle ist abet sofor~ eine Abhilfe 
mSghch, dadurch, dab man ein durch einen Windungspunkt gehendes 
Liniens~tick, yon welcher Ordnung auch der betreffende Windungspunk~ 
sein mag, ersetzen kann durch ein dicsen Windungspunkt umkreisendes 
Linienstfick.*) Auf diese Weise ist es stets mSglich, auf die Voraussetzungen 
des Beweises unseres Limessatzes in w 5 zu kommen. Der Umstand, da~ 
ffir die verschiedenen Fl.~chen F die Begrenzungslinien yon [ sich nich~ 
decken, wie in w 5 beim Beweise des Limessatzes angenommen wurde, is~ 
ebenfalls belanglos, da jedenfalls alle diese Linien durc3a Deformation 
gleichwertig sind, wenn wir uns nut auf hinreichend dem Bereiehe r  
benachbarte Bereiehe r beschr~nken. Jetz~ haben wir in f* eine Fl~ehe, 
flit welche die Existenz der uniformisierenden Variablen noch nicht be- 
kan~t ist, andererseits in beliebiger N~he Fliichen f~ fiir welche die Existenz 
bekannt ist. Nach dem Limessatze existlert daher anch zu f* die uni- 
formisierende Variable, d. h.: Es gehSrt zu r  auch ein Berelch ~*. 

Wit haben im Vorhergehenden den Satz 3 dutch Bezug auf den w 5 
fiir Riemannsche Fl~chen F bewiesenen Limessatz erledig~. Wollen wir 
yon dem allgemeinen Konvergenzprinzi 2 Gebruuch machen, so kSnnen wir 
eine direkte, nur die Fl~ichen r und ~ selbst in Betraeht nehmende Er- 
ledigung geben. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Funk~ion, welche r auf �9 ab- 
bilde~ als eine Funktion in r betrachtet, was bei hinreichender N~.he 
des Bereiches r an r keine Schwierigkeit darbieteL Die Funktion t(z)~ 
welche diese Abbfldung vermit~lt, liefert eine schlichte Abbildung des 

Bereiehes r  auf einen Bereich ~*  mi~ noch nich~ linem-er R'~Luderzu- 
ordnung. Die Abbfldung erstreckt sich dabei ein S~fick fiber den Be- 
reich r  hinans auf ein Gebiet, das wir mit r  bezeichnen kSnnen. Wir  

sind daher in der Lage, flit den Bereich V~,, da die Abbfldungsfunl~ion 
t(z) s~ch im Unendlichen verh~ilt wie 

t + ((o)), 

auf Grund des Verzerrungssatzes Abschii~zungen anzugeben, welche unab- 
h~ngig yon der Wahl des r  bena~hbarten Bereiches r sind, insbesondere 

kSnnen wit behaupten, dab ~ie Begrenzungshnien des Bereiches r  alle 

") Vgl. auch d~s a~Ioge Vorkommnis in w ~. 
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in einem endlichen Bezirk bleiben (vgL den mehrf'ac~ erw~hnten Hilfssa~z 
in ,~U. d. a. K. H." S. 46 und die Entwicldungen in der vorliegenden 
Abhandlung S. 87 ft., welehe gestatten, diesen Satz selbs~ mit Hilfe des all- 
gemeinen Konvergenzprinzips zu beweisen). Man ist nun im Stande, eine 
gleiehm~$ig konvergente Folge yon Funktionen t(z) tier genannten Art 
zu bilden, welehe zu Bereiehen r gehSren~ die ihrerseits gegen ~* kon- 
vergieren. Die Grenzfunlrtion, die sieh ergibt, vermittelt dama offenbar 
eine Abbildung des Bereiehes r auf einen Bereieh q~* mit linearer R~inder- 
zuordnung, wie verlangt wird. 

w  

Die Einheit der Fundamentalbereiche ~'. 

In w 1 baben wit die Einheit der Bereiche �9 mit analytischer R~nder- 
zuordnung dargetan. Dieser Beweis in Verbindung mit dem nnnmehr be- 
wiesenen Fundamentalgheorem gestattet uns je~zt den hTaehweis des analogen 
Satzes yon der Einheit tier Bereiche qs mi~ linearer R~inderzuordnung 
zu ffihren. 

Wit pr~zisieren zun~chst den yon uns zu beweisenden Sa~z. Wit 
verstehen unter ~g einen Bereich mi~ 2p regul~en analy~isehen Randkurver~ 
die paarweise dutch lineare Substi~u~ionen aufeinander bezogen sin& Der 
unendlich ferne Punkt sei innerer Punkt des Bereiches W. Mit W~ und W~ 
mSgen irgend welche speziell gewiihlte Bereiche der Gattmng W bezeie.hne~ 
sein. Alsdann wird behauptet, da$ es mSglieh isf, in tier Mann_igfaltigkeit 
der qs eine ~[berftihrung des Bereiches ~/1 in den Bereich ~/~ vorzunehmen. 
~hnllch, wie wit in w 1 yon einer Uberffihm~ngslinie Q in der r 
faltigkeit sprachen, wollen wit jetzt yon einer Uberftihrungslinie co in der 
W-Manni~alfigkei~ spreehen. Die Linie ~ verl~uf~ nat~lich auch fin fie- 
biete tier Bereiche r Die Bedingung der best~ndig linearen l~nderzu- 
ordnung bedeu~et insofern eine Erschwe.rtmg tier ursprfiaglichen in w 1 be- 
handelf~n Aufgabe, eben verm6ge der genannten 1%benbedingung. 

Wir gehen zur Bestimmung tier Linie a~ yon einer Linie Q aus, 
welche im Gebiete der Bereiche ~ den Ubergang yon W~ naeh ~/~ dax- 
st~llk Aueh die Bereiche �9 enthatten s~mtlich den unendlieh fernen 
Punk~ in ihrem lnnern. Es gehSr~ nun zu jedem Bereiche ~ der Linie 
Q ein ganz bes~immter Bereieh qs auf Grund des bewiesenen Fundamen- 
taltheorems. Um diesen Bereieh h u zu einem vSllig normiertan zu maehen, 
stellen wit die def~rminierende Bedingung, daft �9 auf ~/ in der Weise 
abgebfldet sein soll, da$ die Abbildungsfun~ion Z(z) im Unendliehen in 
der Form 

~ z + ((0)) 
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entwickelbar ist. Die Linie ~ wird nun dire~ erkl~rt uls Bild der Linie 
Q, d. h. wit ordnen jedem Bereiehe $ der Linie Q den zugehSrenden Be- 
reich ~ zu. Dabei werden die Bereiche $1 = tYl mad r = ~ sich selbst 
zugeordnet. Es kommt nut darauf an zu zeigen, dab �9 sic}, s~etig ~ndert, 
wenn ~ auf der Linie Q stetig for~schreit~t. 

F~r diesen Stetigkeitsbeweis dienen uns die Entwieklungen des w 2 
als GrundL~ge. Vorweg kSnnen wir fiber die Beziehung der Bereiehe 
zu den Bereiehen �9 l~ings der ganzen Linie Q einige Bemerkungen maehen, 
deren Gtiltigkeit unmit~elbar durch den Verzerrungssatz gew~hrleiste~ 
wird: Alle Bereiche t~ der Uberftihrungslinie co besitzen die Eigensehaf~, 
dab die zugehSrenden Begrenzungslinien in einem gewissen endlichen Be- 
zirke/~ bleiben, der ffir die gauze Uberffihrungslinie gleichm~Big bestehen 
bleibt. F fir die Begrenzungslinien der Bereiche tV existier~ ferner eine 
l~ugs der ganzen Linie eo gleichm~Big bes~;immbare MinimalgrSBe derselben 
usw. VgL die en~spreehenden Bemerkungen in w 1, S. 60. 

Gehen wir nun zu dem Ste~igkeitsbeweise selbst fiber. 
Wir w~hlen irgend einen Bereieh r  der Linie Q mit den zuge- 

hSrenden uj,. Mi6 �9 bezeiehnen wit jetzt einen auf Q dem Bereiehe ~P* 
benaehbar~n Bereieh, mit �9 den zugehSrenden Bereich mi~ linearer R~nder- 

zuordnung. Wir konstruieren wie oben S. 91 einen Quotienten d W~ ~x*(z)  

im Bereiche r weleher in r  eine Funktion mi~ 9 ~ -  9 einfachen Un- 
endlichkeitsstellen definierk Wit nehmen zun~ichs~ an, dab keine der Un- 
endlichkeitss~llen dieser Funktion im unendlich fernen Punk~ der z-Ebene 
liegt und dab keine Nullstelle der Ableitung dieser Funk~ion auf einer 
der 2p Begrenzungslinien yon r liegt, sehliel~lieh, dal~ auch der unend- 
lich ferne Punk% bei der Abbildung auf einen gewShnlichen endliehen 
Punkt der als Bild yon r  sich ergebenden Riemannschen Fl~ehe 2'* ~b- 
gebildet wird. (Ffir die hierdurch ausgeschlossenen F~ille vgl. die weiter 
unf~n gemachten Bemerkungen.) Dieser endliche Punk~ heine xo*; die 
Ebene des Bereiches t ' *  bezeichnen wit als x-Ebene. Die Funktion z(x*), 
welche die konforme Abbildung der Fl~ehe 2"* oder f*, d. i. die l~ngs 
den bier in Betracht kommenden 10 Rfickkehrsehnitten aufgeschnittene 
Fl~el~e F*, auf den Bereieh r vermi~elt, verh~lt sieh im Punkte x~* wie 

_4* 
t* (x*)  - + + ((o)), 

under A* und 1~* gewisse Kous~anten verstanden~ yon welehen .4* jeden- 
falls yon 0 versehieden ist. Betrachten wir jetzt die Abbildung yon f*  
~uf die Fl~che W*~ so ergibt sieh for die Abbildungsfunk~ion t*(~*) eine 
Ent-wieldung in derselben Gestal~ mi~ denselben Konstanteu A* und /~ .  
In der Tat mul~ ja die Difi~renz t * - -x*  im Punkte ~o* gem~{~ der oben 
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fiir die Abbildung yon **  auf ~d* gestetlten Normierungsbedingung ver- 
schwinden. 

lqunmehr gehen wir yon ** zu dem Nachbarbereiche * fiber. Die 
Funk~ion x*(z) ~ndert sich stetig beim Ubergang yon r zu *, wobei 
an Stelle yon x*(z) die neue Funk~ion x(z) t r i~  Daraus ergib~ sich, dab 
die Funk~ion z(x) auf der Fl~che ~ (Abbild yon *)  sich verh~l~ wie 

.4" + ~1 

unter ~1, ~,  ~ drei Gr5Ben verst.anden~ welche s~mtlieh unendlieh klein 
werden, wenn q) sich auf Q dem Bereiche (P* unb%crrenzt niiher~. Es is~ 
ferner x eine GrSi~e, welehe sieh ebenfalls der GrSt~e x* unbegrenz~ n'~er~ 
bei tier erwiihnten Ann~herung. Man beachte fibrigens, daft wit unsere 
Aufmerksamkeit besonders auf das Verhalten der Funktionen auf den Be- 
grenzungslinien der Fliiche f zu richten haben. Die Ste~igkeit in der Um- 
gebung dieser Linie ist das uns eigentlich ]_uteressierende. Es sei deswegen 

die Tatsache hervorgehoben, dab ftir die Ablei~ungen Ida. [ und t d~l yon 

0 und oo verschiedene obere und untere Schranl~en bestimmi werclen 
kSnnen, welche fiir eine gewisse um die Begrenzungslinien yon f* abge- 
grenzte Umgebung derselben giiliig sind und yon der Wahl des Bereiches 
q), sofern derselbe nur geniigend nahe an (b* lie~, unabE4ngig sind. Diese 
Schranken werden wieder durch den Verzerrungssatz in Verbindung mi~ 
dem ,,Vorbereitungssa!~z" desselbe~ geliefert. Wix k6nnen nun yon der Funk- 
tion z(x) zu einer Funktion ~(~) iibergehen, welche aus z(x) durch eine 
mittels einer infinitesimalen AhnlictLkeitstransformation in der x-Ebene 
ausgefiihrte Wertefiberpflanzung entsteht~ Die Annhchkeltstransformakio 
soil diejenige ~hnliche hb~nderung der Fl~che F in eine Fl~che _F deft- 
nieren, dutch welche, wenn dabei x in ~ iibergeht, die Funktion ~(~) an 
der Stelle ~ = x0* 'dieselbe Entwicklung bekomm~, wie z(x*). Nachdem 
diese Uberpflanzung ausgefiihr~ isi, ergibt sich nunmehr, daft die Differenz 
t -  t* insbesondere in der Umgebung der Begrenzungslinien yon f*  eine 
stetige infinitesimale GrS~e ist, und zwar wesentlich nach derselben Methode, 
nach welcher wir in w 5 den Limessatz bewiesen haben. 

Hiermit ist dann aber auch in Anbetrach~ der allgemeinen Vorbe- 
merkungen auf S. 93 der gewfinschte Naehweis des stetigen Ubergangs 
des Bereiches ~/ in den Bereich ~r, bei unbegrenzter iun~herung des 
Bereiches (1) an den ~ Bereich r erbrach%. Die Konstanten des Bereichs W 
erscheinen somit als stetige Funktionen des Uberffihrungsparameter% wenn 
wit uns so ausdriicken diirfen. Insofern nun bei allen ~ der gewonnene~t 
~berffihrnng generell eine Sixeifenbreite um die Begrenzun~].inien yon ~t 
herum existiert, in welcher die Randsubsti~utionen yon uj ohne s~Srende 
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Kollisionen ausfiil~bax sind, ergib~ sieh, dab der Ubergang yon ~i  nach 
~v, in endlich vielen Schritfen ausgef'fihr~ werdon kann, deren einzelner 
en~-weder eine bloBe Parameter~ndertmg der Substitutionen ist, die im Ge- 
bie~e dieser Paramefer geradlinig erfolg~, wobei yon den p Begrenztmgs- 
linienpaaren je eine Linie fes~gehal~en wird, oder aber bloBo erlaubte Ab- 
~indertmgen der Begrenzungslinien bei festgehaltenen Subs~itutionen. 

Wit haben fiir den soeben gefiihr~en Nachweis einige Annahmen in 
bezug auf die Funktion x*(z) gemach~. Sind diese ~ n a h m e n  nich~ er- 
fiill~, so gelangen wir in jedem Falle durch geringe Modifikationen des 
Beweisverfahrens zu dem gewiinsehten Ziele. Diese Modifikationen wollen 
wir jetz~ bezeichnen. Die im folgenden gdtrenn~ be~raeh~e~en MSglich- 
keiten kSnnen auch kombinier~ auffreten, die Ar~ der vorzunehmenden 
Beweismodifika~ion wird jedoch auch dann sofort klar sein. 

dw* 
Befrachten wir etwa den Fall,  dab die Ftmktion d W-~ ~ ~ xr auf 

der Begrenzung des Bereiehes r eine Nullstelle ihrer Ableihmg besitzk 
In diesem Falle ktinnte man daran denkea, dieser Unbequemlichkeil dureh 
eine geringe Modifikation der Differen~iale oder eines derselben aus dem 
Wege za gehen. Wir k51men irides diesen Fall aueh dutch eine Modi- 
fikation der Begrenzungslinien selbsl i~uf den allgemeinen vorher be~raeh- 
~eten Fall zuriickbringen in folgender Weise. Es seien etwa Z~* und L~*' 
die zwei be~roffenen Begrenzungslinien des Bereiches r Alsdann kSnnen 
wit L~* durch eine benachbar~e, ebenfalls geschlossene regul~e Linie ~,~* 
ersetzen und entsprechend Ll*' abiindern. Hierdureh ist r  durch einen 

Bereieh r mi~ denselben Randsubsti~u~ionen erse~zk Ist nun r der be- 
t-zachte~e, r  benachbarte Bereieh, so kSnnen wit diesem r einen r wieder 
benachbar~enBereieh r dadureh en~sprechen lassen, da~ wir die Begrenzu~s- 
linien /~1 and L 1 erse~zen durch /~l* and /~1 , indem wir un~er /~l*" 
diejenige geschlossene regulate Linie verstehen, welche vermSge der zu r 
gehSrenden Randsubstitu~ion der Linie L~* entsprichk Der gefundene 
neue Bereich r lieg% nattirlieh jetzt nich~ mehr auf der Linie Q, er is~ 
vielmehr der Linie Q benachbar~ und bes~imm~ im Gebie~e der Bereiehe 
der Gattung r ein Linienstfiek ~, welches insofern als LiniensUick be- 
zeichnet wird, als es nu_r fOx ein gewisses Sifick der Linie Q tun r  
heru~n erkl~h~ ist. Jetzt zeigen wir nach der vorher dargelegten Methode, 

da~ bei r einer stetigen Begrenzung anf Q eine s~etige Bewegung auf 
entsprich~, wobei ~ ein Linienstfick der ~-Mannlgfaltigkei~ ist, welches to 
benaehbart verl~uft. Dann ist aber nun auch die ste~ige Bewegung auf Q 

selbst an der Stelle r  klar, weft die entspreehenden Bereiche auf ~ und Q 
einfach dutch gewisse kleine und genau zu fibersehende Deformat/onen 
tier Begrenzu~gslinien en~ehen.  
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Betrach~en wit welter den mSgheherweise vorkommenden Fall, d ~  
die Abbfldung, welche die Funktion x*(~) leist~, im Unendlichen nie~ht 
schhcht ist, sodaB die Umgebung des Punktes ~ = ae auf ein Windungs- 
fl~chenst/iek der Fl~iche F*  abgebildet wir& Alsdann wenden wit folgen- 
des SehluBverfahren an. Wit  w~hlen einen end~chen Punk~ a der z-Ebene, 
den wir dem unendlieh fernen Punk~ beliebig nahe nehmen kSnnen. Die 
Wahl des Punktes a soll jedoch der Bedingung unterliegen, dab die 
Funktion x*(z) die Umgebung dieses Punk~es auf die ~-Ebene s~hhcht 
ubbildet oder, anders ausgedrfickt, dab die Ablei~ung dieser Funk~ion in 
a einen yon Null verschiedenen endlichen Wer~ hat. Wir denken tins 
nun mit den Bereichen r und ~P~ die wir betrach~en, eine Tra~sform~- 

1 
tion dutch reziproke l~dien .~ ~ - - a  vorgenommen, sodaB tier Punkffa 
in 0o transformier~ wird. Dadurch gewinnen wit ans dem betraehteten 

Liniensttiek aus Q ein ~inienst~ick Q, welches je~zt naeh dem zuerst be- 
trachteten allgemeinen Fall behandelt werden kann, weil der f'tir r  auf- 
gestellte Quotient der beiden Differentiale erster Ar~ nach der l~berpflanzung 

auf 9 "  die allgemeinen Voraussetzungen erftill~ Wit finden so, dab 

ein Liniensffiek ~ yon Bereichen Vg s~etig entsprichf, welehe durch. Funk- 

tionen v(~) aus ~ hervorgehen. Andererseits entspricht jedem Bereiche Vg 
auf D ein Bereich ~g auf ~ vermSge einer linearen Substitution wegen 
des Unit~tssatzes. Der Beweis, daB die Menge ~ aueh einen stetigen Zug 
im Gebiet~ der Gaff,rag ~g rel0r~sen~r , erfordert demnach nut den Be- 
weis, dab die erw~xnte lineare Substitution sich stetig Endert. Dies aber 
ergibt sich daraus, dab die erwEhnte lineare Substitution sich aus den 
Anfangsghedern der Entwicklung der Funk~ion v (z) ff irz = oo bes~imm~, 
eine Entwicklung, welche yon der Form 

~(z)=~t+~+~+... 
sein mu~, wobei B yon 0 verschieden ist. Dahei ~ndern sich A, B, Q 
s~e~ig mit r da sie ja dutch bestimm~e Integrale aus dem sich s~etig 
~indernden ~(z) dargestellt werden kSnnen. Die Funktlon t(z) wird nun 
als diejenige lineare Funktion yon ~(z) zu bestimmen sein, welche sich 
im Unendlichen wie z -b ((0)) verh~lt. Diese hneare Funk~ion rmder~ sich 
aher in der Tat s~etig mit A, :B, C. 

Es ist wiederum yon Interesse fes~zus~ellen, dab der nunmeh~ be- 
~iesene Satz yon der Einheit r Bereiehe ~g sich auf Grtmd des be- 
wiesenen Fundamental~heorems verh~tnism~iBig einfach mit Hilfe des ag- 
9emei/nen Konvergenzprinzips beweisen l ~ t ,  aus der Einheit der Bereiahe 
r direkt~ In tier Tat ergibt sich die Ste~igkei~ tier A[mlerung yon ~g hei 

Mat~em~2~he Am~al~n. ~XXV. 7 
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~nderung yon �9 ganz Khnllch, wie der Ste~gkeitsnachweis der Abelsehen 
In~egrale ers~r Art auf Grund der Bemerkung, da~ einerseits ~ r  die bei 
stetiger ~nderung yon �9 in Be~aeht kommenden Bereiche u2 durch den 
Verzerrungssstz bes~imm~ Schranken geliefer[ werden, welche die An- 
wendung des aUgemeinen Konvergenzsatzes unmittelbar auf t(z) ermSg- 
lichen, dal~ andererseits der Unit~tssatz gilt. Es erfibrig~ sich auf Grund 
friiherer Bemerkungen und Entwieklungen hierauf noeh ngher einzugehen. 

Es sei schlieBlich noeh auf eine dritte MSgliehkeit der Beweisf~ihrung 
hingewiesen, welehe au:f dem iterierenden Verfahren beruht. In der Ta~ 
kann man bemerken, dab die Konvergenzabsch~itzung Ftir das iterierende 
Verfahren gleiehm~t~ig f[ir aUe r der l~berffihrungslinie Q ausgefdhr~ 
werden kann, woraus dann die stetige Abh~ngigkeit der Funk%ion t(z) in 
Abh~ngigkeit yon �9 fol~ mit R~ieksieht auf die entsprechende stetige 
Abh~iagigkeit der beim iterierenden Verfahren auftretenden N~iherungs- 
funl~ionen in Abh~ingigkeit yon O. Hiermit aber ist wieder ein Beweis 
ffir die Einheit der Bereiehe T gegeben. 

Zwei ter  Teil. 

Die  U n i f o r m i s i e r u n g  r e e l l e r  a l g e b r a i s c h e r  K u r v e n :  
D a s  H a u p t k r e i s t h e o r e m .  

w  

Problemstel lung und Unit~tssatz. 

Es sei nunmehr (x, y) eine reelle algebraisehe Kurve mit mindestens 
einem wirkheh vorhandenen reellen Zuge. Wird entspreehend der in ,U. 
d. a~ K. I." gew~hlten Bezeichnung mit F~ die zu y(x) gehSrende Riemann- 
sche Plgehe bezeichnet, welche in bezug auf die Aehse des Reellen zu 
sic~ selbs~ symmetrisch ist, so hat F~ entspreehend den reellen Zfigen der 
algebraischen Kurve ein System geseMossener und voneinander ge~rennt 
verlaufeader Symmetrielinien (l~aekkehrsehnitte), deren tknzahl hSehstens 
p + 1 is~, wenn p das Gesehlecht der Riemannschen Fl~che F~ ist. Um- 
g e k e ~  kann man sieh auch eine in bezug auf die Achse des Reellen zu sich 
selbst symmetrische l%iemannsche Fl~ehe F, gegeben denken, fiir welche 
die zu betrachtende Symme~rie auf der Riemannschen Fl~he mindes~ens 
einen festen Pankt und daher auch feste Linien aufweis~, die sich no~- 
wendig als ein System voneinander v511ig ge~ennt verlaufender gesehlossener 
Rfiekkehrsehni~e darstelten; es ist~ dann gemgB den yon uns in ,U. d. a. 
K. I." S. 184ff. (MaflL kan. 67) gegebenea Entwieklnngen stets mSglich, zu I ' ,  
eine zugehSrende irreduzible reelle algebraisehe Kurve (x~ y) vermSge einer 
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Funktion y(x) zu konstruieren, welche zur Fr~che F ,  eigentlich gehSrt 
und auf den genannten Syraraetrielinien reelle Werte an~immt, woraus 
sieh .d~un yon selbst weiter ergib~, dab diese Funktion an keiner wei~eren 
reeUen S~elle der Fl~iehe F,  einen reellen Wert annirarat. Wir bemerken, 
dab 17~ d-arch das System der Symmetrielinien entweder in zwei zueinander 
symmetrisehe H~lften zerle~ wird (orthosymmetr~scher Fall in Kleins Be- 
zeiehnungsweise) oder ein Ganzes bleib~ (diazym~briscl~r Fall). 

Wir formulieren nun das folgende Problem 
U n i f o r m i s i e r a n g s p r o b l e r a :  Es sell eine relativ zur Fl~che F,  

unverzweig~e un[formisierende Variable t-~t(x, y) bestirarat werden, welehe 
die Eigensehaf~ besitzt, dab die yon ihr auf den reellen Zfigen der Kurve 
(x,y) oder, was dassetbe ist, auf den erw~hn~en Symraetrielinien der 
Fl~ehe F~ angenommenen Wer~e reetl sin& (Die Forderung, dab die 
GrSBe t(x, y) hnear-polymorph sein sell, wird nicht gestellt, wird sieh 
jedoeh als eine Folge der bereits angeftihrten Bedingungen herausstellen.)*) 

Wit  analysieren jetzt das ges~ellte Problem and suehen insbesondere 
bis zu der Einsieht zu gelangen, dab es nieh~ raehr als eine unffonni- 
sierende Variable mit den gewfinsehten Eigensehaf~en geben kann~ und 
dab diese aniformisierende Variable notwendig linear-polymorph sein muff, 
sofern sie iiberhaupt existiert. 

Zu dem Zweeke raachen wit zuniichst die Bemerkung, da~ die GrS~e 
t(x, y) auf Grund ihrer vorausgese~zten Eigensehaften an einer Stelle (x, y), 
die nieh~ einera reellen Zuge der Kurve (x~ y) angehSr~ keinen reellen 
Wer~ haben kann. WKre dies n~fl ieh der Fall, so mtiBte t(x, y), weft 
auf den reellen Zfigen reeU, aus Griind~n der analytisehen Symrae~ie aueh 
an dem zu (x,y) konjugierten Kurvenpank~e (5", if) denselben reellen 
Weft annehmen. Das widerspricht jedoeh der Uniformisierungseigenschaft 
der GrSfle t(x, y). 

Es werde je~z~ ira orthosymmetrisehen Fatle die eine H ~ t e  tier 
Fl~iehe ~'~, im diasyrametrischen Falle jedoch die l~ngs den Symmetrie- 
linien aufgesehni~ene Fl~ehe ~'~ mit [F~] bezeichnek Die Fl~che [F,] 
werde wie in ,,U. d. a. K~ I." dureh Q**) Quersehnit~e in eine einfach zu- 
sammenhiingende Fl~che [Fo] verwandett. Wird IF0] dutch Vermi~Aung 
der Funktion t(x, y) konforra abgebfldet, so ergibt sic3a als Bfld van [$'o] 
ein sehliehtes einf'aeh zusamraenh~agendes Fllichenstfiek r welches die 
Achse des Reellen nicht durchsetzt, jedoch in 2Q get-rennt liegenden 
Streeken an die Achse des Reellen anst~t. Betra~hten wit diese konforme 

*~ I)iese Formulierung babe ich bereits 1907 in meiner GS~. Nact~.-Note ~fiber 
die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven" gew~hlt. 

**) Q ist hn orthosymmetrischen FaUe gleieh I~, im di~ymme~risc~ F~Kte 
gleich 2p. 

7* 
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Abbfldung in ihrem weiteren Verlaufe, wann wir die ~berschreitung der 
O Querschni~e, jedoch noch nich~ die l:Poerschreit;ung der Symmetrielinien 
gestat~en, so werden offenbar die verschiedanen sich ergebendcn ~ 
der F -n~ ion  t(x, y) lauter verschiedene Bilder der Fl~iche iF0] entwerfen, 
welche in ihrer Gesamthei~ sich notwendigerweise zu einem einfach zu- 
sammenh~ngenden Gebiet y oberhalb der Achse des Reellen zusammen- 
schlieBenj welches nunmehr offenbar nicht mehr nut in endlich vielen, 
sondern allgemein zu reden, in unendiich vielen getrennten Stricken an 
die Achse des Reellan anstSl~t. Gesta~en wir nunmehr auch die U b e r -  
sehreitung der Symmetrielinien, so wird der Effekt aus Grfinden der 
analy~ischen Symmetric n u r d e r  sein, dab wir ein zu ~, symme~risches 
Gebie~ ~ erhalten, welches mit 7 zusammen ein, allgemein zu reden, un- 
endlieh-vielfach zusammenh~ngendes Gebiet T bildet, das in bezug auf die 
Aehse des Reellen zu sich selbst symmetriseh ist und welches durch ana- 
lytische Trausformationen vermSge der Nebeaeinanderlagerung yon lauter 
Bildern eines Bereiches �9 entsteht, der seinerseits yon Cpo and seinem 
Spiegelbilde To gebilde~ wird and Q analytische Raudsubstitutionen auf- 
weisk Hieraus ergib~ sich die MSgliehkeit, auf die erw~hnten unendlich 
vielen Bilder des Bereiehes �9 den Verzerrungssatz zur Anwendung zu 
bringen und zwar in folgender Gestalt.: Wird ffir irgend einen der er- 
w~hnten Bfldbereiche yon �9 m i t r  die Summe der L~ingen der in ibm 
enthaltenan reellen Strecken bezeichnetG~ mit u der Umfang der volls~n- 
digen Begrenzung desselben Bereiches, so hat das Verh~ltnis r : u  einen 
Were, der zwischan zwei yon 0 and oo verschiedanen endliehen Sehra~lren 
bleib~, die nieht yon der Wahl des genannten Bildbereiches abh~izlgen. 
Beachte[ man nun, dab offenbar die Summe aller % d. h. die Gesamt- 
l~nge der reetlen Strecken~ welche der Bereich T enth~lt, endlich ist, 
wenn man, was unwesentlich ist, yon der einen durehs Unendliche gehend 
gedachtan, in �9 selbst enthaltenan reellen Stxeeke absieh~, so ergibt sich 
hieraus~ dab die Stlmme aller u konvergent isk Wenn man also dan Be- 
reich T naeh und nach dureh N~iherungsbereiehe ausschSpft~ indem man 
immer mehr Bflder yon q~ hinzunimmt, so wird der nieh~ reelle Be- 
grenzungsteil des N~herungsbereiehes eine Gesamtl[inge besi~zcn, welche 
schl~eBlich unendlich klein wircl. Das heiBt aber~ dal~ der Bereich T die 
ga.n~.e Ebene ausffillt and dat~ folglich exklusive yon, allgemein zu reden, 
unendlich vlelen diskreten reellan Punk~n die einzelne analytische Rand- 
substitution des Bereiches r welche offenbar T in sich selbst trausfor- 
mier~, eine reelle lineare Substitution ist, n~nHch eine Substitution, 
welche die obere Halbebene eineindeutig in sich ~ransformiert, wobei zu 
beach~en ist~ da~ dieser Satz "in tier Tat ja nur vo~ussehzt, daft die Ein- 
deu~igkeit tier Abbfldung fiir alle nicht reellen P u n i c  der oberen Halh- 
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ebene feststeht. Es versteht sieh nun yon selbst, daft fiberhaupt nile rein- 
riven Zweige der F n ~ i o n  t(x,y)~ gleichgifltig, ob man zu denselben 
lediglieh dureh ~Tberschreitung yon Querschnitten oder aueh dutch Zu- 
hilfenahme yon ~berschreitungen der Symmetrielinien gelang~ sei, dutch 
reelle lineare Substitutionen verkniipft sind, da tier ]~oersehreitung einer 
Symmetrielinie in der x-Ebene ja stets nut eine Spiegelung an der Achse 
des Reellen entspricht. Aueh ist jetzt klar, dab die Gr~t~e t(xj y) dutch 
ihre Eigenschaften bis auf eine lineare Substitution vollst~udig bestimmt 
ist, well die Annahme der Existenz zweier verschiedener derartiger GrSBen~ 
etwa t 1 und t~, zu einer konformen Beziehung der beiden Ebenen auf- 
einander ffihren wiirde, bei weleher die obere Halbebene der einen Ebene 
eineindeutig konform auf die obere, eventuell untere, Halbebene der anderen 
Ebene bezogen wird. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen werde noch darauf hingewiesen, 
dab der Unit~tsbeweis in dem Umfange, wie wit ihn hier geffihrt haben, 
sich einfaeher ffihren l~i~t, insbesondere ohne Bezugnahme auf den allge- 
meinen Verzerrungssatz, wenn man die lineare Abhfingigkeit der Zweige 
untereiuander zun~chst mit in die Voraussetzung aufnimrnt. Ist dan~ ~ r  
Existenzbeweis dieser uniformisierenden Variablen t* geFtihrt, so kann 
man die ~.l]gemeinere postulierte GrSl]e t in Abh~ngigkeit yon t* dutch 
das Cauchysche Integral darstellen~ wobei man in der t*-Ebeae wegen der 
Linearit~.t der Substitutionen die Endlichkeit des Verh'~Itnisses r : u unter 
alleiniger Bezugnahme auf den u fiir lineare Fank/~ionen 
erkennt. Damit ist aber ffir unsere Abseh~tzungsmethode das Erforder- 
liche erreicht. Es ergibt sich, dab t eine lineare Funktion yon t* sein muB. 

w 

Auffassung der gesuehten uniformisierenden Variablen als einer 
uniformisierenden Yariablen des Schottkysehen Typus mad damit 

zusammenhitngender Existenzbeweis. 

Die yon uns zu bestimmende linear-polymorphe Uniformisierurgs- 
transzendente t(x, y) l~ t  sich leich/~ als eine uniformisierende Variable 
des Schottkyschen Typus, wie wit sie im ers~en Teile vorliegender Ab- 
handlung betrachtet haben~ clmrakterisieren. Das ist zun~ehst unmittel- 
bar einleuchtend in dem Falle, dab ~', eine orthosymmetrische Riemann- 
sche Fl~ic3ae isk In der Tat brauchen wit in diesem Falle nur die beiden 
zueinander symme~risehen H~i~ten [F,], aufgeschnitten l'~ugs den p Quer- 
schnitten, l~ngs den Symmetriel~ien wieder zusammenzuhei~en, so h~ben 
wir wieder ~ ,  nunmehr aufgeschnitten l~ugs 1o die Fl~mhe .F~ nicht ~zer~ 
stfiekenden Riickkehrschnitten~ deren jeder einzelne zu sich selbst sym= 
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metrisch ist und die Symmetrielinien in zwei Punkten durchsetzt. Nennen 
wit diese 2p-lath znsammenh~ngende Fl~iche fo und denken uns zu fo die 
zugehSrende uniformisierende Variable t des Schottkyschen Typus nach 
tier im ersten Teile entwickelten Methode bestimmt~ so l~il~t sich nun yon 
dieser uniformisierenden Variablen zeigen~ dab die Werte, welche dieselbe 
auf den Symmetrielinien annJmmt~ siimtlich anf einem and demselben 
Kreise der t-Ebene liegen~ welcher Kreis vermSge einer linearen Trans- 
formation in die Achse des Rellen verwandelt warden kann. 

Der Beweis wird folgenderma~en ge~brt. Man der&e sich neben der 
in der angegebenen Weise bestimmten Funktion t(x, y) die Funktion 
t'(x, y) ~ t ( 2 ,  y) gobildet, indem man mit t (G Y) den zu t(G ~) kon- 
jug/ert-komplaxen Wart bezeiehnet. Alsdann ist unmittelbar einleuehtenc~ 
da~ die GrSBe t'(x, y) ebenso wie t(x, y) eine zu f0 gehSrende uniformi- 
sierende Variable des Schottkyschen Typus darstellt. Zwei dersrtige uni- 
formisierende Variable mf/ssen nun gem~iB dam ftir die uniformisierenden 
Variablen des Schottkyschen Typus geltenden Unit~tssatze durch eine 
lineare Substitution ineinander fibergehen. Es seien jetzt tl, ts, t3, t~ irgend 
vier War,e, welche die GrSBe t auf dam Symmetrieliniensys~em der Fl~he 
/~'~ annimmt, alsdaan sind {,, ~ ,  t3, t t  die entspreehenden Werte, welzhe 
die Funktion t" ant dem Symmetrieliniensyst~m an denselben Punkten an- 
nimmt. Diese vier Werte gehen mm aus den erstgenannten vier Wer~en 
verm5ge der oben erw~ihnt~n linearen Substitution hervor. Dabei bleibt 
das Doppelverhiiliais unge~indert. Dieses Doppelverhiiltnis geht anderer- 
seifs in seinan konjugierfen Wert fiber. Diesen beiden Bedingungen wird 
nor gen i i~  wenn das Doppelverh.iiltnis reell ist~ wenn also die vier Punkt~ 
t~, q, ts, t a auf einem Kreise liegen. Hiermit ist aber gezeigt, d '~ alle 
yon t(x, y) auf den Symmetrielinien angenommenen Wer~e auf einem and 
demselben Kreise liegen, da man zu drei festgew~ihlten Warren ti, t~, t~ 
welehe den Kreis bestimmen, jeden beliebigen weiteren auf einer Sym- 
metrielinie angenommenen Wer~ Ms den Wart Q wghlen kann. 

Sei jetz~ die Fliiehe E, diasymmetrisch. In diesem Falle ist es ebenfslls 
m~glich, die GrS~e t als eine zu ~'~ gehSrende uniformisierende Variable 
des Schottkyschen Typus zu eharakterisieren. Dazu sind allerdings die 
waiter unten in w 11 gegebenen En~wieklungen efforderlich. Einfa~her und 
fox den gegenwiirtigen Zweck des Existenzbeweises ausreichend ist as, 
yon der Fl~che ~,  tiberzugehen zu einer relativ zu F,  z~eibliittrigen 
~berlagerangsfl~ehe _F,, welche aus ~ entsteht, indem man die Fliiche 
.[~] in zwei kongruen~ fibereinander liegenden Exemplaren denkt und 
diese nun l~ings den s~mtlichen Symmetrielinien fiber Kreuz zu einer 
ed.uzigen Fl~he, eben der Fl~iche E ,  zusammenheftet. Diese Fl~che ~v' ist 
gemiil~ ihrer Konstruk~cion orthosymmetrisch, indem sie eben aus zwei zu- 
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einander symmetrischen H~lften hergestellt ist. Diese orthosymmetrisohe 
F]Ache is~ veto Geschleeh~ 2p. Die Anzahl ihrer Symmetrielinien (reelle 
Ziige der zugehSrenden reellen algebraisehen Kurve) ist doppel~ so grol~ 
als die entspreehende Anzahl bei F,.  Die FlY, he 2',  ist gemii~ dem 
Scho~kyschen Typus dadureh aufgeschnitten zu denken, dal~ man die oben 
S. 99 erw~hnten Q ~ 2p Quersehnit~e in dem benutzten zweiten Exemplare 
[_F] symmetrisch wiederholt. 

w lO. 

Selbst~ndiger Kontinuit~tsbeweis des I4auptkreistheorems. 

Es ist wegen verschiedener dabei ~ur Geltung kommender Gesichts- 
punkte yon Interesse, auch einen selbst~ndigen Beweis des Hauptkreis- 
theorems mittels Kontinuit~tsmethode zu geben. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Fl~ehe [Fo] , d. i. im orthosym- 
metrischen Falle*) die l~ngs p Querschnitten aufgeschnittene Fl~che [F,], 
konform auf einen Bereieh ~o mit p regul~ren Randsubstihltionen und 
2p reellen Begrenzungsst~eken abgebildet, weleher ganz oberhalb der Aehse 
des Reellen liegt. Eine solehe Abbildung erhalten wir in der wiinsehens- 
werten Form, indem wir uns den Bereich [Fo] iiber seine 2p Qaer- 
sehnittseiten der Begrenzung hinaus ein St~ck fortgesetzt denken durch 
Ansetzung yon 29 bandartigen Fl~chenstreifen, welche sich ebenfalls bis 
an die Symme~rielinien heranerstrecken. Die so erweiter~e einfaeh zusam- 
menh~ngende Fl~che [Fo] m6ge mit [Fo]" bezeichnet werden. Nan werde 
der einfach zusammenh~ingende Bereich [Fo]" eineindeutig konform auf die 
obere ttalbebene abgebilde~. Dabei wird [Fo] auf einen Bereieh ~o ab- 
gebildet, welcher zusammen mit seinem Spiegelbilde ~o einen 29-fach zu- 
sammenh~n genden Bereich O, mit 9 regul~iren analy~ischen Randsubstitutionen 
bildet~ Es gilt, den Nachweis zu ~hren,  dab der Bereieh O, eineindeutig 
konform auf einen Bereieh ~,  derselben Oattung wie r  abgebildet werden 
kann, ffir welchen jedoeh die e ~ h n t e n  p regul~ren Randsubstitu~ionen 
reelle ~ineare, nicht mehr nur analytische Substitutionen sind. Sowohl bei 
r  als auch bei ~,  werden wir zweekm~l~ig die Annahme machen, dab 
der unendlieh ferne Pnnk~ dem Innern des Bereiehes angeh5rt, und wir 
kSnnen uns aueh vorstellen, daft ffir die zu bestimmende Abbildung, bei 
welcher natfirlich die zu O, gehSrenden Stiieke der Aehse des Reellen in 
die entsprechenden S~iicke des Bereiches vj, iibergehen sollen~ der unendo 
lich ferne Punkt sich selbs~ entsprechen soU. 

Bereiehe yon der Gattung ~/, erhalten wir sofor~, wenn wit 29 die 

*) Den diasymmetrischen Fall kSnnen wit nach der vorher gesehilelefften Me,ode 
unter den orthosymmet~chen Fall subsumieven. 
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Aohse des Reellen or~hogonal schneidende Kreise, die sich gegenseitig 
aussctflie6en, d.urch reelle hyperbolische Substitutionen irgenclwie aufeinander 
beziehen, wobei nut  in bezug auf die Paarung der Kreise dot Bedingung 
zu genrigen ist, dab dieselbe in topologiseher Beziehung der bei q)s be- 
~ehenden Paarung en~sprich~, soda6 bei Durchlaufung dot Be~-enzung 
dor ol~eren H~lfte yon Cs und ~ entsprechende St~cke in gleicher Weise 
sich folgen. 

Wir bemerken, wenn wit jetzt die Ket~e der den Kontinuit~tsbeweis 
im al]gemeineren Falle des ersten Tefles der Abhandlung bildenden En~- 
wicklungen der Reihe nach durchgehen, zun~chst, dab die Bereiche tier 
Gattung O, ein einheitliches Kontinuum bilden, sofern wit eben nut solche 
Bereiche als Bereiche (P, in Betrach~ ziehen, bei we]chen auch die oben 
erw~hnte Reihenfolge in der Paarung dieselbe ist. Dieser Nachweis der 
Einheit der Bereiche O, vollzieht sich ganz analog dem obigen Beweise; 
nut wird man, was nicht die geringste Schwierigkeit bietet~ bei allen 
Deformationen s~ets die Symmetrie im Auge zu behalten haben. Betrachten 
wir andererseits die Bereiche u/,, so kSnnen wir zu W~ zun~ehs~ die ent- 
sprechenden p Abelschen Integrale erster Art bilden, in dem wir yon den 
Potentialen ul~-- ; % ausgehen, welche in Os eindeutig sind und wegen 
ihrer Unitg~ aus Griinden der Symmetric offenbar an spiegelbildlich sym- 
metrischen Punk~en des Bereiehes O, denselben Wer~ annehmen. Ffir diese 
Potentiale ist daher liings s~mtlichen dem Bereiche r angehSrenden 
S~icken der Achse des Reellen die Ableimng in Richtung der Normalen 
zu dieser Achse gleieh l~ull, woraus fol~o~, dab die zugehSrenden kon- 
jugier~en Potentiale v l , . . . ,  vs l~ings jedes derartigen S~rickes konstant sind 
und dat~ die p linear unabh~ugen Integralfunktionen ~v~ = ~ -~ i v~ p reelle 
Abelsche Differentiale erster Art dw, liefern, welche sich bei ste~iger 
t~uderung yon q)~ ebenfalls stetig ~ndern. 

Wir haben uns nun wei~er der Existenz einer (3p--3)-parametrigen 
Nor~nalfigur zu vergewissern. Zu einer solchen gelangen wit folgender- 
mabel. Wir bemerken vorab~ dab das allgemeinste zu q), gehSrende reelle 
Abelsche Differential erster Art eine reelle lineare Kombination der oben- 
gevn.~n~en Io Differentiale dw~ ist. Dies ergibt sieh durch Betrachtung der 
Peri~diziffi~smoduln aus dem Umstande, dal] ffir ein solehes Di~rential 
dw no~wend~gerweise tier reelle Tell yon w eine Funktion sein mu~, die 
l~ugs den reellen Stricken yon ~p~ die normale Ableitung I~ull hat un(t 
daher gem~i~ dem Spiegelungsprinzip ffir Potentialfunktionen in r ei~- 
deu~ig sein muB. Ist sie doch in jeder einzelnen H~lfte yon ~), jedenfaUs 
eindeutig~ weft eine derar~ige H~lfte ein einfach zusammenh~ngendes Gebie~ 
~s~. Nun ergib~ sigh tier dem Brill-Noe~herschen (S. 74) analoge Satz, dab 
die ree2/e~Differen~iale ers~er Ar~ nich~ eine allen gemeinschaftliehe N~lls~elte 
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besitzen kSnnen, und daraus folgern wit nacll Analogie eines oben (S. 75) 
gegebenen Beweises, dab das al~gemeine redIe 1)ifferential d~ erster Art 
nut ei~far~ •ullstdlen haben wird, welehe teils einzeln auftreten mad 
dann reell sind, teils konjugiert angeordnet sind, eine Unterscheidung, auf 
welche es jedoch ftir unsere Zwecke nich~ n~iher aukommt. Die Normal- 
figm ~ wird nun gefunden, indem man ein reelles dw mi~ nut  einfachen 
Nullstellen zu O, bestimmt und die Normiemng yon w in Abh~ng~gkelt 
yon • dadurch gibt, dab man vorsehrcibt, der imag'in~re Teil yon w solle 
im Unendlichen, also auf dem ganzen be~reffenden S~fick der Achse des 
Reellen verschw/nden und gegenfiber den analy~ischen Raudsubs~itutionen 
des Bereiches O, in seinem reellen Teile feste Periodizi~smodulu bewahren~ 
schllel~]ich solle der reelle Tell yon w in elner Nulls~elle yon dw ver- 
schwinden. Im tibrigen hat man sich den Bereich O, dabei, um einen 
Zweig yon w zu isolieren, rags s~imtlichen S~ticken der Achse des Reellen 
mi~ Ausnahme des durchs Unendliche gehenden aufgeschn/~en vorzustellen~ 
soda~ "dadurch der Bereich O~ in einen einfach zusammenh~ngenden, in 
bezug auf die Achse zu sich selbst symmetrischen Bereich verwandelt 
wird. Das Bild dieses einfach zusammenh~ingenden Bereiches, welches sich 
bei der konformen Abbildung dureh das normierte Integral ers~er Ar~ w 
ergibt~ is~ die gewfinschte (3p--  3)-parametrige zweckdienliche Normalfigur. 
Als s ver~nderliche Bes~immungss~ticke dieser Figur sind die 2 ~ -  3 
Best~immungsstticke ffir die Lage der Windungspunkte der Normalfigur 
einerseits und andererseits 2 Periodizi~tsmoduln des imagin~iren Teils zu 
bezeiehnen~ deren unabh~n~ge Wahl nach s Regel ge~roffen werden 
kann. Man denke sigh [2~',], wie oben n~iher bezeiehne~, dutch 2 Quer~ 
schni~te in eine einfach zusammenh~mgende Fl~che verwandelt. Man ha~ 
dana einerseits die Wertdifferenzen l~ngs diesen y Querschni~ten zu geben, 
welehe jedoch entsprechend den ~ vorhandenen geschlossenen Begrenzungs- 
linien yon [F,] im ganzen ~ - -1  Bedingungen unterworfen sind, "fiir deren 
Erf'~llung man beacht% dab p --  (~-- 1) eine gerade Zahl 21~" ist, indem :p~ 
die Anzahl der innerhalb [F~] mSglichen ge~rennten die Fl~che [F ]  nich~ 
zerf~illenden Rfickkehrschnit~paare is~, l~ngs welchen die 2p" Periodizit~ts- 
moduln frei gegeben werden kSnnen. Abgesehen yon den 2p" GrSl~en sind 
die den Uberg~g  yon einer Symme~rielinie zur andern entsprechenden 
Wertdifferenzen des imagin~ren Teiles zu geben, was noch a -  1 wei~ere 
Bes~immungss~iicke der !~ormalfigur sin& 

Es dfirfte tiberfl~iss/g sein, noch wei~er anf den Kon~inui~tsbeweis 
des Hauptkreis~heorems einzugehen. Erw~hn~ sei nut  noch, dab der Nach- 
weis der analytischen Abh~ngigkei~ zwischen den Konstanten des Be- 
reiches ~,  einersei~s und den Konsf~nten eter l~ormalfigur anderersei~ im 
vorhegenden Falle dutch den Hinweis auf gewisse yon Schot~ky gebildete 
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Reihen*) erledig~ wird, welche in dem bier betrachteten Falle yon Bereichen 
~/, ~ats~hlich auch noch bei komplexer Variation der Konstanten der 
linearen Randsubstitu~ion wegen des Erffilltseins der Schottkyschen Be- 
dingmng der Konvergenz tier Radiensumme konvergieren und auch direkte 
Darstellungen f[ir die Abelschen Integrale erster Art geben, was mit l~ilfe 
tier Poinear6schen Reihen nicht mSglich isk 

Es mag weiter noch besonders daranf hingewiesen werden, wie auch 
bier die Einheit der symmetrischen Riemannschen Fliichen eines bestimmten 
Typus sich als die Einheit der Bereiehe Cs wiederspiegelt. Dabei ist je- 
doch hervorzuheben~ dab bier noch das Analogon frir den Fall der dia- 
symmetrisohen Riemannschen Fl~ichen fehl~, die wit in diesem Paragraphen 
verm6ge der in w 9 entwiekelten Vorstellung unter die orthosymmetrisehen 
Fl~ichen subsumiert haben. Diese Zurtiekfrihrung kann ffir die Frage tier 
Einheit dieser Fl~chen nicht mehr herangezogen werden. Viehnehr ist 
eine selbst~ndige Betrachtung erforderlich, deren Wesen in der LSsung 
eines bestimmten Analysis-situs-Problems liegt. In der Tat pr~gt ~ich in 
den Bereichen der GaF~ung dP 3 der diasymmetrische Typus aus~ wenn die 
Pam-ung der Randkurven mindestens frir ein Paar mit der Modifikation 
vorgenommen gedacht wird, dag nun nicht me]ar bei der analytischen Zu- 
ordnung die obere H~ilf~e des Kurvenbogens wieder der oberen Hiilfte und 
die untere der unteren entspricht~ sondern umgekehrt. Man erkennt dies 
unmittelbar~ wenn man sich einem derartig gebildeten Bereiehe r eine 
reelle algebraische Gleichung zugeordnet denkt, nach der allgemeinen Me- 
rhode zwei Funktionen x(z) und y(z) bildend, die in r  eindeutig slnd, gegen- 
fiber den Randsubstitutionen unge~ndert bleiben und auf den reellen Achsen- 
stricken reell sind, die ferner die Eigenschaft haben, dab (x~ y) ein dem 
Bereiche r eigentlich zugehSrendes irreduzibles algebraisches Gebilde ist. 
Indem man mit x(z) den Bereich •, konform abbildet, wird Cs in eine 
zu sich selbst symmetrisehe Riemannsche Fl~iche ~ fibergeffihrt, welche 
Symmetrielinien besitzt und nun durch dieselben offenbar nicht zerffillt, 
hingegen in zwei zueinander symmetrisch einfach zusammenh~ngende 
Stricke zerlegt wird, wenn man zu den Symmetrielinien p zu sich selbst 
symme~rische, das Symmetriehniensystem je in zwei Punkten schneidende 
geei~-ne~e Rfickkehrschnitte (entsprechend den Randkurven yon r hinzu- 
nimmt, welche, wie auch die Figur eines r zei~, ffir sich genommen 
keinen ZerfaI1 der Fl~iche F~ bewirken. Wit sehen auf diese Weise im 
Zusammenhange mit den Kontinuit~tsideen eine ganz bestimmte Frage 
enhstehen, n~m[ich die im fo]genden Paragraphen behandelte Frage der 

*) F. Schottky: ,~ber elne spezielle Funktion, welche bei einer bestlmmten linearen 
Substlmtion ihres Arguments unge~ader~ bleibt." J.f. Math. t0t, S. 227 ft. 
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symmetrischen Aufschneidung der symmetrischen, insbesondere auch eler 
diasymmetrischen Riemannschen Fl~ehe. Auch die Frage nach einer (lurch 
ein reelles Abelsches Integral zu deiinierenden (3p--3)-parametrigen 
Normalfigur tier diasymmetrisehen Fl~ehen erledigt sieh dann analog @ie 
oben bei den orthosymmetrischen Fl~ehen. Natiirlieh ist a posteriori die 
Figur v/, selbst mit der linearen l~nderzuordnung eine (3p - 3)-parametrige 
Normalfigur. 

w 11. 

Die symmetrische Aufschneidung der symmetrischen Riemannsehen 
F]~ichen nnd damit znsammenh~ngende neue Formulierung des 

Hauptkreistheorems. 

Es soll in diesem Paragraphen der folgende Satz begrfindet werden. 
Sa~z: Jede symmetrische Riemannsche Fl~che ~'~ mit Symmetrie- 

linien kann, wean p das Gesehlecht dieser Fl~iche ist, durch p die Fl~che 
nieht zerstiiekende Riiekkehrschnitte, deren jeder einzelne das Symmetrie- 
liniensystem an genau zwei Stellen durehkreuz~, in eine 2p-fach zusammen- 
hiingende Fl~che verwandelt werden. 

Zusa tz :  Diese 2p-lath zusammenhiingende Fl~che zerf~llt in zwei 
zueinander symme~risehe einfach zusammenh~i~gende H~ilf'ten, wen- man die 
Fl~che 2'  8 antler l~ngs den erw~hnten p ~iiekkehrschnitten auch noch l~ngs 
s~mtllchen Symmetrielinien aufschneidet. 

Bevor wir an den Beweis der Existenz tier p Riickkehrschnitte gehen, 
seien vorab einige Bemerkungen gemacht. Zn"i~chst erkennt man unmittel- 
bar, dai~ jeder anf der Fl~ehe F~ gezogeae, zu sich selbst symmetrische 
Rtiekkehrschnitt, welcher eine Symmetrielinie in einem P,m~ kreuzt, die- 
selbe oder eine andere Symmetrielinie notwendig noch einmal treffe)~ muB 
und auch nieht mehr als einmal. Die beiden Treffpunk~e sind ~otwendig 
Punlrte, in welchen der Riickkehrschnitt die Symmetrielinie durchschneidet. 

Nehmen wir an, dal~ es uns gelungen sei, p zu sich selbst symme- 
trische i~fickkehrschnit~e-der in dem Satze geforderten Art zu finden, so 
folgern wit zun~chst die Richtigkeit des Zusatzes. 

Dutch das vollstiindige System der Symmetrielinien wird die Fl~mhe $',, 
wenn wir etwa den diasymmetrischen Fall betrachten, in eine 2p-fach zu- 
sammenh~ngende Fl~he [ F ]  verwandelt. Das kusziehen tier p Riickkehr- 
sehnitte stellt sich in dieser Fl~ehe [F,] als ein Ziehen yon 2p Quer- 
sehnitten dar. Dabei mul~ jedenfalls die Fl~iehe [F,] in Stficke zerfallem 
Nehmen wit jetzt an, dat~ die Anzahl tier Stfieke, in welehe IF,] zeff~llt, 
grSt~er Ms 2 ist~ so unterseheiden wir paarweise zueinander symmetrische 
Stficke und zu sieh se!bst symmetrisehe Stiicke. Denken wir uns jetzt 
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diese Stfieke, wie sie hegen, l~ngs den Symmetrielinien wioder zusammen- 
geheft~t, so wird notwendigerweise jedes zu sich selbs~ symmetrische Stfick 
und jedes Paar zueinander symmetriseher Stiieke naeh der Hef~ung je ein 
besonderes F]~chenstiiek liefern. Diese Fl~henstficke stellen nun aber das 
Resflltat der Aufsehneidung der Fl~che F,  dureh die 10 Riickkehrschnitte 
alIein (otme Hinzunahme der Symmetrielinien) dar und bilden also in 
Wahrheit ein in sich zusammenh~ngendes Fl~chensi~iek. Demnaeh zeff~ll~ 
[F,] dutch die 2to Querschnitte genau in zwei zueinander symmetrische 
Fl~chenstfieke und diese slnd dann selbstverst~ndlich einfaeh zusammen- 
h~ngen& 

Was nun den Beweis des S~t~es selbs~ anbetrifl%, nfimlich den Be- 
weis der Existenz der p Rfickkehrschnitte, so verstehis sich derselbe f~ir 
den Fall, dab die Fl~che _F orthosymmetrisch ist, also dutch das vollst~n- 
dige System der Symmetrielinien in zwei zueinander symmetrisehe H~lRen 
zerleg~ wird, yon selbsl, da man nut nStig hat, die eine H~lfte, welche 
notwendig den Zusammenhang p -b 1 besitzl, dutch 1o Quersehni~e einfach 
zusammenh~ngend zu machen, wie das aueh in Maih. Ann. 67, S. 203 und 
oben S. 99 geschehen ist, und die symme~rische H~lf~e in symmetriseber 
Weise aufzuschneiden. 

Eine Schwierigkeit biete~ lediglich der Fall, in welchem die Fl~che F ,  
diasymmetriseh is~, d.h. dutch das System der Symmetrielinien noch nicht~ 
in Stficke zerlegt wird. Is~ ~ die Anzahl der Symmetrielinien, so ist jeden- 
falls ~ <:~0.*) 

Die Fl~ehe [/;,] is~ dann 2p-faeh zusammenh~ingend und besitzt 2~ 
Begrenzungslinien. Nun w~hlen wit in [F,] einen beliebigen Punkt />. 
Mit P '  werde der zu ~P spiegelbfidlieh symmetrisehe Punkt bezeichnet. 
Wit  kons~ruieren innerhalb [F,] eine sich selbst nieht treffende Verbin- 
dungslinie 1 yon P nach 2 ' ,  darauf die zu l spiegelbildlich symmetrische 
Verbindungslinie l' yon P" naeh P. Indem wit uas vors~ellen, da~ wit 
~lie Linie 1 und gleichzeitig die Linie ~' durehlaufen, ausgehend yon P 
bzw. /~' und darauf achtend, dat~ wir in demselben Moment immer in 
spiegelbildlieh symme~risehen Punkten sind, unterseheiden wit zwei F~lle: 
es kaun ers~ens sein, dab die Linie l mi~ l' keinen Punkt gemeinsehaf~ 
lieh hat auBer xP und _P'; in ~liesem Falle is~ die aus 1 und l' zusammen- 
gesetzte Linie ein Rfickkehrschnit~ /~ Es kann zweitens sein, daft die 
Linien 1 und l' auBer iP und :P' noeh andere Punkte gemeinsehaftlich haben. 

~) 6 kann jeden ganzzahligen positiven Wert ~ i  o h~ben, wie mau sich am Bei- 
spir der symme~schen hyperellip~ischen Fl~che mit %eils zeellen, teils konjugiers 
imaglu~ren Windungspunkten sofor~ klarmachen kann. 6 kann nich~ grSt~er als 1~ sein, 
~eil damn eben 6 die Fl~che n~cht z~str'dckende Symmetrielinien vorhauden w~re~ 
Ome~.) 
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In diesem Falle werden wir zun~chs~ solche gemeinschaffliche Punk~% in 
welehen nich~ ein Durchschneiden der beiden Linien l und .l" s~att~udet~ 
dadureh beseitigen kSnnen~ da{~ wir sie an den be~reffenden Stellen dutch 
eine kleine Deformation voneinander en~fernen~ eine Operation~ die wit 
immer an spiegelbildlich symmetrisehen Punk~en zugleich und in sym- 
metrischer Weise vornehmen. Sind jedoch S u~_d S" zwei zueinander sym- 
met;rische Sehnittpunk~ der beiden Linien 1 und ~'~ so besei~igen wir die- 
selben folgendermaBen. Wir beaeh~n~ dali die Linie ~ dureh die Punk~ B 
und S'  in drei S~ficke /1, l~, 13 zerle~ wird und da$ entsprechend ~' in 
die zu /i, 12, ls bzw. spiegelbildlich symmetrisehen Sificke ll" , l~, l~' zerleg~ 
wird. Wit lassen nun an Stelle der Linien 11 -}-t~ + 1 s die neue Linie 
11-4-ls'+ ~3 als Verbindungslinien yon /~ naeh i D' treten. Bezeiehnen wir 
jetzt diese Verbindungslinien mit l~ die zu 1 spiegelbfldlich symmetrisehe 
l l ' +  l~ + 13' mit t'~ so besitszen die neuen Linien 1 und l" ein Pa~r y o n  

SchniL~punkten weniger als die alten'Linien l und l'. Offenbar kSnnen wir 
so durch einen endlichen ProzeB zu zwei Linien l und 7" gelangen, welche 
sich nich~ mehr schneiden und demnach, nach Besei~igung der jet,z~ aller- 
dings vorhandenen Treffpunkte gem~i~ obiger Vorschriff~ zusammen einen 
Riickkehrschnitt R bflden. Dutch den Riickkohrschnit~ R k~n~ nun die 
Fl~iche [2"~] mSglicherweise in zwei zueinander symmetrische S~ficke zer- 
fallen, deren Einzelnes dann no~wendig den Zusammenhang p -t- 1 haben 
~rird. Dieser Zeffall trit~ sicher dann ein~ wenn a ~ l o  ist. Is~ jedoeh 
a < ~,  so kann man an Sblle des gefundenen Rfickkehrschnittes R sofort 
einen anderen treten lassen, der ebenso wie R zu sich selbs~ symmOrdsch 
is~, ferner keine Symme~rielinie ~riff-~ und keinea Zerfall der F l~he  IF,] 
bewirkk Zu dem Zwecke mSgen e~wa mi~ f und f" die erw~hnten beiden 
Hilften bezeichne~ werden. Man kann dann, da der Zusammenhang tier 
Fliche f grSlter is~ als die Anzahl der Begrer~ungslinien dieser Fl~he, 
einen durch das Innere yon f gehenden Querschni~t; ~ konsh'uieren~ der 
deu P a n ~  P mit dem Punkte :P" verbinde~ und dutch welchen die Fl~che f 
nicht z e r f ~ .  Nimmt man zu Q den spiegelbi!dlich symmetrisehen Quer- 
schni~t Q" hinzu, der g ~ z  innerhalb f" verl~uft, so bilden Q mid Q' zu- 
sammen auf 2'  einen zu sich selbs~ symme~rischen Riickkehrschni~t~ durch 
welchen nnnmehr die Fl~iehe 2" offenbar nieht in Stfieke zerleg~ wird, 
sondern in eine neue zu sich selbst5 symmetrische 2p-fach zusammen- 
hingende Fl~he  [2',] verwandelt wir& 

Zusammenfassend kSnnen wit also sagen, da~ es mSglich isf~ in [~,] 
einen zu sich selbst symmetrischen, die FIKche [2",] nicht~ zers~fiekenden, 
sondern in eine ebenfalls 21o-fach zusamment~ngende~ zu sich selbs~ symn~- 
trische Fliche [~,] mit 2~-}-2 Begrenzungslinien verwandelnden Rack- 
kehrschni~ 2~ zu konstruieren. Indem wir das vorsfehend en~wickelf~ Kgn- 
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sianfl~ionsverfahren wiederhol~ anwenden,_ zun~chst auf die Fl~che [~,]~ 
darauf auf die neugewonnene Fl~che [F~] usw., gelangen wir zur Kon- 
s~ruktion yon p ~-1 ~ ~ = p  voneinander getrenn~en Rtickkehrschni~ten 
in [F~]~ durch welche die Fl~che [F~] in zwei zueinander symmetrische 
(p ~-1)-lath zusammenh~ngende H[ilf~en f und f '  zerleg~ wird.*) 

Nanmehr kann man in folgender Weise zu p zu sich selbst symme- 
~,ischen Rfickkehrschni~n gelangen, deren jeder das System der Symme~rie- 
llnien in zwei Punk~en schneider. 

Wir zerlegen die Fl~che f durch Io ~- # (# =ID + 1 -- ~ = Anzahl der 
gefundenen Riickkehrschnitte /~) sich gegenseitig nicht treffende Quer- 
schnit~ in Q @ 1 einfach zusammenh~ingende S~ficke und zwar in der 
Weise, dab wit zun~hs~ die ~ Symmetrielinien durch ~ -  1 in f ver- 
laufende Querschnitte miteinander in Verbindung bringen, darauf jeden der 
Riickkehrschnit~e/~ durch zwei Querschnitte mi~ den Symmetrielinien ver- 
binden, wobei wit noch bei jedem einzelnen R~ickkehrschnit~ /~ die Ein- 
miindungspunkte der zugehSrenden beiden Querschnitte so w~hlen, da~ die 
spiegelbildlich symmetrischen Punkte dieser Einmfindungss~ellen einerseits 
und die genannten Einm[indungsstellen selbs~ andererseits auf dem Riick- 
kehrsclmitt voneinander nich~ separiert werden, was z. B. dadurch erreicht 
wird, dab die beiden Einmiindungsstellen hinreichend nahe beieinander ge- 
w~hlt werden. Nachdem f und symmetrisch f" in dieser Weise aufge- 
schnitt~n sind, stellen wir nunmehr auf den Riickkehrschni~ten R die Ver- 
bindung zwischen f u n d  f '  wieder her und zwar f~ir jeden Rfickkehrschni~ 
nut l~ngs dem Stack zwischen den Einmfindungsstellen und dem dazu 
symmeh-ischen S~ficke. Auf diese Weise sind an Stelle yon f u n d  f '  zwei 
zueinander symmetrische einfach zusammenh~ngende Fl~ichen getreten, 
welche dutch 2p paarweise zueinander symme~rische Querschnit~e in [F,] 
entstehen, deren je zwei zusammengehSrende sich auf F~ zu einem Riick- 
kehrschni~ der in unserem zu beweisenden Sat~ze geforder[en Ar~ zusam- 
menschliel~en. 

Wir erw'~hnen zum Schlul~ dieses Abschni~es noch die folgende nun- 
mehr gleichm~i~ig fiir de~ or~hosymmetrischen und diasymmetrischen Fall 
gel~nde Formulierung des Hauptkreis~heorems. 

"Zweite Formulierung des Ha~tkreistheorems: Jede reelle algebraische 
Kurve (x, y) yore Geschlech~ ~ mi~ mindestens einem reeUen Zuge 1 ~  

*) Diese Q Riickkehrschnitte, deren Existenz man am Beispiel der hyperellip- 
t~schen FlY, hen sofort fest~tellen kann, kommen auch bei Klein und Weichhold 
(Zi~at~ im ,U. d. a. K. I" S. 184 Mat~. Ann. 67) vor, doch wird ein einwand2reier 
Exis~enzbeweis nicht gegeben. Die f6r das Haup~kreisEaeorem wich~ige dutch unsern 
Satz S. 107 geforder~ Aufschneidung ist yon Klein und Weichotd noch nich~ be- 
trachtet wordem 
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sich dureh reelle automorphe Funktionen mi~ p reeUen Gruppenerzeugen- 
den uniformisieren, welch letztere geometriseh dutch 2/0 die Aehse des 
Reellen or~hogonal sehneidende, sieh gegenseitig night treffende Kreise in 
paarweiser Zuordnung definiert werden kSnnen. Je nachdem die zu y(x) 
gehSrende Riems nn sche Flgche diasymmetrisch oder orthosymmetrisch ist~ 
befinden sich untex den genannten/~ erzeugenden reellen Substitutionen 
solche, welche die obere und untere Halbebene vertauschen, oder nicht. 

:Fig. 5. 

:Fig. 6. 

Dureh die beis~ehenden Fig~ren, in welehen iibrigens die geihenfolge 
in tier Paarung der Kreise noeh anf aUe mSgl[chen Weisen variicr~ zu 
denken ist, wXrd der Typus der erw~ihnten Fundament~lbereiche schema- 
tisch erl~utert, wobei man bemerke, dab es in der Tat keine Sehwierig- 
keit ha~ die Begrenzung als aus Vollkreisen gebildet vorzustellen, well 
anderenfaUs die betreffenden tiber den Durchsehni~tspunkten mit der Achse 
des Reellen konstruierten Vollkreise sofor~ start der nich~ kreisffirmigen 
Begrenzungslinien gesef~z~ werden kSnnen. 

w 12. 

Die Komposition irgendwelcher Hauptkreisgruppen. 
Wir haben in ,,U. d. a. K. I." die allgemeinsten auf der kchse des 

Reenen diskontinuierlichen Haup~kreisgTuppen aufges~llt, die aus der Uni- 
formisierung reeller algebraischer Kurven entspringen und aus endlich 
vielen Erzeugenden hervorgehen. Dieser altgemeinen Auffassung gem~B 
ergibt sich eine gewisse Erweit~rung des Haup~kreist~heorems, auf die wir 
jedoch an dieser S~elle nieh~ n~her eingehen wollen~ In jedem orthosym- 
metrisehen oder diasymmetrischen Einzelfalte is~ es dabei abrigens mSg- 
lieh, einen in bezug auf die Achse des t~ellen zu sioh selbst symme4a'i~hea 
Fundam_ent~lbereieh aufzustellen, zu dessert Hers~ellung die Ent~icklunge~ 
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des vorangehenden Paragraphen die Grundlage bilden. Wit  kSnnen nun 
den Gexlanken der Uniformisierung reeller algebraischer Kurven noch in 
tier Weise weiferffihren, dab wir auch die Komposifion yon verschiedenen 
Hauptkreisgruppen in Be~raeht ziehen, was nach folgender Regel zu ge- 
schehen hat. Man nehme jeder Hauptkreisgruppe entsprechend einen Kreis 
in der Ebene an, der Bedingung getable, dab die Gesamtheit dieser Kreise 
sich gegenseitig ausschlieBen, und nun denke man sich in den so bestimmten 
mehrfach zusammenh~ngenden, den unendlich fernen Punk~ enthaltenden 
Bereich fl ein Fundamen~alpolygon dadurch eingezeichne~, dab man jedem 
einzelnen der genannten Kreise entsprechend die eine H~ilfte der beiden 
zueinander symme~rischen H~ilf~en des beztiglichen ttauptkreispolygons in fl 
konstruierk Jetzt ist das Fundamentalpolygon mit seinen s~mtlichen Rand- 
substi~utionen fertig, wenn man auch die Spfeyelung an den genannten 
Hauptkreisen als Erzeugende einf~ihr~. Diesem Fundamentalpolygon ent~ 
spricht daun allerdings nut ers~ die eine Hiilf~e des zugeordnet~n alge- 
braischen Gebildes. 

Hiermi~ is~ eine .Kette yon Uniformisierungslorobleme~ bezeichnet~ in 
welchen das in diesem • ausfiihrlicher dargelegte oben formulierfe 
ttauptkreistheorem einerseits und der Schottkysche Uniformisierungsfall 
andererselts, bei welchem der halbe Fundamentalbereich einfaeh yon to 3-1 
u begrenzt wird und die Erzeugenden die 2 q- I Spiegelungen 
an diesen Kreisen sind, als ~ul~erste und jedenfalls auch interessanfeste 
Glieder erscheinen. Allerdings is~ der erw~ihnte Schottkysche Fall auf einen 
bes~mmten orthosymmetrischen Typus Riemannscher Fl~chenF,'besehr~fl~, 
der durch die Bedingung definier~ ist~ dal~ die Anzahl der reetlen Zfige 
gleich /~-~ 1 ist, unter/o das Geschlecht der Riemannsehen Fl~ehe ~,  
verstanden. 

Dr i t t6 r  Tell. 

Die  U n i f o r m i s i e r u n g  d u t c h  al lgemeine  kanonische  
1 1 ~ i f o r m i s i e r e n d e  V a r i a b l e .  

w 13. 
Die Unfformisierung durch automorphe Funktionen mit 1~ Paaren 

parabolischer Erzeugenden. 
(J[neinanderschiebung yon Parallelogrammen). 

Der Fall, dab p Parallelogramme mit 2p parabolischen Substi~utionen 
(Fig. 7a) ineinandergeschoben werden~ biete~ der Erledigung unter Zu- 
grundelegung des yon mir in Math. Ann. 69, 72 (,U. d. a. K.,II und III 'c) 
geliefer~n Unit~tsbeweises keine neue Schwierigkeit dar. Als:Bereiche �9 
mi~ regul~rer analy~ischer R~nderzuordaung haben wit j e t~  zu be~rach~en 
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die alton im ersHn Teilo angofiihrton O; jedoch hat man sich Fdr jedes 
einzelne Paar yon Randkurvon (engsprechend dot Aufschnoidung der Rie- 
mannschen Fl~.ehe /~ dutch p Rfiekkehrsohnigtpaare) oino Vorbindungs- 
linie Q hergestellt zu denkon, die zwei zugoordnote Randpunk/~e vorbiadet, 
auf doren durchgi~ngig regul~ren CharakHr es fibrigeus nichg welter an- 
kommt (vgl. Fig. 7 b). 

�9 ~ig, 7b.  

]Big. 7a. 

Man erkennt nun" unm[Ltelbar~ dab man es in der Hand hat, die ]'~bor- 
fiihruag zwoier r stets so zu machen, daft dabei auoh noch die 
Verbiadungstinien Q in die korrespondierenden Yerbindungsliniea fiber- 
gehen. Dieser Tatsache entsprioht in dora Kontinuum der REomannschon 
Fl~chen F vom Geschleoht/o der Satz, dab die mit /o Riickkohrschni~- 
paaren aufgeschnittenon gleichvielbl~ttorigon Riemannschon Fl~chen yore 
Geschlecht 1o ein Kontinuum bildon. ~ Doch wird dieser Satz als solehor 
yon uns nich~ gebraucht. Er k~inn~e aus der genannten auf die r sigh 
beziohenden Tatsache jodoch gefolgert wordon. 

Die Bereiohe ~, d. s. die jetzt zu betraehtenden Fundamontalbereiohe 
mit linearer l~nderzuordnung, wordon (6to -- 6)-parametrig normior~, indem 
man yon den 10 Fixpunkten einen nach O~ einon nach c~ bring~ und fiir 
le~zHren noch festsetzt, dab oine der parabolisohon Subs~itutionon die 
Form z ' =  z + 1 haben soil 

Die Durchfiihrung des Kontinuit~tsbeweises selbst bodarf gar keinor 
neuen Bomorkung~ worm man ws mit dem Auswahlver~ahren vorgeh~. 
Will man dies nicht, so ist noch besonders zu orl~utorn, wie ira vor- 
liegenden Fallo die ExisHnz einer oberon Schranke fiir die in ~ zu deft; 
nierondon Potentialo u l , . . . ,  u~ fol~. Dor Nachweis der StetigkeR dieser 
PoHntiale bietet jodoch dann keine neuo Schwierigkeif, da nach dem End- 
lichkei~sbeweise aueh die Endliohkei~ tier Ableitungen angemoin fest~eh~ 
und deswegen die jetzt auftro~endon Begrenzungsocken dot �9 koine Schwie- 
rigkeiten maehen. 

Dor _E~M, lichke~tsbeweis kann wieder wio obon durcJa Betrach~nng des 
Mathemat ische  A . n ~ l e ~  LXXV.  
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Dirichletschen Integrals gefiihrt werden. Es kommt natiirlich, wie erw~ihn~,, 
nut darauf an, ihn f'~ir die ~ zu fiihren, da er fiir die r genau so wie 
frfiher gilt, insofern als die Querschnitte Q ant die Definition der u keinen 
EinfluB haben. Haben wir aber einen Bereieh r und dazu ein Potential u, 
welches jetz~ definitionsgem~ bei einer der parabolischen Subsfitutionen 
den PeriodizW.itsmodul 1 hat, bei allen anderen jedoch sich reproduziert, 
so machen wit eine Hilfsabbildung des be~reffenclen Parallelogrammes dutch 
eine Exponentialfunktion, so dal~ das eine Seitenpaar des Parallelogrammes 
in eine und dieselbe Linie verwandelt wird, in der Art der Fig. 8a, 8b. 
In Fig. 8b denke man sieh jetzt einen schraffierten Ring eingezeichnet 

l~ig. 8s .  

l~ig. 8 b. F ig .  8 c. Fig .  8d .  

(vgl. Fig. 8c), und die Potentialfnnl~tion h gebfldet, die auf der einen 
Randkarve dieses Ringes konstant 0, auf der anderen konstant 1 ist, 
darauf dieselbe auf die Fig. 8a iiberpflanzt (Fig. 8d). Alsd~.-n hat das 
Dirichle~sche Integral D~(}~) einen Weft, der auch ffir alle Naehbar- 
bereiche u/, yon ~ beibehalten werden kann, da man in Pig. 8c den ge- 
w~hlten Ring jedenfslls bei hlnreichend kleinen Vm:~nderungen der Fig. 8 c 
und entsprechend 8a festhalten kann. 

Der Satz yon der Invarianz des Gebiets I~B~ sich genau so wie oben 
S. 82 vermeiden, da die Poincargschen Reihen offenbar wieder analytisch 
yon den s~imtlich frei komplex ver~nderlichen Konstanten des Bereichs 
abh~ngen. 

w 14. 
Beweis des Sieheltheorems (Uniformisienmg p ~-0  mit einem 
durch Ineinanderschiebung yon elliptischen und parabolischen 

Sicheln gebfldeten Fundamentalbereieh). 

Auf der einen Seite (t-Ebene) haben wir eine Figur ~/ der Form 
Fig. 9a (Ineinandersehiebung mehrerer elliptisc~her und eventuell para- 
bolischer Sicheln), auf der anderen Seite (x-Ebene) die sch]~ch~e Ebene 
mit n Einschnitten nach den elliptischen bzw. parabolischen Stigmata 
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(Fig. 9b), welohe Ebene wit in dieser Aufschneidung mit r bezeiclmen 
werden. Die Figg. 9a und 9b haben offenbar dieselbe Kons~utenzahl. Wir 

Cb 

Fig. 9 a. 

l~ig. 9b 

denken sie uns in der Weise in Beziehung gesetzt, dab im Unendlichen 
t = x q- ((0)) sich entwickeln l~l~t. Dann gil~ der Uni~itssatz. Die x-Figuren 
bilden evidentermaBen ein Kontinuum. Die Funk~ion x(t) zu einem ge- 
gebenen Bereich h u kann man mi~ den kombinatorischen Mei~hoden bflden. 
Es muB sodann gezeig~ werden, dab x(t) eine stetige Funk~ion in Ab- 
h~ugigkeit yon ~g ist. Dazu gen[igt es, die Stetigkeit des in tier t-Ebene 
zu definierenden Potentials U nachzuweisen, das im Unendhchen wie 

-k ((0)) unendlich wird, wenn z ~ ~ -b i~ gesetzt wixd, f~'nel: eindeu~ig 
is~ in dem Fundamentalbereich h u und sich reproduzier~ gegenfiber den 
Randsubstitutionen dieses Bereiches. Um die Stetigkeit yon U ~  U(~g) zu 
erkennen, m[issen wir zun:~chst die Endhchkei~ nachweisen unabh~gig 
yon .stetiger Ver's des Bereiches h u. Dies folg~ unmi~telbar ans 
meinem Hilfssatze I~ S. 46 der Abhandlung ,U. d. a. K. II." be~effend 

1 
Funktionen mit der Unstetigkeit z - k  ((0)) oder dem ganz analogen und 

ganz analog zu beweisenden Hilfssatze i~dr Potentialfunk~ionen~ die unstetig 
werden wie r-1 cos ~ -t- ~0)). 

Nachdem die Endlichkeit der Funktion U fes~Steh~, steh~ sie offenbar, 
wenn nut elliptische Sicheln vorkommen, keine parabolischen, auch fiber 
den Fundamentalbereich hinaus ein S~fick lest und zwar gleichm~iBig bei 
stetiger Ab~nderung. ~ieraus folgt jetzt dutch Differenzbildung und Be- 
rechnung des Dirichletschen Integ'rals ganz analog wie oben w 2 die 
Stetigkeit der Funk~ion U(~g) zun~hst im FaUe des Feb.lens parabolischer 
Sicheln. 

Die parabolischen Sicheln kSnnen wit gleichF6rmig mit den ellip- 
tischen folgendermaBen behandeln. Wir bilden eine durch eine Linie L 
abgegrenzte Umgebung B einer sotehen Sichel durch eine ExP0neni~ial- 
funlr~ion Coei el~ptischen Sicheln Potenz mit~ ganzzahligen posi~iven F~- 

8*  
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ponenten) auf ein Gebiet fl ab in der Weise, wie die Figg. 1Qa und 10b 
erl~iutern..~ndern wit die parabolisehe Siehel stetig ab, so woUen wit u_us 
doch L lest denken. Die Linien ~ und ~ werden sich dann auch stetig 

~ndern. Indem w~r einmal die Funktion U Q 
L Fig. lob @ leig. 10~. 

fiir einen ersten Bereieh ~ betrachten, das 
andere Mal fLir einen ~Tachbarbereieh ~ '  und 
entsprechend mit U' bezeichnen, denken 
wit uns jetzt dee Differenz U ' - - U  fSr 
den Bezirk B dadurch erkl~rt, da~ wir 
B'  auf fl" abbilden und nun die Funk- 

~ion U' auf fl' iiberpflanzen. Dadurch isg sie aueh in fl erkl~r~ und sie 
kann rtickw~irts auf /~ fiberpflanzt gedacht werden. Die dadureh in B 
erkl~rte Funktion U" nenne ich ~' .  Sie geniigt dann vollstiindig den auto- 
morphen Randbedingungen l~ngs der zu B gehSrenden parabolischen Sichel. 
Sie weist jedoeh l~ngs der Linie L einen kleinen Unterschiedgegen die 
eigentliehen Randwer~e yon U' auf, ein Unterschied, der sich abet ein- 
schliel~lieh der Ableitungen nach allen Richtungen gleichm~Big l~ings der 
ganzen Linie L auf 0 reduziert bei unbegrenzter stetiger Ann~herung yon 
~ '  an ~. Rechnen wir nun das Dirichletsche Integral / ) ( U ' - - U )  fiber 
den ganzen Bereieh ~ aus, indem wit in _B augenblieklieh under U' die 
Funktlon ~ '  verstehen, so ergibi sich ein Randintegra] fiber L zu beiden 

n~mlieh _f(u'-- U)'~(~-~ ~ ds und dieses Integral reduzier~ sieh Seiten, 

in der Tat auf 0 beim Grenziibergang, indem entsprechende Inf~gralele- 
men~e zu beiden Seiten yon L sich ausgleichen. 

Hiermit ist gezeigt, dab einer stetigen Ver~nderung der Fig. 9a eine 
st, etige Veriinderung der Fig. 9b entsprieht, wobei wegen der gleiehen 
Parameterzahl und des Uni~tssatzes alle Freiheitsgrade der Fig. 9b er- 
sehSpf~ werden. Dabei wird man sieh nun wieder entweder au f  den Satz 
yon der Invarianz des Gebiets bei stetiger eineindeutiger Abbildung be- 
ziehen kSnnen oder aueh diesen Satz vermeiden durch Bezugnahme auf 
die analytische Abh'~n~gkeR der Mannigfaltigkeiten, welche jetzt sofort 
durch den Hinweis auf die flit t als Funktion yon x bestehende Diffe- 
renf~algleichung 3. Ordnung erledigt wird, welche abgesehen yon ge- 
wissen akzessorisehen Parame~ern, zwischen welchen nocJa transzendente 
analytische Gleiehungen bestehen, direkt aufges~llt werden kann und die 
singul~ren Punkte der x-Ebene wie auch die genannten akzessorisehen 
Parameter rational enth~lL 

Jetzt kann man im Gebie~e der Fig. 9b ohne weReres eine ~'[befffih- 
rung yon jeder Figur in jede andere vornehmen. Es kommt nun darauf 
an, die UnmSglichkeit einer Grenzstmlle r  auf der ~berfiihrungslihie 
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nachzuweisen. Man kann dies mit Hilfe des Konvergenzprinzips ~olgern, 
indem man beaehtet, daft die Fltnk4ion t(x) in einem Gebiet, das den un- 
endlich fernen Punk~ der x-Ebene ausschliel~t, auf ~rund des oben er- 
wghnten Hflfssatzes I arts ,,U. d. a. K. IIY unterhalb einer endlichen Sehranke 
bleibt. Im F~lle des Vorkommens nur ellipfiseher, nicht aueh parabolischer 
Sicheln kann man jedoch dutch analoge Betraeh~ungen wie auf S. 94 u. 95 
die S~etigkei~ der Funktion t(x) in Abh~ngigkei~ yon der Fig. 9b beweisen, 
indem man jetzt mi~ den Endpunkten der EinschnRte g.hnllch verfiihrt wie 
dor~ mit den Windungspunkten. In der Tat lieg~ ja ffir die uniformisie- 
rende Variable t(x) an jedem Endpunkte der EinsehnRte ste~s ein Win- 
dungspnnkt bestimmter Orddaung. 

Wir bemerken fibrigens noch, dab wir, was anch eine Art Konti- 
nuit~itsschluBverfahren ist, den Fall parabohseher Sieheln aueh als Grenz- 
fall elliptischer Sicheln mittels des Auswahlverfahrens behandeln kSnnen, 
wie dies in ,U. d. a. K. 1I"' w 19 geschehen is~. 

15--18. 

Beweis  der a l l g e m e l n e n  K le in schen  F u n d a m e n t a l t h e o r e m e .  
( I n e i n a n d e r s c h ~ e b u n g  yon Grenzkre i spo tygonen . )  

w 15. 
Einleitende Bemerkungen. 

Wir gehen nunmehr zum Beweise der allgemeinsten Fundamental- 
theoreme mittels der Kontinui~fsmet]aode tiber. Dabei wollen wit uns f/it 
die Zwecke der DarsteUung eine unwesentliche Besehr~nkuag auferlegen, 
insofern als wir annehmen wollen, dab die jetz~ zu betraeh~enden Funda- 
mentulbereiche �9 dutch Ineinanderschiebung wirklicher Grenzkreispolygone 
en~ste.hen, under Weglassung sotcher komponierenden Fundamen~albereiche, 
deren zugehSrendes Polygonnetz entweder die volle Ebene oder die ga~aze 
Ebene exklusive eines oder zweier Punkte bedeckS. Diese Beschr~nkung 
is~ yon der Art~ dab der Leser namentlieh auf Grand der vorang%o~angenerL 
Entwicklnngen in w 13--14 sofor~ erkennt, dab anch die angedeut~e 
weitere Allgemeinhei~ keine neuen SchwierigkeRen mit sieh brin~s~. Wit  
denken uns den Fundamentalbereich ~ wieder als einen Bereich, we]eher 
den unendlieh fernen Punkt in seinem Innern enth~t. Das einzelne an tier 
-Komposition beteiligte Grenzkreispolygon yam Geschlecht p' mSge im 
Falle p ' =  0 so begrenz~ sein, dab die Begrenzung einer Aafschnes 
der schliehten Ebene (p'-~0) entsprieht, bei weleher die versehiedenea 
relativen Windungsstellen mit einem in tier Ebene willkfirlieh gewSJ~l~ea 
Punkte 3]I' dutch je einen Einschni~ verbunden sind, so dab die A ~  
der Selden eines solchen Polygons 2n" beh~_g~ wenn n' die A,~ahl tier 
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erw~ihntea relativea Windungspunkte (Stigmata) ist. Ist jedoch das Ge- 
schlecht 2 ' ~  1, so denkea wir uns das Polygon in der Weise begrenz~, 
da6 die Begrenzung einer Aufsehneidung der zugehSrenden l~iemannschen 
Fl~che mittels p" getrennter Rfickkehrschnit~aare entspricht, welehe unter- 
einander dadureh verbunden sind, da$ yon jedem der p '  Kreuzungspunkte 
ein Sehnitt nach einem willkfirlichen Punkte M '  der zugehSrenden Rie- 
mannschen Fl~che gemach~ ist. Im g~nzen wiirde dem Bereiche qs eine 
Riemannsehe Fl~iche F zugehSren~ welehe nun durch ~ getrennte SchnRt- 
systeme in eine ~-faeh zusammenh:,i~gende schliehtartige Fls F 0 ver- 
wandelt erscheint, wean ~ die Anzahl der den Bereich ~ bildenden ein- 
zelnea Grenzkreispolygone darstellt. 

Ffir den im folgenden zu ]ieferaden Kontinui~sbeweis ist erstlich 
die Frage nach der tats~chlichen Exis~enz yon Fundamenf~lbereichen 
eines beliebiffen zu be~raehtenden Typus einerseits, anderersei~s die Frage 
.nach dem Grade der VariationsmSglichkeit derartiger Fundamentalbereiche q~ 
zu beantworten. Beide Fragen boten bei den bisher behandelten Unifor- 
misierungsproblemen keine Schwierigkelt dar. Hier jedoch bed0_rfen sie 
einer besonderen Untersuchung. Wir kSnn~en uns dazu auf die ausffihr- 
liche Behandlung der Theorie der Polygong,ruppen~ wie sie Fricke in Bd. II 
des Werkes Fricke-Klein: ~,Vorlesungen fiber die Theorie der automorphen 
Funktionen" gegeben hat, berufen, eine Theorie, durch welche tats~chlieh 
eine direkte geome~ische LSsung der beiden erw~hnten Fragen gegeben 
wird. Wir ziehen es jedoch vor, dies nich~ zu tun, well einerseits diese 
Theorie im ganzen doeh zieml/eh kompliziert ist und weft andererseits 
dureh eine solche Bezugnahme der independente Charak~er unserer Arbeiten 
gest~rt wfirde. Wollte man das Grenzkreistheorem selbst mi~tels der Kon- 
tinuit~tsmethode behandeln~ so w~irde eine derartige direkte geometrische 
Untersuehung der Hauptkreisgruppen aUerdings unvermeidlich sein~ eine 
Untersuehung, die fibrigens nur dann Sehwierigkeiten verursaeht, wenn 
kein Stigma eo vorkommt, in welehem Fall wir dem Polygon stets die in 
,,U. d. a. K. HI.", Mate Ann. 72, S. 482 gesehilderte einfaehe Gestalt geben 
ktinnen, writhe fiber Existenz und Variationsm~gliehkeit unmittelbar Auf- 
sehlu$ gibt. Im aHgemeinen Falle stfitzen wit uns bez~iglieh der Existenz yon 
Groa~.kreispolygonen jedes einzelnen Typus auf die Exist~nz der Grenzkreis- 
variablen zu gegebener nnsignierter oder irgendwie signier~er Riemannseher 
Ftgche, wie wir dieselbe in ,,U. d. a~ K. I." mittels der Methode der ~ber- 
laffer~mgsfl~che bewiesen haben, and nehmen nun in den beiden folgen- 
den Paragraphen diese so begriindete Existenz der Grenzkreispotygone 
aueh als ~rundlage zur exakten Bestimmung der VariationsmSghchkeit 
dieser Polygone in der NaehbarsehaR jedes einzelnen derselben. 
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w 16. 

Die Yariationsm~glichkeit der Grenzkrcispolygone 
yore Geschlecht Null. 

Wir betrachten zun~chst den Fall p'-~ 0 odor, tinter Weglassung der 
Akzente in diesem Para~o-raphen~ i~ = 0. Wit bringen drei der Stigmata 
naeh 0, 1, ~ .  Alsdann denken wit uns die kanonische Aufsehneidung go- 
m ~  Fig. il (5 Stigmata). Die 
Abbildung der aufgeschnittenen 
x-Ebene (-~O) aufdas ~renzkreis- 
polygon TI (t-Ebene) mit dem Ein- 
heitskreise als Grenzkreis sei so 
normiert, da~ ein Punk~ 0 in 
den Nullpunkt und eine bei 0 
gegebene Richtung in die Rich- 

0 I 

0..~ 

Fig. II. 

tung der positiven kchse des Reellen iibergehen soll. Wit haben uns nun 
vorzustellen, dal~ die n -- 3 yon 0, 1, co verschiedenen Stigmapunkte frei 
variieron und auBerdem das Richtungselement bei 0. Das sind 2 n - - 3  
reelle Parameter. 

Es kommt jetzt zun'~chst darauf an, zu zeigen, dab die (~rSBe t(x) 
eine stetige Funktion der genannten 2 n -  3 Konstanten ist. Das ergibt 
slch sofor~ mit dem AuswaMkonvergenzprinzip. Wir brauchen nur zu 
zeigen~ daft, wenn ein Werlsystem der 2n -- 3 Parameter gegen ein Aus- 
gangswerlsystem konvergiert, dann auch t(x) gegen die Ausgangsfunk- 
tion konvergiert. W~ire dies nun nicht der Fall, so warden wit eine 
Fotge yon Wertsystemen der 2n -- 3 Konstanten, die gegen das Ausgangs- 
system konvergieren, so bestimmen k5nnen, dab dennoch die Funktion 
f t*(x) --to(x)] , unter to(x ) die Ausgangsihnktion verstanden, in einem Be- 
zirke-der t-Ebene noeh Wer~e oberhalb einer endliehen yon Null versehie- 
denen Sehranke bek~me. Da nun jedenfalls alle Funktionen t(x) in der 
aufgeschnittenen x-Ebene erkl'~r~ sind und dem absoluten Betrage nach 
tiberhaup~ ~ 1 bleiben, so kann man je~zt eine neue Folge ausw~itflenj die 
sicher gleichmRBig konvergiert. Die Grenzfunktion kann keine Kons~ute 
werden, weft dann der nichteuklidisehe Inhalt des Polygons sieh allmRh- 
l/oh auf ~ull  reduzieren mfiBte, w~hrend er doch nur yon der Signatur 
abh~ng~ also konstant ist. Die Grenz~u]r~ion wird daher auoh eine Ab- 
bildung der Ausgangsfigur der x-Ebene auf ein Grenzkreispotygon liefern~ 
demnaeh mit der Funk~ion to(X ) identisch sein, wRhrend sie sich dooh 
andererseils yon to(x ) sowei~ un~rseheiden m/iBt~ dab das Maximum dot 
Differenzfu~ktion in einem Gebiete der x-Figur oberta~lb tier genanntaa 
Schranke liege, was ein Widerspruch ist. 
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Hiermit ist die stetige Anderung des Grenzkreispolygons IT in Ab- 
h~agigkeit yon (t) unter den oben angegebenen Normierungsbedingungen be- 
wiesen. Wir bemerken nun weiter~ dab anter Besehr~inkung auf eine hin- 
reiehend kleine Umgebnng des Ausgangsparameiersystems die erhaltenen 
Polygone Ha l l e  untereinander versehieden sein mfissen, so dab zwei der 
Polygone niemals dieselben 2n elliptisehen Eckpunkte aafweisen kSnnen. 
Nehmen wir in der Tat an, es wtirden sieh far zwei Parameiersysteme, 
die hinreiehend benaehbart sind, dieselben elliptischen Eekpunkte, oder~ 
was dassetbe ist, el]ipfischen Randsubstitutionen ergeben, so wtirden die 
beiden Polygone offenbaa" deformatoriseh ~iquivalen~ sein. Daher w~irde 
zu beiden Polygonen dieselbe Hauptfunktion x(t) gehSren, welehe so nor- 
miert zu denken ist, da~ drei der elliptisehen Eckpunkte in 0, 1, oo tiber- 
gehen. Dann aber wtirden sieh aueh ~ r  die anderen eUipiisehen Eekpunkte 
sowie ffir den Nullpunkl und das positive reeile Riehtungselemen~ im Null- 
punkt genan dieselben S~ellen and dasselbe Riehtungselemeni in der x-Ebene 
ergeben. 

Es ist nun tibrigens aueh klar~ da$ wit durch die vermSge der 2n -- 3 
in der x-Ebene definierf, en Parameter bestimm~e VariationsmSgliehkeit des 
Grenzkreispolygons H tatsSehlich iiberhaupt die VariationsmSglichkei* dieses 
Polygons in der Nachbarschaf~ des Ausgangspolygons H o ersehSpf~ haben. 
Dies fblg~ daraus, da6 einer geringen Ver~inderung des Polygons I'T 0 eine 
geringe Veriinderung der Itauptfunktion x(t) en~sprieht und folglieh ein 
nur wenig verKndertes Parametersystem. Die Stetsigkei~ der HaupLfunk-~Aon 
bzw. des Potentials U mit der Unstetigkeit r -1 cos ~ folgt genau ebenso 
wie in w 14 mit oder ohne Zuhilfenahmr des Auswahlkonvergenzsa~zes. 

Man wird wfinsehen, die stetige AbhEnglgkeit der Funktion t(x) yon 
dem Parametersystem durch einen Schlu$ naehzuweisen~ bei welohem man 
sieh nicht des Auswahlkonvergenzsatzes bedient5 und weleher dadureh die 
MSglichkeit einer AbschKtzung der Abweichung biete~. Dies ist nun nach 
Analogie der Entwicklungen in w 5 folgendermagen mSglich, wobei wir 
den Fall eines lessen Richtungselementes 0 betl"achfen, nut die n -  3 
Stigmapunkte variieren lassend. Der allgemeine Fall wfirde, wie man so- 
fort bemerkt~, eine wesentlich neue Be~rach~ang nicht erfordern, da eine 
alle~nige Ver's des Richtungselemen~es 0 unter Festhaltung tier 
Stigmapunkte lediglich eine lineare Transformation in der t-Ebene beding~ 

Wir k~nnen, wenn die Abweichung der Stigmapunkte in tier x-Ebene 
yon den Ausgangspunkten kleiner als , ist, ~hnlich wie in w 5 Kreiso 
veto Radius 2e konstruieren and nun die beiden ~berlagerungsfls be- 
~ e h t e n  exkl. der aus allen Bl~ttern ausgestanzt zu denkenden Kreisfliichen- 
s~iieke. Die~e 13eiden Uberlagerungsfl~chen sind dutch die Iden~itKY~ aufein- 
ander bezogen. In der t-Ebene bekommen wir entsprechend eine Abbil- 
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&rag des unendlich-vielfach durchl~cherten Einheitskreises auf die in an- 
deter homologer Weise durghl6eherte Einhei~skreisfliighe, wobei die LScher 
sigh beidemal gegen die Peripherie h~n h~ufen. Wegen der Kons~nz des 
nich~euklidischen Fl~icheninhalges der in Betrach~ zu ziehenden Grenzkreis- 
polygone sowie wegen des Verzerrung~sa~zes ergeben sieh Besehr~nkungen 
fiber die ~$he, bis zu welcher die LSgher an den Mittelpunkt des Ein- 
hei~skreises herantreten kSnnen. Sie miissen in gewisser Distmnz ble[ben. 
Andererseits mu]~ die Summe der Quadrate der Umfiinge der erw~hnten 
LSeher eine GrSBe sein, die zugleich mit e unendlich klein wird (vgl. w 5). 
:Nun ist die erw~ihnte AbbiIdung des Einheitskreises auf sigh selbst mig 
tier Methode des Caughyschen Integrals zu untersuchen. Dazu miissen wir 
noeh die Spiegelung des Innern des Einheitskreises an tier Peripherie vor- 
nehmen und dadurch die erw~hnte Abbildung gewissermaflen fortgesetzt 
denken eben vermSge der Spiegelungsdefinition (vgl. w 7 in ,U. d. a. K. III.'~). 
Nunmehr kaun man die Abbildungsfunktion aus den 1. c. angefiihrten 
Grfinden ausdr~icken durch das Cauchysche Integral, erstreekt ~iber alle 
LSgher~ sowohl die inneren als auch die fiu~eren plus einer ganzen linearen 
Fnnktion~ welehe aus dem fiber einen unendlich weiten Kreis ers~reck~en 
Integrale resultiert. Es zei~ sigh demnagh, (lag die Abbildungsfunk~on 
in der Grenze in eine ganze ]ineare Funk~ion fibergehk Diese ganze lineare 
Funktion mul~ sigh aber no~wendigerweise anf die Funktion z selbst redu- 
zieren, well einerseits bei der Abbildu~g das positive reelle Richtungsele- 
ment im Nullpunkte in sigh fibergeht, wodurch zun~chst eine Drehung 
ausgeschlossen is~, andererseits die Annahme eines yon 1 verschiedenen. 
VergrSt~erungsfaktors notwendig zur Folge h~i~te, daft die beiden Polygone 
night denselben nichteuklidischen Fliieheninhalt haben kSnnten, da bei 
einer VergrSi~erung ste~s jedes Fl~ehenelement in bezng auf den Einhei~s- 
kreis augh eine Vergr~$erung seines nichteuklidischen Fl~icheninhaltes er- 
f~h~. Die erw~ihnte MSglighkei~ wird auch dutch den Umstand ausge- 
sghlossen, da~ bei der betrachteten Abbildung der unbegrenzten Ann~ihe- 
rung an den Einheitskreis wieder die unbeg-renzie Ann{iherang an den 
Einheitskreis entsprich~, was sigh in der die Abbfldung approxima~iv dar- 
stellenden linearen Funk~ion nut dann auspr~gen kann, wenn der Ver- 
grSSerungsfaktor derselben in der Grenze Eins wird. 

w 17. 

Die ~ariationsm~glichkeit der Grenzkreispol~gone mit yon null 
verschiedenem (~eschleeht. 

Wir betrachten nunmehr den Fall eines Grenzkreisp})lygons veto C,e- 
schlecht to ~ 1 behebiger Signatur. Nut werde angenommen, ds$ kein 
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Stigma oo vorkomm~, in welchem Falle wir uns ja auf die bezilglichen 
Bemerkangen in w 15 berufen kSnnen. 

Wir veffa]aren analog p ~ O, indem wir die VariationsmSglichkeit yon 
der ~ormaltlgm" aus dutch die betreffende ParameterzaM ctmxakterisieren; 
d. h. wir nehmen unsere (6p--6)-parametrige Riem,nnsehe Normalfl~ehe 
mit lauter einfaohen Windungspunkt~en und haben darauf die n Stigma- 
punk~e und auBerdem das Richtungselemen~ O. Das sind im ganzen 
6p -- 3 + 2n Konstanten. Wir k6nnen uns die itiemannsche Normalfliiche 
jetz~ noch in der Weise zu einer einfach zusammenhiingenden Fliiche auf- 
geschnitten denken, dab wir yon je einem Eekpunkte der p begrenzeuden 
Parallelogramme einen Schnitt naeh einem Punkte M auf der Normal- 
fliiche fiihren, welchen Punkt wir dann noch mi~ den Stigmapunkten 
dutch je einen Einschnitt verbinden. Auf diese Weise unterseheideu wir 
61) ~-'2n Seiten der volls~ndigeu Beg~'enzung der Normalfigur entsprechend 
den 6p -t- 2n Seiten des Grenzkrelspolygons. 

Wir kSnnen nun die stetige Abhiingigkeit des Grenzkreispolygons 
yon der (6p--3+2n)-parame~rigen Normalfigur mi~ Hitfe des Auswahl- 
konvergenzsatzes genau wie oben im Falle p = 0 beweisen. Wollen wh- 
uns jedoch dieses bequemen Prinzips nicht bedienen~ so verfahren wit in 
Analogie mit dem Falle p -~- 0 folgendermal~en. Wir bilden in der Ebene 
der :Normalfigur, die wir als w-Ebene bezeickaen~ ein zwoites irgendwie 
in io Periodizitiitsmoduln normiertes Integral erster Ar~ w 1. Dann istG zu 
zeigen, dab w I stetig yon der Normalfigur abhis was yon w, welches 
sich' selbst identisch bleibl, selbstverst~ndlieh ist. Dazu sind auf Grund 
der friiheren analogen Entwicklungen (w 2) nur zwei Fragepunkte be- 
senders zu erledigen. E~'stens: Angabe elner oberon Schranke ffir ~i ,  die 
g[iltig bleibt bei ste~iger Ver~nderung der Normalfigur. Zweitens: An- 
bringu~g geeigne~r Modifikationen an den genaunten friiheren Entwick- 
lungen wegen der vorhandenen beweglichen Windungspunkle der ~ormal- 
ilgur. 

I)er erste Punkt erledi~ sich sehr emfach~ indem man jedem einzelnen 
der begrenzenden ParaUelogramme entsprechend, (Fig. 12), einen Ring R 

kons~ruieren kann, welcher je~z~ nur in der Idee 
geschlossen ist. Man braucht dazn nur zwei einander 
zugeordnete Seiten eines Paratlelogramms so dutch 
einen Fliichenstreffen zu verbinden, dab die auf den 

~ .  m erwiihnten Parallelogrammseiteu liegenden Begren- 
ztmgsteile des idealen Ringes einander en~sprechen, wie in Fig. 12, wo- 
bei man zweckmi~l~igerweise zwei solche I zugeordnete Seiten nimmt, die 
dutch eine fes~d Substitution tier (6p--6+2n).parametrigen Normalfigur 
uuf einander bezogen sind. In der Tat sind ja b e i d e r  vorzunehmen- 
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den Ver~nderung der Normalfigur p Randsubstitutionen lest zu denken, 
und es ist zul~issig, yon jedem der 1o Parallelogramme je eine der beiden 
bezfiglichen Subsfiifutionen als lest zu denken. Auf diese Weise wird der 
erw~s Hilfsring ein gegen/iber der Beweglichkeit der Figur fester Ring 
bleiben und deswegen die eine zugeh~irende in dem ideal gesehlossenen 
Ringe eindeutige regul~re PotentialfiJnktion h mi~ den k o n s ~ e n  Rand- 
wer~en 0 und 1 eine brauchbare Vergleichsfunktion s die Vergleichung 
der Dirichle~schen In~egralwer~e. 

Der zweite Punkt erledlgt sich dadurch, dab man um die einzelnen 
Windungslaunkte der Ausgangsnormaifli4che und der variierten Fl~che Win- 
dungskreise beschreibt yon einem gemeinschaftlichen Radius #, dessen Griil~e 
bei der Stetigkeitsuntersuchung festgehalten wird. Die zu betrachtende 
Differenz der beiden Potentiale u und u' (vgL S. 116) wird dann auch in 
den erw~hnten Kreisfliichenstticken bis in die Windungspunkte selbs~ hinein 
einen eindeutigen Sinn bekommen mit~els einer, durch ]deine, die ver- 
sehobenen Windungspunkte in die Ausgangswindungspunkte iibeffiihrende 
Parallelverschiebungen der erwiihnten Kreisfl~chens~iicke bewirkCen Werte- 
iiberpflanzung nach Ana!ogie der entsprechenden Operation S. 116, wobei 
nun auf Grand der vorher bewiesenen Beschriinktheit der Potentiale u 
und u' und daher auch ihres Gef~illes die an der Grenze der genannten 
Kreisfl.~chenstfieke bewirkte Diskontiuuitiit nur einen unendlich ]deinen 
Beitrag zum Wer~e des Dirichletschen In~egrales der Funktion (u ' - -u)  
liefert~ indem en~sprechende Elemente der beiden Ufer sich ausgleichen. 

dw Die Funk~ion h ~  lies nun eine Abbildung tier Riemannschen Nor- 

malfli~che auf eine Riemannsche Fl~iche F, welche sich stetig ~nder~ bei 
stetiger "~uderung der Riemannschen l~ormalfli~che. Die Untersuchung der 
stetigen Abhiingig]~eit des Grenzkreispolygons 1]" yon der Normalfl~che bzw. 
der Funktion t(w), welche diese Abh~ngigkeit vermittelt~ is~ damit auf die 
entsprechende Untersuchung der Abhii~gigkeit des Grenzkreispolygons yon 
der Riemannschen Fl~che F zuriickgeffihrt. Diese OnSersuehung vollzieh~ 
sich nun aber nach denselben Prinzipien~ die wit im Falle 19 = 0 anwandten. 

Hiermit w~re zun.Xehst gezeig~, daB, wenn wir die 6/9 -- 6 q- 2n Kon- 
stanhm der Normalfigur wenig iiadern, das Grenzkreispolygon II sieh aueh 
wenig ~nder~ und zwar so, dab sieh jeder Wahl des Konstanfensys~ems 
entspreehend auch verschiedene Polygone ergeben in dem Sinne, dug die- 
selben der Lage der Begrenzung naeh nur wenig voneinaader abweiehen 
und dal~ das System der Randsubsiihltionen sicher nieht ffir zwei ver- 
sehiedene Konstantensysteme dasselbe ist. D.h.  abet, dab wit das Grenz- 
kreispolygon (61o -- 6 -~ 2n)-parame~rig variieren kSnnem 

DaD wir damit fiberhaupt die Bewegungsfreiheit des Grenzkreispoly- 
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gons erschSpfend charakterisier~ haben, effordert jetz~, wie im Falle io~ 0, 
noch den ~achweis~ da[~ auch die Riemannsche Normalfigur sich s~etig 
in Abh~ngigkei~ yon dem Grenzkreispolygon gncler~, d. h. den Naehweis 
tier stetigen Abh~ngigkeit der )~belschen Integrale erster Art bzw. tier 
Pote'ntfiale u yon dem Grenzkreispolygon, wenn man sich dasselbe aus- 
gehend yon einem Polygon IT 0 irgendwie in ein Polygon Yf desselben 
Typus s~e~ig abge~nder~ vors~ellk 

Diesen ~achweis, welcher sich mittels des Auswahlkonvergenzsatzes 
wieder gemiiB der Methode S. 70 fiihren liiBt, fiihren wit unabhi4ngig 
yon diesem Prinzip in der Ar~, dab wir wieder ein Ringpoten~ial h kon- 
s~ruieren, welches nun allerdings nicht mehr fes~ sein wird. Wir be- 
trach~en yon dem Grenzkreispolygon ein System yon sechs anfeinander 
fblgenden SeRen cntsprechend einem BegrenzungsparaUelogramm tier Rie- 
mannschen Normalfigur mi~ zugehiirendem Einschnitt: nach dem Punk~ M. 
Wir bekommen so das Bild der Figur 13a und bilden nun aus lauter 

Q 
:Fig. lSb ,  

:Fig. lSa .  

kreisF6rmigen Begrenzungss~iicken den Ring R, dessen Bahn sich aus dem 
Schema der Figur 13b ergibt, welche einen Rfiekkehrschnitt mi~ kon- 
jagier~em Riickkehrsehnit~ und EinschnR~ nach dem Kreuzungspunkte des 
Riickkehrschnittpaares zeigt und die den Analysis-situs-Ums~nden ent- 
sprechende Ringlage. Am zweckm~13igsten wird diese Ringfigur in der 
Ebene des Grenzkreispolygons so aufgestellt~ da[~ man dieselbe zun~iehst 
an den vier Austzrittsstetlen aus dem Polygon festleg~ durch Wahl zweier 
die ]~egrenzung treffender festzuhaltender Kreisfl~ichen und Bestimmung 
mi~ dem Polygon beweglicher, dutch die beiden in Beiracht kommenden 
Substitntionen gelieferter Bflder (s. Figur 14a) und darauf einfach den 
Ring vervollst~ndig~ dutch eine Kedge lest za denkender Kreisfliichen nach 
Ar~ der Figur 14b. 

f b _ _  

Man hat 

die eine Begrenztmgslinie des Ringes~ zu untersuchen und zu zeigen~ dat~ 



Uber die Uniformisierung der atgebr~ischen Kurvem IV. 125 

sieh eine endliche GrSBe ergibt, durch welehe dieses Integral gleichm~i~ig 
Nr  die Polygone einer gewissen zu be~rachtenden Naehbarsehaf~ des Aus- 
gangspolygous abgesch~i~zt wird. Wir zerlegen zum Zweeke dieser Ab- 

Fig. 14a. 

:Fig. 14b. 

sch~zung den im Grenzkreispolygon eingezeichneten Ring in endlich viele 
S~ficke und maehen nun eine Absch~tzuug ffir das einzelne dutch Iokale 
Hilfsabbildung anf einen gestreckten Winkel (Fig. 15) iibertragen zu 
denkende Randst~ick. Es is~ klar, da] in der Hflfsfigur 15 das ffir die Halb- 
kreisfl~ehe gebildete Hilfspotential h, welches auf dem gradlinigen Begrenzungs- 
st~ick gleieh 1 is~, auf dem Halbkreise jedoch gleich 0, in dem ganzen Hall>- 
kreise kleiner als k is~, weil es auf dem Rande ~ h ist~ Daher ist die nor- 
male Ableitung l~ngs des geradlinigen Begrenzungsstfickes f'tir die Funktion 
grSBer als ffir die Funktion h. Nun hat h a u f  dem in 
Figur 15 sichtbaren Spiegelhalbkreise den Wert~ 2 und ////~///////// 
ist dutch die Randwerte 0, 2 ffir alas ganze Innere des 
Kreises der Figur 15 erkl~rt dutch das Poissonsche 
Inte~-al (wesentlich eine Arkustangensfunktion) dar- ~ . _ ~ 2  

2 s~ellbar. Daraus ergib~ sich ffir die Ableitung yon h ~igo 15. 
l~ngs der inneren in Figur 15 starker ausgezogenen 
H~lfte des Kreisdurchmessers eine Absch~tzung dutch das Maximum 
des Wertes den die Ableitung yon ~ anf diesem S~iick aunimm~. Nun 
beachte man, dab man die gauze Be~enzungslinie des Ringes in tier 
angegebenen Weise absch~itzend durchlaufen kaun, wobei die Wahl yea 
endlich vielen soleher Hili~sftmk/~ionen gen/ig~ Der Umstand, claB die Be- 
grenzungslinie des zu untersuchenden Ringes nicht geradlinig, sondera 
aus Kreisbogenstfieken gebildet ist und daher auch Ecken aufweist~ bietet 
dabei keine Schwierigkeit, well man dutch elementare l~ilfs~unktionen 
(Potenzabbfldung und Inversion) auf den betzracht~eten Fall der Figur 15 
kommt. Das Result~t ist eine Abscl~tzung des volls~ndigen ~ber die 

ganze Begrenzungslinie des Ringes erstreckten In~grales J-~ ds ledig~ch 
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aus den Besfimmungsstficken der Ring~igur, eine Abseh~tzung, welche ganz 
offenbar stetig yon diesen Bes~immungsst.ficken abh~ngt mad daher auch 
gleichm~iflig ffir den mit dem Grenzkreispolygon sich stetig ver~ndernden 
Ring ausgeffihrt werden kann. 

w 18. 

Durchl~ihrung des K o n t i n u i t ~ t s b e w e i s e s .  

Der Fal l  p = 0. Wir betrac]aten zan~chst den Fall p ~- 0, in welchem 
dann aueh alle komponierenden Fundamentalbereiche das Ges~hleeht 0 
haben. Wit haben einerseits die schlichte x-Ebene mit einer der Signatur 
entsprechenden Aufschneidung (siehe Figur 16a). Den unendlich fernen 
Punk~ wollen-wir uns im Innern denken. Parabohsche Stigmata seien 
zuniichst ausgeschlossen. Wit  haben in der Figur 16a nl+n~= n relative 
Windungspankte (in der Figur speziell n 1 ~ 4, n~-~ 5). Die Frage der 
Konstruk~ion einer ~berffihrtmgslinie zwisehen irgend zwei x-Figuren, die 

~ig. 16a. 
Ir2go 16b. 

wit jetzt mit r zu bezeichnen h~ten,  bie~et offenbar fiberhaupt keine 
Sehwierigkeit dar, da diese l~berfiihrbarkeit unmittelbar evidont ist. Anderer- 
sells haben wit in der t-Ebene zwei ineinandergesehobene Grenzkreispoly- 
gone der be~reffenden Signatur zu betraehten, welehe einen Fundamen~al- 
bereich ~/ bilden (Figur 16b). Beiderseits haben wir in Anbetracht der 
in w 16 bes~immten Variationsm~gliehkeit der Grenz]rreispolygone bei 
fes~em Grenzkreise, der bier variabel wird, im ganzen dieselbe Konstan~en- 
zahl, n~mlich 2n. Wit  kSnnen je~z~ in der t-Ebene diejenige Fundamen- 
Y~lfu~ktion x(t) bflden, die automorph ist, eindeutig, und im Unendliehen 
die Form x-~ ~ + ((0)) hat. Diese Funktion ~ndert sich nach friiheren 
Prinzipien s~ef~g and erschSpft jedesmal die volle VariationsmSgliehkei~ 
der Figuren (b. Nun wird eine Grenzfigur ~* auf der Uberffihrtmgslinie 
angenommen and dann dutch Naohweis der Ste~igkeit clef Funktion t(x) 
nach den Prinzipien des Uni~sbeweises der Abhandlung III, im fibrigen 
jedoch ganz analog dem Beweise in w 5, oder mi~ Auswahlkonvergenz- 
prinzip gem~  S. 87ff., gezeigt~ dab aueh noch ffir r  ein zugehSrendes 
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Grenzkreispolygon exis~iert. Wit haben dabei bier noch den Vor~eil, daft 
die in w 5 in Be~racht gezogene MSgliehkei~ der AuflSsung eincs Windungs- 
punktes h6herer Ordnung der Riemannschen Fl~ehe _F* bier nicht in 
Betraeht kommt, weft nut die Windungspunkte der Funk~ion t(x) vor- 
handen sind, die ihre Ordnung behalten. 

Der  Fa l l  10 ~ 1. In diesem Falle ha~ die Figur $ in der ~Ebene, 
ftir welche man die ~-beffiihrungslinie kons~ruier~, die Form der Figur 17 
(f l=3),  welche aus Figur 1 ent- 
steh~, indem in dieae (Ftir p = 3 )  (" ~) t / " - ' ~  
eine Einzeiehnung gemaeht wird, 
en~spreehend der Aufsehneidung 
der Riema~nsehen Fl~iehe, die dem 
etzt zu beweisenden Fandamen- 

taltheorem zugmnde liegt. Ira l~ig. 17, 
iibrigen wird $ yon F aus durch 
denselben AbbildungsprozeB gewonnen~ wie oben S. 52. Die weiterge- 
fiihrte _&ufsehneldung spielt eben bel dieser Abbildung nur die Rolle einer 
mi~ufibertragenden Einzeichnung in diejenige 2p-fach zusammenh~ingende 
F~iehe, welehe aus ~F dureh AufsehneJdung dieser Fl~ehe mi~tels p Rfiek- 
kehrschni~ten hervorgeht. Wir haben sogleich einen Fail mi~ S~igmata 
ins Auge gefat~t, (zwei ineinander gesehobene Grenzkreispolygone, das eine 
yore Geschlech~ 2, das andere yore Gesehleeht 1, dazu ein bzw. zwei Stig- 
mata endlicher Ordnung). 

In der t-Ebene haben wir zwei einen Bereich �9 bildende ineinander- 
gesehobene Grenzkreispolygone der betreffenden Signaturen. Die naeh- 
barliehe VariationsmSghehkeit des Fundamentalbereiehs T beherrsehen 
wir naeh ~ 16 und 17, weft wir sie ftir jedes einzelne Grenzkreispotygon 

beherrsehen. 
Jetzt gehen wit zur Kiemannschen Normalfl~ehe fiber dutch ein atl- 

gemeines Abelsehes Integral erster Art. Wir denken uns in diese Rie- 
mannsehe NormalfF~he die entsprechende Einzeichnung gemaeht. Die 
(6p -- 6 -t- 2n)-parame~rige Normierung der Figur ~ gesehieht im Falte 
der Figur 17 dadureh, dab wir den einen Grenzkreis als Einheitskreis 
w~hlen mi~ der Bedingung, dab der Fundamentalbereioh selbst ganz im 
Inneren des Einheitskreises liegen soU, w~hrend wir den zweiteu Grenz- 
kreis konzen~iseh mi~ dem Einhei~skreise w~ih|em Ferner sahreiben wir 
vor, da~ einer cter Fixpunk~e der Substi~utionen*) des zweiten Crrenzkreis- 

�9 ) Diese Subst~tutionen sind, da wir bier S~gmat~ tier Ordnung o~ ausschlie~n, 
bekann~lich e ptweder ellip~isch oder hyperbohsch. In der Ta~ lehrt folgende ~ h -  
tung, daft eine Gruppe G tier bet~aehteten Art keine parabotisehe Substi/~ioa e~at- 
halt~en kann. An Stelle des Grenzkreises werde die obere Halbebene gese~ die als 
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polygons auf" der posi~iven SeRe der kchse des Reellen tiegen soil Haben 
wir mehr als zwei komponierende Polygone, so kSnnen wir an Stelle dieser 
Fixpunktnormierang die Bestimmung tre~en lassen~ dab der Mittelpunkt 
eines dritten Grenzkreises auf" der positiven Seite der kohse des ReeUen 
liegen soil Die so normierte Figur T l ~ t  slch dann in der Tat dutch 
6p -- 6 Jr 2n Parameter hinsichtlich ihres Freiheitsgrades eineindeutig 
eharakterisieren (nattirlich nut fiir eine hinreichend kleine Umgebung jedes 
einzelnen zu betrachtenden Bereichs W). Wir hubert erstens die Konstan~en 
des umschlie~enden Grenzkreispolygons, welehe yell in Anspruch genera- 
men werden, n~mlich 61oi- 3 -F 2hi, wenn Pi das Qeschlech~ dieses Poly- 
gons, n 1 die Zahl der Stigmata ist. Das innere Polygon liefer~ seinerseits 
610~ -- 3 + 2n~ Parameter. Diese Parameter sind erstens die GrSfle @ ~ 1 des 
Radius des zugehSrenden Grenzkreises, zweitens die Polygonkonstanten, 
die je~zt wegen der getroffenen Fixpunktnormierung nur 6p2--4 + 2n~ 
betragen und transzendent gefunden werden gem~il~ dem in w 17 angegebenen 
Prinzip, wobei erstens eine Hilfsabbfldung des Polygons auf ein zum Ein- 
heitskreis als Grenzkreis gehSreades Polygon vorzunehmen ist vermSge der 

Substitution t'~- e und ferner auf der Riemannsehen Norma.lfl~che das T 
Rich~,mgselemen~ in.O ledigheh dutch den seine Lage fixierenden Punk~ 0 
auf genannter Fl~che zu ersetzen is~. 

Die Durchffihrung des Kontinuit~itsbeweises bietet nanmehr im elm 
zelnen niehts l~eues gegen friiher, wenn man meinen allgemeinen Unit~its- 
beweis in der Abhandlung ,,U. d. a. K. ILL" fiir die allgemeinen Funda- 
mentaltheoreme zugTunde le~. Wir haben wieder wie in w 5 die MSg- 
liehkei~ ohne Auswahlverfahren oder aueh wie S. 92 mit Auswahlverfahren 
zum Ziele zu gelangen, wobei im le~teren Falle eine spezielle Bezugnahme 
auf die Prinzipien des Unititsbeweises nicht erforderlieh ist. 

D& ~arabolischen lv'~/lZe. Ffir die parabolisehen FiUe, die wir bisher 
noch ausgeschlossen haben, haben wit oben w 15 bereits die Frelheits- 
grade der Polygone bes~immen kSnnen unabh~ngig yon der Uniformiaie- 
rung. St~tzt man sieh auf die Uniformisierung, so steht wieder bequemer- 

vorkommend angenonnnene parabolische Substitution babe die Form v '~ v -~- 1. Dann 
enth~lt der Kreis mi~ 2hi als Mittelpunkt mid nals Radius mindestens 2n in bezug 
auf G iquivalente Punkte. Dieser Krei~ ~ ,  tier mit der kchse des ReeLlen die fes~e 
Doppelverhil~nisinvariante 2 besitzt (Darehmesser durch Abst~aad yon der Achse des 
Reellen), ist nun vermSge G iquivalent einem Kreise K~, der aus K~ entsteht, indem 
man yea dem Pankte 2hi darch eine Substitution yon G zu dessen iqu~wlenten 
Punkt im Fandamentalbereieh iibergeht mid durch dieselbe Substitution K~ mi~t~rans- 
formier~. Da nun nile Kreise K~ die feste Invarlante 2 haben, so ist klar, da~ alle 
~ in einem endliehen Teitbezlrke der oberen Halbebene liegen, welcher sich nicht 
his an die Aehse des ReeUen herauerstreck~ und daher nur endtich viele fi~tuivalente 
Punl~e fassen kann, deren Anzahl ~ivht mlt ~ ins Unendl~che wachsen kann. 
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weise das Auswahlverfahren zur Verfiigung, um die ste~ge ~ d e r u n g  des 
Polygons zu erkennen und damit zugleich die stetige Bewegung der para- 
bolischen Eckpunkte. Dasselbe gilt Ffir die Durchf/ihrung des Kon~inuit~s- 
beweises, wo aueh das Auswahlverfahren selmell zum Ziele f~hrk l~brige~s 
babe ich schon in III. gezeigt, wie diese l~lle sieh, .wenn man einmal das 
Hilfsmittel des Auswaldverf'ahrens anzuwenden gestat~e~, unmi~tetbar als 
Grenzfiille der anderen Fiille (elliptische Stigmata) behandeln lassen oder 
auch auf Grund der Bemerkung, dab ein Grenzkreispolygon mit~ paraboli- 
schen EekTunkten stets als Grenzfall eines eigentlichen Hauptkreispolygons 
betxachtet werden kann, welches eine auf dem ttanptkreise eigentlieh dis- 
kontinuierliche Gruppe bestimmk 

Die ~,int~eit der allgemeinen Fundamenta~bereiche u/. Es ergibt sieh nun, 
ohne dab neue Be~rachtungen erforderlich w~ren, wieder tier Sa~z, dab die 
allgemeinsten Fundamentalbereiche, die durch Ineinanderschiebung en~- 
stehen, tatsiichlich bet Festhaltung der Signatur ein einziges KontSnuum 
bilden. Wesenttich ist hierbei die Bemerkung, da~ dieser Nachweis das 
Fundamentaltheorem als bewiesen voraussetzt, wobei dahingestellt bleiht, 
ob ein direkter elementarer Beweis dleses Satzes mSglich isk 

E. Schlul~bemerkungen. 

Der vorliegenden Abhandlung IV beabsiehtige ieh demniiehs~ noch 
eine weitere Abhandlung V folgen za lassen. 


