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Einleitung.

Nachdem ich in den Abhandlungen ,Uber die Uniformisierung der alge-
braischen Kurven I, II, III¢ (Math. Ann. 67, 69, 72) mit Hilfe der Methode
der Uberlagerungsfliiche und des iterierenden Verfahrens alle die Uni-
formisierung der algebraischen Kurven betreffenden, seinerzeit (1881—1883)
von Poincaré und Klein aufgestellten Fundamentaltheoreme bewiesen habe,
will ich in der vorliegenden Abhandlung nunmehr zeigen, wie diese Theo-
reme sich durchgiingig mit Hilfe der Kontinuititsmethode erledigen lassen. *)

Ich betrachte zu dem Ende in einem ersten Teile dieser Abhandlung
zunichst nur den Fall der Uniformisierung dureh automorphe Funkiionen
des Schottkyschen Typus und fiihre in diesem Falle die Untersuchung in
ausfithrlicher Weise durch, um dann das Hauptkreistheorem im zweiten
Teile, schlieBlich im dritten Teile die allgemeinen Kleinschen Fundamental-
theoreme zu erledigen, bei welchen das Wertegebiet 7' der uniformisieren-
den Variablen, allgemein zu reden, ein von unendlich vielen Kreisen be-
grenztes Gebiet der Ebene ist. Bei diesen Entwicklungen wird aus meinen
fritheren Abhandlungen lediglich der Unitiitsbeweis fiir die betreffenden
uniformisierenden Variablen vorausgesetzt, sowie ans unten niher bezeich-
neten Griinden (S. 118) der Existenzbeweis der Grenzkreisuniformisierung,
wie ich denselben in ,U. d. a. K. 1“ mittels der Methode der Uber-
lagerungsfliche gegeben habe.

Die Grundidee der Kontinuititsmethode als eines aligemeinen Beweis-
prinzipes ist ilter als die Arbeiten Kleins und Poincarés. Wir finden diese
Methode zum Beispiel im Gebiete der konformen Abbildang von Schilifli ver-

*) Vgl. die ,Voranzeige* der vorliegenden Abhandlung in den G&tt. Nachr. 13. Jan.
1912: ,Begriindung der Koutinuititsmethode im Gebiete der konformen Abbildung
und Uniformisierung*, welche wesentlich die beziiglichen Mitteilungen des Verfassers
auf der Naturforscherversammlung in Karlsruhe (September 1911, 8. Jahreshericht der
D. M. V, 1912, S. 161—168) wiedergibt. S. auch die Note des Verfassers ,Zur Be-
grindung der Kontinuititsmethode®, Sitzungsberichte Ak. Leipzig 1912, 8. 594,
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sucht.*) Dies kann nicht wundernehmen. Ist doch die Kontinuititsmethode
threm Wesen nach zunichst nichts anderes als die heuristisch so wertvolle
Methode der Konstantenzithlung zuw etnem Beweisprenzip erhoben, eine Auf-
fassung, bei welcher in dieser Allgemeinheit naturgemsB von einer all-
gemeinen Begriindung der Kontinuititsmethode nicht gesprochen werden
kann, vielmehyr lediglich von einer Begriindung fiir jede einzelne Problem-
gattung. Und hier ist nun zu sagen, daB, so einfach und naheliegend der
Grundgedanke der Kontinuititsmethode als solcher ist, so schwierig eine
tatsiichlich exakte und umfassende Begriindung derselben insbesondere in
der Uniformisierungstheorie sich gestalten sollte.

Um das Wesen der Kontinuitdtsmethode und gewisse Hauptunter-
schiede meines allgemeingiiltigen Beweisverfahrens insbesondere gegeniiber
den auf das Grenzkreistheorem beschrinkten Entwicklungen von Poincaré
bzw. Kleins aligemein gehaltenen Andeutungen, sowie zwischen diesen
selbst nebst einigen kritischen Bemerkungen in dieser Einleitung darlegen
zu konnen, will ich an ein Beispiel ankniipfen, an welchem auch Poinecaré
seine Methode gelegentlich erliutert hat.

Ich betrachte die Fliche des Einheitskreises der z-Ebene mit vier
ausgezeichneten Punkten der Peripherie «,, a,, @3, «,. Diese Fliche soll
auf ein Spitzenpolygon TT innerhalb des Einheitskreises der ¢-Ebene ab-
gebildet werden, welches von vier Orthogonalkreishogen des Einheitskreises
begrenzt wird und auf der Peripherie vier Spitzen mit den HuBersten
Punkten B, B,, B;, B, hat; und zwar sollen bei der gedachten Abbildung
die Ponkte o bzw. in die Punkte § iibergehen. Man normiere zunichst
vermdge linearer Transformation die Punkte ay, o, o5, ¢, auf — 1, —3,
41, e, ferner By, By, B, B, auf —~1, —¢, + 1, § und denke sich die
Punkte ¢ und § beide in der oberen Hilfte des Einheitskreises liegend.
Ist 8 gegeben, so bestimmt man sofort die zu TT gehtrende Greensche
Funktion und kann damit die Abbildung auf die Fliche des Einheits-
kreises bewirken, wobei nun 8 in einen gewissen Punkt & iibergehen wird:
(die Grundtatsache). Wird § auf dem oberen Halbkreise der ¢-Ebene
variiert, so variiert auch « auf dem oberen Halbkreise der z-Ebene. Man
zeigt, dab « mit B stetig variiert (Stetigheitsbeweis), ferner, daB zwei von-
einander verschiedenen f stets auch zwei voneinander verschiedene & ent-
sprechen. Oder anders gesprochen, daB zu einem « nicht mehr als ein 8
gehoren kann, sofern iiberhaupt ein § dazu gehort (Unitiisbewess). Hieraus

*) Schlafli, ,,Uber die allgemeine Moglichkeit der konformen Abbildung einer
von Geraden begrenzien ebenen Figur auf eine Halbebene, Journal fir Math. 78,
8. 63—80 (1874). Man lese besonders 8. 63 u. 88. Noch vor Schlifli sind H. A. Schwars
und Weierstra8 zu nennen (H. A. Schwarz, Ges. Abh. Bd. II, 8. 77 oben und die Ab-
handlung dber Tetraederabbildung Ges. Abh. S. 841f).
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folgt, daB, wenn S den ganzen oberen Halbkreis durchliuft (mit Aus-
schluB der Grenzpunkte des Halbkreises), « ein gewisses Stiick seines
Halbkreises durchlaufen wird, indem bei dieser Zuordnung die vollstindige
(hier eindimensionale) Umgebung eines jeden Punktes f§ eineindeutig und
stetig auf die vollstindige Umgebung des entsprechenden Punktes « tiber-
tragen wird (umgebungstreue Abbildung).

Die alte Kardinalschwierigkeit des Kontinuititsbeweises ist nun durch
die Frage nach der vollstindigen Ausfillung des z-Halbkreises durch die
Punkte & bezeichnet (Vollstandigkeitsbeweis).

Unm diesen Vollstindigkeitsheweis zu fithren, erfand Poincaré eine Me-
thode, welche wir im Anschluf} an Poincaré als Methode der Grenzpolygone
(,polygones limites*) bezeichnen konnen.*) Das Wesen dieser Methode be-
steht in Folgendem. Man denke sich, daf 3 in den Punkt 4 1 dbergeht.
Alsdann geht das Polygon TT in das Spitzendreieck — 1, —4, + 1 als
Grenzpolygon iiber. D. h.: es entspricht dem Werte § = 4 1 der Wert
« = -+ 1. Analog entspricht § = — 1 der Wert « = — 1. Es kommt nun
darauf an, den Nachweis zu fithren, daf die Funktion «(8) auch noch in
den genannten beiden Grenzpunkten stetig ist. Alsdann ist einleuchtend,
daB in der Tat jeder Punkt des oberen Halbkreises der z-Ebene als Eck-
punkt « auftritt, sodaB also die z-Kreisfliche in der Tat bei irgendwelcher
Wahl von « auf ein Polygon TT abgebildet werden kann.

Auf einem wesentlich neuen Gedanken beruht nun die folgende von
_qmndes bezelchnen konnte. Mein Verzerrungssats gestattet, auf die oben
betrachteten Figuren angewendet, den SchluB: wenn « auf ein bestimmtes
Intervall seines Halbkreises beschrinkt wird, welches nicht bis an —1
oder + 1 heranreicht, so entspricht dieser A:unahme eine analoge Be-
schrinkung fiir die entsprechenden f§, gleichgiiltiz ob solche g iiberhaupt
existieren oder mnicht. Derartige Schranken lassen sich mit Hilfe meines
Verserrungssatzes explizite berechnen. Es ist klar, daB hiermit gezeigt ist:
wenn f seinen Halbkreis durchlduft, so durchliuft auch notwendig « seinen
Halbkreis vollstindig. Dabei sind die Grenzpolygone ganz auBer Betracht
geblieben *¥)

* Die Methode der ,,polygones limites* findet ein Vorbild bei H. A. Schwarz.
in dessen Abhandlung ,Konforme Abbildung der Oberflichg eines Tetraeders auf die
Oberfliche einer Kugel“. Journal fiir reine und angewandte Mathematik Bd. 70, 1869,
8. 121ff. Ges. Abh. Bd. I, S. 84ff

**) Vgl. auch meine bereits in ,,U. d. a. K. IIL« (Einleitung, FuBnote) anfgefiihrten
Noten:

wBegriindung der Kontinuititsmethode im Gebiete der konformen Abbildang und
Uniformisiernng®, Goth. Nachr. 13. Jan. 1912, S. 879—886.
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Der Unterschied zwischen der Inbetrachtnahme der Grenzpolygone
einerseits und der volligen AuBerachtlassung derselben andererseits ist
in charakteristischer Weise bezeichnend fiir die Poincarésche Methode

wZur Begrindung der Kontinuititsmethode®. Sitzungsb. Ak. Leipzig 1912,
S. 589—62.

»Referat iiber antomorphe Funktionen und Uniformisierung®, der D. M. V. er-
stattet in Karlsruhe 1911. Jahresb. der D. M. V., 1912, 8.157—163, insb. S. 1621,

Ich beniitze diese Gelegenheit wieder zur Anfilhrung der neu hinzugekommenen
auf die Uniformisierung-Bezug habernden Literatur.

P. Koebe: L ,Cber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. Il (Erster
Beweis der allgemeinen Kleinschen Fundamentaltheoreme. Das iterierende Verfahren)*.
Math. Ann. 72 (1912), 8 437516,

Ii. Diskussionsbemerkungen im AnschluB an den Vortrag von D. Hilbert: , Be-
_grindung der elementaren Strahlungstheorie®, S. 1054 der Phys. Zeitschrift, Jahr-
gang 1912, (Betrifft die Beziehung zwischen Uniformisierung und nichteuklidischer
Geometrie) Vgl. dazu die Abhandlung

1. ,,Das Uniformisierungstheorem und seine Bedeutung fiir Funktionentheorie
und nichteuklidische Geometrie. Lagrange-Band (Bd. 21, 8. 57—64) der Anmali di
Matematica 1913.

1V. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. IV. (Zweiter Existens-
beweis der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variablen: Kontinuititsmethode).*
Math. Ann. 75 (1914), S. 42—129.

V. ,,Wesen und Ziele der Kontinuititsmethode* (Vortrag, Naturforscherversamm-
lung Wien, September 1913, erscheint im Jahresbericht der B. M. V.).

Ebenfalls sei hier von neuem hingewiesen auf den Bericht iber die Karlsrnher
Verhandlungen, betreffend die antomorphen Funktionen, im Jahresbericht der D. M. V.
21 (1912), S. 1583—166, insbesondere auf

P. Koebe: ,Referat iiber automorphe Funktionen und Uniformisierung®. Jahres-
bericht der D. M. V., 21 (1912), S. 167—163,

Die Lektiire dieses Verhandlungsberichtes eignet sich sehr zur allgemeinen
Orientierung fiber die nm die Uniformisierungsprobleme sich gruppierende neueste
Entwicklung in der Theorie der auntomorphen Funktionen.

Von anderer Seite nenne ich ferner:

L. Bieberbach: ,Bemerkungen zu den Mitteilungen iiber automorphe Funktionen*,
Jahresbericht der D. M. V., 21 (1912), S. 164.

Derselbe: ,,Uber den Jordanschen Kurvensatz, die SchoenflieBschen Satze von
Erreichbarkeit and Unbewalltheit und den Satz von der Invarianz des ehenen (Gebiets,
Ja.hresbencht der D. M. V., 22 (1913), S. 144 —153,

L. E. J. Brouwer: ,,Uber die Singularitatenfreiheit der Modulmannigfaltigkeit'.
Gott. Nachr. 1912, 8. 803806, anf dessen die Kontinuitdtsmethode betreffende sechon
in ,,U. d. a. K. IIT** aufgefjjhrte Noten hier von neuem hingewiesen sei; (Gtt., Nachr.
1912 und Jahresbericht der D. M. V., 21 (1912), wie auch auf die Kontinuititsentwick-
lungen von Fricke in

Fricke-Klein ,, Vorlesungen iiber die Theorie der aut. Funkt.*, Bd. I, 8. 286—438.

8. Johansson: , Herstellung automorpher Potentiale bei beliebigen Hauptkreis-
groppen®. Acta Soc. Fenn. 41, No. 2 (1912). Die vom Verfasser in eigenartiger
Weise behandelte Aufgabe ist implicite bereits in meiner vierten Mitteilung fiber die
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im Verhiltnis zur meinigen. Man kann diesen Unterschied auch als Be-
zeichnungsgrund wihlen und also von einer Methode der abgeschlossenen
Kontinua einerseits und einer Methode der offenen Kontinua andererseits reden.

Klein hatte, wie vor thm Schlafli (1. c.), das Bestreben, einen Kontinuitits-
beweis im letzteren Sinne zu versuchen. Das Argument jedoch, auf welches
Klein sich bhauptsiichlich stiitzte, nimlich der WeierstraBsche Satz, daB
eine stetige (,,analytische®) Funktion von einem oder mehreren Argumenten
in einem Bereich jeden Wert annimmt, dem sie darin beliebig nahe kommt,
ist hinfillig und seine Heranziehung lediglich aunf ein Mifiverstindnis
zuriickzufithren, da der WeierstraBsche Satz nur anf abgeschlossene Kon-
tinua zur Anwendung gelangen kann, wihrend der Bereich, auf welchen
Klein ihn anwendet, notorisch nicht abgeschlossen ist. Deshalb war die
Kritik, welche Poincaré S. 235—236 seiner Abhandlung in den Acta
Math. 4 (1884) an den Kleinschen Skizzierungen seiner (Kleins) Kon-
tinuititsideen (Math, Aun. 21, 8. 208—212) iibte, berechtigt und hatte
dann den Erfolg, daf die Idee einer mit den offenen Kontinuen operieren-
den Kontinuititsmethode iiberhaupt, auch von Klein selbst aufgegeben
wurde.¥)

Unif. bel. an. X. (Gott. Nachr. 1909) gelost, insofern als die allgemeinste Hauptkreis-
gruppe mit endlich oder unendlich vielen Erzeugenden unter den von mir allgemein
definierten Begriff der ,Riemannschen Mannigfaltigkeit* fallt,

W. F. Osgood: ,Lehrbuch der Funktionentheorie Zweite Auflage, Teubner
1912; vgl. insbesondere den Abschnitt ,,Das logarithmische Potential. Uniformisiernng®,
8. 598—1753. Zu einer von Herrn Osgood I c. 8. 753 unten gemachten Bemerkung vgl.
man eine von mir stammmende Notiz in Study: ,,Vorlesungen iiber Geometrie®, Zweites
Hoft: ,,Konforme Abbildung®, S. 18.

Derselbe: ,,On the uniformisation of algebraic fonctiong*. Annals of Mathe-
matics (2) 14, Nr. 4, 1913, 8. 143—162.

H. Weyl: ,,Die Idee der Riemannschen Fliche* Leipzig, Teubner 1913.

J. Pleme)j: ,,Uber den Verzerrungssatz von P. Koebe* (Vortrag, Naturforseher-
versammlung Wien 1913, erscheint im Jahresbericht der D. M. V).

Ein von Herrn Plemel]j in seiner Arbeit , Die Grenzkreisuniformisierung analytischer
Gebilde* (Mopatshefte Math. Phys. Bd. 23 (1912), S. 2971f) auf 8. 302 beniitzter Ansatz
von Funktionen £~ %5~ findet sich auch in meiner ersten Mitteilung ,dber die
T. bel. an. K* (Gott. Nachr, 1907, 8. 206 unten und 207 oben).

Von glterer Literatur seien wegen ihrer Beziehung zur Kontinuititsmethode genannt

E. Ritter: ,Die Stetigkeit der automorphen Funktionen bei stetiger Andermng
des Fundamentalbereichs®. Math. Ann. 45 u. 46 (1894 u. 1895),

# Man vgl. hierzn Kleins Autographie ,,Uber lineare Differentialgleichungen der
zweiten Ordpung® (Leipzig, Teubner, 1894 (Abdruck 1906), insbesondere S. 499—513).
Auf Beite 499 unten sagt Klein: , Eine allgemeine Beweismethode fiir diese Theoreme
igt die von mir und Poincaré gleichzeitiz gefondene Kontinnititsmethode, welche ich
zuerst in Math. Ann. 21 skizzierte, und welche dann Poincaré in Acta Math. 4 niher
ausgefibrt hat* Auf 8. 512 sagt Klein: ,Insbesondere Poincaré hat dieses Verbalfen
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Hierin wiederum liegt die gewissermaBen unberechtigte Seite der Poincaré-
schen Kritik, nimlich in dem dieser Kritik zugrundeliegenden Vorurteil, daBf
der Weg zu einem exakten Kontinunititsbeweise notwendig tiber die ,,polygones
limites“ fibren miisse. Wie schwierig eine solche Theorie iibrigens ist,
kann man aus den beziiglichen Untersuchungen Poincarés L. ¢. S. 236—240,
250—276 ersehen, Untersuchungen, weleche im Poincarésehen Kontinuitits-
beweise als pitce de résistance erscheinen. Man kann daran die Eigenart
der von mir gemeinten Wendung in der Auffassung des Kontinuititsbe-
weises erkennen. Sind doch in der Tat diese ganzen komplizierten und
tiefgehenden Uberlegungen Poincarés, unbeschadet der denselben beizu-
messenden spezifischen Bedeutung, bei meinem Kontinuititsbeweise entbehr-
lich, inde dieselben durch ein viel einfacheres, sofort alle Félle*) umspan-
nendes Argument ersetzt werden. Ubrigens erscheint es geradezu aussichts-
los, die allgemeineren Fundamentaltheoreme im Sinne Poincarés durch einen
Kontinuititsheweis zu erledigen, eine Meinung, die auch Poincaré selbst
mir gegeniiber in einer gelegentlichen miindlichen Besprechung mit mir
(Herbst 1910 in Berlin) vertrat, indem er sagte, daB er an einen Kon-
tinuititsbeweis der allgemeinen Fundamentaltheoreme nicht glaube, weil
die zu betrachtenden Kontinua ,micht geschlossen® seien.*¥)

Iech habe es in der voriiegenden Abhandlung gleichwohl nicht fiir
zweckmiBig gehalten, dem Grenzkreistheorem einen besonderen Abschnitt
zu widmen, vielmehr mich auf den Standpunkt gestellt, da das Grenz-
kreistheorem mittels der Methode der Uherlagerungsfliche bewiesen sei
(,U. d. a. K. I¥), um von da aus die auch fiir die aligemeineren Funda-
mentaltheoreme notwendige Einsicht in die Variationsmoglichkeit der bei
der Komposition beteiligten Grenzkreispolygone zu gewinnen. Hitte ich
diesen Standpunkt nicht eingenommen, so wére ich gendtigt gewesen, die
geometrische Theorie der Grenzkreisgruppen bzw. Grenzkreispolygone heran-
zuziehen, deren ausfiibrliche Begrindung von Herrn Fricke***) gegeben
der Grenzen der beiden Mannigfaltigkeiten genauer untersucht und daranf hingewiesen,
dab auch diese einander tatsichlich korrespondieren.*

Ubrigens beabsichtige ich (Koebe) meinerseits in spiteren Aufsiitzen anf die
Methode der Grenzpolygone zuriickzukommen,

. ¥ Poincaré verlangt demgegeniiber ,une dicussion spéeiale & chaque cas par-
ticulier«, S. 286 1. c.

#%) Tch habe iber diese Unterredung mit Poincaré seinerzeit (1910) auch mit
Herrn Klein in dem hier dargelegten Sinne korrespondiert. Beziiglich seines Kon-
tinuititsbeweises des Grenzkreistheorems erklirte Poincaré mir, daf er denselben
grundsiitzlich fiir biindig erachte, insofern als man ihn vollig streng machen kinne.
Die Poincarésche, durch die Heranziehung der ,polygones limites“ bezw. ,polygones
limites réduits® charakterisierte Auffassung der Kontinuitiitsmethode ist nach ihm selbst

von Schlesinger, Fricke und neuestens Brouwer verireten und ausgestaltet worden.
#%#) Fricke-Klein: ,Vorlesungen iiber automorphe Funktionen#, Bd. 1.
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worden ist. Wiahrend ich also in der Abhandlung ,U. d. a. K. III% den
Beweis der allgemeinen Fundamentaltheoreme durch die Verbindung: Me-
thode der Uberlagerungsfliche und iterierendes Verfahren gab, so ist mein
Standpunkt in dieser Abhandlung durch die Verbindung: Methode der
Uberlagerungsfliiche wnd Kontinwititsmethode bezeichnet, wobei jene erste
Methode lediglich fiir den Zweck eines Beweises des Grenzkreistheorems
bendtigt wird.

Es ist namentlich gegeniiber Poincaré ein charakteristischer Zug der
mehr von Riemann beeinfluten Kleinschen Betrachtungsweisen, Bereiche mit
analytischer Rinderzuordnung auf gleicher Linie mit wirklichen Riemann-
schen Flichen zu befrachten. So hat Klein insbesondere bei seiner Skizze
des Kontinuititsbeweises, geleitet durch gewisse von C. Jordan®) aus-
gebildete Vorstellungen, die Einheit des Kontinuums der kanonisch auf-
geschnittenen Riemannschen Flichen von bestimmter Blitterzahl und be-
stimmtem Geschlecht dadurch erliutert, daB er die zu einfach znsammen-
hingenden Bereichen kanonisch anfgeschnittenen Riemannschen Flichen
auf die Fliche des Einheitskreises konform abgebildet vorstellte und sich
nun auf die ,anschauungsmiBige Evidenz der Einheit (d. i. stetigen Uber-
fiihrbarkeit je zweier Individua ineinander) der so gefundenen Hilfsbereiche
(Binheitskreis mit stiickweise analytischer Rinderzuordnung) berief. Dem-
gegeniiber denke ich mir die durch p getrernte Riickkehrschnitte in
einen schlichtartigen 2p-fach zusammenhingenden Bereich verwandelte
Riemannsche Fliche auf einen schlichten 2p-fach zusammenhingenden Be-
reich ® mit durchweg regulirer analytischer Rénderzuordnung abgebildet
und kann fiir solche Bereiche dann in der Tat die Einheit derselben
exakt beweisen. Die allgemein mittels p Riickkehrschnittpaaren und p
Einschnitten in eine einfach zusammenhiingende Fliche verwandelte Rie-
mannsche Fliche aber li8t sich nun sofort auf einen schlichten Bereich &
der erwihnten Art abbilden, welcher jetzt noch in bestimmter Weise
zu einem einfach zusammenhiingenden Bereiche aufgeschnitten erscheint,
also einem Bereiche mit p reguliren analytischen Randsubstitutionen und
2p mit der Identitdt zusammenfallenden Substitutionen. Fiir Bereiche
dieser Art ist jetzt die Einheit derselben wirklich evident. Wiinscht man
nur die Einheit der unaufgeschnittenen Riemannschen Flichen bestimmten
Geschlechts und bestimmter Blitterzahl festzustellen, was fiir das Grenz-
kreistheorem geniigt, so kann man sich mit Klein auf den Liirothschen
Satz tber Riemannsche Flichen berufen. Durch die von uns erwihnte
Methode der Hilfsabbildung auf Bereiche @ ist der Vorteil geboten, daB

% C. Jordan: ,Sur la déformation des sarfaces* und ,Des contours tracés sur
les smrfaces”. Journal de Mathém., (2) 11 (1866).

Mathematische Annalen, LXXYV. 4



50 P. KozsEe.

tiberhaupt die ganzen von uns hier mittels der Kontinuititsmethode be-
handelten Uniformisierungsprobleme aunf gleicher Linie erscheinen mit einer
allgemeinen Klasse von Abbildungsaufgaben, nimlich Abbildungsaufgaben
iiber schlichte mehrfach zusammenhingende Bereiche, deren Riinder ganz
oder stiickweise durch analytische Substitutionen aufeinander bezogen sind,
wobei nun die Aufgabe darin besteht, dieselben auf Bereiche mit linearer
Rénderzuordnung abzuabilden.

Im AunschluB an die vorstehenden Bemerkungen will ich jetzt neben
den oben aufgefithrten Beweispunkten =als weiteren besonderen Beweis-
punkt noch den Nachweis der Einheit der abzubildenden Bereiche formu-
lieren, ein Beweispunkt, welcher an dem obigen Beispiel noch nicht her-
vortreten konnte wegen der dort vorkandenen unmittelbaren Evidenz dieser
Tatsache. Dasselbe gilt dort von der Kinheit der Spitzenpolygone, d. i
der abgebildeten Bereiche. In dem allgemeinen Falle der Uniformisierungs-
theorie ist dieser letztere Punkt ebenfalls ein besonderer Beweispunkt,
den wir daher auch besonders formulieven als Beweis der Finheit der ab-
gebildeten Berciche (Fundamentalbereiche). Es ist nun wesentlich, daBl diese
Tatsache fiir den Kontinuitdtsbeweis nicht bendtigt wird. Klein, der auch
die angegebene Stellung dieser Tatsache innerhalb des Kontinuititsbeweises
oder, richtiger gesagt, auBerhalb des Kontinuitdtsbeweises noch nicht er-
kannt hatte, glaubte dieselbe als unmittelbar evident (Math. Ann. 21,
S. 208) bezeichnen zu dirfen. Diese Ansicht diirfte sich allerdings schwer-
Lich aunfrecht erhalten lassen. Ich begriinde die angefiihrte Tats.che der
Einheit der abgebildeten Bereiche auf Grund des bewiesenen Fundamental-
theorems durch ein besonderes Kontinuititsschlufverfahren an der Hand
der zuvor bewiesenen Einheit der abzubildenden Bereiche ®.%)

Noch eines anderen Umstandes, dessen Stellung im Rahmen des Kon-
tinuititsbeweises bei mir in neuer Beleuchtung erscheint, will ich hier ge-
denken. Ich meine die Frage nach der Diskontinuitit der Modulgruppe**)
eine Frage, welche bei den Auffassungen von Poincaré und Klein sowie
im AnschluB daran bei Fricke als wesentliches Glied im Kontinuitits-
beweise erscheint. Zu dieser an sich sehr wichtigen Frage nehme ich in
der Weise Stellung, dafl ich sie iiberhaupt vollstindig aus dem Kontinuitits-
beweise ausscheide, indem ich zweckentsprechend die 6p — 6 Moduln ver-
wirkliche durch Ubergang auf die bekannte Riemannsche mehrblittrige
Parallelogrammfigur, welche, bei Fizierung von p Perioden und eines ihrer
2p — 2 Windungspunkte, von 6p — 6 reellen Parametern abhingt, wobei
es gleichgiiltig ist, ob hierbei noch die Mdoglichkeit der birationalen Ver-

* Diese Auffassung habe ich bereits 1910 Klein brieflich mitgeteilt. Vgl FuB-

note **¥) 8. 48,
*) Vgl. auch die Stellungnahme Brouwers hierzn in seinen 8. 46 zitierfen Noten.
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wandtschaft benachbarter oder nichtbenachbarter Flichen oder auch der
Transformation von FlLichen in sich besteht.

Ich hatte oben an dem Beispiel anch den Nachweis der umgebungs-
trenen Abbildung als besonderen Beweispunkt formuliert. In der Tat wird
diese Frage, auf so selbstverstindliche Weise sie sich bei dem Beispiele
selbst erledigt, wegen der Eindimensionalitit der in Beziehung gesetzien
Kontinua (Kontinuum der ¢ und Kontinuum der §) im allgemeinen Fall
ein besonderer Gegenstand der Beweisfilhrung. Ich erledige diesen Punkt
durch den Hinweis auf den neuerdings von Brouwer®) in so einfacher und
leicht zuginglicher Weise allgemein bewiesenen Satz, daB das sfefige ein-
eindeutige Abbild eines m-dimensionalen Gebicts im m-dimensionalen Eaum
wieder ein Gebiet ist, ein Satz, auf dessen Wichtigkeit fiir die Kontinuitits-
methode bereits Fricke in seinem Vortrage auf dem Heidelberger inter-
nationalen Mathematikerkongref (1904) nachdriicklich hingewiesen hatte.
Ich zeige jedoch auf der andern Seite und leiste dadurch wiederum auch
mehr, daB ein rein analytischer Beweis, wie ihn Poincaré und Klein an-
gestrebt hatten, ebenfalls in allen Fillen mdoglich ist, d. h. ein Beweis,
bei welchem die erst zu erweisende Tatsache der amalytischen (nicht nur
stetigen) Abhingigkeit der zu betrachtenden gleichdimensionalen Kontinua
zugrandegelegt wird. Ich halte gleichwohl die Beniitzung des genannten
allgemeinen Stetigkeitssatzes fiir natiirlich und zweckmiBig. Ist doch auch
die Anwendung dieses Satzes fiir eine Dimension in der Analysis geldufig.

Erster Teil.

Die Uniformisierung durch automorphe Funktionen
des Schottkyschen Typus.

g1
Die Einheit der schlichten Bereiche @ mit regnliirer analytischer
Rinderznordnung.

Die Riemannsche Fliche F der algebraischen Funktion y(z) vom
Geschlecht p > 2 denken wir uns durch p getrennte Riickkehrschnitte in
eine 2p-fach zusammenhingende, schlichtartige Fliche F, verwandelt. Die
Fliche F, kann dann auf einen schlichten Bereich ® mit regulirer analyti-
scher Rinderzuordnung abgebildet werden. Dies erreichen wir unter Be-

* L. E. J. Brouwer: ,,Zur Invarianz des n-dimensionalen Gebiets*, Math. Ann, 72,
8. 85—56, und die darin bendtigten Entwicklungen Brouwers in Math. Amn. 70,
8. 161—165; 71, S. 97—106, 326, 598,

4*
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niitzung eines von mir in einem friiheren Aufsatze¥) entwickelten Ge-
dankens in folgender Weise. Wir denken uns den Bereich F iiber jede
seiner 2p Begrenzungslinien hinaus ein Stiick fortgesetzt durch Anbhingung
je eines zweifach zusammenhingenden Flichenstreifens. Die so erweiterte
Fliche F, heiBe F,. Wir haben es nun in der Hand, die Begrenzung
von F aus einer endlichen Anzahl geradliniger Strecken gebildet zu
wihlen. Nunmehr denken wir uns jeder Begrenzungslinie von Fj' ent-
sprechend einen Punkt P im Raume gew#hlt und mit P als Spitze einen
Pyramidenmantel konstruiert, welcher die erwihnte Begrenzungslinie als
Grundlinie hat. Auf diese Weise wird die Fliche F durch Anfiigung
von 2p Pyramidenminteln in eine geschlossene einfach zusammenhingende
Fliche F;” verwandelt, welche nach den Beweisprinzipien von Schwarz
umkehrbar eindeutig konform auf die schlichte Ebene abgebildet werden
kann, da dies fiir die Umgebung jedes einzelnen Punktes elementar méglich
ist, insbesondere auch fiir die dureh die angesetzten Pyramidenmiintel ge-
schaffenen Eckpunkte und Kantenpunkte (Faltungspunkte, wenn die Punkte P
in der Ebene der Fliche F' selbst angenommen werden). Bei dieser Ab-
bildung der Fliche F,” wird nun F, offenbar auf ein schlichtes 2p-fach
zusammenhingendes Gebiet abgebildet und Fj geht in ein Gebiet @ iiber,
dessen 2p Begrenzungslinien in der Tat durch regulire analytische Sub-
stitutionen aufeinander bezogen erscheinen, wenngleich diese Begrenzungs-
linien selbst nur aus Stiicken regulirer analytischer Linien zusammengesetzt
sind. In der Tat haben ja die erwihnten Substitutionen auf Grund ihrer Ent-
stehung eine reguliire analytische Bedeutung je in einem gewissen Streifen
zu beiden Seiten dieser Linie. Dieser Streifen ist das bei der Abbildung
gefundene Bild desjenigen Flichenstreifens von F, den man erhilt, wenn
man die dem Riickkehrschnitte entsprechend gewihlten beiden Zusatz-
fidchenstreifen zu einem einzigen Streifen zusammengefligt denkt. Dieser
Streifen ist auf der Fliche F|” doppelt vorhanden und wird bei der Ab-
bildung zweimal dargestellt.

Es ist nun von Wichtigkeit, eine Modifikation der Begrenzung des
gefundenen Bereichs ¢, den wir jetzt mit &’ bezeichnen wollen, in der
Art vorzunehmen, dafl die 2p Randkurven des neuen Bereichs, ®, simi-
lich geschlossene regulire analytische Linien werden. Die Begrenzungslinien
von & sollen dabei der Bedingung geniigen, durch bloBe Deformation aus
den entsprechenden Begrenzungslinien des Bereichs @ hervorzugehen, wo-

*) Meraner Vortrag 1905, abgedr. im Jahresbericht der Deubschen Mathematiker-
Vereinigung 13906: ,Uber die konforme Abbildung mehrfach zusammenhingender
ebener Bereiche, inshesondere solcher Bereiche, deren Begrenzung von Kreisenm ge-
bildet wird.“ Siehe insbesondere S.150ff.; vgl. anch meine Abhandlang ,,U. d. a. K. II*
§ 13, Math. Ann. 69 (1910), S. 43.
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bei wihrend der Deformation die analytischen Randsubstitutionen bestehen
bleiben. Diese Modifikation kann in folgender Weise ausgefiihrt werden.

Wir bemerken zunichst, da wir, was keine Beschriinkung des Grades
der Allgemeinheit der Untersuchung bedeutet, den Bereich ¢ als einen
den unendlich fernen Punkt in seinem Inmern enthaltenden Bereich vor-
stellen. Die Ebene des Bereichs ® mdge als 2-Ebene bezeichnet werden.
Wir fassen nun ein Paar einander zugeordneter Begrenzungslinen I und
des Bereichs ¢’ ins Auge und wollen zundchst fiir dieses Paar eine De-
formation in dem gewiinschten Sinne ausfiihren, von welcher zugleich die
anderen Paare nicht betroffen werden. Zun dem Zwecke bilden wir das
ganze einfach zusammenhingende, von ! umschlossene Gebiet der z-Ebene
vermittelst einer Funktion Z(2) auf das Innere des Einheitskreises ab.
Diese Abbildung unterliegt bei Zugrundelegung der Schwarz-Neumann-
schen kombinatorischen Methoden keinen Schwierigkeiten, weil die Linie 7
ihrer Entstehung gemif aus lauter reguliren analytischen Linienstiicken
gebildet ist. Nunmehr denken wir uns innerhalb des Einheitskreises der
Z-Ebene einen mit diesem konzentrischen Kreis K konstruiert, dessen
Radius » hinreichend nahe an 1 gewéhlt werden moge. Der Grad der An-
niherung des zu wihlenden Kreises K an den Einheitskreis bestimmt
sich aus der Bemerkung, daB das Bild L von K in der z-Ebene, welches
jedenfalls eine geschlossene reguldre analytische Linie ist, noch in den
oben betrachteten um ! definierten Streifen hineinfillt, in welchem die
betreffende Randsubstitution eine regulire Bedeutung besitzt und eine
schlichte und endliche, die andern 2p — 1 Begrenzungslinien von @ nicht
storende Abbildung vermittelt, sodaB vermdge dieser Substitution die Linie L
auch in eine regulire geschlossene Linie, L', verwandelt wird. Die gefun-
denen Linien L und L’ wihlen wir jetzt an Stelle von I und ' als Be-
grenzungslinienpaar des zu definierenden Bereichs .

Analog verfahren wir mit den p — 1 iibrigen Begrenzungslinienpaaren
und erhalten so den Bereich ® mit p Paaren i // j ’

7y
geschlossener, ganz im Endlichen verlaufender %

reguliirer analytischer Begrenzungslinien L,, L,’, ///é ’ /
L, L;,-- -, L,, L. Die Figur 1 zeigt einen 7 7
derartigen Bereich schematisch im Falle p—=2.
Durch die punktierten Linien sind die Be-
grenzungslinien umgebende Streifen angedeutet,
welche durch die Randsubstitutionen einein-
deutig regulir aufeinander bezogen werden.
Diese Streifen mégen mit A, A, Ay, A, -+, A, A, bezeichnet werden,
und wir diirfen dieselben, wie in Figur 1, soweit beschrinkt vorstellen,

daB sie ganz im Endlichen liegen und voneinander vollig getrennt sind.

/'%

7
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Wir fassen nunmehr die Gesamtheit aller Bereiche der Gattung &
bei bestimmtem p ins Auge, d. i. also die Gesamtheit aller den unendlich
fernen Punkf im Innern enthaltenden 2p-fach zusammenhingenden, von
2p geschlossenen, paarweise regulir und eineindeutig mit entgegengesetztem
Umlaufssinn aufeinander bezogenen reguliiren analytischen Linien begrenzten
Bereiche. Wir wollen die FEinheil des Kontinuums der ® beweisen. D. h.
fiir uns priziser folgendes: Wenn ®, und ®, irgend zwei Bereiche der
Gattung @ sind, so ist es mdglich, durch stetige Verinderung der Be-
grenzungslinien und der Randsubstitutionen von dem Bereiche @, zu dem
Bereiche ®, zu gelangen, immer im Kontinuum der ¢ bleibend. Es soll
also, behaupten wir, in der ® Mannigfaltigkeit zwischen &, und ®, eine Uber-
flihrungslinie Q, wie wir uns ausdriicken wollen, existieren. Die Konstruk-
tion dieser Linie Q zwischen ®, und @, ist die Aufgabe, mit der wir uns
jetzt beschiftigen wollen. Bei der Losung dieser Aufgabe haben wir mit
Riicksicht auf die spitere Anwendung auch darauf zu achten, daB wir uns
wihrend der Uberfihrung in jedem Moment ein Urteil iiber die Breite
der um die Begrenzungslinien jeweilig existierenden 2p Flichenstreifen A
bilden, daB wir inshesondere wihrend der gaunzen Uberfuhrung eine durch-
géngig giiltige Breite dieser Streifen angeben kénnen.

Das Verfahren, welches die gestellte Aufgabe lost, kann zweckmiBig
als Methode der Ringverschicbung bezeichnet werden, weil der Hauptgedanke
der Uberlegung in der Heranziehung der Abbildung zweifach zusammen-
hiingender Bereiche auf Kreisringflichen beruht, in welchen der Ubergang
von der einen zur andern Randlinie stetig mittels der konzentrischen
Kreise als Zwischenglieder ausgefithrt wird, wobei zugleich ein sich #hn-
lich mit sich selbst verindernder umgebender kreisringformiger Flichen-
streifen mitverschoben gedacht wird.

Es sei B ein von zwei geschlossenen reguldren analytischen Linien
begrenzter zweifach zusammenhingender schlichter Bereich der z-Ebens,
in welcher wir unsere Deformation vornehmen wollen. Alsdann wird der
Bereich B in folgender Weise auf einen Kreisring abgebildet. Man nehme
der einfacheren Sprechweise halber, was anch im folgenden allein in Be-
tracht kommt, an, daB der Bereich B den unendlich fernen Punkt weder
im Inneren noch auf seiner Begrenzung enthilt. Alsdann wird B von einer
suBeren Begrenzungslinie s, und einer inneren Begrenzungslinie s, begrenzt.
Man bestimme nun diejenige in B regulire Potentialfunktion wu, welche
auf 5, den Wert — 1 annimmt und auf s, den Wert 0. Bildet man jefzt

das hfiegral f 371: ds, dn in der Richtung der inneren Normalen, d. h. der

5
in den Bereich B hineinfilhrenden Normalen genommen, so wird sich da-
fiir ein positiver von O verschiedener Wert 2w ergeben, welcher auf den
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Wert 2% gebracht wird, indem man an Stelle der Funktion « die Funktion

1—? betrachtet. Bs sei v die zu u konjugierte Potentialfunktion. Alsdann
A{u+iv)

vermittelt die Funktion e © , welche in B eindeutig und von 0 und

oo verschieden ist, eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs B

auf einen Kreisring, dessen #uBerer der Linie s, entsprechender Begren-

zungskreis der Einheitskreis ist, wihrend der innere, der Linie s, ent-

sprechende Begrenzungskreis mit dem Einheitskreise konzentrisch ist und
n
den Radius e ® besitzt. In .der Tat ergibt sich der genannte Charakter

der Abbildung sofort durch Anwendung des Satzes von der Charakteristik
des Randes, wenn man beachtet, daB die Begrenzungslinien s, und s, selbst
in der Tat eineindeutig und mit demselben Umlaufssinn auf die erwihnten
Kreislinien abgebildet werden.

Nach diesen Vorbemerkungen gehe ich nun zur Darlegung des Ring-
verfahrens selbst iiber. Die gestellte Aufgabe der Uberfihrung des Be-
reichs @, in den Bereich ®, wird in drei Schritten geldst.

Der erste Schritt besteht darin, daf die Bereiche ®; und ¢; je in
einen Bereich ®, und ®, ibergefihrt werden, deren simtliche Begren-
zungslinien Vollkreise sind, wobei, allgemein zu reden, die Bezugssubstitu-
tionen noch allgemein analytisch, noch nicht linear sein werden. Diese
Uberfithrung geschieht so.

Wir nehmen etwa die Begrenzungslinie I des Bereichs ®;. Diese
Begrenzungslinie umschlieBt ein einfach zusammenhingendes Gebiet der
z-Ebene. Innerhalb dieses Gebiets withlen wir eine beliebige, geschlossene
Kreislinie K, welche mit L keinen Punkt gemeinschaftlich hat. Die Linien
L und K begrenzen einen zweifach zusammenhingenden Bereich B, welchen
wir den obigen Angaben gemdB auf einen Kreisring R einer Z-Ebene ab-
bilden mit dem Einheitskreis als fuBerem Begrenzungskreis. Jetzt werde
in.R und dariiber hinaus das System der mit dem Einheitskreise konzen-
trischen Kreise und das System der dazu orthogonalen geradlinigen Strecken
der Z-Ebene konstruiert. Wir konnen dann in der Z-Ebene den #uferen
Begrenzungskreis X, von B mit dem Radius 1 allmihlich in den inneren
Begrenzungskreis K, von R mit dem Radius ¢ iibergehen lassen, indem
wir ihn unter bestindiger Verkleinerung eben die erwihnten konzentri-
schen Kreise zwischen K; und K, durchlaufen lassen. Damit ist ein be-
stimmter UberfihrungsprozeB bezeichnet, bei welchem auch die Bewegung
Jedes einzelnen Punktes vollig bestimmt ist, wenn festgesetzt wird, daB
der einzelne Punkt je auf der auf den Nullpunkt gerichteten geradlinigen
Strecke gleiten soll. Nunmehr beachten wir, daB der in der Z-Ebene
definierte UberfithrungsprozeB sich vermdge der durch die Funkiion Z{2)
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definierten konformen Abbildung auf die z-Ebene iibertrigt und dort eine
ganz bestimmte Deformation der Linie L in den Kreis K durch den Be-
reich B hindurch liefert, bei welcher auch die Bewegung jedes einzelnen
Punktes vorgeschrieben ist.

Wir iberlegen noch, ob bei der erwihnten Deformation eine gleich-
miBige Streifenbreite fiir alle Bereiche @ gewdhrleistet ist. Wir betrachten
in der Z-Ebene irgend einen Kreis K, mit dem Radius r, wobei o <r <1
sel. Alsdann ist K, auf den Einheitskreis der Z-Ebene, genannt K, durch
die Substitution Z'= rZ bezogen, welche in der ganzen Z-Ebene regulir
erklirt ist. Wir kdnnen nun eine positive Grofle 4 >1 so nahe an 1
wihlen, daB die Funktion 2(Z) auch noch in dem durch die Ungleichheits-

bedingungen %g |Z} < definierten Ring R regulir erklirt ist und eine

schlichte Abbildung vermittelt, bei welcher insbesondere den begrenzenden

Kreises K, und K, des Ringes R zwei bezichungsweise L und K in der
7
z-Ebene benachbart verlaufende Linien I und % entsprechen, welche ein

zweifach zusammenhiingendes, endliches, den Bereich B enthaltendes Ge-
biet b begrenzen, das die 2p — 1 weiteren Begrenzungslinien des Bereichs ®
ausschlieBt.

Wir bezeichnen mit K, den in der Z-Ebene liegenden Kreisring,

welcher durch die Ungleichheitsbedingungen —% <1Z1 L r -y erklart ist,

also inbezug auf die Kreislinie K, zu sich selbst spiegelbildlich symmetrisch
ist. Es ist dann B, auf B, (d. i R, fir r = 1), durch die Substitution
Z' = rZ bezogen, eine Beziehung, welche sich auf die z-Ebene iibertrégt,
wobei der Linie K, und dem Gebiete B, die Linie %, und das Gebiet b,,
beide in b enthalten, enisprechen.

Die Linie %, ist auf L, welche Linie wir auch mit %, (d. i %, fir
r =1) bezeichnen konnen, vermittelst einer im Gebiete b, sicher reguliren
und dieses Gebiet schlicht auf b, abbildenden, analytischen Funktion be-
zogen. In vollig iibersehbarer Weise versehiebt sich nun b, stetig, wenn »
die Werte von 1 bis ¢ durchlinft.

Wie wir soeben mit Linie I verfahren haben, kénnen wir nachein-
ander auch mit den iibrigen 2p — 1 Begrenzungslinien des Bereichs ®,,
danach auch mit den Begrenzungslinien des Bereichs @, verfahren. Das
Ergebnis ist, daB wir die Bereiche ®, und ®, in Bereiche ®, und ®, de-
formiert haben, deren Besonderheit darin besteht, daB die Begrenzungs-
linden lauter Vollkreise geworden sind.

Nunmehr vollfilhren wir den sweiten Schritt, welcher darin besteht,
daB die Bereiche ®, und ®, in Bereiche mit @bereinstimmenden Begrenzungs-
kreisen, jedoch, allgemein zu reden, noch verschiedenen analytischen Bezugs-
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substitutionen iibergefithrt werden. Diese Uberfilhrung ist besonders einfach.
Wir kbonnen pimlich zunichst eine Deformation vornehmen, bei welcher
die 2p Begrenzungskreise des einen Bereichs den enisprechenden Begren-
zungskreisen des zweiten Bereichs gleich groB werden. Wir brauchen dazu
nur mit jedem der 4p Kreise eine geeignete dhnliche stetige Verkleinerung
vorzunehmen mit dem Kreismitielpunkte als Ahnlichkeitszentrum. Hierbei
ist unmittelbar auch die damit verbundene stetige Anderung der analyti-
schen Bezugssubstitutionen gegeben. Sind ®," und ®,” die nunmehr ge-
fundenen Bereiche mit entsprechend gleich groBen Begrenzungskreisen, so
kann man durch Verschiebung der Kreise, wobei man sich die Rand-
substitutionen auf den Kreisen markiert denken moge, den Bereich ®,” in
den Bereich ®,” als solchen iiberfihren. Nach der Uberfithrung koinzidieren
natiirlich im allgemeinen nur die Begrenzungskreise als solche, nicht auch
die auf ihnen erklirten analytischen Bezugssubstitutionen. Wir konnen

auch so sagen: die beiden Bereiche 6 und 5 sind in einen und denselben

von 2p Kreisen begrenzten Bereich ¢ iibergefiihrt, abgesehen von den
Randsubstitutionen. Fiir den Bereich ® sind die 2p Begrenzungskreise in
bestimmter Weise gepaart' und fiir jedes Paar auf zwei Weisen die ana.lytl—

schen Bezugssubstltutlonen erklirt, sodaB wir, wenn L, L/, L, L, -

ey Lp, L,D die p Paare begrenzender Kreise sind, 2p Substitutionen haben
P1y V15 Pos Yy %5 Py Bpy YOR welchen die beiden Substitutionen des o™
Paares die Linie Z, in die Linie L iiberfiihren.

Wir haben nun den driffen Schrift auszufithren. Dieser dritte Schritt
besteht in der Ausfithrung einer Deformation der erwihnten analytischen
Substitutionen in der Weise, daB schlieBlich ¢, in y, iibergefiihrt er-
scheint, wobei wihrend der Uberfihrung die jeweilige Substitution 7,
eine eineindeutige regulér analytische Abbildang des Kreises L, auf den
Kreis L, liefern muB, welche beiden Kreise als fest zu denken smd

Um diese Uberfuhrung vorzunehmen, bemerken wir, dab fir das
Linienpaar I,,, L, sich die Aufgabe so fassen 138t: es soll die auf der
Linie L, vermdge der beiden Beziehungen dieser Linie auf die Linie L,
erklirte Substitution dieser Linie L in sich in die identische Substitution
tibergefiihrt werden. Entsprechend ist die Aufgabe fiir die iibrigen p — 1
Kreispaare zu formulieren. Damit sind wir auf eine Fragestellung ge-
kommen, welche wir nun fiir sich herausstellen, nimlich die folgende:
Auf einem Kreise, den wir als Einheitskrels wiklen konnen, ist eine ein-
eindeutige reguldre analytische Verschiebung dieser Linie in sich erklirt.
Man soll eine einparametrige stetige Verinderung dieser Substitution, wo-
bei dieselbe’ wihrepd der Anderung in jedem Augenblick wieder eine ein-
eindeutige regulire Verschiebung des Binheitskreises in sich reprisentieren
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soll, so vornehmen, daf schlieBlich die identische Substitution gewonnen
wird. Die einzelne analytische Verschiebung des Einheitskreises in sich
von der betrachteten Art wird natiirlich nicht nur auf der Peripherie des
Einheitskreises als solcher existieren, sondern sie wird stets in einem ge-
wissen, den Einheitskreis selbst enthaltenden Ringgebiete regulir erklirt
sein, sodaf sie eine durchaus schlichte und endliche Abbildang dieses
Rings liefert. Fiir die Behandlung der Frage kann man iibrigens die
Beschrinkung auf Substitutionen, die den Einheitspunkt fest lassen, ohne
weiteres einfiihren.

Wir bezeichnen den Einheitskreis der z-Ebene mit K, und einen mit
ihm konzentrischen Kreis vom Radius # allgemein mit K . Ferner moge
die als gegeben vorausgesetzte analytische Substitution auf dem Einheits-
kreise mit { = S(z) bezeichnet werden. Wir wihlen eine GréBe 5> 1 so
nabe an 1, daf auch noch in dem von K, und K, begrenzten Kreisringe B,

7
die Funktion S(¢) regulir erklirt ist und eine schlichte und endliche Ab-
bildung dieses Kreisrings auf einen endlichen Ring r, (allgemein zu reden

nicht Kreisring) vermittelt, dessen beide Begrenzungslinien mit %, und %,
7

bezeichnet werden mogen. Wir denken uns diesen Ring noch in einer be-
sonderen f-Ebene gezeichnet. Die Substitution {= S(#) kann nun geradezu
erkldrt werden durch die Linie k, in folgender Weise: Die Linie %, be-
grenzt mit dem Einheitskreise der {-Ebene einen Ring. Dieser Ring kann
nur auf eine Weise dergestalt auf einen den Einheitskreis der z-Ebene
als inneren Begrenzungskreis enthaltenden Kreisring abgebildet werden,
daB dabei der Einheitspunkt selbst wieder in den Einheitspunkt tibergeht.
Insofern kann also die Linie f, zur Definition der Substitution { = S(2)
dienen. Wir konstruieren nun in der {-~-Ebene einen Kreis %, mit dem
Radius & und wihlen & so grofi, daB %, die Linie %, vollstindig um-
schlieft. Den zweifach zusammenhéingenden, von k, und %, begrenzten
Bereich der {-Ebene denken wir uns auf einen Kreisring abgebildet und
vermige dieser Abbildung gemiB unserem Prinsip der Ringverschiebung
eine stetige Uberfihrung der Linie %, in den Kreis ki, vorgenommen. Ist
k, (<A< ¥) eine wihrend der Uberfihrung auftretende Linie, so gehért
zu k, eine bestimmte Substitution S;(2), durch welche der vom Rinheits-
kreise der z-Ebene und von K, (= Kreis mit dem Radins 1) begrenzte
Ring der s-Ebene auf den {-Ring zwischen %, und %, unter Festhaltung des
Einheitspunktes abgebildet wird. Es ist klar, daB, wenn %, in den
Kreis k, fibergegangen ist, die Substitution s, die identische Substitution
geworden ist.

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Substitution S,(#) sich stetig
mit k, indert und auch die Breite des um den Einheifskreis herum be-
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stehenden jeweiligen Abbildungsstreifens zu beurteilen. Beide Fragen er-
ledigen sich aus der Konstruktion der Bezugssubstitutionen S;(z). Be-
zeichner wir zu dem Zwecke mit u, diejenige in der {-Ebene erklirte
Potentialfunktion, welche auf dem Einheitskreise %, den Wert 0, auf der
Linie k, den Wert 1 hat und in dem Ring zwischen £, und %, regulir
und eindeutig ist, so wird die GroBe 1 des Radius, welchen bei der
mit S,(2) bezeichneten konformen Abbildung der %k, in der z-Ebene

entsprechende Kreis K, besitzt, durch das Integral 2o = [ %% ds in der
i

7T
Gestalt 2 — ¢» aunsgedriickt. Da nun u, <ty <uy, weil k; zwischen k,
und %, liegt, so ergibt sich 4 <2 << &. D. h.: Die Substitutionen S;(z),
die sich bei der Deformation ergeben, sind alle in dem Kreisring R, der
z-Ebene regulir erkliirt, welcher durch die Ungleichheitsbedingungen

—:7 < lz] £ definiert ist. Hiermit ist zunichst ein Urteil iiber die Streifen-

breite der analytischen Substitutionen S,(¢) gewonnen. Es handelt sich
jetzt noch um den Nachweis der stetigen Anderung der Substitution S,(z)
wihrend der Uberfithrung. Fiir diesen Nachweis geniigh es, die stetige
Anderung des Potentials u, zu beweisen, wenn k, die vorgeschriebene
stetige Variation ausfilhrt. Es seien zu dem Zwecke %, und k), zwei be
nachbarte Kurven, die bei der Uberfihrung vorkommen, und zwar mége
I, die Kurve k, umschlieBen. Zur Beurteilung der GriBe der Differenz
w, — u, ist nur erforderlich die Abschitzung dieser Differenz auf der
Linie %,. Auf k, hat w, den Wert 1, u, jedoch hat auf k, Werte, die
sich von dem auf k, angenommenen Werte 1 um einen beliebig klein
werdenden Betrag unterscheiden, wenn %, und k, hinreichend nahe an-
einander liegen, weil alle Funktionen u, eine angebbar endliche Steilheit
des Abfalls besitzen. Das ergibt sich sofort, wenn wir die Funktionen®) u,
auf die Z-Ebene tiberpflanzt denken, auf welche der Ring zwischen £,
und %, als Kreisring abgebildet worden ist, um von da aus zur Definition
der Linien %, zu gelangen. Man beachte einerseits die vorstehenden Entwick-
lungen, andererseits den Satz, daB fiir eine Potentialfunktion, welche in
einem Kreise dem absoluten Betrage ihrer Werte nach unterhalb einer
endlichen Schranke M bleibt, vermdge des Poissonschen Integrales auch
Schranken fiir den absoluten Betrag der Ableitungen hergeleitet werden
konnen in einem zu dem ersteren konzentrischen Kreise, Schranken, welche
nur dorch die Radien der genannten beiden Kreise und durch die ange-
nommene Schranke M bestimmt werden. Auf Grund dieses Satzes ge-

* Der Ausdruck ,Funktionen u,* statt ,Funktion w«;* soll bedeuten, daB wir
% in seiner Abhlingigkeit vor dem Paramster i betrachten, also eine Funktionenschar.



60 P. Kozge.

langen wir sofort zum Ziele, wenn wir, wie gesagt, die Betrachtung in
die Z-Ebene verlegen und dort das iiberpflanzte Potential u, iiber den der
Linie %, entsprechenden Kreis x, der Z-Ebene analytisch fortsetzen, wobei
dann %, in einem bestimmten Bezirke unterhalb 2 bleibt, welcher Bezirk
als ein %, einbettender konzentrischer Kreisring gewihlt werden kann,
der in bezug auf x, zu sich selbst spiegelbildlich symmetrisch ist und
dessen Radienverhiltnis fiir alle %, fest gewihit werden kann.

Hiermit ist vollstindig der Weg gezeichnet, um den Bereich @, in
den Bereich &, innerhalb des ®-Kontinnums tiberzufithren, da beide Be-
reiche in einen und denselben ®-Bereich iibergefiihrt worden sind. Wir
bezeichnen die gefundene Uberfithrungslinie von ®, nach ®, hin als die
Uberfiihrungslinie Q im Kontinuum der .

Wir hatten bereits oben bemerkt, daB es von Wichtigkeit sei zu
konstatieren, daB wir auf Grund des Uberfihrungsmodus imstande sind,
lings der ganzen Uberfilhrungslinie Q mittels bestimmter Abschitzungs-
formeln die GroBe und Gestaltsverhiltnisse aller der Uberfihrungslinie an-
gehorenden Bereiche ® zu beschreiben. In der Tat sehen wir ohne weiteres,
daB lings der ganzen Linie Q die Begrenzungslinien simtlicher Bereiche &
in einem endlichen, direkt bestimmbaren Bezirke bleiben. Wir bemerken
ferner sofort die Mdglichkeit der unmittelbaren Angabe einer oberen und
unteren Schranke fiir die Distanzen der 2p Begrenzungslinien unterein-
ander, sowie fiir ihre groften Durchmesser (Spannweiten). SchlieBlich be-
merken wir noch folgendes: Wir kénnen jede der Linien La) (;), ey, L9,
das sind die p ersten Begrenzungslinien des Bereichs d>1, je in ein
ringartiges Gebiet (Grundring) so einbetten, daB nicht nur die Linien
LV, LY, ..., LY und damit die analytischen Bezugssubstitutionen des
Bereichs ®,, sondern auch alle 2p Begrenzungslinien jedes Bereichs ¢
der Uberfiilhrungslinie Q nebst den Bezugssubstitutionen aus jenen p Grund-
ringen dadurch entstehen, daB dieselben in ihrer Vollstindigkeit gewissen
schlichten reguliiren Abbildungen unterworfen werden, woraus unmittelbar
die gewlinschten generellen Schranken mittels des Verzerrungssatzes her-
geleitet werden konnen, so namentlich eine allgemein giiltige Streifenbreite
fiir die Bezugssubstitutionen (welche tibrigens auch direkt durch das Prinzip
der Ringverschiebung, wie wir dasselbe zur Anwendung gebracht haben,
gewshrleistet wird). Wir wollen in dieser Beziehung folgende Folgerung
aus dem Verzerrungssatze nennen.

Satz (Folgerung aus dem Verzerrungssatze): Es sei B ein
schlichter endlicher zweifach zusammenhéingender Bereich, innerhalb dessen
eine ihn in zwel zweifach zusammenhingende Bereiche B, und B, zer-
legende geschlossene Linie L verliuft. Der Bereich B werde irgend einer
schlichten eineindeutigen endlichen konformen Abbildung unterworfen, bei
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weleher B, L, f,, B; in B', I, B/, 8" iibergeht. Es sei d’ der kiirzeste
Abstand der Linie L’ von der Begrenzung des Bereichs B, ferner s* der
Umfang oder auch die Spannweite der Linie L'. Alsdann bleibt das Ver-

hiltnis i:,— zwischen zwei von O und oo verschiedenen endlichen Schranken
d
g < ra <@,

welche von der Wahl der Abbildungsfunktion unabhingig sind.

Der Beweis ergibt sich mit wenigen Strichen aus dem Verzerrungs-
satze. Denkt man sich die Linie L in einen zweifach zusammenhingenden
Flichenstreifen § eingebettet, dessen beide Begrenzungslinien mit der Be-
grenzung von B keinen Punkt gemeinschaftlich haben, so besagt der Ver-
zerrungssatz, daB der Quotient |f/'(2)! : [f'(¢”)|, unter f* die Ableitung der
Abbildungsfunktion, unter 2’ und z” irgend zwei Punkte des Bereichs §
verstanden, zwischen zwei von 0 und oo verschiedenen endlichen Schranken
bleibt, die von der Wahl der Abbildungsfunktion unabhéngig sind:

~ IF& _H
T<iren <

Hieraus ist der obige Satz zu entnehmen.

§ 2.
Die stetige Anderung der zu ¢ gehdrenden Abelschen Integrale
erster Art in Abhingigkeit von o,

Wir haben in § 1 nur die Bereiche & selbst untersucht. Nunmehr
wollen wir unsere Aufinerksamkeit den zu & gehSrenden Funktionen zu-
wenden, insbesondere den Abelschen Integralen erster Art. Fir diese
Integrale wollen wir die Stetigkeit ihrer Anderung beweisen, wenn ®
stetig abgeindert wird, also z. B. wenn & die Uberfihrungslinie Q von dem
Bereiche ®, zu dem Bereiche ®, durchlinft, oder wenn & unter der Vor-
aussetzung speziell linearer Rinderzuordnung dadurch modifiziert wird,
daB man die p linearen Substitutionen von einem Ausgangssystem aus frei
variiert. Wir werden unten die stetige Anderung der Abelschen Integrale
gerade mit Bezug auf die genannten beiden Variationsmoglichkeiten be-
niitzen.

Wir erinnern zuniichst an die Bezeichnungen. Die 2p paarweise ein-
ander zugeordneten Begrenzungslinien des Bereichs @ bezeichnen wir mit
L, L, Ly, Ly, - -+, L,, L,. Der unendlich ferne Punkt ist innerer Punkt
des Bereichs ®. Die erwidhnten Linien sind lauter geschlossene regulire
analytische Linien. Die p analytischen Bezugssubstitutionen modgen mit
5,(2), 8,(2), - - -, S,(2) bezeichnet werden.
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Nach den Schwarz-Neumannschen kombinatorischen Methoden IiB4
sich entsprechend dem o Begrenzungslinienpaare eine in @ regulire und
eindeutige Potentialfunktion 4, finden, welche gegeniiber den Substitutionen
Sy 84, -5 Seqy Sppys -+ o, S, ungedindert bleibt, gegeniiber der Substitu-
tion S, hingegen eine Vermehrung um den konstanten Wert 1 erfihrt.
Das erwihnte Verhalten gegeniiber den Bezugssubstitutionen wird dabei
so verstanden, daB dasselbe nicht nur lings der Begrenzungslinien selbst
statt hat, sondern dariiber hinaus in gewissen Streifen A (vgl. S. 53), in
welchen die Substitutionen erklirt sind. Die Funktion w, ist demnach
gemdl diesen Substitutionen ein Stiick tiber die 2p Begrenzungslinien
hinaus analytisch fortsetzbar. Wird fiir », noch die Bedingung gestellt,
daB der Wert dieses Potentials im unendlich fernen Punkt null sein soll
so ist u, durch seine angegebenen Eigenschaften vollstindig bestimmt,
weil die Annahme zweier derartiger Funktionen eine Differenzfunktion w
liefern wiirde, welche gegeniiber allen p Substitutionen ungeiindert bleibt,
dazu in ¢ eindeutig ist und im Unendlichen verschwindet. Fiir diese
Funktion w ergibt sich aber, wenn jetzt und im folgenden allgemein mit
D(f) das iiber einen Bereich A erstreckte Dirichletsche Integral
4

)= [ ((Z)'+ (Z£)") azay

bezeichnet wird, daB

P 'p ]
d d
AD(w)= Efw—(%ds—— _;_Jw%ds=0

v=1 L, v=l L;,
ist, weil w%ds fiir zugeordnete Randelemente denselben Wert ergibt.

Damit ist gezeigt, daB w konstant, also = O ist, weil dieser konstante
Wert im Unendlichen O ist.

Zu u, gehort ein konjugiertes Potential »,. Um die p konjugierten
Potentiale v, zu normieren, denken wir uns, wie in Figur 2 angedeutet,

sy » Qe G, -, Q, konstruiert de
%///Z//////////////é/z///////////?/% p Wuerschni . konstruie ror

/ o eine Verbindung zwischen zwei zugeord-
// veten Punkten des Randkurvenpaares her-
/ stellt. Die auf diese Weise in eine p-fach zu-
sammenhingende Fliche verwandelte' Fliche ¢
mbge mit ¢ bezeichnet werden. Die Funk-
tion v, ist nun in ¢ dadurch eindeutig nor-
miert, daB man festsetzt, es soll », im unend-
lich fernen Punkte verschwinden. Die Funk-
tion v, ist in & sicher nicht eindeutig, vielmehr besitzt sie mindestens
lings eines der p Querschnitte einen von O verschiedenen Periodizitits-
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modul. In der Tat wiirde andernfalls u, + iv, eine in ¢ eindeutige Funk-
fion W sein, welche sich gegeniiber den Substitutionen nur um gewisse
additive Konstanten #ndert. Man hitte nun

ql?(ua) =2fua dv, *2([‘% dv,
Z, %,

oder, wie sich bei Vergleichung zugeordneter Randelemente ergibt,
D(u,) = | ldv, = 0.
D(s,) f v,

Wir bemerken jetzt weiter, da auch keine lineare homogene Kombination
der v, etwa e,v,, eine in ® eindeutige Funktion liefern kann, da als-
dann die Funktion (e ,u,+ ic,0,) eine in ® eindeutige analytische Funk-
tion W wire, welche sich nur gegeniiber den Randsubstitutionen und zwar
um additive Konstanten #ndert. Es ergibt sich hieraus, daBl die Deter-
minante A der p Systeme von je p Periodizititsmoduln, welche den
p Funktionen v, mit Bezug auf die p Querschnitte @ zukommt, von O
verschieden ist. Wir bemerken nun weiter, dafl die 2p Funktionen w,, - - -, u,,
v, - -, ¥,, welche in ¢ jedenfalls simtlich eindeutig sind, in reellem Sinne
genommen, linear unabhingig sind. In der Tat wiirde das Bestehen einer
linearen Gleichung bedeuten, daf fiir die betreffende lineare Verbindung
sowohl die Periodizititsmoduln an den @ als auch die den Bezugssubsti-
tutionen entsprechenden Periodizititsmoduln verschwinden. Hieraus aber
folgt bei Betrachtung der (), daB die eingehende Kombination der v fiir
sich verschwinden muB, also die Koeffizienten derselben alle O sein miissen.
Darnach ist dann auch klar, daf die Koeffizienten der « simtlich ver-
schwinden miissen.
Nunmehr ergibt sich, daB die p Integralfunktionen

Iy = thy + 10, [¢e=1,2,--p],
die im unendlich fernen Punkte simtlich verschwinden und in ¢ eindeutig
sind, im Zomplexzen Sinne linear unabhingig sind. Denn die Annahme

einer Relation der Form (e, + ic,)J, =0 wirde bei Trennung des
Reellen und Imaginiren das Verschwinden aller GrdSen ¢ und ¢’ zur Folge
haben. Jeder Funktion J, entspricht ein System von p Periodizititsmoduln,
die den Querschnitten @ zugeordnet sind. Die Determinante A’ dieser
p Systeme von Griflen ist von O verschieden, da sonst eine nicht ver-
schwindende lineare Verbindung der J existieren wiirde, die in ¢ ein-
deutig ist.

Ist jetzt oJ irgend ein zu ® gehorendes Integral erster Art, das im
Unendlichen verschwindet und in ¢ selbstverstindlich emdeutlg ist, so
Bt sich dasselbe als lineare homogene Verbindung der J, darstellen,
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wobel die Koeffizienten aus der Vergleichung der Perioden von J an den
Querschnitten @ mit denen der J, durch lineare Gleichungen mit der nicht
verschwindenden Determinante A’ ermittelt werden. Wir bemerken auch
auf Grand derselben Uberlegungen, daB nach Vorgabe eines Systems von
p komplexen endlichen GréBSen, die nicht alle O sind, ein und nur ein im
betrachteten Sinne zugehorendes Integral J vorbanden ist, welches nim-
lich lings den p Quersehnitten @ die genannten p GroBen als Periodizi-
titsmoduln besitzt. Indem wir ein solches Integral durch die genannten
p festgewihlten Gréfen normiert denken, kénnen wir J als eine Funktion
von ® betrachten und demgemiB mit J(P) bezeichnen. Eine derartige
Fixierung hitte zweckentsprechend auch dadurch stattfinden kénnen, daB
die 2p reellen Periodizititsmoduln des reellen Teiles von o am Rande
von ¢ festgehalten werden. Wir wollen jedoch die vorher genannte
Fixierung fiir die Folge zugrunde legen. Alsdann gehen wir jetzt dazu
iiber nachzuweisen, daB J(®) sich mit © stetig dndert.

Auf Grund der vorhergehenden Bemerkungen, die wir, obwohl die-
selben nichts grundsitzlich Neues enthalten, hier im Zusammenhange
zweckmiBig vorzubringen glaubten, schlieBen wir, daB der erwshnte, von
uns jetzt zu fiihrende Nachweis der Stetigkeit von J(®) als erbracht
gelten kann, wenn es gelungen ist, die stetige Anderung der p Potentiale
w, nachzuweisen, da ihre stetige Anderung die stetige Anderung der v,
und damit auch die stetige Anderung aller Perioden sowie der Deter-
minanten A und A’ bedingt. Es geniigt dazu wiederum die Beschrinkung
auf eine der Funktionen u,, da der Nachweis fir die anderen in gleicher
Weise moglich sein wird. Wir wihlen «, und bezeichnen es fiir diese
Untersuchung einfach mit « oder u(®).

Wir machen zuniichst eine Abschitzung der Grife g(u); und zwar

ist das Wesentliche, eine Schranke zu ermitteln, welche bei gewissen nicht

zu groBen Veriinderungen des Bereichs ® bestehen bleibt, d. h. eine gleich-

miBige Abschitzung der GroBe D(w) fiir verdnderlich vorgestelltes ®.
: >

Diese Schranke ergibt sich mittels der Minimaleigenschaft der Funktion u
in folgender Weise. Es werde um L,” ein Ring B konstruiert, begrenzt
von. den beiden Linien 4 und 2. Die Fliche dieses Rings soll, wie in
der schematischen Figur 3 angedeutet ist, keine
der Begrenzungslinien L treffen und alle Be-
grenzungslinien auBer Z,” ausschlieBen. Wir be-
zeichnen nun mit h=w-+ w diejenige in ® ein-
deutige, stiickweise potentialartige Funktion,

&
@ @ welche erstens in dem Gebiete RB” zwischen 1’
! und Z,” den konstanten Wert 1 hat, zweitens in
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dem Ring R zwischen 2’ und i mit derjenigen Potentialfunktion identisch
ist, welche in R eindeutig und regulir ist, auf 1 den Wert O und auf 1’
den Wert 1 hat, drittens in dem Restgebiete B’ = ® — (R 4- R)) identisch
gleich O ist. Man hat nun

D(u+w) = D) + D(w) + 2‘q[f(u,w,+uywy) dedy.

Das letzte Integral gibt, durch partielle Integration umgeformt, den

Wert 2 f wg—:ds, die Summe erstreckt iiber simtliche 2p Begrenzungs-

linien von @®. Dieser Wert ist also O, weil entsprechende Integralelemente
sich fortheben. Demnach ist

D(u+w) = D(u) + D(w),

also
D() < D(B

Der Wert der GroBe D(h) ist aber gleich D(h), also vermdge partieller
> S
Integration gleich f % ds = M, Hiermit ist fitr D(u) eine obere Schranke
[ ¢ .
i

M gefunden, welche bei nicht zu starker Anderung des Bereichs ® giiltig
bleibt.
Aus der Abschitzung des Integrals D(u) wollen wir nun eine Ab-
@

schiitzung des Maximalwertes des absoluten Betrages der Funktion « selbst
im Gebiete & herleiten. Zn dem Zwecke depken wir uns jeder der 2p Be-
grenzungslinien benachbart innerhalb ¢ éine entlang der betreffenden Linie
laufende zweite Linie gezogen. Diese Linien bezeichnen wir mit }, 7, - -
34, 1, Wir gewinnen so 2p zweifach zusammenhingende Flichen-
streifen f,, fi, -+ +, f,, f,- Die GriBen dieser 2p Flichenstreifen wollen
wir so weit einschrinken, daB auf £, die Substitution S, und auf £, die
inverse S-! angewandt werden kann und zu einer schlichten Nebenlage-
rung des Bildes neben den Bereich @ fiihrt, Wir erhalten dadurch 2p
Bildstreifen auferhalb’ @, jedoch jeder an eine Begrenzangslinie von ¢
anschlieBend. Diese Bildstreifen mogen mit gy, 9, -+, g,, 9, bezeichnet
werden, und zwar sollen allgemein £, und g,’, sowie £’ und g, Bilder von-
einander sein. Es wird dann g, nach auBen von der Linie I, und g/
nach auBen von der Linie L, begrenzt.

Die Funktion # kann auf Grund des Prinzips der analytischen Fort-
setzung auch in den genannten 2p Flichenstreifen erklirt werden, Wir
bemerken, - daf D (u) = }’)'(u) und _gl?(u) - }D(u) ist. Diese Werte sind

9o a & a
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demnach zusammen kleiner als der Wert D(u), welcher seinerseits kleiner
@

als M abgeschitzt wurde. Bezeichnen wir nun mit ®_ den Bereich O,
vergroBert um die 2p Flichenstiicke g, und g, so hat man

D(u) < 2 M.
Dy

Jetzt moge mit B ein 2p-fach zusammenhingendes Teilgebiet von &
bezeichnet werden, welches den Bereich @ vollstindig enthdlt und dessen
Begrenzungslinien je in einem der 2p Zusatzstreifen verlaufen, ohne je-
doch die Begrenzung dieser Zusatzstreifen zu treffen. Fiir diesen Bereich B
ktnnen wir eine obere Schranke der Fuuktion «(®) herleiten, welche, wie
wir sofort bemerken, beim Ubergange von ® zu einem hinreichend be-
nachbarten Bereiche @' erhalten bleibt, wobei B nicht mit verindert
werden soll. Um diese Abschitzung zu gewinnen, dient uns folgender,
auch von Herrn Courant (Diss. Gott. 1910)¥*) gefundener Hilfssatz, welchen
ich in derselben Weise in meiner ,4. Mitteilung iiber die Uniformisierung
beliebiger analytischer Kurven® (Gottinger Nachrichten 1909) und in der
Abhandlung ,iber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven,
I. Teil® (Journal fiir Mathematik 138, S. 222) entwickelt habe und
welcher wegen seiner Einfachheit und Wichtigkeit auch hier entwickelt
werden moge.

Hilfssatz: Bs sei ¢(z, y) irgend eine innerhalb eines Kreises K
vom Radius R reguliir und eindeutig erklirte Potentialfunktion, fiir welche
der Wert D(p) des Dirichletschen Integrals kleiner als G ist. Alsdann

X

bleibt, wenn % ein mit K konzentrischer Kreis mit dem Radius » ist, die
Wertschwankung der Funktion ¢ in % unterhalb einer nur von #, R und
G abhingenden Schranke g. Als Wertschwankung einer Funktion in
diesem Bereiche bezeichnen wir dabei den Unterschied zwischen dem alge-
braisch grofiten und kleinsten Werte, welchen die Funktion in dem Be-
reiche annimmt.

Beweis: Zum Beweise ist erforderlich zu zeigen, daf in % die in irgend

einer Richtung genommene Ableitung g% der Funktion ¢ unterhalb einer

Schranke y bleibt, welche nur von r, R, G abbiingt. Man hat fiir irgend
eine Stelle (#, y) in K den Satz, daB der Wert @ (z, y) das arithmetische
Miftel der von der Funktion ¢ auf jedem Kreise mit dem Punkte (z, y)
als Mittelpunkt angenommenen Werte ist, also auch das fidchenhaft er-
streckte arithmetische Mittel der von der Funktion im Innern jedes der-
artigen Kreises angenommenen Werte. Wihlen wir fiir jeden Punkt (z, y)

¥ Mit geringen Veriinderungen, u. a. auch an der hier in Betracht kommenden
Stelle, abgedruckt in Math. Ann. 7t (1911).
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in % den zugehdrenden Kreis als einen Kreis vom Radius —1—2—2:1, so liegt

dieser Kreis fiir alle Punkte von % innerhalb des Kreises K. Die GréBe
g—% ist bei festgehaltener Differentiationsrichtung auch eine Potentialfunk-
tion. Indem wir auf dieselbe den letzterwihnten Mittelwertsatz anwenden
in Erstreckung iiber den gewihlten Kreis und bemerken, daB die unter
dem Integralzeichen stehende Grofe

% = 2—3 eos (z, v) + ?—}; cos (y, v)
dem absoluten Betrage nach abschitzungsweise kleiner gesetzt werden kann
als |9, |+ 1 +¢,|?+ 1, da der absolute Betrag der Kosinusse kleiner als
1 ist und auBerdem stets {a|<<a®+ 1 ist, ergibt sich sofort die gewiinschte
Schranke y und damit ¢.%)

Der soeben bewiesene Hilfssatz liefert jetzt eine obere Schranke fiir
den absoluten Betrag der Funktion » im ganzen Bereiche B. Um diese
Schranke zu gewinnen, haben wir nur ndtig, den Bereich B durch end-
lich viele Kreisflichenstiicke vollstindig soweit zu tiberdecken, daf jeden-
falls alle Punkte des Bereichs B als innere Punkte solcher Kreisflichen
erscheinen. Wir brauchen dann nur unsern Hilfssatz kettenférmig zur An-
wendung zu bringen, um, ausgehend von dem unendlich fernen Punkte,
in welchem die Funktion # den Wert O hat, die gewiinschte im ganzen
Bereiche B giiltige Schranke zu erhalten, unter Bezugnahme auf die vorher
bewiesene Tatsache, daB innerhalb aller dieser Kreisflichen, die ja nur
Teile des Bereichs &, sind, der Wert des Dirichletschen Integrals unter-
halb der oben gefundenen GroBe 2M bleibt. Die fiir [u(®)| innerhalb B
gefundene Schranke moge mit N bezeichnet werden. Wir bemerken noch-
mals, daB diese Schranke bei hinreichend kleiner Verinderung des Be-
reichs @ in Kraft bleibt.

Sei nun @ ein Nachbarbereich des Bereichs @, «’ die an Stelle von
u tretende Potentialfunktion. Dann wollen wir jetzt schlieBlich zeigen,
daB die Difforenz 4’ — u im Bereiche B eine gleichmiBig unendlich klein
werdende GroBe wird, wenn @ sich dem Bereiche ® unbegrenzt nihert.

BEs ist auf Grund unserer Begriffsbestimmung ganz klar, was wir
unter unbegrenzter Anniherung des Bereiches @ an ® zu verstehen haben.
Wir werden diesen Begriff unten nur in den oben S. 61 hervorgehobenen
zwei Fillen gebrauchen, in welchem er quantitativ genau prizisiert ist.
x
s
GroBe bestimmt werden, weil eine Potentialfunktion ihre Eigenschaft als solche bei

Ahnlichkeitstransformation der (z, y) Ebene wie bei jeder konformen Transformation
bebilt und auch der Wert des Dirichletachen Integrals dabei ungeindert bleibt.

5*

# Selbstverstindlich kann ibrigens g als eine nur von G und abhingende
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Um zu einer Abschitzung der Gri8e «'— u zu gelangen, bemerken
wir, daB auf Grund unseres Hilfssatzes S. 66 die Moglichkeit besteht, eine
solche Abschitzung dann auszufiithren, wenn eine Abschitzung fiir den
Wert des Dirichletschen Integrals der Funktion u' — % gefunden ist.
Schreiten wir daher zunfichst zu einer solchen Abschitzung. Es ist

g(u'—u) =Z’f(u’—— ) d—(u;i:u) de,

wobei die Summe X eine Summe von 2p Randintegralen bedeutet, die

tiber die 2p Begrenzungslinien des Bereichs ® erstreckt sind. Fiir uns

kommt es darauf an, zu zeigen, daB D(u’ —u) eine GriBe ist, welche un-
@

endlich klein wird, wenn &’ sich unbegrenzt ¢ nihert. Dies wiederum
ist auf Grund der Darstellung durchldie Summe X dann erwiesen, wenn

gezeigt ist, daB die Grofe (¥ —u) 2“9 dq eine fir alle Randlinien-

elemente im Verhiltnis zur GriBe de gleichmiBig unendlich klein werdende
GroBe ist, sofern man immer je zwei vermdge der Randsubstitutionen ein-
ander entsprechende Integralelemente der erwihnten Form vereinigt. Be-
zeichnen wir zu dem Zwecke mit P einen Randpunkt von &, mit P’ den
Bildrandpunkt auf der zugeordneten Begrenzungslinie von ®, so hat man

w(P)=u(P)+1 oder u(P')=u(P),

je nachdem P auf dem ersten oder einem der weiteren p — 1 Randlinien-
paare angenommen ist. Ferner hat man entsprechend
W(PY=u'(P)+1+¢ oder u'(P)=u(P)+es,

wobei mit ¢ eine GroBe bezeichnet ist, welche gleichmiBig fiir alle P un-
endlich klein wird, wenn @’ sich ¢ unbegrenzt nihert. In der Tat be-
stehen fiir ' ja dieselben Relationen wie fiir w, sofern man unnter P’ den-
jenigen Bildpunkt versteht, welcher dem Punkte P vermdge der betreffenden
Randsubstitutionen des Bereichs ¢’ entspricht. Dieser neue Punki P’, den
wir fir den Augenblick etwa mit P bezeichnen wollen, liegt nun dem
erstgenannten Punkte P’ gleichmiBig infinitesimal benachbart, wie un-
mittelbar aus unserem Begriff der infinitesimalen Anniherung des Be-
reichs @ an den Bereich ¢ folgt. Der Wertunterschied zwischen w'(P”)
und «'(P’) ist aber eine gleichm#Big infinitesimale GroBe fiir die betrachtete
Anniherung, weil die Funktion «' in dem ganzen Bezirke B unterhalb
der oben gefundenen festen Schranke N bleibt, sodaB, wie aus dem Poisson-
schen Integral geschlossen werden kann, die Ableitungen der Funktion
in B, insbesondere in der Umgebung der 2p Begrenzungslinien des Be-
reichs ¢ dem absoluten Betrage nach unterhalb einer fiir alle Nachbar-
bereiche gleichmifiig bestimmbaren festen Schranke bleiben.
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Aus den oben aufgestellten Gleichungen folgh nun durch Subtraktion
(= @ — wWp— (u'—w)p=¢,
giiltig lings allen p Randlinienpaaren des Bereichs ®.

Wir bemerken weiter, daf die soeben mit Bezug auf P als Rand-
punkt gemachten Bemerkungen ohne weiteres in Kraft bleiben, wenn wir
P und entsprechend P’ in der Nachbarschaft der Randlinien des Bereichs ¢
variabel denken. Die Grofe ¢ bekommt dann eine noch weitere Bedentung,
insofern sie nun eine fiir die erwihnte Nachbarschaft der Begrenzungslinien
des Bereichs ® gleichm#Big unendlich klein werdende Grofe ist. Wir
haben dann wieder die Relationen (), wobei & als eine Potentialfunktion
des Punktes P aufgefaBt werden kann, welche eben gleichmiBig unendlich
klein wird in der genannten Nachbarschaft der Begrenzungslinie. Hieraus
folgt nun aber sofort die Gleichung

afu — ,  aw— ds
(+#) gy - g = 0 s,

wenn mit d»’ und de’ die vermige der Randsubstitutionen den Elementen
dv und de entsprechenden Elemente bezeichnet werden. Die GroBe g%dd
kann aber jetzt gesetzt werden

(+#) % 46 = yds,

wobei mit 7 eine fiir alle 2p Begrenzungslinien gleichmiBig unendlich
klein werdende GriBe bezeichnet ist. Auf Grund der gefundenen Formeln
(*) und (%) finden wir unter Benutzung der frilher aufgestellten Ab-
schitzung |’ — | < N, daB in der Tat

i)(u’ —u)y=4

gesetzt werden kann, unter & eine bei infinitesimaler Anniherung des Be-
reichs @' an ¢ unendlich klein werdende Gro8e verstanden.

Jetzt ergibt sich wieder durch kettenformige Anwendung des Hilfs-
satzes S. 66, daB |u'— u| zuniichst im Gebiete ®_ eine gleichmiBig infini-
tesimale GroBe ist, wenn mit ®_ ein nicht bis an die Begrenzung von ¢
sich erstreckendes Teilgebiet von ® bezeichnet wird. Um fir das ganze
Gebiet ® und dariiber hinaus den SchluB zu machen, bemerken wir, daB
die Funktion «'— u in den Bereichen g,, g, 95, 955 - - 9p» 9, dieselben
Werte annimmt wie in den Bereichen f;, £y, -, f,, f,, abgesehen von
einer gleichmiBig bestimmbaren infinitesimalen GréBe. Daraus ergibt sich,
daB die Werte g)(u' ~u), (die Integrale erstreckt iiber die Flichen g,, g.),

Jedesmal einen Wert liefern, welcher sich von dem entsprechenden Werte
des Integrales erstreckt tiber 7’ und f, um eine infinitesimale GroBe
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unterscheidet. Diese lefzteren Integralwerte sind aber jeder kleiner als
g(u'——u), welcher Wert ja bewiesenermaBen eine infinitesimale GréBe ist.

Daraus folgt, daB
D(u —u)y =9
B

gesetzt werden kann, unter &' eine infinitesimale GroBe verstanden. Aus
dieser Gleichung nun wiederum folgt, daf
Max o —u| = 9"
B
gesetzt werden kann, unter §” eine infinitesimale GroBe verstanden. D. h.
also: Der Unterschied |4’ — «| wird im ganzen Gebiete B gleichmiBig un-
endlich klein, wenn @’ sich unbegrenzt ® nihert.

Stetigkeitsheweis mittels des allgemeinen Konvergenzprin-
zips. Es ist instruktiv zu sehen, wie der im vorhergehenden mit Hilfe
der Minimaleigenschaft gefihrte Stetigkeitsheweis mittels des allgemeinen
Konvergenzprinzips ohne Hinzunahme sonstiger Hilfssiitze erbracht werden
kann, Dieser neue Stetigkeitsheweis verlfiuft indirekt.

Wir wollen zunichst dartun, daB das Maximum der Funktion «(®)
in ®, welches wir mit g bezeichnen wollen, unterhalb einer endlichen
Schranke bleibt, wenn & sich stetig #ndert. Zu dem Zwecke werde an-
genommen, daB dem nicht so sei. Alsdann konnten wir eine Folge von
Bereichen ® bestimmen, sie mogen mit

r 17 277
P, 7, D7,

bezeichnet werden, welche gegen den Ausgangsbereich ¢ konvergieren und
filr welche die beziiglichen Maxima

’ 7 "7
H, 4,8, -
d. s. die Maxima des absoluten Betrages der zugehorenden Funktionen
ul’ u”’ uff/’ e

bezw. innerhalb @, ®”, &, - .. gegen oo konvergieren. Wir bemerken, daB
innerhalb B die Maxima derselben Funktionen beziiglich unterhalb u'4- 1,
g’ + 1, g+ 1, .- - bleiben. Die Funktionen

v ’ﬂ'j A

! y’ r lLll ? ; “I ” l ;]
haben jetzt als Maximalwerte siimtlich den Wert 1, jedoch die Periodizitits-
moduln !%, {%.-, ﬁl—, ---. Dieselben Funktionen besitzen in B, (B> ®),

Maximalwerte, die beziiglich unterhalb 1 - !_}, 1+ ;%7, 1+ zl‘ - -+ bleiben.
Da die letztgenannten Werte selbst unterhalb einer festen Schranke bleiben,
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ergibt sich mithin aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip, dal man aus

’

der Reike der Funktionen Z—: s Z— , - - - eine innerhalb B gleichmiBig kon-

vergente Folge auswihlen kann, welche gegen eine Grenzfunkiion % mit
folgenden Eigenschaften konvergiert: # ist eine inmerhalb B reguldre
Potentialfunktion, die gegeniiber simtlichen p Randsubstitutionen von @
ungeindert bleibt und deren absoluter Betrag in ® das Maximum 1 be-
sitzt. Das ist aber unméglich, weil auf Grund der erstgenannten Eigen-
schaft die Funktion % eine Konstante sein mufl, welche Konstante nur
den Wert O haben kann, weil % wie alle betrachteten Potentiale im Un-
endlichen verschwindet. Wir sind also auf einen Widerspruch gefiihrt, und
folglich muB fiir alle Funktionen u, die zu Bereichen ® einer gewissen
Nachbarsehaft des Ausgangsbereichs ¢ gehoren, eine obere Schranke des
absoluten Betrages dieser Funktionen innerhalb ®, daher auch innerhalb
B existieren.

Nunmehr kénnen wir leicht den Nachweis fiihren, daB ' — w inner-
halb B gleichmiBig unendlich klein wird, wenn @’ gegen & konvergiert.
Wir nehmen zu dem Zwecke wieder das Gegenteil an; d. h. wir nehmen
an, daB in einem in B enthaltenen Bezirk § die Funktion «'— u, welche
im Punkte oo verschwindet, ein Maximum des absoluten Betrages besitzt,
welches oberhalb einer von O verschiedenen positiven Grofe p bleibt, wie
nahe auch @' an ® liege. Alsdann lieBe sich wieder eine gegen ® kon-
vergierende Folge von Bereichen bestimmen, die wir mit @', ®", &, ...
bezeichnen kdnnten, sodaB stets |u® — u| in f ein Maximum des abso-
luten Betrages >y hiitte. Hieraus miiBte sich, da alle Funktionen der Folge
in B bewiesenermaBen unterhalb einer festen endlichen Schranke bleiben,
eine Teilfolge ®™), G@2), . . . bestimmen lassen, sodaB eine bestimmte Grenz-
funktion lim u®< zustande kime, fiir welche nun natiirlich auch der Unter-

schied gegen # in 8 ein Maximum des absoluten Betrages > p besitzen
miiBte und die daher jedenfalls keine Konstante sein konnte. Andererseits
miiBte jedoch diese Grenzfunktion wie alle Funktionen «/, »”, ™, - - . einen
Periodizititsmodul 1 besitzen und zwar entsprechend derselben Rand-
substitution, in bezug auf welche u selbst den Periodizititsmodul 1 be-
sitzt. Hieraus folgt, daB die erwihnte Grenzfunktion mit # identisch sein
muB, daB also ihr Unterschied gegen u innerhalb g identisch O ist, wihrend
derselbe soeben >y gefunden wurde.
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§ 3.

Einfiithrung von Riemanns (6 p—6)-parametriger Parallelogrammfigur.
Stetize Anderung derselben in Abhingigkeit von ¢.

Wir betrachten wieder unsern Bereich ® mit den p Randkurven-
paaren L, L/ [e=1,---,p]. Indem wir in diesem Bereiche, wie oben,
die p Querschnitte @, ziehen, erhalten wir den oben mit ¢ bezeichneten
p-fach zusammenhingenden Bereich. Ist J irgend ein zu & gehérendes
Abelsches Integral erster Art, so besitzt das Differential dJ gemiB einem
bekannten Satze der Theorie der Abelschen Integrale 2p — 2 Nullstellen,
wobei jede eventuell mit der richtigen Multiplizitit zu zihlen ist. Es ist
bemerkenswert, dafl dieser Satz direkt am Bereiche ¢ demonstriert werden
kann, Zu dem Zwecke erstrecken wir das Integral

1 -,

ither die vollstindige Begrenzung des Bereichs ®. Dieses Integral ist nim-
lich gleich der zu bestimmenden Anzahl der Nullstellen des Differentials
ddJ, vermehrt um zwei Einheiten, die von dem unendlich fernen Punkte
herriihren. Wir bezeichnen mit dz und dz’ zwei zugeordnete Randelemente
des Bereichs ®, welcher, was stets erreichbar ist, der Bedingung geniigen
moge, daB der unendlich ferne Punkt nicht eine der betrachteten Null-
stellen ist und daB anch auf seiner Begremzung keine Nullstelle liegt.
Werden mit z und 5 die betrachteten zugeordneten Randpunkte selbst
bezeichnet, so konnen wir in dem auszuwertenden Integrale je zwei Ele-
mente in der Form vereinigen

2log (%;7) — dlog (37) = 10g (37),

da dJ(5") = dJ(z) ist. Hierdurch ergibt sich fiir das einzelne Randlinien-
paar als Wert des zu untersuchenden Integrales der Wert 2. Denn die

Amplitude der GroBe —“% vermehrt sich bei Durchlaufung der das Diffe-

rential dz enthalitenden Linie L um 4, weil die Amplitude von dz den
Zuwachs — 2z erfihrt, wihrend die Amplitnde von 44 den Zuwachs
+ 2% erfihrt.

Das Integral J ist in ¢ jedenfalls eindeutig, und wir knnen vermdge
einer geringen Abinderung der Begrenzung unter Aufrechterbaltung der
analytischen Randsubstitutionen annehmen, daB keine der 2p — 2 Null-
stellen des Differentials dJ auf der Begrenzung von ¢ liegt. Alsdann ver-
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mittelt die Funktion J eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Be-
reichs @ auf eine mehrblittrige Figur mit 2p — 2 Windungspunkten im
Innern, begrenzt von p parallelogrammartigen Rahmen, deren je vier
Seiten paarweise durch euklidische Parallelverschiebungen aufeinander be-
zogen sind. Es ist dies die bekannte mehrblittrige Parallelogrammfigur,
welche Riemann in seiner Abhandlung tiber Abelsche Funktionen § 12%)
betrachtet und mit Bezug auf welche Riemann eine Reihe von Bemerkungen
macht, welche fiir seine Ideengiinge iiberhaupt sehr bezeichnend sind.

Wir wollen nun, bevor wir von der soeben erwiahnten Riemannschen
Normalfigur planmiBigen Gebrauch machen, noch einige unseren Zwecken
dienliche Spezialentwicklungen geben. Es kommt uns wegen einer ein-
heitlichen Behandlung darauf an, den Satz zu haben, daB, wie auch ¢ ge-
geben gein mige, es stets moglich ist, J so zu wihlen, daB die 2p — 2
Nullstellen des Differentials doJJ simtlich einfache Nullstellen sind und da
auch keine der Nullstellen auf der Begrenzung von ¢, wie dies nun einmal
begrenzt ist, liegt. Selbstverstindlich wiirde dann das allgemeine Abelsche
Integral erster Art die genannten Eigenschaften ebenfalls besitzen.

Wir formulieren zunéchst den der ersten Forderung entsprechenden Satz.

Satz:*¥) Auf jeder Fliche ® vom Geschlecht p > 1 existiert ein Abel-
sches Differential erster Art, dessen s@imtliche 2p — 2 Nullstellen ein-
fach sind.

Zum Beweise dieses Satzes bendtigen wir einige bekannte Tatsachen
aus der Theorie der Abelschen Integrale, an welche wir hier mit direktem.
Bezug auf die Fliche ® erinnern unter Angabe auch der sehr einfachen
Beweishilfsmittel, die unmittelbar auf den Bereich ® zur Anwendung ge-
langen.

Wir definieren zunichst fiir den Bereich ¢ die p Normalintegrale
erster Art J,(2), - - -, J,(¢), von welchen J (2) durch die Eigenschaft defi-
niert sein soll, fiir # = oo zu verschwinden, lings den Querschnitten
Q) Qo—ts Qoyrs - +» @, den Periodizititsmodul O und lings @, den
Periodizititsmodul 2z zu besitzen. Nunmehr normieren wir das zu ¢
gehorende Normalintegral zweiter Art mit der Unendlichkeitsstelle 2, als
dasjenige Integral, welches in @ eindeutig ist und nur im Punkfe 2, un-

— plus reguliire analytische Funktion. Wir
(4
bezeichnen "dasselbe mit J(z,, #). Die Existenz desselben ergibt sich mit

"Hilfe der kombinatorischen Methoden sofort, wenn man zundichst die-
jenige in ® eindeutige, gegeniiber den Randsubstitutionen ungeiindert

stetig wird, nimlich wie z__l_

*) Riemann, Ges. Werke Nr. VL

**) Dieser Satz libertriigt sich natiirlich auf jede Riemanmsche Fliche vom Ge-
schlecht p> 1.



74 P. Koese.

bleibende Potentialfunktion konstruiert, welche im Punkte z, unendlich
wird wie der reelle Teil von ;5 Ist U diese Potentialfunktion, so be-

sitz2t U 4 ¢V bereits die gewiinschte Unstetigkeit und fiithrt nach Sub-
traktion einer linearen homogenen Verbindung der oJ, sofort zur Funktion
J(2,, 2). Die Funktion J(z,, ) erleidet gegeniiber den analytischen Rand-
substitutionen des Bereichs ® gewisse additive Zuwiichse, die Perioden
des Normalintegrals zweiter Art. Um die «® Periode zu bestimmen, er-

streckt man das Integral f g dJ, tiber die vollstindige Begrenzung des Be-
reichs ® und findet dadurch fiir die o* Periode 2w, den Wert J, (5,).
Nunmehr kénpen wir die bekannte Bedingung dafiir aufstellen, daB es
eine von einer Konstanten verschiedene, in ® eindeutige, gegeniiber den
Randsubstitutionen ungeéindert bleibende Funktion geben soll, welche an
p voneinander verschiedenen Stellen z, ---, z, des Bereichs ® von der
ersten Ordnung unendlich wird, sofern sie an den betreffenden Stellen
iiberhaupt unendlich wird. Eine solche Funktion wiirde nach Substraktion
einer gewissen linearen homogenen Verbindung der zu #,---, z, ge-
horenden Normalintegrale zweiter Art in eine in ¢ eindentige Integral-
funktion erster Art iibergehen, bei der notwendig auch die gegeniiber den
Randsubstitutionen auftretenden Perioden verschwinden wiirden. Das gibt
p lineare homogene Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten jener
linearen Verbindung, welche dann und nur dann eine von dem Systeme
0, - - -, O verschiedene Lsung gestatten, wenn die Determinante

*) 1 (25)] =0

ist.

Anmerkung. Bei den vorstehenden Betrachtungen spielte der unend-
lich ferne Punkt eine in gewissem Umfange ausgezeichnete Rolle. Man
kann jedoch zweckmiBig den Bereich @ fiir die Zwecke dieser Auf-
stellungen durch eine lineare Transformation in einen ganz im Endlichen
liegenden Bereich verwandeln, wobei dann eine der 2p Begrenzungslinien
umschlieBende Begrenzungslinie wird. An dieser Vorstellung moge auch
im folgenden bei der Herleitung des Hilfssatzes festgehalten werden.

Auf der gegenwirtigen Grundlage gewinnen wir nun folgenden Brill-
Noethersehen®) Satz: Bs gibt fiir die Gesamtheit der zu & gehdrenden
Differentiale erster Art keine allen gemeinschaftliche Nullstelle in ¢. —
Nehmen wir in der Tat eine solche gemeinschaftliche Nullstelle ¢ in ®
an. Wir wihlen dann p — 1 von @ und von einander verschiedene, sonst
willkiirliche Stellen z, - -+, z,_, in ® und bestimmen, was sicher moglich

* Brill- Noether: ,,Uber die algebraischen Funktionen usw.* Math. Ann. 7, 5. 285,
Unsere Beweisfahrong folgt Picard, Traité d’Analyse Bd. IL, 8, 449 (2. Aud).
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ist, ein solches Differential erster Art dw,, welches in z, ..., z,_, ver-
schwindet. Dasselbe verschwindet dann auch in ¢ und auBerdem noch in
p — 2 weiteren Stellen, welche anch mif den genannten p Stellen zusam-
menfallen konnen. Nun gibt es aber noch ein zweites Differential deo,
von der ersten Arf, welches ebenfalls in den letztgenannten p— 2 Stellen
verschwindet und sich von dem Differential dw, nicht nur durch einen

. . daw, - . .
konstanten Faktor unterscheidet. Der Quotien 3172 wire eine von einer
1

Konstanten verschiedene Funktion, welche in ¢ eindeutig ist und gegen-
iiber den p Randsubstitutionen ungeéindert bleibt, dazu nur in 2;,--+ 2,
unendlich werden kann und zwar von der ersten Ordnung. Demnach wire
es mdglich, fiir willkiirlich gewdhltes z,, - -+, 2,_, eine zugehSrende Funk-
tion zu finden, was mit dem vorber gefundenen Satze im Widerspruch
steht, nach welchem je p Punkte der Bedingung (x) unterworfen sein
miissen, damit eine zugehérende Funktion existiert.

Nunmebr gehen wir zum Beweise des von uns oben 8. 73 aufge-
stellten Satzes iiber. Wir stellen uns, wie gesagt, vor, daB der Bereich ¢
ganz im Endlichen liege. Angenommen, es sei jedes zu ¢ gehdrende Dif-
ferential erster Art mit einer mindestens zweifachen Nullstelle behaftet,
so wiirde dies bedeuten, daB es mdglich ist, fiir jede Wahl der Konstanten
&, -+, ¢, die beiden Gleichungen

(*) ey (2) + ey (2) + -+ - + %Jp’(z) =0,
(%) e (@) + ey ()t - 6,0, ()= 0

gleichzeitig durch passende Wahl von 2 zu befriedigen. Daraus erhalten
wir durch Elimination von ¢, die neue Gleichung

(er) o (" =B + -+ (L=, I) = 0.

Diese Gleichung wiirde demnach fiir dasselbe z befriedigt werden. Das
wiirde besagen, daf die GroBe z, welehe nun eben auch durch die Gleichung
(#+¥) bestimmt gedacht werden kann, nicht von ¢, abhingt. Ebenso konnen
wir schlieBen, daB sie nicht von ¢, abhingt, usw. bis ¢,, d. h, daB sie eine
fiir alle ¢ feste GroBe ist, entgegen dem Brill-Noethersehen Satze.

Um den soeben gegebenen Beweis im einzelnen noch etwas zu prizi-
sieren, seien folgende Bemerkungen gemacht. Die durch die Gleichungen
(¥) und (x+) bestimmte GroBe z kann, wenn man ¢, - - -, ¢, frei variieren
15Bt, nicht an einer und derselben Stelle verharren, weil dadurch diese
Stelle eine feste Nullstelle fir p unabhiingige Differentiale erster Arb
wiirde und daher eine feste Stelle fiir alle Differentiale erster Art. Ferner
sei bemerkt, daB die in (»x+) auftretenden p Klammergrofien Funktionen
ihres Argumentes sind, deren keine verschwindet. In der Tat wiirde das
Verschwinden einer solchen KlammergroBe besagen, daf die betreffenden,
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in der Klammer auftretenden Normaldifferentiale erster Art sich pur um
konstante Faktoren unterscheiden.

Wir wollen nunmehr zeigen, wie auch der weiteren oben (8. 73) an
ein Differential erster Art d W gestellten Forderung geniigt werden kann.
Wir formulieren folgenden Zusatz.

Zusatz: Das Differential d W erster Art in ® kann noch der weiteren
Bedingung gemif bestimmt werden, daB keine der 2p — 2 Nullstellen
auf einer der Begrenzungslinie des Bereichs ¢ oder auf weiteren in @
etwa angenommenen Linien liegt.

Zum Beweise des Zusatzes gehen wir von einem dW aus, welches
bereits 2p — 2 voneinander verschiedene einfache Nullstellen hat, jedoch
etwa noch nicht der erwihnten weiteren Bedingung geniigt, von welcher
im Zusatze die Rede ist. Es seien dJ;, - - -, dJ, die oben bereits betrach-
teten p linear unabhingigen Differentiale erster Art, die zu ¢ gehoren.
Alsdann bilden wir das Differential

AW = AW + cdd; + ¢*dd, + - - - + #dd),

mit ¢ einen variablen komplexen Parameter bezeichnend, welcher auf die
Umgebung des Wertes ¢ = 0 beschriinkt werde. Bei Beschrinkung von ¢
auf eine hinreichend kleine Umgebung des Wertes O unterscheidet sich
dW von dW so wenig, daB die 2p — 2 Nullstellen von dW ebenfalls
noch einfach sind, da sie jedenfalls mit ¢ sich stetig #ndern. Diese
Anderung muB nun aber fiir jede einzelne Nullstelle sogar eine analytische
gein, d. h.: 'Wir sagen, daB die einzelne Nullstelle # des Differentials dW
eine in der Umgebung der Stelle ¢ = O regulire analytische Funktion des
Parameters ¢ ist. Dies ergibt sich sofort aus der bekannten Formel fiir
die Nullstelle { einer Funktion f(#), nimlich

1 ‘(@
57 f 2 ?((7)) dz,
eine Formel, welche giiltig ist, sofern lings einer.geschlossenen, den
Puankt § einfach umschlieBenden Linie integriert wird, welche keine weiteren
Nulistellen nmschliefs. In unserm Falle wird auf diese Weise die Null-
stelle & durch ein Integral dargestellt, welches von dem Parameter ¢ ab-
hingt, nach welchem man unter dem Integralzeichen unbedenklich dif-
ferentiieren kann. Ist somit ¢ als regulire analytische Funktion von ¢ fiir
die Umgebung der Stelle ¢ = 0 erwiesen, so bleibt jetzt nur noch fest-
zustellen, daB ¢ in Abhingigkeit von ¢ nicht eine Konstante ist. Diese
Moglichkeit wird mit Hilfe des Brill-Noetherschen Satzes folgendermaBen
ausgeschlossen. Wiire £ eine Konstante, so wiirde £ fiir p verschiedene Wahlen
von ¢, etwa ¢, 6, - - -, ,, stets denselben Wert erhalten. Die sich so er-
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gebenden Differentiale erster Art sind aber jedenfalls linear unabhingig
wegen des Nichtverschwindens der Determinante

ioﬁ‘ [e=1,-- p; =1,--,p]
Demnach wiirde iiberhaupt jedes Differential erster Art die Nullstelle ¢
besitzen, entgegen dem Brill-Noetherschen Satze.

Hiermit ist klar, daB die Nullstellen des Differentials dW bei frei
variablem ¢ die vollen Umgebungen der Aunsgangsstellen beschreiben und
daB es mithin méglich ist, durch beliebig kleine Modifikation zu erreichen,
daB keine der Nullstellen auf einem gegebenen Liniensystem liegt.

Nachdem der oben formulierte Hilfssatz und Zusatz bewiesem ist,
kénnen wir also jetzt ein in ¢ eindeutiges Abelsches Integral W auffinden,
fiir welches die 2p — 2 Nullstellen von d W alle voneinander verschieden
und also alle einfache Nullstellen sind. Die erwihnte Eigenschaft bleibt
auch aufrecht erhalten, wenn wir zu W irgend eine lineare homogene
Verbindung der Normalintegrale erster Art mit hinreichend klein gewahlten
Koeffizienten hinzufigen. Wir konnen daher, um auf eine normale Vor-
stellung zu kommen, dem zu wihlenden Integral W auch noch die Be-
dingung auferlegen, daB die 2p Periodizitdtsmoduln simtlich von Null
verschieden sind. Weiter kinuen wir durch eine eventuelle Modifikation
der Begrenzung des Bereichs @ oder direkt unter Bezugnahme auf den
nLusatz® erreichen, daf keine der Nullstellen des Differentials dW auf
elner Begrenzungslinie des Bereichs ¢ liegt. Ein so gewihltes Integral
wollen wir mit W(®) bezeichnen, wenn wir jetzt schlielich noch vor-
schreiben, daB dieses W an einer der 2p — 2 Nullstellen von dW den
‘Wert Null annehmen soll, wodurch auch iiber die additive Konstante
verfiigt wird. Das Integral W(®) besitzt lings den p Querschnitten ¢
p Perioden. Durch diese Perioden in Verbindung mit der Bedingung des
Verschwindens von W an der gewihlten Nullstelle von dW ist W in ¢
eindeutig definiert, und wir kénnen, indem wir die genannien p Perioden
ihrem Werte nach festhalten, W(®) als eine von ¢ selbst abhingige
GroBe betrachten, die sich nun beim Ubergange zu einem Nachbarbe-
reiche @ in ganz bestimmter Weise 4ndert. Dabei hat man sich natiir-
lich die Querschnitte @ anch stetig mitgeiindert zu denken, eine Anderung,
die man #brigens nur an den Endstiicken der ¢ vorzunehmen braucht,
wo diese Querschnitte in die Begrenzungslinien von ¢ miinden.

Wir machen nun die wichtige Bemerkung, daB W{®) unter den ge-
nannten Normierungsbedingungen eine stetige Funktion von @ ist. Fiir
den Nachweis bedarf auf Grund der vorangegangenen Entwicklungen nur
noch derjenige Punkt einer Erledigung, der durch die Normierung der
additiven Konstanten gegeben ist, insofern als die Stellen 4 und o', an
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welchen W und W', unter W’ das zu einem benachbarten Bereiche ¢’
gehorende Integral verstanden, der Normierung gemiB verschwinden, all-
gemein zu reden nicht zusammenfallen. Dieser Nachweis ergibt sich jedoch
unmittelbar, wenn man folgendes beachtet. Es moge mit W#* diejenige
zu @ gehdrende Integralfunktion bezeichnet werden, welche sich von W~
nur dadurch unferscheidet, da sie nicht in &, sondern in @ verschwindet,
also von W' nur durch eine additive Konstante, nimlich den Wert W'(a),
verschieden ist. Der Wert dieser Konstanten ist nun in der Tat eine
infinifesimale Grdfe, weil einerseits o’ — ¢ eine infinitesimale GroBe ist,
andererseits die Ableitungen der Funktion W’ ebenso wie W' selbst unter-
halb einer festen Schranke bleiben, gemidf den Untersuchungen des § 2.
Die Untersuchung ist hierdurch auf die Betrachtung der Differenz W#* —W
reduziert, welche in o verschwindet vnd daher nach fritheren Entwick-
lungen gleichmibBig in dem oben S.66 mit B bezeichneten Bereiche un-
endlich klein wird, wenn ¢’ in ¢ iibergeht.

Die Funktion W(®) oder W, wie wir sie abgekiirzt bezeichnen, leistet
eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung des Bersichs ¢ auf eine
gewisse mehrblittrige, p-fach zusammenhingende Fliche N, welche 2p — 2
innere Windungspunkte erster Ordnung besitzt, von welchen der eine mit
dem Nullpunkte der W-Ebene koinzidiert. Die Begrenzung wird von p
parallelogrammartigen Rahmen gebildet, deren je vier Seiten iiber Kreuz
durch p feste (entsprechend den p Querschnitten @) und p mit & ver
anderlich zu denkende euklidische Parallelverschiebungen aufeinander be-
zogen sind. Die Fliche N als solche hingt noch von 3p — 3 komplexen
Konstanten ab, welche wir, da fiir die Anwendung nur die nachbarlichen
Variationen in Betracht gezogen werden, ohne daf der eigentliche Rie-
mannsche Klassenbegriff als solcher in unsere Betrachtung hineinspielen
wird, als die 3p — 3 komplexen Parameter von N bezeichnen. Wir kinnen
statt dessen auch von 6p — 6 reellen Parametern reden, indem wir uns
fiir jeden der 3p — 3 beweglichen Windungspunkte und jeden der p be-
weglichen Verschiebungsvektoren (das sind die 3p — 3 Parameter) die Zer-
legung im reellen und imaginiren Teil vorgenommen denken.

Wir kénnen uns die einzelne Fliche N dadurch erweitert denken, dafi
wir entsprechend der Rinderzuordnung die analytische Fortsetzung der-
selben betrachten, d. h. zunichst 8p kongruente Exemplare N an dieselbe
angesetzt denken, an jeden Rahmen einen ihn umschliefenden Kranz. Die
von uns in der Folge zu betrachtenden Variationen der Fliche N werden
stets in solcher Beschrinkung vorgenommen, daB eine Kollision nament-
lich zwischen den Windungspunkten und Begrenzungslinien sowie amch
zwischen den Windungspunkten untereinander nicht mdglich ist. In der
Tat wird es fiir die folgenden Betrachtungen gleichgiiltig sein, welchen
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Grad der Beschrinkung wir der Fliche N hinsichilieh jhrer 6p — 6 dimen-
sionalen Variabilitit auferlegen, wesentlich wird immer nur sein, da die
Méoglichkeit der Bewegung mit 6p — 6 reellen Freiheitsgraden gegeben
ist, wobei fiir die Begrenzungslinien selbst auch ein beliebig kleines Feld
ihrer Beweglichkeit zugelassen werden kann.

§ 4

Einfiihrung des (6p — 6)-parametrigen Fundamentalbereichs ¥. Die
umgebungsirene Abbildung seines Parametergebiets auf das
Parametergebiet der Riemannschen Parallelogrammfigur.

Mit ¥ werde im folgenden ein Fundamentalbereich des Schottkyschen
Typus bezeichnet, d. i. ein Bereich der Gattung ®, jedoch mit p linearen,
nicht mehr nur regulér analytischen Randsubstitutionen. Diesen Bereich ¥
stellen wir uns dabei noch in bestimmter Normierung vor. Wir denken uns
nimlich von den 2p Fixpunkten der p Randsubstitutionen die beiden ersten
nach O und oo verlegt, den dritten nach 1, eine Normierung, welche
durch eine einzige lineare Substitution erreicht wird. Der so normierte
Bereich ¥ wird von der Linie L,” umschlossen, welche ebenso wie die
Linie L, den Nullpunkt einfach umschlingt. Auch jetzt konnen wir, ob-
wohl dies nicht unbedingt erforderlich sein wird, fiir die Begrenzung des
Bereichs ¥ vorschreiben, daB alle 2p Begrenzungslinien geschlossene regulire
analytische Linien sind. Die Randsubstitutionen stellen sich der Reihe
nach in der Form dar
7—1 z—1 7—a 2—a,

T e T .., e = PR
72— by !L?z_bz’ 17 b, H“Z——ba [e=3, ,P]-

4
&= -7

Die 3p — 3 GroBen uy, - -+, w,, Ug, - -+ Gy bs, -+ -, b, bilden ein System
von 3p — 3 komplexen GroBen, welche man im komplexen Gebiet frei
variieren kann. Diese Konstanten nennen wir kurz die Parameter des
Gebietes ¥ (W-Parameter). Entsprechend der Verinderung dieser Parameter
wollen wir uns die stetige Verinderung von ¥ so vor sich gehend denken,
dab die p Begrenzungslinien L, , -- -, L, festgehalten werden, wodurch jedes-
mal die Bildkurven L/,---, L, nach Angabe des Parametersystems voll-
stindig bestimmt werden. Bei dieser stetigen Verinderung wird es uns
immer nur auf nachbarliche Verinderungen ankommen, wobei Kollisionen
von selbst ausgeschlossen sind.

Wir bestimmen nun zu einem Bereiche ¥, von welchem ausgegangen

wird, gem#B den Bestimmungen des § 4 eine zugehorende Integralfunktion
erster Art W, wobei wir auch hier durch eine eventuelle geringe Modi-
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fikation der Begrenzungslinien*) oder unter Bezugnahme auf den Zusatz
S. 76 erreichen, daB W auf den Begrenzungslinien von ¥ und %, 4. i. die
mit p Querschnitten ausgestattete p-fach zusammenhingend gemachte
Fliche ¥, keine Nullstelle seiner Ableitung besitzt. Durch Vermittlung
der Funktion W wird die Fliche ¢ auf die Normalfliche N abgebildet,
und es ergeben sich 3p — 3 Werte fiir deren Parameter (N-Parameter).
Nunmehr lassen wir ¥ und damit zugleich 3 stetig variieren mit den
6p — 6 oben genannten reellen Freiheitsgraden. Dabei verindert sich die
Flache N stetig, d. h. sowohl die inneren Windungspunkie als auch die
verinderlichen Perioden als auch die Begrenzungslinien selbst variieren
stetig.

Es ist nun der Nachweis zn fithren, dal die bei der genannten Varia-
tion sich ergebenden Wertsysteme fiir die N-Parameter die (6p— 6)-dimen-
sionale Umgebung des Anfangswertsystems vollstindig erschdpfen, wie
klein auch die um das Ausgangswertsystem der W¥-Parameter gewihlte
Umgebung sein mag. Dieser Nachweis beruht erstens auf der Tatsache
des Bestehens des Unitétssatzes fiir die uniformisierenden Variablen des
Schottkyschen Typus, zweitens auf der Tatsache, daB das stetige ein-
eindeutige Bild eines #n-dimensionalen Gebietes im n-dimensionalen Raum
wieder ein n-dimensionales Gebiet ist oder, anders ausgedriickt, daB eine
solche Abbildung stets umgebungstren ist, d. h. den Charakter eines Punkfes
als innerer Punkt aufrecht erhélt. Innerer Punkt eines Bereichs wird
hierbei ein Punkt genannt, von welchem eine volle Umgebung auch noch
dem Bereiche angehort.

Im Einzelnen verliuft die Beweisfilhrung folgendermaBen.

Es mégen mit 4, das Ausgangssystem der W-Parameter, mit m, das
System der entsprechenden N-Parameter, mit 3 und ¢”, %' ond m”
W-Parametersysteme beziehungsweise N-Parametersysteme in der Nachbar-
schaft der Ausgangssysteme bezeichnet werden. Wir kénnen dann zunichst
um i, eine Umgebung U im Gebiete der ¥-Parameter so klein abgrenzen,
daB die im Bezirke U sich ergebenden Flichen N und N von der Aus-
gangsfiiche N, und N, (N und N, sind die gemiB dem oben genannten
Prinzip durch p Kriinze erweiterten Flichen N und N,) sich so wenig
unterscheiden, daB folgenden Bedingungen geniigt wird: Innerhalb N,
werde um jeden inneren Windungspunkt herum ein kleines Kreisfiichen-
sttick K abgegrenzt, ebenso werde jede der p Begrenzungslinien von
N, in einen auf N, konstruierten Rahmen eingebettet, der weder mit
den genannten Kreisflichenstiicken noch auch ihren Wiederholungen auf

*) Vgl unten 8. 96.
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N, kollidiert, (vgl. die schematische Figur 4); schlieBlich werde in diesem
Rahmen fiir die vier Eckpunkte des Parallelogramms je ein viereckartiger
Bezirk in der in Figur 4 angedeuteten Weise abgegrenzt. Die erwihnte
Umgebung U soll nun so klein gewdhlt sein, da8 T
jedes der angefithrten Stiicke (Windungspunkte, ""Z
Begrenzungsseiten, Eckpunkte der Begrenzungs- @ ®
linien) der Fliche N jedenfalls in den fiir dasselbe @
gezogenen Schranken bleibt. Diesen Bedingungen g
kann sicher gentigt werden wegen der friiher be- Fig. 4.
bewiesenen Stetigkeit der Funktion W= W(®$). Wir kénnen und wollen
die Schranken von U noch enger ziehen, indem wir jetzt verlangen, dafB
insbesondere die Anderung der Begrenzungslinien von N, welche ent-
sprechend dem Bezirke U statthaben kann, so klein sei, daB, sobald gleiche
Periodensysteme fiir zwei verschiedene Flichen N, etwa N’ und N”, vor-
handen sind, die betreffenden Begrenzungslinien dadurch zur Deckung
miteinander gebracht werden kSnnen, daB man, ohne sonstige Kollisionen
hervorzurufen, erstens die vier Eckpunkte durch kongruente Parallelver-
schiebung zur Deckung bringt und dann die Begrenzungsseiten einzeln
deformiert, und zwar alles dies, ohne dafl das oben definierte Feld der
Variabilitit verlassen wird.

Nachdem U so bestimmt ist, kénnen wir behaupten, daB zwei ver-
schiedenen in U gewihlten Systemen ' und 7" notwendig zwei verschiedene
Systeme #’ und m"” entsprechen. Nehmen wir in der Tat an, daB ¢ und "
voneinander verschieden sind und trotzdem m' und m” einander gleieh, so
wiirden die Flichen N” und N” dieselben Randsubstitutionen und dieselben
Windungspunkte haben und sich nur hinsichtlich der Lage ihrer Be-
grenzungslinien voneinander unterscheiden. Die zu ¢ und ¢ gehSrenden
Schottky-Bereiche. ¥’ und ¥” liegen in einer zEbene. Die beiden Inte-
gralfunktionen, welche beziehungsweise ¥ und ¥ auf N” und N” abbilden,
mogen mit W’ und W"” bezeichnet werden. Betrachten wir dann die
Funktion #(W”) einerseits und 2(W”) andererseits. Wir behaupten von
diesen beiden Funktionen, daB es dieselben Funktionen sein miissen. Gehen
wir etwa aus von der Funktion z( W"). Diese Funktion ist in bezng auf
die Fliche N’ auf Grund des Unitéitssatzes vollstindig charakterisiert durch
die Eigenschaft, eine eineindeutige konforme Abbildung der Fliche N’
auf einen Bereich der Gattung ¥ zu leisten in der Weise, daB von den p
Linearen Substitutionen die drei ersten Fixpunkte mit 0, oo, 1 znsammen-
fallen. Dieselben Bemerkungen gelten nun aber auch von der Funktion
2(W"), wenn diese Funktion als Funktion in N” betrachtet wird, welche
letatere Fliche sich von N’ nur durch eine Deformation der Begrenzung
unterscheidet. Demnach ist die Funktion z( W”) mit der Funktion z( W")
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identisch, womit nun selbstverstindlich auch gesagt ist, daB W'= W" ist.
Vor allem aber machen wir jetzt den SchluB, daB die p linearen Substi-
tutionen, welche die Funktion 2(W”) erleidet, d. s. die Randsubstitutionen
des Bereiches ¥’ mit den Randsubstitutionen des Bereiches W identisch
sind. Damit ist gezeigt, daB das Wertsystem ¢ mit dem Wertsystem ¢”
zasammenfillt, entgegen der Voraussetzung.

Demnach wird das Gebiet U der Parametersysteme ¢ stetig und ein-
eindeutig im Parametergebiet der N abgebildet. Diese Abbildung muf dann
auch einem allgemeinen Satze zufolge (,Satz von der Invarianz des Ge-
bietes“ bei stetiger eineindeutiger Abbildung eines %-dimensionalen Ge-
bietes im wu-dimensionalen Raume) wumgebungsfrew sein, d. h. im Gebiete
der m wird jedes Wertsystem einer gewissen Umgebung um das Aus-
gangswertsystem m, anch wirklich angenommen,

Der Beweis dieses Satzes, dessen Gebrauch fiir eine Dimension in
der Analysis ganz geldufig ist, ist erst kiirzlich von Herrn Brouwer (Zitat
S. 51 unten) allgemein geliefert worden.

Bemerkung: Man kann mit Klein (Math. Ann. 21, S. 211) den
Wunsch haben, die Beweisfihrung fiir die umgebungstreue Abbildung in
unserem Falle der Abbildung des GriBengebietes der ¢ auf das GroBen-
gebiet der m auf die analytische Natur der Abhingigkeit zu griinden.
Dazu wiirde, nachdem die umkehrbare Eindeutigkeit und Stetigkeit der
Beziehung und damit jedenfalls die Unmdglichkeit sdentischen Verschwin-
dens der Funktionaldeterminante festgestellt ist, wesentlich geniigen, den
analytischen Charakter der Beziehung festzustellen. Dies ist in der Tat
auch méglich. Es sind nimlich im vorliegenden Falle (Schottky-Typus)
die Poincardschen Reihen offenbar analytische Funktionen der GriBen i,
da diese GroBen frei komplex variiert werden kounen und da die in be-
kannter Weise mit dem Flicheninhalte operierende Abschitzung zum
Zwecke des Konvergenzbeweises offenbar auch in bezug auf die angegebene
Parametervariabilitit gleichmifig ausgefiihrt werden kann. Man kann nun
zwei Quotienten von Poiucaréschen Reihen gleicher Dimension so wihlen,
daB dieselben zwei Funktionen X und Y definieren, zwischen denen eine
algebraische, fiir den betreffenden Fundamentalbereich charakteristische
Gleichung entsteht, die nun von den erwihnten Parametern amnalytisch ab-
bingt. Alsdann sind aber auch die Abelschen Integrale erster Art, die
aus dieser Gleichung algebraisch hergeleitet werden konnen, analytische
Funktionen dieser Parameter. Mithin sind auch die Konstanten m analy-
tische Funktionen der Konstanten <.
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§ 5.
Der Limessatz.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die im nachsten Paragraphen folgende
Durchfithrung des Kontinuititsbeweises ist nun der folgende Limessatz.

Limessatz: Es sei F die Riemannsche Fliche einer algebraischen
Funktion y(z) vom Geschlecht p > 1, und es mdgen alle Windungspunkte
der Fliche F im Endlichen liegen. Die Fiiche F sei durch p Riickkehr-
schnitte, deren keiner durch einen Windungspunkt oder unendlich fernen
Punkt der Fliche F hindurchgehen mdge, in eine 2p-fach zusammen-
hingende Fliche f verwandelt. Es sei ferner bekannt, daB in jeder be-
liebigen Nihe der Fliche F' noch eine Fliche F” bzw. f” mit denselben
(koinzidierenden) Riickkehrschnitten existiert, fiir welche die auffassungs-
miBig zugehtrende uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus
auch wirklich existiert. Alsdann existiert auch die auffassungsmiBig zu f
gehirende uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus.¥)

Zur Erldoterung des vorstehenden Satzes bemerken wir noch folgen-
des. Der Ausdruck ,F’ soll beliebig nahe an F liegen“ soll ‘bedeuten,
daB die Windungspunkte der Fliche F” von den Windungspunkten der
Flache F beliebig wenig entfernt sind, wobei im Falle des Vorkommens
eines Windungspunktes hoherer Orduung der Fliche F fir F die Auf-
16sung eines derartigcen Windungspunktes in Windungspunkte niederer
Ordnung zugelassen wird.

Wir gehen nun zum Beweise des Limessatzes iiber. Zu dem Zwecke
bemerken wir zunichst, daf es auf Grund der gestellten Voraussetzungen
natiirlich in jeder Nshe von F noch unendlich viele Flichen mit den
Eigenschaften der Fliche F’ gibt. Wir nehmen an, es seien F” und F”
zwei voneinander verschiedene Flichen, welche von F' um weniger als
¢ entfernt sind. Das soll heiBen: Die einzelnen Windungspunkte der
Flichen F' und F” sollen von den beziiglichen Windungspunkten der
Fliche F um weniger als & entfernt sein. Wir denken uns um jeden der
Windungspunkte der Fliche F auf dieser Fliche je einen Kreis vom Ra-
dius & konstruiert. Wir nennen diese Kreise die Kreise K,. In derselben
Weise konstruieren wir noch fiir spitere Zwecke die Kreise K, und K,
wobei &< g < & gedacht wird. Wir bezeichnen gelegentlich anch mit
K, usw. nicht die Kreislinien, sondern die durch diese Kreise auf F' ab-
abgegrenzten kreisformigen Windungsfliichenstiicke. Die Groflen &, &, &

*) Diesen Satz und meine erste, unten S. 87, niher bezeichuete, anf dem Ver-
zerrungssatze und allgemeinen Konvergenzprinzipe faBende Beweisidee desselben
habe ich zuerst Anfang August 1911 (d. i. vor der Karlsruher Verssmmlung Sept. 1911)
Herrn L. Bieberbach in Leipzig vorgetragen.

6*
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mbgen von vornherein so klein angenommen werden, daB die von den
verschiedenen Windungspunkten herrithrenden erwiihnten Kreisflichenstiicke
weder gegenseitig noch mit den Begrenzungslinien von f kollidieren. Nun
wahlen wir in dem Gebiete f — XK, , d. i die Fliche f vermindert um
simtliche Kreisflichenstiicke K_, einen endlichen Punkt 2, und einen davon
verschiedenen Punkt z,, welch letzterer auch mit dem unendlich fernen
Punkt zusammenfallen kann. Diese Punkte gehdren ebenso den Flichen f
und /7 an, welche ja mit 7 das Stiick f — XK, gemeinschaftlich haben.

Zu " und f” existiert nach Voraussetzung die auffassungsmiBig -zu-
gehdrende uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus. Wir be-
zeichnen dieselben mit ¢ bzw. ¢’. Diese GrdBen sind zunichst nur bis
auf lineare Substitutionen im Gebiete f* bzw. f” definiert. Wir normieren
sie jedoch durch die Bedingung, daB #* und #”, welche in dem Gebiete
f” und f” als eindeutige Zweige erkliirt zu denken sind, an der Stelle z,
beide unendlich werden sollen wie

1
x—x,

+(0),

unter (0) eine im Punkte z, verschwindende, regulire analytische Funktion
verstanden. Nach Einfihrung dieser Normierung wollen wir nunmehr zur
abschitzungsweisen Berechnung des Wertes ¢'(2,) — ¢” () iibergehen.
Dazu denken wir uns iiber F' und F'” die der uniformisierenden Varia-
blen ¢ bzw. ¢” entsprechende Uberlagerungsfliche @ bzw. & gebildet.
Aus diesen beiden Uberlagerungsflichen wollen wir uns in allen relativen
Biittern derselben diejenigen Teile ausgeschnitten vorstellen, welche auf
F’ bzw. F” durch die Kreislinien K, begrenzt werden. Hierdurch ent-
stehen aus ¢ und ¢” zwei Flichen ¢, und ®,”, welche miteinander
identisch sind und tbereinstimmend mit ®, bezeichnet werden knnen.
Diese Fliche @, ist zugleich der analog gebildete Teil der zu F selbst
gebildeten Uberlagerungsfliche ® der auffassungsmiBig dazn gehorenden,
jedoch noch nicht als existierend festgestellten uniformisierenden Varia-
blen ¢. Zur Berechnung der Differenz ¢'(z,) — t”(x;) betrachten wir jetzt
t” als Funktion von #. #'(x) und ¢”(z) liefern je eine ein-eindeutige
konforme Abbildung der Fliche ®, auf ein schlichtes Gebiet 7, bzw. 7.,
Die Funktion ¢”(#") verhilt sich im Unendlichen wie ¢"=¢"+ (0)."

* Dem Werte 2, mogen die Werte #" und #” entsprechen. Alsdann
ergibt sich, wenn wir die Methode des Cauchyschen Integrals und die
Prinzipien des Verzerrungssatzes gemif unseren Entwicklungen beim Uni-
titsbeweise anwenden, fir den Wert 4", d. i der zu 7, gehbrende Wert
der Funktion #”(¢"), der Ausdruck

p . 1 ¥ EHdE
() =4 +t5 ft'—tl ’
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die Integrale erstreckt éiber die unendlich vielen Begrenzungslinien %,
des Bereiches T,’, Begrenzungslinien, welche nichts anderes sind als die
unendlich vielen bei der Abbildung der Fliche ®, mittels der Funktion
t'(x) sich ergebenden Bilder der Kreise K, .

Die Formel () dient uns nun zur Abschitzung der GréBe ¢"(z,)— ¢ (z,),
welche Grofe eben durch die Integralsumme selbst auf der rechten Seite
der Formel () dargestellt wird. Die Abschitzung dieser Integralsumme
gelingt nach unserer alten Methode. Um sie gleichmiBig fiir variables z,
und so ausfihren zu konnen, daB die AbschitzungsgroBe eine zugleich
mit & unendlich klein werdende GroBe wird, wollen wir fiir &, jetzt den Wert
2e, fir & den Wert 4¢ wihlen. Ferner wollen wir noch einen von & un-
abhingigen Wert « > 4z und einen ebenfalls von & unabhingigen Wert
¢, >« wihlen und diesen Werten entsprechend die Kreise K, und K,
auf F, F', F” gezogen denken. 2z, und 2z, werden jetzt auBerhalb der
Kreisflichenstiicke K, liegend vorgestellt, z,, wie gesagt, fest, z, jedoch
in diesems Bezirke frei variabel. Zur Abschitzung bemerken wir zunichst,
daB einerseits erfordert wird die Angabe einer positiven von null ver-
schiedenen unteren Schranke fiir den Nenner #" — ¢, andererseits eine
obere Schranke fiir die Zéhlersumme. Beide Schranken werden durch den
Verzerrungssatz geliefert. .

Was zuniichst die untere Schranke fiir ¥ — ¢," anbetrifft, so erwéhnen
wir unter Riickbezichung auf die entsprechenden Entwicklungen beim
Unititsbeweise, daB der Zweig #'(x), welcher im Punkte z, unendlich
wird, eine Abbildung der zwischen den einzelnen K, und K enthaltenen
Ringe auf schlichte Gebiete entwirft, deren jedes eine Minimaldistanz
seiner Begrenzungslinien besitzt, die sich nach den Grundsitzen des Ver-
zerrungssatzes in Verbindung mit dem Vorbereitungssatze S. 87 in ,U.
d. a. K. II¢ abschitzen 14Bt. Diese Minimaldistanz ist jedenfalls groBer
als der absolute Betrag der GriBe ¢ — ¢’ wihrend der Integration. Zur
Abschitzung der Zshler aber bemerken wir, daf dieselbe nach unseren
Abschitzungsprinzipien auf die Abschitzung der Summe der Quadrate der
Umfénge aller K,, und aller K, hinauslduft, deren erstere in der ¢"-Ebene,
letztere in der ¢”-Ebene liegen. Nun hat der einzelne Ring zwischen K,
und K, eine von der Grdfie von & unabhingige Gestalt. Er kann darch
Vermittlung einer Wurzeloperation auf einen schlichten Kreisring abge-
bildet werden, welcher durch Ahnlichkeitstransformation noch so abgeéndert
werden kann, daB der dem Kreise K, entsprechende Kreis der Einheitskreis
wird und dann die beiden anderen Kreise ganz bestimmte von & unabhingige
Kreise werden. Hierans schlieBen wir, daB alle Kurven K,, uwnd K,
sofern sie eben in schlichte eineindeutige Bildbereiche der erwihnten
Kreisringe eingebettet sind, den Prinzipien des Verzerrungssatzes unter-
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worfen sind. Die Summe der Quadrate der Umfinge steht dann zur
Summe der von allen diesen Linien umschlossenen Flicheninhalte o,, in
einem endlichen von ¢ unabhingigen Verhiltnis, und es bleibt also die
Summe dieser Flicheninhalte abzuschitzen. Um nun diese Flicheninhalte
abzuschiizen, bemerken wir zunichst, daB dieselben kleiner sind als die
Flacheninhalte J,, welche von den Kurven K und K, umschlossen
werden, die in der ¢- und #-Ebene den Kreisen K, entsprechen. Die Summe
dieser Flicheninhalte ist selbstverstindlich endlich und unterhalb einer
von der Wahl von F’ und F” unabhingigen Schranke enthalten gemi8
dem Vorbereitungssatze des Verzerrungssatzes. Wir zeigen nun, daB das
Verhiltnis J;, : J, zugleich mit ¢ unendlich klein wird, wenn mit J,, und
J, irgend zwei der erwihnten Flicheninhalte bezeichnet werden, von
welchen J;, in J, enthalten ist.

Wir denken uns zum Zwecke dieses Nachweises auBer den Kreisen
mit den Radien s, 2¢, 4¢ noch die weiteren Kreise mit den Radien
8¢, 16¢, - - -, 2”& konstruiert, wobei v die grofite ganze Zahl sei, fiir welche
noch 2¥e < ¢ ist. Auf diese Weise haben wir innerhalb jedes Kreises K,
im ganzen v Ringe von gleichem Radienverhiltnis konstruiert. Von diesen
v Ringen mdge der erste und letzte auBer Betracht gelassen werden; als-
dann gilt fiir die dbrigen v — 2 Ringe der Satz, daB jeder derselben nach
auBen und innen von einem der » Ringe gewissermaflen umsiumt wird.
Die so in K, entstehenden » — 2 Ringe mit dem Radienverhiltnis 1:8
sind untereinander dhnlich, und es finden daher auf die Abbildungen dieser
Ringe in der ¢-Ebene und ¢"-Ebene die gestaltlich beschrinkenden Ge-
setze des Verzerrungssatzes Anwendung. Bezeichnen wir die den genannten
Kreisen in der ¢-KEbene und ¢”-Ebene entsprechenden Linien oder viel-
mehr die von diesen Linien umschlossenen einzelnen Flicheninhalte mit
Sy 4oy -+ Jov,, 80 gibt es auf Grund des Verzerrungssatzes eine von
der Wahl von ¢ und von 1 unabhiingige Konstante @ <C 1, sodaB man hat

S < QI < @y, < < QT < <@,
wobei noch
"T2wa < J(Z

Jée < Qv_.lJa'
Dies gilt fiir jedes einzelne J,, im Verhilinis zu J, also auch fiir die
zu betrachtenden Summen von Flicheninhalten. Die Summe aller J;, ist
mithin in der Tat eine mit ¢ unendlich klein werdende GroBe.

Nachdem nunmehr feststeht, daf die GrdSe #,” —¢  im Gebiete
(f— ZK,) gleichmiiBig unendlich klein wird, wenn nur ¢ unendlich klein
wird, ist damit gezeigt, daB eine Grenzfunktion

t=1lim ¢

e=0

ist, also
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existiert, welche als Resuliat einer gleichmiBigen Konvergenz im Gebiete
(f— ZK,) erscheint. Die Grenzfunktion # ist in diesem Bezirke eindeutig
und regulir, sie wird in 2, unendlich wie
1
t=_———+ (0),

Ly

d. h. genau so wie ¢, und sie vermittelt eine eineindeutige konforme Ab-
bildung des Gebietes (f—ZK,) auf einen schlichten Bereich mit linearer
Rénderzuordnung. Diese Funktion ¢ existiert nun aber auch im ganzen
Gebiet . In der Tat kann man ja die Kreise K, beliebig klein wihlen,
und immer bleibt unser Konvergenzbeweis giiltig. Demmach existiert
jedenfalls die Funktion # auch noch in beliebiger Nihe des Windungs-
punktes der Fliche f, und da sie nun in dieser beliebigen Nihe jeden-
falls auf Grund des schlichten Abbildungscharakiers beschrinkt bleibt, so
muf sie sich auch in den Windungspunkten selbst noch regulér verhalten,
d. b. in der Weise, daB sie auch die Umgebung dieser Windungspunlkte
durchaus sehlicht und stetig abbildet bis in die Windungspunkte selbst
hinein.

Die Funktion #(x) ist mithin die zu f gehGrende uniformisierende
Variable, deren Existenz jetzt bewiesen ist. --

Es ist ebenso wie oben in § 2 von /Interesse, den nunmehr bewie-
senen auf 8. 83 formulierten Limessatz auch mit Hilfe des allgemeinen
Kowvergenzpringips darzutun.

Wir haben einerseits die mit p Riickkehrschnitten aufgeschnittene
Fliche F, welche in der Aufschneidung oben mit f bezeichnet wurde,
ferner F’, der Fliche F benachbart mit denselben (koinzidierenden) Rick-
kehrschnitten, nach der Aufschneidung bezeichnet mit . Die zu 7 ge-
horende uniformisierende Variable ¢ wird im Punkte z, unendlich wie

- + (0.

&— 2z,

Dabei dachten wir uns den Punkt z, fest, wenn F” gegen F' konvergiert.
Es werde nunmehr um den Punkt z, ein Kreis Kr vom Radius R be-
schrieben, welcher auf ¥ und F” ein gewshnliches Kreisflichenstick Kz
begrenzt. Alsdann wird das Maximum des absoluten Betrages der Funk-
tion #'(z) in dem Gebiete (f'— K3z) wegen des Abbildungscharakters dieser
Funktion offenbar auf der Linie K angenommen, und wir wollen beweisen,
daB dieses Maximum M’ unterhalb einer endlichen von der Wahl von F”
unabhiingigen Schranke bleibt. Fir diesen Nachweis konnten wir uns
auf den in ,U. d a K. IL“ (Math. Ann. 69, S. 46) bewiesenen Hilfssatz
(Vorbereitungssatz des Verzerrungssatzes) berufen. Wir konnen aber diesen
Nachweis auch aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip selbst gewinnen.
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Dazu nehmen wir an, daB M’ beliebig groB werden kionnte. Alsdann gibe
es eine Folge von Flichen F', die gegen F konvergieren und zugehdrende
Funktionen ¢, fiir welche das betrachtete Maximum M’ in der Grenze

unendlich groB wird. Die Funktionen ﬂ% der Folge wiirden dann auf der
Kreislinie Kz als Maximum des absoluten Betrages simtlich den Wert 1
haben. Andererseits wiirden diese Funktionen im Punkte %, unendlich wie

1
ir
£ —x,

+ (0)-

Wir kénnten nun aus der Folge der Funktionen ﬂt- eine innerhalb f— Kp

nach vorlinfigem AusschluB der Windungspunkte selbst gleichmifig gegen

eine Grenzfunktion z konvergierende neue Folge herausgreifen. Diese

konvergente Folge wiirde aber auch auf K selbst, sowie innerhalb des

Kreises K gleichmiBig konvergieren, weil sie jedenfalls auf einer Kreis-

linie Kz konvergiert, wenn R’ > R gewihlt wird, und weil die Funk-
1

tionen %—%:innerhalb Ky regulir sind und im Punkte z, verschwin-
den. Daraus folgt, daB die genannte Grenzfunktion z die Eigenschaften
besitzt, auf Kz den Wert 1 als Maximum des absoluten Betrages zu haben
und in 7, zu verschwinden, ferner die Eigenschaft, daB das Maximum des
absoluten Betrages der Funktion » im Gebiete f— K auf der Kreislinie Kz
erreicht wird. Hieraus ergibt sich ein Widerspruch, weil ¢ nun eine
Funktion wire, welche nicht konstant ist und doch an einem reguliren
Punkte ein Maximum ihres Betrages erreicht.®)

Nachdem somit feststeht, dad die Funktionen ¢ im Gebiete f— Kp
unterhalb einer festen Schranke bleiben, kann man nunmehr eine gleich-
mibig konvergente Folge von Funktionen ¢* bestimmen, gleichm#Big kon-
vergent zundchst innerhalb f— Kz, dann aber auch auf Ky und inner-
balb Kz, weil jedenfalls auf Kp (R'> R) gleichmiBige Konvergenz statt-

findet und weil t’—x_lx innerhalb Ky regulir ist und im Punkte z,

verschwindet. Die Funktion

t=Hm¢
F'=F
besitzt offenbar die Eigenschaften der fiir ¥ zu bestimmenden uniformi-
sierenden Variablen. Man bemerke, um dies einzusehen, daB ihre Existenz
natlirlich auch fiber die Begrenzung von f hinaus als erwiesen zu be-
trachten ist, weil ja die Funktionen ¢’ auch iiber die Begrenzung von f*

*) Vgl. hiermit eine Entwicklung 8. 235 meiner Abhandlung in J. f. Math. 138,
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hinaus existieren und nur Werte annehmen, welche dem absoluten Be-
trage nach kleiner sind als das Maximum des absoluten Betrages der in
f — Kz angenommenen Werte.

§ 6.
Durchfiihrung des Kontinuitdtsbeweises.

Wir gehen nunmehr nach den vorbereitenden Entwicklungen der
§8 1—5 zur Durchfiihrung des Kontinuititsbeweises tber.

Es soll gezeigt werden fiir eine gegebene Riemannsche Fliche F' vom
Geschlecht p>> 2, daB zu derselben nach ihrer Aufschneidung zu einer
2p-fach zusammenhiingenden Fliche F, mittels p getrennter Riickkehr-
schnitte eine uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus t=1#(z,y)
gehort, durch deren Vermittlung F, umkehrbar eindeutig konform auf
einen schlichten Bereich mit linearer Randinderung abgebildet wird. DaB
die gestellte Aufgabe nicht mehr als eine Losung gestatten kann, ist das
Ergebnis des in der Abhandlung ,U. d. a. K. IL“ gefiihrten Unititsbe-
weises. Die tatsichliche Exsitenz der GrioBe soll nun eben gezeigt werden.

Zu dem Zwecke denken wir uns die Fliche F in der schon oben
§ 1 angewandten Weise auf einen schlichten Bereich ®, mit regulir ana-
lytischer Rinderzuordnung abgebildet. Die 2p Begrenzungslinien des Be-
reiches ¢, modifizieren wir unter Aufrechterhaltung der analytischen Rand-
substitutionen nach der Methode des § 1 so, daB dieselben simtlich
geschlossene regulire analytische Linien sind. Der unendlich ferne Punkt
wird ibrigens als innerer Punkt des Bereiches ®, gedacht.

Wir stellen jetzt neben den Bereich ®, irgend einen Bereich ®; von
der Gattung der oben betrachteten Bereiche @, welcher zudem lineare
Rénderzuordnung besitzt. Einen solchen Bereich erhalten wir sofort, wenn
wir -bei einem von 2p Vollkreisen begrenzten schlichten Kreisbereich die
2p Kreise irgend wie paarweise durch lineare Substitutionen aufeinander
beziehen unter richtiger Beachtung des Umlaufssinnes.

Das Uniformisierungsproblem, welches wir behandeln, ist durch deun
Ubergang zum Bereiche @, in ein Abbildungsproblem fiir diesen Bereich
verwandelt, nimlich das Problem der konformen Abbildung des Bereiches
®, mit analytischer Rinderzuordnung in einen Bereich der Gattung & mit
linearer Rinderzuordnung in der Art, daB bei der Abbildung zugeordnete
Randpunkte wieder in zugeordnete Randpunkte iibergehen. Diese Ab-
bildungsanfgabe wird fiir den Bereich ®, durch die identische Abbildung
gelost. Da die Anfgabe nur abgesehen von einer linearen Substitution
bestimmt ist, fihren wir vorteilhafterweise fiir den abgebildeten Bereich
die Normierung des § 4 ein. D. h. wir normieren ihn so, daf die drei
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ersten Fixpunkte der linearen Randsubstitutionen mit 0, co, 1 zusammen-
fallen. Nepnen wir die solcherweise normierten Bereiche ¥, so haben wir
entsprechend ® einen durch eine lineare Substitution ans ®, hervorgehen-
den Bereich ¥, und entsprechend ®, einen zu bestimmenden Bereich ¥,.

Der Beweis fiir die Existenz des Bereiches ¥, zerfillt nun in folgende
Beweisschritte.

1. In der Mannigfaltigkeit der & 148t sich von ®, nach ®, eine
Uberfiihrungslinie Q konstruieren.

2. Ist ®* irgend ein ® der Uberfilhrungslinie, fiir welches das zu-
gehOrende ¥, zu bezeichnen mit W¥, existiert, so existiert auch fiir die
auf der Uberfihrungslinie Q dem Bereiche ®* benachbarten Bereiche
jedesmal ein zugehorendes ¥, sofern man sich nur auf eine hinreichend
kleine Nachbarschaft beschrinkt.

3. Ist &% irgend ein ® der Uberfihrungslinie Q, in dessen beliehiger
Nihe auf Q noch Bereiche @ existieren, fiir welche das zugehdrende ¥
vorhanden ist, so gibt es auch zu ®* noch ein zugehérendes Y.

In der Tat konnen wir aus den vorstehenden drei Sitzen folgern,
daB anch zu @, ein zugehdrendes ¥, vorhanden ist. Denn da zu @, ein
¥, existiert, so kann man auf der Uberfilhrungslinie Q nach Satz 2 ein
Stiick weitergehen mit der GewiBheit, daB dabei zu jedem ® ein zuge-
horendes ¥ existiert. Nehmen wir nun an, da zu ®, kein zugehdrendes
¥, vorhanden wire, so miite es auf Q ein ®% geben, das sicher von ®,
verschieden ist, jedoch mit @, zusammenfallen kann, von der Art, daB fiir
alle ® der Linie Q von ®, bis &* (&% exkl) jeweilig ein zugehdrendes
YW existiert, wihrend hinter ®* in beliebiger Nihe von &% selbst stets
noch ein & gefunden werden kann, fiilr welches es ein zngehrendes W
nicht gibt. Ein solches ®* kann nun aber andererseits nicht existieren;
denn dieses &% miifite wegen Satz 3 jedenfalls selbst noch ein zugehoren-
des ¥ hesitzen, und dann miiBten wegen Satz 2. auch nach ®* in einer
gewissen Nihe von &% noch alle ® ein zugehdrendes ¥ haben, was der
Definition von @* widerspricht. Also ergibt sich in der Tat fiir ®, ein
zugehdrender Bereich W,.

Wir hitten uns sonach zu iiberlegen, inwiefern die drei Sitze 1,2, 3
gelten.

Satz 1 ist unmittelbar bewiesen durch die Entwicklungen des § 1.

Batz 2 finden wir aus den Entwicklungen des § 2—4 in folgender
Weise. Wir bestimmen zu % ein Differential erster Art dW# dessen
simtliche Nullstellen einfach sind, so, da8 keine der Nullstellen auf einer
Begrenzungslinie von ®* noch auch auf einem der p Querschnitte liegt,
durch deren Einfihrung die Fliche ®¥ in eine p-fach zasammenhiingende
Fliche ¢* verwandelt wird. Durch W#* wird ¢* abgebildet auf die Normal-
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fliche N¥* mit einem gewissen Parametersystem m* Indem wir von ©%
zu solchen @& iibergehen, die ®* auf der Linie Q hinreichend benach-
bart sind, wird die zugehdrende Funktion W eine Abbildang von & auf
eine Fliche N liefern, deren Konstantensysteme m sich beliebig wenig
von dem Konstantensystem m* unterscheidet, und es werden die p Be-
grenzungslinien der Fliche N sich beliebig wenig von den entsprechenden
Begrenzungslinien der Fliche N¥* unterscheiden. Gehen wir nun anderer-
seits von W¥ aus und denken uns auf ¥¥ das Differential d W# iiber-
pflanzt, so wird ¥* durch W#* auf dieselbe Fliche N#* abgebildet. L8t
man jetzt ¥ die (6p — 6)-dimensionale Umgebung von W¥ beschreiben,
indem man das Parametersystem ¢ die volle Umgebung des zn ¥ ge-
hérenden Invariantensystems ¢* beschreiben 148t, so wird dabei nach
Britherem die zugehtrende Fliche N eine Variation ausfiibren, bei welcher
die ganze Umgebung des Konstantensystems m* in erschopfender Weise
ausgefiillt wird. Darin liegt der Beweis des Satzes 2. Denn man kann
jetzt auf Q@ die Nachbarschaft von ®¥ soweit einschrinken, daf man beim
Ubergange von einem ¢ dieser Nachbarschaft zu dem entsprechenden N
in dem sicher voll ausgefiillten Bezirk der Konstanten m um m* herum
bleibt. Der Umstand, daf hier in der Regel zwar ein Zusammenfallen der
Konstantensysteme m fiir ein ¥ und ein & bewirkt wird, nicht jedoch
auch ein Zusammenfallen der Begrenzungslinien der beiden betreffenden
Figuren N, gibt nicht zu Bedenken Anla, weil wir gemill den genaueren
in § 4 gegebenen Prizisierungen die zu betrachtender nachbarlichen Va-
riationen jedenfalls soweit einschrinken konnen, dal eine Identitiit der
Konstantensysteme fiir zwei Flichen N unmittelbar auch die deforma-
torische Aquivalenz der betreffenden Begrenzungslinien zur Folge hat.

Es bleibt somit nur noch Punkt 3. zu erledigen. Der Satz 3. ist
wesentlich eine Folge des in § 5 bewiesenen Limessatzes. Zum Beweise
bestimmen wir zu ®* wie vorher ein Differential dW*. Es gibt damm,
wie aus dem Zusatz S. 76 sofort ersichtlich ist, ein von dW¥* verschie-
denes Differential dW#, welches allen Bedingungen des Differentials d W*
geniigt und auBerdem so beschaffen ist, daf es mit d W* keine Nullstelle

gemeinschaftlich hat. Der Quotient %:— ist eine in ®* eindeutige Funk-

tion mit 2p — 2 einfachen Unendlichkeitsstellen und vermittelt eine kon-
forme Abbildung des Bereiches ®* auf eine lings p Riickkehrschnitten
aufgeschnitten zu denkende und als solche mit f* bezeichnete Fliche F¥,
deren simtliche Windungspunkte im Endlichen liegen. Der analog ge-
bildete Quotient fiir die auf Q vorbenachbarten Bereiche & liefort eine
Abbildung dieser Flichen auf Flichen F bzw. f,. welche sich von F* im
Sinme der in § 5 S. 83 eingefiihrten Terminologie beliebig wenig unter-
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scheiden, da der Quotient ebenso wie die Differentiale selbst stetige Funk-
tionen in Abhingigkeit von ¢ sind, sodaB insbesondere auch die Win-
dungspunkte der Fliche F beliebig wenig von den entsprechenden
Windungspunkten der Fliche F* entfernt sind. Es kann der Fall ein-
treten, daB jetzt die Begrenzungslinien der Fliche f durch die Windungs-
punkte selbst hindurchgehen. In diesem Falle ist aber sofort eine Abhilfe
moglich, dadurch, da8 man ein durch einen Windungspunkt gehendes
Linienstiick, von welcher Ordnung auch der betreffende Windungspunkt
sein mag, ersetzen kann durch ein diesen Windungspunkt umkreisendes
Linienstiick.*) Auf diese Weise ist es stets méglich, auf die Voraussetzungen
des Beweises unseres Limessatzes in § b zuo kommen. Der Umstand, daf
fiir die verschiedenen Flichen F' die Begrenzungslinien von f sich nicht
decken, wie in § D beim Beweise des Limessatzes angenommen wurde, ist
ebenfalls belanglos, da jedenfalls alle diese Linien durch Deformation
gleichwertig sind, wenn wir uns pur auf hinreichend dem Bereiche ®*
benachbarte Bereiche @ beschriinken. Jetzt haben wir in f* eine Fliche,
fir welche die Existenz der uniformisierenden Variablen noch nicht be-
kannt ist, andererseits in beliebiger Nihe Fliichen f, fiir welche die Existenz
bekannt ist. Nach dem Limessatze existiert daher anch zn f* die uni-
formisierende Variable, d. h.: Es gehort zu &% auch ein Bereich W*

Wir haben im Vorhergehenden den Satz 3 durch Bezug auf den § 5
fiir Riemannsche Flichen F' bewiesenen Limessatz erledigt. Wollen wir
von dem allgemeinen Konvergenzprinzip Gebrauch machen, so kénnen wir
eine direkte, nur die Flichen ® und ¥ selbst in Betracht nehmende Er-
ledigung geben.

Zu dem Zwecke denken wir uns die Funktion, welche ® auf ¥ ab-
bildet, als eine Funktion in ¢* betrachtet, was bei hinreichender Nihe
des Bereiches ® an &% keine Schwierigkeit darbietet. Die Funktion #(z),
welche diese Abbildung vermittelt, liefert eine schlichte Abbildung des

Bereiches ®* auf einen Bereich ¥# mit noch nicht linearer Rinderzu-
ordnung. Die Abbildung erstreckt sich dabei ein Stiick iiber den Be-
reich ®* hinaus auf ein Gebiet, das wir mit ®, bezeichnen kinnen. Wir

sind daher in der Lage, fiir den Bereich ¥* da die Abbildungsfunktion
(#) sich im Unendlichen verhalt wie

t=2z+ (0),
auf Grund des Verzerrungssatzes Abschiitzungen anzugeben, welche unab-
hingig von der Wahl des ®¥ benachbarten Bereiches ¢ sind, insbesondere
konnen wir behaupten, daB die Begrenzungslinien des Bereiches ®* alle

*) Vgl. anch das analoge Vorkommnis in § 7.
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in einem endlichen Bezirk bleiben (vgl den mehrfach erwihnten Hilfssats
in ,U. d a K II# 8. 46 und die Entwicklungen in der vorliegenden
Abhandlung S. 87ff., welche gestatten, diesen Satz selbst mit Hilfe des all-
gemeinen Konvergenzprinzips zu beweisen). Man ist nun im Stande, eine
gleichmiBig konvergente Folge von Funktionen #(¢) der genannten Art
zu bilden, welche zu Bereichen @ gehoren, die ihrerseits gegen ©* kon-
vergieren. Die Grenzfunktion, die sich ergibt, vermittelt dann offenbar
eine Abbildung des Bereiches ®* auf einen Bereich ¥* mit linearer Rinder-
zuordnung, wie verlangt wird.

§ 1.
Die Einheit der Fundamentalbereiche V.

In § 1 haben wir die Einheit der Bereiche ® mit analytischer Rénder-
zuordnung dargetan. Dieser Beweis in Verbindung mit dem nunmehr be-
wiesenen Fundamentaltheorem gestattet uns jetzt den Nachweis des analogen
Satzes von der Einheit der Bereiche ¥ mift linearer Rénderzamordnung
zu fithren.

Wir prizisieren zunichst den von uns zun beweisenden Satz. Wir
verstehen unter ¥ einen Bereich mit 2p reguldren analytischen Randkurven,
die paarweise durch lineare Substitutionen anfeinander bezogen sind. Der
unendlich ferne Punkt sei innerer Punki des Bereiches ¥W. Mit ¥, und ¥,
mdgen irgend welche speziell gewshlte Bereiche der Gattung ¥ bezeichnet
sein. Algdann wird behauptet, daB es moglich ist, in der Mannigfaltigkeit
der ¥ eine Uberfithrung des Bereiches ¥, in den Bereich ¥, vorzunehmen.
Ahnlich, wie wir in § 1 von einer Uberfiihrungslinie Q in der ®-Mannig-
faltigkeit sprachen, wollen wir jetzt von einer Uberfiihrungslinie o in der
¥-Mannigfaltigkeit sprechen. Die Linie o verlduft natiirlich auch im Ge-
biete der Bereiche ®. Die Bedingung der bestindig linearen Rinderzn-
ordnung bedeutet insofern eine Erschwerung der urspriinglichen in § 1 be-
handelten Aufgabe, eben vermdge der genannten Nebenbedingung.

Wir gehen zur Bestimmung der Linie ® von einer Linie Q aus,
welche im Gebiete der Bereiche ® den Ubergang von W, nach ¥, dar-
stellt. Auch die Bereiche @ enthalten simtlich den unendlich fernen
Punkt in jhrem Innern. Es gehort nun zu jedem Bereiche @ der Linie
Q ein ganz bestimmter Bereick ¥ auf Grund des bewiesenen Fundamen-
taltheorems. Um diesen Bereich ¥ zu einem vollig normierten zu machen,
stellen wir die determinierende Bedingung, daf ® auf ¥ in der Weise
abgebildet sein soll, daB die Abbildungsfunktion ¢(#) im Unendlichen in
der Form

t=2+(0)
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entwickelbar ist. Die Linie @ wird nun direkt erklirt als Bild der Linie
Q, d. h. wir ordnen jedem Bereiche ® der Linie Q den zugehdrenden Be-
reich ¥ zu. Dabei werden die Bereiche ®, = ¥, und ®, = V¥, sich selbst
zungeordnet. Es kommt nur darauf an zu zeigen, daBl ¥ sich stetig dndert,
wenn @ auf der Linie Q stetig fortschreitet.

Fiir diesen Stetwke1tsbewexs dienen uns die Entwicklungen des § 2
als Grandlage. Vorwed kionnen wir iiber die Bezmhung der Bereiche @
zu den Bereichen ¥ lings der ganzen Linie Q einige Bemerkungen machen,
deren Giiltigkeit unmittelbar durch den Verzerrungssatz gewihrleistet
wird: Alle Bereiche ¥ der Uberfihrungslinie @ besitzen die Eigenschaft,
daB die zugehdrenden Begrenzungslinien in einem gewissen endlichen Be-
zirke B bleiben, der fiir die ganze Uberfiihrungslinie gleichmiBig bestehen
bleibt. Fiir die Begrenzungslinien der Bereiche W existiert ferner eine
lings der ganzen Linie @ gleichmifig bestimmbare MinimalgroBe derselben
usw. Vgl die entsprechenden Bemerkungen in § 1, S. 60.

Gehen wir nun zu dem Stetigkeitsbeweise selbst tiber.

Wir wihlen irgend einen Bereich ®* der Linie Q mit den zuge-
hérenden W% Mit © bezeichnen wir jetzt einen auf Q dem Bereiche ®*
benachbarten Bereich, mit ¥ den zugehorenden Bereich mit linea.rer Rénder-

T =2

im Bereiche ¥, welcher in &% eine Funktion mit 2p — 2 einfachen Un-
endlichkeitsstellen definiert. Wir nehmen zunichst an, daB keine der Un-
endlichkeitsstellen dieser Funktion im unendlich fernen Punkt der z-Ebene
liegt und daB keine Nullstelle der Ableitung dieser Funktion auf einer
der 2p Begrenzungslinien von ®* liegt, schlieBlich, daf auch der unend-
lich ferne Punkt bei der Abbildung auf einen gewshnlichen endlichen
Punkt der als Bild von % sich ergebenden Riemannschen Fliche F'* ab-
gebildet wird. (Fiir die hierdurch ausgeschlossenen Fille vgl. die weiter
unten gemachten Bemerkungen)) Dieser endliche Punkt heifie z*; die
Ebene des Bereiches F'* bezeichnen wir als z-Ebene. Die Funktion z(z%),
welche die konforme Abbildung der Fliche F* oder f* d. i. die lings
den hier in Betracht kommenden p Riickkehrschnitten aufgeschnittene
Fliche F% auf den Bereich ®% vermittelt, verhilt sich im Punkte z,* wie

1% (%) = $*+B + ()

unter 4* und B¥* gewisse Konstanten verstanden, von welchen A% jeden-
falls von O verschieden ist. Betrachten wir jetzt die Abbildung vom f*
anf die Fliche V¥ so ergibt sich fiir die Abbildungsfunktion ##(2*) eine
Entwicklung in derselben (estalt mit denselben Konstanten 4¥* und B
In der Tat muB ja die Differenz & — 2* im Punkte z,* gemif der oben

zuordnung. Wir konstruieren wie oben S.91 einen Quotienten
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fiir die Abbildung von &% auf ¥* gestellten Normierungsbedingung ver-
schwinden.

Nunmehr gehen wir von ®* zu dem Nachbarbereiche ¢ fiber. Die
Funktion z*(z) &ndert sich stetig beim Ubergang von ©* zu &, wobei
an Stelle von z*(z) die nene Funktion z(z) tritt. Daraus ergibt sich, daB
die Funktion #(x) auf der Fliche F (Abbild von &) sich verhilt wie

if&(gj;——?_s,—) + (B* 4 &) + (0),

unter &, &, & drei GroBen verstanden, welche simtlich unendlich klein
werden, wenn ® sich auf Q dem Bereiche ®* unbegrenzt nihert. Es ist
ferner 2 eine GroBe, welche sich ebenfalls der Grofe z* unbegrenzt nihert
bei der erwihnten Anniherung. Man beachte tibrigens, daB wir unsere
Aufmerksamkeit besonders auf das Verhalten der Funktionen auf den Be-
grenzungslinien der Fliche /' zu richten haben. Die Stetigkeit in der Um-
gebung dieser Linie ist das uns eigentlich Interessierende. Es sei deswegen
dz

die Tatsache hervorgehoben, daB fiir die Ableitungen E-‘i\ und 1—@’ von
z az

0 und oo verschiedene obere und untere Schranken bestimmt werden
konnen, welche fiir eine gewisse um die Begrenzungslinien von f* abge-
grenzte Umgebung derselben giiltig sind und von der Wahl des Bereiches
®, sofern derselbe nur geniigend nahe an ®* liegt, unabhingig sind. Diese
Schranken werden wieder durch den Verzerrungssatz in Verbindung mit
dem ,Vorbereitungssatz® desselben geliefert. Wir kdnnen nun von der Funk-
tion z(x) zu einer Funktion #(F) iibergehen, welche aus 2z(z) durch eine
mittels einer infinitesimalen Ahnlichkeitstransformation in der z-Ebene
ausgefithrte Wertetiberpflanzung entsteht. Die Ahnlichkeitstransformation
soll diejenige #hnliche Abdnderung der Fliche F in eine Fliche F defi-
nieren, durch welche, wenn dabei 2 in Z tbergeht, die Funktion 7(Z) an
der Stelle # — z,* dieselbe Entwicklung bekommt, wie z(z*). Nachdem
diese Uberpflanzung ausgefiihrt ist, ergibt sich nunmehr, daB die Differenz
¢ — t* insbesondere in der Umgebung der Begrenzungslinien von f* eine
stetige infinitesimale GréBe ist, und zwar wesentlich nach derselben Methode,
nach welcher wir in § 5 den Limessatz bewiesen haben.

Hiermit ist dann aber auch in Anbetracht der allgemeinen Vorbe-
merkungen auf S. 93 der gewiinschte Nachweis des stetigen Ubergangs
des Bereiches ¥ in den Bereich W* bei unbegrenzter Anndherung des
Bereiches ® an den- Bereich ®* erbracht. Die Konstanten des Bereichs ¥
erscheinen somit als stetige Funktionen des Uberfilhrungsparameters, werm
wir uns so ausdriicken diirfen. Insofern nun bei allen ¥ der gewonnenen
Uberfihrung generell eine Streifenbreite um die Begrenzungslinien von ¥
herum existiert, in welcher die Randsubstitntionen von ¥ ohne storende
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Kollisionen ausfithrbar sind, ergibt sich, daB der Ubergang von ¥, nach
¥, in endlich vielen Schritten ausgefithrt werden kann, deren einzelner
entweder eine bloBe Parameterinderung der Substitutionen ist, die im Ge-
biete dieser Parameter geradlinig erfolgt, wobei von den p Begrenzungs-
linienpaaren je eine Linie festgehalten wird, oder aber bloBe erlaubte Ab-
inderungen der Begrenzungslinien bei festgehaltenen Substitutionen.

Wir haben fiir den soeben gefiihrten Nachweis einige Annahmen in
bezug auf die Funktion 2*(z) gemacht. Sind diese Annahmen nicht er-
fiillt, so gelangen wir in jedem Falle durch geringe Modifikationen des
Beweisverfahrens zu dem gewiinschten Ziele. Diese Modifikationen wollen
wir jetzt bezeichnen. Die im folgenden getremnt betrachteten Moglich-
keiten konnen auch kombiniert auftreten, die Art der vorzunehmenden
Beweismodifikation wird jedoch auch dann sofort klar sein.

Betrachten wir etwa den Fall, daB die Funktion 5377: = z%(2) auf
der Begrenzung des Bereiches ®* eine Nullstelle ihrer Ableitung besitat.
In diesem Falle k6nnte man daran denken, dieser Unbequemlichkeit durch
eine geringe Modifikation der Differentiale oder eines derselben aus dem
Wege zu gehen. Wir kénnen indes diesen Fall auch durch eine Modi-
fikation der Begrenzungslinien selbst auf den allgemeinen vorher betrach-
teten Fall zurtickbringen in folgender Weise. Es seien etwa L* und L *
die zwei betroffenen Begrenzungslinien des Bereiches &% Alsdann kdnnen
wir L* durch eine benachbarte, ebenfalls geschlossene regulire Linie L *
ersetzen und entsprechend L,* " abindern. Hierdurch ist ¢* durch einen

Bereich ®* mit denselben Randsubstitutionen ersetzt. Ist nun & der be-
trachtete, ®* benachbarte Bereich, so konnen wir diesem ¢ einen &% wieder
benachbarten Bereich ® dadurch entsprechen lassen, daB wir die Begrenzungs-
linien L, und L," ersetzen durch L,* und L*”, indem wir unter L*"
diejenige geschlossene reguliire Linie verstehen, welche vermdge der zu @
gehdrenden Randsubstitution der Linie L * entspricht. Der gefundene
neue Bereich & liegt natiirlich jetzt nicht mehr auf der Linie Q, er ist
vielmehr der Linie Q benachbart und bestimmt im Gebiete der Bereiche
der Gattung ® ein Linienstiick Q, welches insofern als Linienstiick be-
zeichnet wird, als es nur fiir ein gewisses Stiick der Linie Q um %
herum erklirt ist. Jetzt zeigen wir nach der vorher dargelegten Methode,

daB bei ® einer stetigen Begrenzung auf Q eine stetige Bewegung auf &
entspricht, wobel @ ein Liniensttick der W-Mannigfaltigkeit ist, welches o
benachbart verlduft. Dann ist aber nun auch die stetige Bewegung auf Q
selbst an der Stelle ®* klar, weil die entsprechenden Bereiche auf Q und Q
einfach durch gewisse kleine und genau zu iibersehende Deformationen
der Begrenzungslinien entstehen.
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Betrachten wir weiter den moglicherweise vorkommenden Fall, daB
die Abbildung, welehe die Funktion 2¥(7) leistet, im Unendlichen nicht
sehlicht ist, sodaB die Umgebung des Punktes z = oo auf ein Windungs-
flichenstiick der Fliche F* abgebildet wird. Alsdann wenden wir folgen-
des SchluBverfahren an. Wir wihlen einen endlichen Punkt @ der 2-Ebene,
den wir dem unendlich fernen Punkt beliebig nahe nehmen kénnen. Die
Wahl des Punktes @ soll jedoch der Bedingung unterliegen, daB die
Funktion 2*(¢) die Umgebung dieses Punkfes auf die z-Ebene schlicht
abbildet oder, anders ausgedriickt, daB die Ableitung dieser Funktion in
@ einen von Null verschiedenen endlichen Wert hat. Wir denken wuns
nun mit den Bereichen ®* und @, die wir betrachten, eine Transforma-

ia vorgenommen, sodal der Punkt g

tion durch reziproke Radien { ~— -

in co transformiert wird. Dadurch gewinnen wir auns dem betrachteten

Linienstiick auf Q ein Linienstiick Q, welches jetzt nach dem zuerst be-
trachteten allgemeinen Fall behandelt werden kann, weil der fiir ¢®* auf-
gestellte Quotient der beiden Differentiale erster Ari na,ch der Uberpflanzung

auf O* die allgemeinen Voraussetzungen erfilll. Wir finden so, daB Q
ein Linienstiick @ von Bereichen ¥ stetig entspricht, welche durch Funk-

tionen 7(£) aus ® hervorgehen. Andererseits entspricht jedem Bereiche ¥
auf @ ein Bereich W auf o vermdge einer linearen Substitution wegen
des Unitstssatzes. Der Beweis, daB die Menge @ auch einen stetigen Zng
im Gebiete der Gattung ¥ reprisentiert, erfordert demnach nur den Be-
weis, daf die erwihnte lineare Substitution sich stetig dndert. Dies aber
ergibt sich daraus, daf die erwihnte lineare Substitution sich aus den
Anfangsgliedern der Entwicklung der Funktion z(¢) fiir # = oo bestimmt,
eine Entwicklung, welche von der Form

() =A+ + g+

sein muB, wobei B von O versehieden ist. Dabei #indern sich 4, B, C,
stetig mit ®, da sie ja durch bestimmte Integrale aus dem sich stetig
indernden 7(2) dargestellt werden kinnen. Die Funktion #(2) wird nun
als diejenige lineare Funktion von 7(2) zu bestimmen sein, welche sich
im Unendlichen wie #z + (0) verhalt. Diese lineare Funktion Zndert sich
aber in der Tat stetig mit 4, B, C.

Bs ist wiederum von Interesse festzustellen, daf der nunmehr be-
wiesene Satz von der Einheit der Bereiche ¥ sich auf Grund des be-
wiesenen Fundamentaltheorems verhdltnismiBig einfach mit Hilfe des all-
gemeinen Konvergensprinzips beweisen 188t, aus der Einheit der Bereiche
® direkt. In der Tat ergibt sich die Stetigkeit der Anderung von ¥ bei

Mathematische Annalen. LXXYV. 7
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Anderung von ® ganz dhnlich, wie der Stetigkeitsnachweis der Abelschen
Integrale erster Art auf Grund der Bemerkung, daB einerseits fiir die bei
stetiger Anderung von ® in Betracht kommenden Bereiche ¥ durch den
Verzerrungssatz bestimmte Schranken geliefert werden, welche die An-
wendung des allgemeinen Konvergenzsatzes unmittelbar auf #(z) ermdg-
lichen, daB andererseits der Unitéitssatz gilt. Es eriibrigt sich auf Grund
fritherer Bemerkungen und Entwicklungen hierauf noch niher einzugehen.

Es sei schlieBlich noch auf eine dritte Moglichkeit der Beweisfiihrung
hingewiesen, welche auf dem iterierenden Verfahren beruht. In der Tat
kann man bemerken, dafl die Konvergenzabschitzung fiir das iterierende
Verfahren gleichmiBig fiir alle ® der Uberfiihrungslinie Q ausgefiihrt
werden kann, woraus dann die stetige Abhiingigkeit der Funktion {(z) in
Abhingigkeit von ® folgt mit Riicksicht auf die entsprechende stetige
Abhingigkeit der beim iterierenden Verfahren auftretenden Niherungs-
funktionen in Abhéngigkeit von ®. Hiermit aber ist wieder ein Beweis
fiir die Hinheit der Bereiche ¥ gegeben.

Zweiter Teil.

Die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven:
Das Hauptkreistheorem.

§ 8.
Problemstellung nnd Unititssatz.

Es sei nunmehr (2, y) eine reelle algebraische Kurve mit mindestens
einem wirklich vorhandenen reellen Zuge. Wird entsprechend der in ,U.
d. a. K. L“ gewdhiten Bezeichnung mit F, die zu y(x) gehorende Riemann-
sche Fliche bezeichnet, welche in bezug auf die Achse des Reellen zu
sich selbst symmetrisch ist, so hat F, entsprechend den reellen Ziigen der
algebraischen Kurve ein System geschlossener und voneinander getrennt
verlaufender Symmetrielinien (Riickkehrsehnitte), deren Anzahl hchstens
p+ 1 ist, wenn p das Geschlecht der Riemannschen Fliche F, ist. Um-
gekeprt kann man sich anch eine in bezug auf die Achse des Reellen zu sich
selbst symmetrische Riemannsche ¥liche F, gegeben denken, fiir welche
die zu betrachtende Symmetrie auf der Riemannschen Fliche mindestens
einen festen Punkt und daher auch feste Linien aunfweist, die sich not-
wendig als ein System voneinander vollig getrennt verlaufender geschlossener
Riickkehrsehnitte darstellen; es ist dann gem#f den vor uns in ,U. d a.
K.L“ S.184ff. (Math. Ann. 67) gegebenen Entwicklungen stets méglich, zu F,
eine zugehorende irreduzible reelle algebraische Kurve (z, y) vermoge einer
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Funktion y(z) zu konstruieren, welche zur Fliche F, eigentlich gehort
und auf den genannten Symmetrielinien reelle Werte annimmt, woraus
sich dann von selbst weiter ergibt, daB diese Funktion an keiner weiteren
reellen Stelle der Fliche F, einen reellen Wert annimmt. Wir bemerken,
daB F, durch das System der Symmetrielinien entweder in zwei zueinander
symmetrische Halften zerlegt wird (orthosymmetrischer Fall in Kleins Be-
zeichnungsweise) oder ein Ganzes bleibt (diasymmetrischer Fall).

Wir formulieren nun das folgende Problem

Uniformisierungsproblem: Es soll eine relativ zur Fliche F
unverzweigte uniformisierende Variable =1¢(z, y) bestimmt werden, welche
die Higenschaft besitzt, daB die von ihr auf den reellen Ziigen der Kurve
(z,y) oder, was dasselbe ist, auf den erwihnten Symmetrielinien der
Fliche F, angenommenen Werte reell sind. (Die Forderung, daB die
GroBe t(z,y) linear-polymorph sein soll, wird nicht gestellt, wird sich
jedoeh als eine Folge der bereits angefiihrten Bedingungen herausstellen.)¥)

Wir analysieren jetzt das gestellte Problem und suchen insbesondere
bis zu der Einsicht zu gelangen, daB es nicht mehr als eine uniformi-
sierende Variable mit den gewiinschten Eigenschaften geben kann, und
daB diese uniformisierende Variable notwendig linear-polymorph sein musf,
sofern sie iiberhaupt existiert.

Zu dem Zwecke machen wir zunichst die Bemerkung, daB die Grofe
t(x, y) auf Grund ihrer vorausgesetzten Bigenschaften an einer Stelle (2, y),
die nicht einem reellen Zuge der Kurve (z,y) angehirt, keinen reellen
Wert haben kann. Wire dies nimlich der Fall, so miiBte #(z, y), weil
auf den reellen Ziigen reell, aus Grindén der analytischen Symmetrie auch
an dem zu (z,y) konjugierten Kurvenpunkte (Z,7) denselben reellen
Wert annehmen. Das widerspricht jedoch der Uniformisierungseigenschaft
der GroBe i(z,y).

Es werde jetzt im orthosymmetrischen Falle die eine Hilifte der
Piiche F,, im diasymmetrischen Falle jedoch die lings den Symmetrie-
linien aufgeschnittene Fliche F, mit [F,] bezeichnet. Die Fliche [F.]
werde wie in ,,U. d. a. K. L« durch Q*¥) Querschuiite in eine einfach zu-
sammenhingende Fliche [F,] verwandelt. Wird [F,] durch Vermittlung
der Funktion #(z, y) konform abgebildet, so ergibt sich als Bild von [F]
ein schlichtes einfach zusammenhingendes Flichenstiick ¢,, welches die
Achse des Reellen nicht durchsetzt, jedoch in 2@ getrennt liegenden
Strecken an die Achse des Reellen anstoBt. Betrachten wir diese konforme

*# Diese Formulierang habe ich bereits 1907 in meiner Gott. Nachr.-Note , iber
die Uniformisiernng reeller algebraischer Kurven* gewahltf.
**) @ ist im orthosymmetrischen Falle gleieh p, im diasymmetrischen Palle
gleich 2p,
7 *
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Abbildung in ihrem weiteren Verlaufe, wenn wir die Uberschreitung der
@ Querschnitte, jodoch noch nicht die Uberschreitung der Symmetrielinien
gestatten, so werden offenbar die verschiedenen sich ergebenden Zweige
der Funktion #(z, y) lauter verschiedene Bilder der Fliche [F,] entwerfen,
welche in ihrer (tesamtheit sich notwendigerweise zu einem einfach zu-
sammenhingenden Gebiet p oberhalb der Achse des Reellen zusammen-
schlieBen, welches nunmehr offenbar nicht mehr nur in endlich vielen,
sondern allgemein zu reden, in unendlich vielen getrennten Stiicken an
die Achse des Reellen anstoBt. Gestatten wir nunmehr auch die Uber- -
schreitung der Symmetrielinien, so wird der Effekt aus Griinden der
analytischen Symmetrie nur der sein, daB wir ein zu p symmetrisches
Gebiet 7 erhalten, welches mit y zusammen ein, aligemein zu reden, un-
endlich-vielfach zusammenhingendes Gebiet T bildet, das in bezug auf die
Achse des Reellen zu sich selbst symmetrisch ist und welches durch ana-
lytische Transformationen vermége der Nebeneinanderlagerung von lauter
Bildern eines Bereiches @ entsteht, der seinerseits von ¢, und seinem
Spiegelbilde @, gebildet wird und @ analytische Randsubstitutionen aunf-
weist. Hieraus ergibt sich die Moglichkeit, auf die erwihnten unendlich
vielen ‘Bilder des Bereiches ® den Verzerrungssatz zur Anwendung zu
bringen und zwar in folgender Gestalt; Wird fiir irgend einen der er-
wihnten Bildbereiche von ¢ mit » die Summe der Lingen der in ihm
enthaltenen reellen Strecken bezeichnet, mit % der Umfang der vollstin-
digen Begrenzung desselben Bereiches, so hat das Verhiiltnis r: u einen
Wert, der zwischen zwei von O und oo verschiedenen endlichen Schranken
bleibt, die nicht von der Wahl des genannten Bildbereiches abhiingen.
Beachtet man nun, daB offenbar die Summe aller #, d. h. die Gesamt-
Iinge der reellen Strecken, welche der Bereich 7' enthdlt, endlich ist,
wenn man, was unwesentlich ist, von der einen durchs Unendliche gehend
gedachten, in @ selbst enthaltenen reellen Strecke absieht, so ergibt sich
hieraus, daB die Summe aller % konvergent ist. Wenn man also den Be-
reich 7 nach und nach durch Niherungsbereiche ausschopft, indem man
immer mehr Bilder von @ hinzunimmt, so wird der nicht reelle Be-
grenzungsteil des Naherungsbereiches eine Gesamtlinge besitzen, welche
schlfeBlich unendlich klein wird. Das heifit aber, daB der Bereich T die
ganze Ebene ausfiillt und daB folglich exklusive von, allgemein zu reden,
unendlich vielen diskreten reellen Punkten die einzelne analytische Rand-
substitution des Bereiches @, welche offenbar 7 in sich selbst tramsfor-
miert, eine reelle lineare Substitution ist, nfimlich eine Substitution,
welche die obere Halbebene eineindeutig in sich transformiert, wobei zu
beachten ist, daB dieser Satz in der Tat ja nur voraussetzt, daB die Ein-
deutigkeit der Abbildung fiir alle nicht reellen Punkte der oberen Halb-
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ebene festsieht. Es versteht sich nun von selbst, daB Hberhaupt alle rela-
tiven Zweige der Funktion ¢(z,y), gleichgiltig, ob man zu denselben
lediglich durch ﬁberschreitung von Querschnitten oder auch durch Zu-
hilfenahme von Uberschreitungen der Symmetrielinien gelangt sei, durch
reelle lineare Substitutionen verknmiipft sind, da der ﬁberschreitung einer
Symmetrielinie in der z-Ebene ja stets nur eine Spiegelung an der Achse
des Reellen entspricht. Auch ist jetzt klar, daB die Grofe #(z,y) durch
ihre Eigenschaften bis auf eine lineare Substitution vollstindig bestimmt
ist, weil die Annahme der Existenz zweler verschiedener derartiger GroBen,
etwa f#, und f,, zu einer konformen Beziehung der beiden Ebenen auf-
einander fithren wiirde, bei welcher die obere Halbebene der einen Ebene
eineindeutig konform auf die obere, eventuell untere, Halbebene der anderen
Ebene bezogen wird.

Zom Schlusse dieses Paragraphen werde noch darauf hingewiesen,
daB der Unititsbeweis in dem Umfange, wie wir ihn hier gefiihrt haben,
sich einfacher fiihren 14Bt, insbesondere ohne Bezugnahme auf den allge-
meinen Verzerrungssatz, wenn man die lineare Abhingigkeit der Zweige
untereinander zundchst mit in die Voraussetzung aufmimmt. Ist dann der
Existenzheweis dieser uniformisierenden Variablen ¥ gefiihrt, so kann
man die allgemeinere postulierte Grofie ¢ in Abbingigkeit von ¥ durch
das Cauchysche Integral darstellen, wobei man in der ¢*-Ebene wegen der
Linearitit der Substitutionen die Endlichkeit des Verhiltnisses r: « unter
alleiniger Bezugnabme auf den Verzerrungssatz fiir lineare Funktiomen
erkennt. Damit ist aber fiir unsere Abschitzungsmethode das Erforder-
liche erreicht. Es ergibt sich, daB ¢ eine lineare Funktion von ¢* sein muB.

§9.

Auffassung der gesuchten uniformisierenden Variablen als einer
uniformisierenden Variablen des Schottkyschen Typus und damit
zusammenhiingender Existenzbeweis.

Die von uns zu bestimmende linear-polymorphe Uniformisierungs-
transzendente #(x,y) 14Bt sich leicht als eine uniformisierende Variable
des Schottkyschen Typus, wie wir sie im ersten Teile vorliegender Ab-
handlung betrachtet haben, charakterisieren. Das ist zuniichst anmibtel-
bar einlenchtend in dem Falle, daf F, eine orthosymmetrische Riemann-
sche Fliche ist. In der Tat brauchen wir in diesem Falle nur die beiden
zueinander symmetrischen Hilften [F,], aufgeschnitten lings den p Quer-
schnitten, lings den Symetrielinien wieder zusammenzuheften, so haben
wir wieder F,, nunmehr aufgeschnitten lings p die Fliche ¥, nichi zer-
stlickenden Riickkehrschnitten, deren jeder einzelne zu sich selbst sym-
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metrisch ist und die Symmetrielinien in zwei Punkten durchsetzi. Nennen
wir diese 2p-fach zusammenhingende Fliche f, und denken uns zu f, die
zugehdrende nniformisierende Variable ¢ des Schottkyschen Typus nach
der im ersten Teile entwickelten Methode bestimmt, so 1dBt sich nun von
dieser uniformisierenden Variablen zeigen, daB die Werte, welche dieselbe
auf den Symmetfrielinien annimmt, simtlich auf einem und demselben
Kreise der #-Ebene liegen, welcher Kreis vermdge einer linearen Trans-
formation in die Achse des Rellen verwandelt werden kann.

Der Beweis wird folgendermaBen gefiihrt. Man denke sich neben der
in der angegebenen Weise bestimmten Funktion #(z, y) die Funktion
i (2, y) =%(F, %) gebildet, indem man mit #(Z,¥) den zu ¥(Z, %) kon-
jugiert-komplexen Wert bezeichnet. Alsdann ist unmittelbar einleuchtend,
daB die GroBe t'(x, y) ebenso wie #(z, y) eine zu f, gehirende uniformi-
sierende Variable des Schottkyschen Typus darstellt. Zwei derartige uni-
formisierende Variable miissen nun gem#B dem fiir die uniformisierenden
Variablen des Schottkyschen Typus geltenden Unititssatze durch eine
lineare Substitution ineinander tibergehen. Es seien jetzt ¢, &, 4, ¢, irgend
vier Werte, welche die Grifle ¢ auf dem Symmetrieliniensystem der Fliche
F, annimmt, alsdann sind 7,, Z,, #;, ¢, die entsprechenden Werte, welche
die Funktion ¢" auf dem Symmetrieliniensystem an denselben Punkten an-
nimmt. Diese vier Werte gehen nun aus den erstgenannten vier Werten
vermdge der oben erwihuten linearen Substitution hervor. Dabei bleibt
das Doppelverhiltnis ungedndert. Dieses Doppelverhiltnis geht anderer-
seits in seinen konjugierten Wert iiber. Diesen beiden Bedingungen wird
nur geniigt, wenn das Doppelverhiltnis reell ist, wenn also die vier Punkte
4, &, &, ¢, anf einem Kreise liegen. Hiermit ist aber gezeigt, dafi alle
von t(z,y) auf den Symmetrielinien angenommenen Werte auf einem und
demselben Kreise liegen, da man zu drei festgewihlten Werten ¢, 4,, 4,
welche den Kreis bestimmen, jeden beliebigen weiteren auf einer Sym-
metrielinie angenommenen Wert als den Wert ¢, wihlen kann.

Bei jetzt die Fliche F, diasymmetrisch. In diesem Falle ist es ebenfalls
mdglich, die GriBe ¢ als eine zu F, gehdrende uniformisierende Variable
des Schottkyschen Typus zu charakterisieren. Dazu sind allerdings die
weitér unten in § 11 gegebenen Entwicklungen erforderlich. Einfacher und
fiir den gegenwirtigen Zweck des Existenzbeweises ausreichend ist es,
von der Fliche F, iiberzugehen zu einer relativ zu F, zweiblittrigen
Uberlagerungsfliche F,, welche aus F, entsteht, indem man die Fliche
f{F,] in zwei kongruent iibereinander liegenden Exemplaren denkt und
diese nun lings den simtlichen Symmetrielinien iiber Kreuz zu einer
einzigen Fliche, eben der Fliche F, zusammenheftet. Diese Fliche ¥ ist
gemiB ihrer Kounstruktion orthosymmetrisch, indem sie eben aus zwei zu-
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einander symmetrischen Hilften hergestellt ist. Diese orthosymmetrische
Fliche ist vom Geschleecht 2p. Die Anzabl ihrer Symmetrielinien (reelle
Ziige der zugehorenden reellen algebraischen Kurve) ist doppelt so groB
als die entsprechende Anzahl bei ¥,. Die Fliche F, ist gemiB dem
Schottkyschen Typus dadurch aufgeschnitten zu denken, daB man die oben
8. 99 erwihnten @=2p Querschnitte in dem benufzten zweiten Exemplare
[F,] symmetrisch wiederholt.

§ 10.
Selbstindiger Kontinuitiitsheweis des Hauptkreistheorems,

Es ist wegen verschiedener dabei zur Geltung kommender Gesichts-
punkte von Interesse, auch einen selbstindigen Beweis des Hauptkreis-
theorems mittels Kontinuitdtsmethode zu geben.

Zu dem Zwecke denken wir uns die Fliche [F], d. i. im orthosym-
metrischen Falle*) die lings p Querschnitten aufgeschnittene Fliche [F,],
konform auf einen Bereich g, mit p reguliren Randsubstitutionen und
2p reellen Begrenzungsstiicken abgebildet, welcher ganz oberhalb der Achse
des Reellen liegt. Eine solche Abbildung erhalten wir in der wiinschens-
werten Form, indem wir uns den Bereich [F] itber seine 2p Quer-
schnittseiten der Begrenzung hinaus ein Stiick forigesetzt denken durch
Ansetzung von 2p bandartigen Flichenstreifen, welche sich ebenfalls bis
an die Symmetrielinien heranerstrecken. Die so erweiterte einfach zusam-
menhiingende Fliche [F] mége mit [F] bezeichnet werden. Nun werde
der einfach zusammenhingende Bereich [F] eineindeutig konform auf die
obere Halbebene abgebildet. Dabei wird [F;] auf einen Bereich g, ab-
gebildet, welcher zusammen mit seinem Spiegelbilde @, einen 2p-fach zu-
sammenhingenden Bereich ®, mit p reguliren analytischen Randsubstitutionen
bildet. Es gilt, den Nachweis zu fiihren, daB der Bereich ®, eineindeutig
konform auf einen Bereich ¥, derselben Gattung wie @, abgebildet werden
kann, fiir welchen jedoch die erwéhnten p reguliren Randsubstitutionen
reelle lineare, nicht mehr nur analytische Substitutionen sind. Sowohl bei
®, als auch bei ¥, werden wir zweckmiBig die Annahme machen, daff
der unendlich ferne Punkt dem Innern des Bereiches angehort, und wir
kénnen uns auch vorstellen, daB fiir die zu bestimmende Abbildung, bei
welcher natiirlich die zu ®, gehorenden Stiicke der Achse des Reellen in
die entsprechenden Stticke des Bereiches ¥, tibergehen sollen, der unend-
lich ferne Punkt sich selbst entsprechen soll.

Bereiche von der Gattung ¥, erhalten wir sofort, wenn wir 2p die

* Den diasymmetrischen Fall kénnen wir nack der vorher geschilderten Methode
unter den orthosymmetrischen Fall subsumieren,
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Achse des Reellen orthogonal schneidende Kreise, die sich gegenseitig
ausschlieBen, durech reelle hyperbolische Substitutionen irgendwie aufeinander
beziehen, wobel nur in bezug auf die Paarung der Kreise der Bedingung
zu geniigen ist, daB dieselbe in topologischer Beziechung der bei ®, be-
gtehenden Paarung entspricht, soda8 bei Durchlaufung der Begrenzung
der oberen Hilfte von ®, und ¥, entsprechende Stiicke in gleicher Weise
sich folgen.

Wir bemerken, wenn wir jetzt die Kette der den Kontinuititsbeweis
im allgemeineren Falle des ersten Teiles der Abhandlung bildenden Ent-
wicklungen der Reihe nach durchgehen, zunichst, dafl die Bereiche der
Gattung ®, ein einheitliches Kowntinuum bilden, sofern wir eben nur solche
Bereiche als Bereiche ®, in Betracht ziehen, bei welchen anch die oben
erwihnte Reihenfolge in der Paarung dieselbe ist. Dieser Nachweis der
Einheit der Bereiche ®, vollzieht sich ganz analog dem obigen Beweise;
nur wird man, was nicht die geringste Schwierigkeit bietet, bei allen
Deformationen stets die Symmetrie im Auge zu behalten haben. Betrachten
wir andererseits die Bereiche ¥,, so konnen wir zu ¥, zunichst die ent-
sprechenden p Abelschen Integrale erster Art bilden, in dem wir von den
Potentialen u,, - - -, u, ausgehen, welche in ®, eindentig sind und wegen
ihrer Unitit ans Griinden der Symmetrie offenbar an spiegelbildlich sym-
metrischen Punkten des Bereiches ®, denselben Wert annehmen. Fiir diese
Potentiale ist daher ldngs siimtlichen dem Bereiche @, angehdrenden
Stiicken der Achse des Reellen die Ableitung in Richtung der Normalen
zu dieser Achse gleich Null, woraus folgt, daB die zugehSrenden kon-
jugierten Potentiale v,, - - -, v, lings jedes derartigen Stiickes konstant sind
und daB die p linear unabhiingen Integralfunktionen w, = w, + 10, p reelle
Abelsche Differentiale erster Art dw, liefern, welche sich bei stetiger
Anderung von ®, ebenfalls stetig indern.

Wir haben uns nun weiter der Existenz einer (3p — 3)-parametrigen
Normalfigur za vergewissern. Zu einer solchen gelangen wir folgender-
mafen. Wir bemerken vorab, daf das allgemeinste zu @, gehdrende reelle
Abelsche Differential erster Art eine reelle lineare Kombination der oben-
genannten p Differentiale dew, ist. Dies ergibt sich durch Betrachtung der
Peripdizititsmoduln ans dem Umstande, dafl fiir ein solches Differential
dw notwendigerweise der reelle Teil von w eine Funktion sein muf, die
lings den reellen Sticken von ®, die normale Ableitung Null hat und
daher gemiB dem Spiegelungsprinzip fiir Potentialfunktionen in @, ein-
deutig sein muB. Ist sie doch in jeder einzelnen Hilfte von @, jedenfalls
eindeutig, weil eine derartige Hilfte ein einfach zusammenhiingendes Gebiet
ist. Nun ergibt sich der dem Brill-Noetherschen (S. 74) analoge Satz, daB
die reellen Differentiale erster Art nicht eine allen gemeinschaftliche Nullstelle
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besitzen konnen, und daraus folgern wir nach Analogie eines oben (8. 75)
gegebenen Beweises, dab das allgemeine reelle Differential dw erster Art
nur einfache Nullstellen haben wird, welche teils einzeln auftreten und
dann reell sind, teils konjugiert angeordnet sind, eine Unterscheidung, auf
welehe es jedoch fir unsere Zwecke nicht néher ankommt. Die Normal-
figur wird nun gefunden, indem man ein reelles dw mit nur einfachen
Nullstellen zu &, bestimmt und die Normierung von w in Abhingigkeit
von ®, dadurch gibt, daB man vorschreibt, der imaginire Teil von w solle
im Unendlicken, also auf dem ganzen betreffenden Stiick der Achse des
Reellen verschwinden und gegeniiber den analytischen Randsubstitutionen
des Bereiches ®, in seinem reellen Teile feste Periodizitdsmoduln bewahren,
schlieBlich solle der reelle Teil von w in einer Nullstelle von dw ver-
schwinden. Im iibrigen hat man sich den Bereich ®, dabei, um einen
Zwelg von w zu isolieren, lings simtlichen Stiicken der Achse des Reellen
mit Ansnahme des durchs Unendliche gehenden aufgeschnitten vorzustellen,
sodaB -dadurch der Bereich ®, in einen einfach zusammenhingenden, in
bezug auf die Achse zu sich selbst symmetrischen Bereich verwandelt
wird. Das Bild dieses einfach zusammenhingenden Bereiches, welches gich
bei der konformen Abbildung durch das normierte Integral erster Art w
ergibt, ist die gewitinschte (3p — 3)-parametrige zweckdienliche Normalfigur.
Als frei verinderliche Bestimmungsstiicke dieser Figur sind die 2p — 3
Bestimmungsstiicke fiir die Lage der Windungspunkte der Normalfigur
einerseits und andererseits p Periodizititsmoduln des imaginiren Teils zu
bezeichnen, deren unabhingige Wahl nach folgender Regel getroffen werden
kann. Man denke sich [F,], wie oben niher bezeichnet, durch p Quer-
schnitte in eine einfach zusammenhingende Fliche verwandelt. Man hat
dann einerseits die Wertdifferenzen Iings diesen p Querschnitten zu geben,
welche jedoch entsprechend den ¢ vorhandenen geschlossenen Begrenzungs-
linien von [F,] im ganzen ¢ —1 Bedingungen unterworfen sind, fiir deren
Erfiilllung man beachte, daB p — (6—1) eine gerade Zahl 2p” ist, indem p’
die Anzahl der innerhalb [F,] moglichen getrennten die Fliche [F,] nicht
zerfillenden Riickkehrschnittpaare ist, lings welchen die 2p’ Periodizitits-
moduln frei gegeben werden konnen. Abgesehen von den 2p” Groflen sind
die den Ubergang von einer Symmetrielinie zur andern entsprechenden
Wertdifferenzen des imaginiren Teiles zu geben, was noch ¢ — 1 weitere
Bestimmungsstiicke der Normalfigur sind.

Es diirfte iiberfliissig sein, noch weiter auf den Kontinunititsbeweis
des Hauptkreistheorems einzugehen. Erwihnt sei nur noch, daB der Nach-
weis der analytischen Abhiingigkeit zwischen den Konstanten des Be-
reiches ¥, einerseits und den Konsianten der Normalfigur andererseils im
vorliegenden Falle durch den Hinweis anf gewisse von Schottky gebildete
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Reihen®) erledigt wird, welche in dem hier betrachteten Falle von Bereichen
Y, tatsiichlich auch noch bei komplexer Variation der Konstanten der
linearen Randsubstitution wegen des Erfillltseins der Schottkyschen Be-
dingung der Konvergenz der Radiensumme konvergieren und auch direkte
Darstellungen fiir die Abelschen Integrale erster Art geben, was mit Hilfe
der Poincaréschen Reihen nicht mdglich ist.

Es mag weiter noch besonders darauf hingewiesen werden, wie auch
hier die Einheit der symmetrischen Riemannschen Flichen eines bestimmten
Typus sich als die Einheit der Bereiche ®, wiederspiegelt. Dabei ist je-
doch hervorzuheben, daB hier noch das Analogon fiir den Fall der dia-
symmetrischen Riemannschen Flichen fehlt, die wir in diesem Paragraphen
vermdge der in § 9 entwickelten Vorstellung unter die orthosymmetrischen
Flichen subsumiert haben. Diese Zuriickfithrung kann fiir die Frage der
Einheit dieser Flichen nicht mehr herangezogen werden. Vielmehr ist
eine selbstindige Betrachtung erforderlich, deren Wesen in der Losung
eines bestimmten Analysis-situs-Problems liegt. In der Tat prigt sich in
den Bereichen der Gattung ¢, der diasymmetrische Typus aus, wenn die
Paarung der Randkurven mindestens fiir ein Paar mit der Modifikation
vorgenommen gedacht wird, daB nun nicht mehr bei der analytischen Zu-
ordnung die obere Hilfte des Kurvenbogens wieder der oberen Hilfte und
die untere der unteren entspricht, sondern umgekehrt. Man erkennt dies
unmittelbar, wenn man sich einem derartig gebildeten Bereiche @, eine
reelle algebraische Gleichung zugeordnet denkt, nach der allgemeinen Me-
thode zwei Funktionen z(#) und y(2) bildend, die in ®, eindeutig sind, gegen-
iiber den Randsubstitutionen ungeiindert bleiben und auf den reellen Achsen-
stiicken reell sind, die ferner die Eigenschaft haben, da (2, y) ein dem
Bereiche @, eigentlich zngehdrendes irreduzibles algebraisches Gebilde ist.
Indem man mit x(z) den Bereich &, konform abbildet, wird ®, in eine
zu sich selbst symmetrische Riemannsche Fliche ¥, iibergefiihrt, welche
Symmetrielinien besitzt und nun durch dieselben offenbar mnicht zerfillt,
hingegen in 2zwei zueinander symmetrisch einfach zusammenhingende
Stiicke zerlegt wird, wenn man zu den Symmetrielinien p zu sich selbst
symmetrische, das Symmetrieliniensystem je in zwei Punkten schneidende
geeignete Riickkehrschnitte (entsprechend den Randkurven von ®)) hinzu-
nimmt, welche, wie auch die Figur eines ®, zeigt, fiir sich genommen
keinen Zerfall der Fliche F, bewirken. Wir sehen auf diese Weise im
Zusammenhange mit den Kontinuitétsideen eine ganz bestimmte Frage
entstehen, nimlich die im folgenden Paragraphen behandelte Frage der

* F. Schottky: ,,Uber eine spezielle Fanktion, welche bei einer bestimmten linearen
Substitution ihres Argnments ungefindert bleibt.* J. £ Math. 101, 8. 227
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symmetrischen Aufschneidung der symmetrischen, insbesondere auch der
diasymmetrischen Riemannschen Fliche. Auch die Frage nach einer durch
ein reelles Abelsches Integral zu definierenden (3p — 3)-parametrigen
Normalfigur der diasymmetrischen Flichen erledigt sich dann analog wie
oben bei den orthosymmetrischen Flichen. Natiirlich ist a posteriori die
Figur ¥, selbst mit der linearen Rinderzuordnung eine (3p — 3)-parametrige
Normalfigur.

§ 11.

Die symmetrische Aufsehneidung der symmetrischen Riemannsehen
Flichen und damit zusammenhiingende neue Formulierung des
Hauaptkreistheorems.

Es soll in diesem Paragraphen der folgende Satz begriindet werden.

Satz: Jede symmetrische Riemannsche Fliche F, mit Symmetrie-
linien kann, wenn p das Geschlecht dieser Fliche ist, durch p die Fliche
nicht zerstiickende Riickkehrschnitte, deren jeder einzelne das Symmetrie-
liniensystem an genau zwei Stellen durchkreuzt, in eine 2p-fach zusammen-
hingende Fliche verwandelt werden.

Zusatz: Diese 2p-fach zusammenhingende Fliche zerfallt in zwei
zueinander symmetrische einfach zusammenhingende Hilften, wenn man die
Fliche F, auBer lings den erwihnten p Riickkehrschnitten auch noch lings
samtlichen Symmetrielinien aufschneidet.

Bevor wir an den Beweis der Existenz der p Riickkehrschnitte gehen,
seien vorab einige Bemerkungen gemacht. Zunichst erkennt man unmittel-
bar, daB jeder auf der Fliche F, gezogene, zu sich selbst symmetrische
Riickkehrschnitt, weleher eine Symmetrielinie in einem Punkte kreuszt, die-
selbe- oder eine andere Symmetrielinie notwendig noch einmal treffen muf
und auch nicht mehr als einmal. Die beiden Treffpunkte sind notwendig
Punkte, in welchen der Riickkehrschnitt die Symmetrielinie durchschneidet.

Nehmen wir an, da es uns gelungen sei, p zu sich selbst symme-
trische Riickkehrschnitte -der in dem Satze geforderten Art zu finden, so
folgern wir zunichst die Richtigkeit des Zusatzes.

Durch das vollstindige System der Symmetrielinien wird die Fliche F,,
wenn wir etwa den diasymmetrischen Fall betrachten, in eine 2p-fach zu-
sammenhingende Fliche [F,] verwandelt. Das Auszichen der p Riickkehr-
schnitte stellt sich in dieser Fliche [F,] als ein Ziehen von 2p Quer-
schnitten dar. Dabei muB jedenfalls die Fliche [F,] in Sticke zerfallen.
Nehmen wir jetzt an, daB die Anzahl der Stiicke, in welche [F,] zerfallt,
groBer als 2 ist, so unterscheiden wir paarweise zueinander symmetrische
Stiicke und zu sich selbst symmetrische Sticke. Denken wir uns jetzt
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diese Stiicke, wie sie liegen, lings den Symmetrielinien wieder zusammen-
geheftet, so wird notwendigerweise jedes zu sich selbst symmetrische Stiick
und jedes Paar zueinander symmetrischer Stiicke nach der Heftung je ein
besonderes Flichenstiick liefern. Diese Flichenstiicke stellen nun aber das
Resultat der Aufschneidung der Fliche ¥, durch die p Riickkehrschnitte
allein (ohne Hinzunahme der Symmetrielinien) dar und bilden also in
Wahrheit ein in sich zusammenhingendes Flichenstiick. Demnach zerfallt
[F,] durch die 2p Querschnitte genau in zwei zueinander symmetrische
Flachenstiicke und diese sind dann selbstverstindlich einfach zusammen-
héngend.

Was nun den Beweis des Satzes selbst anbetrifft, nimlich den Be-
weis der Existenz der p Riickkehrschnitte, so versteht sich derselbe fir
den Fall, daB die Fliche F', orthosymmetrisch ist, also durch das vollstin-
dige System der Symmetrielinien in zwel zueinander symmetrische Hilften
zerlegt wird, von selbst, da man nur nétig hat, die eine Hilfte, welche
notwendig den Zusammenhang p + 1 besitzt, durch p Querschnitte einfach
zusammenhiingend zu machen, wie das auch in Math. Ann. 67, 8. 203 und
oben S.99 geschehen ist, und die symmetrische Hilfte in symmetrischer
Weise aufzuschneiden.

Eine Schwierigkeit bietet lediglich der Fall, in welchem die Fliche F,
diasymmetrisch ist, d. h. durch das System der Symmetrielinien noch nicht
in Stiicke zerlegt wird. Ist ¢ die Anzahl der Symmetrielinien, so ist jeden-
falls 6 < p.%)

Die Fliche [F|] ist dann 2p-fach zusammenhingend und besitzt 26
Begrenzungslinien. Nun wihlen wir in [F,] einen beliebigen Punki P
Mit P’ werde der zu P spiegelbildlich symmetrische Punkt bezeichnet.
Wir konstruieren innerhalb [F,] eine sich selbst nicht treffende Verbin-
dungslinie / von P nach P’, darauf die zu ! spiegelbildlich symmetrische
Verbindungslinie ' von P’ nach P. Indem wir uns vorstellen, daB wir
die Linie 7 und gleichzeitig die Linie 7 durchlaufen, ausgehend von P
bzw. P’ und darauf achtend, daB wir in demselben Moment immer in
spiegelbildlich symmetrischen Punkten sind, unterscheiden wir zwei Fille:
es kann erstens sein, daB die Linie I mit I’ keinen Punkt gemeinschaft-
lich hat auBler P und P’; in diesem Falle ist die aus } und !’ zusammen-
gesetzte Linie ein Rickkehrschnitt B. Es kann zweitens sein, daB die
Linien 7 und 7" auBer P und P’ noch andere Punkte gemeinschaftlich haben.

*) 6 kann jeden ganzzahligen positiven Wert <p haben, wie man sich am Bei~
spiele der symmetrischen hyperelliptischen Fliiche mit teils reellen, teils konjugiert-
imaginiren Windungspunkten sofort klarmachen kann. ¢ kann nicht groSer als p sein,
weil dann eben ¢ die Fliche nicht zerstiickende Symmetrielinien vorhanden wiren.

(Klein)
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In diesem Falle werden wir zuniichst solche gemeinschaftliche Punkte, in
welchen nicht ein Durchschneiden der beiden Linien I und I stattfindet,
dadurch beseitigen konnen, daf wir sie an den betreffenden Stellen durch
eine kleine Deformation voneinander entfernem, eine Operation, die wir
immer an spiegelbildlich symmetrischen Punkten zugleich und in sym-
metrischer Weise vornehmen. Sind jedoch S und S’ zwei zueinander sym-
metrische Schnittpunkte der beiden Linien 7 und I’, so beseitigen wir die-
selben folgendermaBen. Wir beachten, daf die Linie I durch die Punkte §
und S’ in drei Stiicke I, L, I, zerlegt wird und daB entsprechend ¥ in
die zu 1, 1, I, bzw. spiegelbildlich symmetrischen Stiicke 1,’, I, I;" zerlegt
wird. Wir lassen nun an Stelle der Linien I/, + [+, die neue Linie
I, + L'+ 1, als Verbindungslinien von P nach P’ treten. Bezeichnen wir
jetzt diese Verbindungslinien mit 7, die zu 7 spiegelbildlich symmetriseche
'+ 1,4+ 1" mit 7, so besitzen die neuen Linien ! und I’ ein Paar von
Schnittpunkten weniger als die alten Linien ! und I'. Offenbar konnen wir
80 durch einen endlichen ProzeB zu zwei Linien 7 und I’ gelangen, welche
sich nicht mebr schneiden und demmnach, nach Beseitigung der jetzt aller-
" dings vorhandenen Treffpunkte gem#B obiger Vorschrift, zusammen einen
Riickkehrschnitt B bilden. Durch den Riickkehrschnitt B kann nun die
Fliche [F,] moglicherweise in zwei zueinander symmetrische Stiicke zer-
fallen, deren Einzelnes dann notwendig den Zusammenhang p + 1 haben
wird. Dieser Zerfall tritt sicher dann ein, wenn 6 =p ist. Ist jedoech
6 < p, so kann man an Stelle des gefundenen Riickkehrschnittes B sofort
einen anderen trefen lassen, der ebenso wie R zu sich selbst symmetrisch
ist, ferner keine Symmetrielinie trifft und keinen Zerfall der Fliche [F]
bewirkt. Zu dem Zwecke mogen etwa mit f und f* die erwithnten beiden
Hilften bezeichnet werden. Man kann dann, da der Zusammenhang der
Fliche f grofer ist als die Anzahl der Begrenzungslinien dieser Fliche,
einen durch das Innere von f gehenden Querschnitt ¢ konstruieren, der
den Punkt P mit dem Punkte P’ verbindet und durch welchen die Fliche f
nicht zerfillt. Nimmt man zu @ den spiegelbildlich symmetrischen Quer-
schnitt ¢ hinzu, der ganz innerhalb f’ verliuft, so bilden @ und ¢ zu-
sammen auf F einen zu sich selbst symmetrischen Riickkehrschnitt, durch
welchen nunmehr die Fliche F offenbar nicht in Stiicke zerlegt wird,
sondern in eine neue zu sich selbst symmetrische 2p-fach zusammen-
hingende Fliche [F,] verwandelt wird.

Zusammenfassend konuen wir also sagen, daf es mdglich ist, in [F}]
einen zu sich selbst symmetrischen, die Fliche [F,] nicht zerstickenden,
sondern in eine ebenfalls 2p-fach zusammenhsingende, zu sich selbst syrome-
trische Fliche [F] mit 26 + 2 Begrenzungslinien verwandelnden Riick-
kehrschnitt B zu konstruieren. Indem wir das vorstehend entwickelte Kon-
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struktionsverfahren wiederholt anwenden, zuniichst auf die Fliche [F,],
daranf auf die neugewonnene Fliche [F)] usw., gelangen wir zur Kon-
struktion von p + 1 — 6 = ¢ voneinander getrennten Riickkehrschnitten
in [F], durch welche die Fliche [F,] in zwei zueinander symmetrische
(p+ 1)-fach zusammenhiingende Hilften f und f” zerlegt wird.¥)

Nuonmehr kann man in folgender Weise zu p zu sich selbst symme-
trischen Riickkehrschnitten gelangen, deren jeder das System der Symmetrie-
linien in zwei Punkien schneidet.

Wir zerlegen die Fliche f durch p + ¢ (9 =p + 1 — 6 = Anzahl der
gefundenen Riickkehrschnitte B) sich gegenseitig nicht treffende Quer-
schnitte in ¢ + 1 einfach zusammenhingende Stiicke und zwar in der
Weise, daB wir zunichst die ¢ Symmetrielinien durch 6 — 1 in f ver-
laufende Querschnitte miteinander in Verbindung bringen, darauf jeden der
Riickkehrschnitte B durch zwei Querschnitte mit den Symmetrielinien ver-
binden, wobei wir noch bei jedem einzelnen Riickkehrschnitt R die Ein-
miindungspunkte der zugehdrenden beiden Querschnitte so wihlen, daB die
spiegelbildlich symmetrischen Punkte dieser Einmiindungsstellen einerseits
und die genannten Einmiindungsstellen selbst andererseits auf dem Riick-
kehrschnitt voneinander nicht separiert werden, was z. B. dadurch erreicht
wird, daB die beiden Einmiindungsstellen hinreichend nahe beieinander ge-
wihlt werden. Nachdem f und symmetrisch f” in dieser Weise aufge-
schnitten sind, stellen wir nunmehr auf den Riickkehrschnitten R die Ver-
bindung zwischen f und /* wieder her und zwar fiir jeden Riickkehrschnitt
nur lings dem Stiick zwischen den Einmiindungsstellen und dem daza
symmetrischen Stiicke. Auf diese Weise sind an Stelle von f und f zwei
zueinander symmetrische einfach zusammenhingende Flichen getreten,
welche durch 2p paarweise zueinander symmetrische Querschnitte in [F]
entstehen, deren je zwei znsammengehsrende sich auf F, zu einem Riick-
kehrschnitt der in unserem zu beweisenden Satze geforderten Art zusam-
menschlieBen.

Wir erwihnen zom Schluf dieses Abschnittes noch die folgende nun-
mehr gleichmiBig fir den orthosymmetrischen und diasymmetrischen Fall
geltende Formulierung des Hauptkreistheorems.

Zweite Formulierung des Hauptkreistheorems: Jede reelle algebraische
Kurve (z,y) vom Geschlecht p mit mindestens einem reellen Zuge I8t

*} Diese ¢ Riickkehrschnitte, deren Existenz man am Beispiel der hyperellip-
tischen Flichen sofort feststellen kann, kommen auch bei Klein und Weichhold
(Zitate im ,U. d. a. K. I* 8. 184 Math. Ann, 67) vor, doch wird ein einwandfreier
Existenzbeweis nicht gegeben. Die fiir das Hauptkreistheorem wichtige durch unsern
Satz 8. 107 geforderte Aufschneidung ist von Klein und Weichold noch nicht be-
trachtet worden.
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sich durch reelle automorphe Funktionen mit p reellen Gruppenerzeugen-~
den uniformisieren, weleh letztere geometrisch durch 2p die Achse des
Reellen orthogonal schueidende, sich gegenseitig nicht treffende Kreise in
paarweiser Zuordnung definiert werden konnen. Je nachdem die zu y(z)
gehtrende Riemammsche Fliche diasymmetrisch oder orthosymmetrisch ist,
befinden sich unter den genannten p erzeugenden reellen Substitutionen
solche, welche die obere und untere Halbebene vertauschen, oder nicht.

C
C
H

Fig. 6.

Durch die beistehenden Figuren, in welchen fibrigens die Reihenfolge
in der Paarung der Kreise noch auf alle mdglichen Weisen variiert zu
denken ist, wird der Typus der erwihnten Fundamentalbereiche schema-
tisch erldutert, wobei man bemerke, daf es in der Tat keine Schwierig-
keit hat, die Begrenzung als aus Vollkreisen gebildet vorzustellen, weil
anderenfalls die betreffenden iiber den Durchschnittspunkten mit der Achse
des Reellen konstruierten Vollkreise sofort statt der nicht kreisfSrmigen
Begrenzungslinien gesetzt werden konnen.

§ 12.
Die Komposition irgendwelcher Hauptkreisgruppen.

Wir haben in ,U. d. a. K. L die allgemeinsten auf der Achse des
Reellen diskontinuierlichen Hauptkreisgruppen aufgestellt, die aus der Uni-
formisierung reeller algebraischer Kurven entspringen und aus endlich
vielen Erzengenden hervorgehen. Dieser allgemeinen Auffassung gemiB
ergibt sich eine gewisse Erweiterung des Hauptkreistheorems, auf die wir
jedoch an dieser Stelle nicht niher eingehen wollen. In jedem orthosym-
metrischen oder diasymmetrischen Hinzelfalle ist es dabei iibrigens még-
lich, einen in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmetrischen
Fundamentalbereich aufzustellen, zu dessen Herstellung die Entwicklungen
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des vorangehenden Paragraphen die Grundlage bilden. Wir kénnen nun
den Gedanken der Uniformisierung reeller algebraischer Kurven noch in
der Weise weiterfithren, daB wir auch die Komposition von verschiedenen
Hauptkreisgruppen in Betracht ziehen, was nach folgender Regel zu ge-
schehen hat. Man nehme jeder Hauptkreisgruppe entsprechend einen Kreis
in der Ebene an, der Bedingung gemif, dall die Gesamtheit dieser Kreise
sich gegenseitig ausschlieBen, und nun denke man sich in den so bestimmten
mehrfach zusammenhiingenden, den unendlich fernen Punkt enthaltenden
Bereich f ein Fundamentalpolygon dadurch eingezeichnet, daB man jedem
einzelnen der genannten Kreise entsprechend die eine Hilfte der beiden
zueinander symmetrischen Hélften des bezliglichen Hauptkreispolygons in g
konstruiert. Jetzt ist das Fundamentalpolygon mit seinen simtlichen Rand-
substitutionen fertig, wenn man auch die Spiegelung am den genannten
Hauptkreisen als Erzeugende einfithrt. Diesem Fundamentalpolygon ent-
spricht dann allerdings nur erst die eine Hilfte des zugeordneten alge-
braischen Gebildes.

Hiermit ist eine Kelte von Uniformisierungsproblemen bezeichnet, in
welchen das in diesem Abschnitt ausfiibrlicher dargelegte oben formulierte
Hauptkreistheorem einerseits und der Schottkysche Uniformisierungsfall
andererseits, bei welchem der halbe Fundamentalbereich einfaeh von p+1
Vollkreisen bhegrenzt wird und die Erzeugenden die p + 1 Spiegelungen
an diesen Kreisen sind, als fuBlerste und jedenfalls auch interessanteste
Glieder erscheinen. Allerdings ist der erwihnte Schottkysche Fall auf einen
bestimmten orthosymmetrischen Typus Riemannscher Flichen ¥ beschrinkt,
der durch die Bedingung definiert ist, daB die Anzahl der reellen Ziige
gleich p 4 1 ist, unter p das Geschlecht der Riemannschen Fliche F,
verstanden.

Dritter Teil.

Die Uniformisierung durch allgemeine kanonische
uniformisierende Variable.

§ 13.
Die Uniformisierung durch automorphe Funktionen mit p Paaren
parabolischer Erzeugenden.
(Ineinanderschiebung von Parallelogrammen).

Der Fall, daB p Parallelogramme mit 2p parabolischen Substitutionen
(Fig. 7a) ineinandergeschoben werden, bietet der Erledigung wunter Zu-
grundelegnng des von mir in Math. Ann. 69, 72 (,U.d. a. K. ]I und III%)
gelieferten Unititsheweises keine neue Schwierigkeit dar. Als:Bereiche @
mit regulirer analytischer Rinderzuordnnng haben wir jetzt zu betrachten
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die alten im ersten Teile angefiihrten ®; jedoch hat man sich fir jedes
einzelne Paar von Randkurven (entsprechend der Aufschneidung der Rie-
mannschen Fliche F durch p Riickkehrschnittpaare) eine Verbindungs-
linie @ hergestellt zu denken, die zwei zugeordnete Randpunkte verbindet,
auf deren durchgingig reguliren Charakter es iibrigens nicht weiter an-
kommt (vgl. Fig. Th).

¥
&
Fig. Tb.

Fig. Ta.

Man erkennt nun’ unmittelbar, da8 man es in der Hand hat, die Uber-
filhrung zweier ®-Bereiche stets so zu maechen, daf dabei auch noch die
Verbindungslinien ¢ in die korrespondierenden Verbindungslinien iiber-
gehen. Dieser Tatsache entspricht in dem Kontinuum der Riemannschen
Flichen F vom Geschleeht p der Satz, daB die mit p Rickkehrschnitt-
paaren aufgeschnittenen gleichvielblitterigen Riemannschen Flichen vom
Geschlecht p ein Kontinuum bilden. , Doch wird dieser Satz als solcher
von uns nicht gebraucht. Kr konnte ans der genannten auf die ® sich
bezichenden Tatsache jedoch gefolgert werden.

Die Bereiche ¥, d. s. die jetzt zu betrachtenden Fundamentalbereiche
mit linearer Randerzuordnung, werden (6p — 6)-parametrig normiert, indem
man von den p Fixpunkten einen nach 0, einen nach oo bringt und fiir
letzteren noch festsefzt, daB eine der parabolischen Substitutionen die
Form # = # 4+ 1 haben soll.

Die Durchfiihrung des Kontinuititsbeweises selbst bedarf gar keiner
neuen Bemerkung, wenn man wieder mit dem Auswahlverfahren vorgeht.
Will man dies nicht, so ist noch besonders zu erliutern, wie im vor-
liégenden Falle die Existenz einer oberen Schranke fiir die in ¥ zu defi-
nierenden Potentiale w,, - - -, u, folgt. Der Nachweis der Stetigkeit dieser
Potentiale bietet jedoch dann keine neue Schwierigkeit, da nach dem End-
lichkeifsbeweise auch die Endlichkeit der Ableitungen allgemein feststeht
und deswegen die jetzt auftretenden Begrenzungsecken der ¥ keine Schwie-
rigkeiten machen.

Der Endlichkeitsbeweis kann wieder wie oben durch Betrachtung des

Mathematische Annalen. LXXV. 8
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Dirichletschen Integrals gefiihrt werden. Es kommt natiirlich, wie erwihat,
nur darauf an, ihn fiir die ¥ zu fiihren, da er fiir die ® genau so wie
friiher gilt, insofern als die Querschnitte @ auf die Definition der « keinen
Einfluf haben. Haben wir aber einen Bereich ® und dazu ein Potential u,
welches jetzt definitionsgemaB bei einer der parabolischen Substitutionen
den Periodizititsmodul 1 hat, bei allen anderen jedoch sich reproduziert,
so machen wir eine Hilfsabbildung des betreffenden Parallelogrammes durch
eine Exponentialfunktion, so daB das eine Seitenpaar des Parallelogrammes
in eine und dieselbe Linie verwandelt wird, in der Art der Fig. 8a, &h.
In Fig. 8b denke man sich jetzt einen schraffierten Ring eingezeichnet

Fig. §a.

(vgl. Fig. 8¢), und die Potentialfunktion % gebildet, die auf der einen
Randkurve dieses Ringes konstant O, auf der anderen konstant 1 ist
darauf dieselbe auf die Fig. 8a iiberpflanzt (¥Fig. 8d). Alsdann hat das
Dirichletsche Integral Dgz(h) einen Wert, der auch fiir alle Nachbar-
bereiche ¥’ von ¥ beibehalten werden kann, da man in Fig. 8¢ den ge-
wihlten Ring jedenfalls bei hinreichend kleinen Verinderungen der Fig. 8¢
und entsprechend 8a festhalten kann.

Der Satz von der Invarianz des Gebiets 148t sich genau so wie oben
8. 82 vermeiden, da die Poincaréschen Reihen offenbar wieder analytisch
von den simtlich frei komplex verinderlichen Konstanten des Bereichs ¥
abhiéngen.

g 14.
Beweis des Sicheltheorems (Uniformisierung p = 0 mit einem

durch Ineinanderschiebung von elliptischen und parabolischen
Sicheln gebildeten Fundamentalbereich).

Auf der einen Seite (£-Ebene) haben wir eine Figur ¥ der Form
Fig. 9a (Ineinanderschiebung mehrerer elliptischer und eventuell para-
bolischer Sicheln), auf der anderen Seite (2-Ebene) die schlichte Ebene
mit »n Einschnitten nach den elliptischen bzw. parabolischen Stigmata
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(Fig. 9b), welche Ebene wir in dieser Aufschneidung mit ¢ bezeichnen
werden. Die Figg. 9a und 9b haben offenbar dieselbe Konstantenzahl. Wir

. (b \m
SERE

Fig. 9
Pig. 9a.

denken sie uns in der Weise in Beziehung gesetzt, da8 im Unendlichen
t = z + (0) sich entwickeln 148t. Dann gilt der Unititssatz. Die 2-Figuren
bilden evidentermaBen ein Kontinuwum. Die Funktion z(f) zu einem ge-
gebenen Bereich ¥ kann man mit den kombinatorischen Methoden bilden.
Es muB sodann gezeigt werden, daB x(?) eine stetige Funktion in Ab-
hingigkeit von ¥ ist. Dazu geniigt es, die Stetigkeit des in der #-Ebene
7u definierenden Potentials U nachzuweisen, das im Unendlichen wie
£+ {0) unendlich wird, wenn 2z = & + ¢7 gesetzt wird, ferner eindeutig
ist in dem Fundamentalbereich ¥ und sich reproduziert gegeniiber den
Randsubstitutionen dieses Bereiches. Um die Stetigkeit von U= U(¥) zu
erkennen, miissen wir zuniichst die Endlichkeit nachweisen unabhingig
von stetiger Verinderung des Bereiches ¥. Dies folgt unmittelbar aus
meinem Hilfssatze I, S. 46 der Abhandlung ,U. d. a. K. IL* betreffend

Funktionen mit der Unstetigkeit —2— + (0) oder dem ganz analogen und

ganz analog zu beweisenden Hilfssatze fiir Potentialfunktionen, die unstetig
werden wie 7~ cos ¢ + (0).

Nachdem die Endlichkeit der Funktion U festSteht, steht sie offenbar,
wenn nur elliptische Sicheln vorkommen, keine parabolischen, anch f{iber
den Fundamentalbereich hinaus ein Stick fest und zwar gleichmiBig bei
stetiger Abinderung. Hieraus folgt jetzt durch Differenzbildung und Be-
rechnung des Dirichletschen Integrals ganz analog wie oben § 2 die
Stetigkeit der Funktion U(¥) zuniichst im Falle des Fehlens parabolischer
Sicheln.

Die parabolischen Sicheln konnen wir gleichformig mit den ellip-
tischen folgendermafien behandeln. Wir bilden eine durch eine Linie L
abgegrenzte Umgebung B einer solchen Sichel durch eine Exponential-
funktion (bei elliptischen Sicheln Potenz mit ganzzahligen positiven Ex-

8*
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ponenten) auf ein Gebiet 8 ab in der Weise, wie die Figg. 10a und 10b
erliutern. Andern wir die parabolische Sichel stetig ab, so wollen wir uns
doch L fest denken. Die Linien , und ¢ werden sich dann auch stetig
indern. Indem wir einmal die Funktion U
fiir einen ersten Bereich ¥ betrachten, das
andere Mal fiir einen Nachbarbereich ¥ und
entsprechend mwit U’ bezeichnen, denken
wir uns jetzt die Differenz U’ — U fiir
Tig. 108 den Bezirk B dadurch erklirt, daB wir

) B’ auf B’ abbilden und nun die Funk-
tion U’ auf B’ itberpflanzen. Dadurch ist sie auch in § erklirt wnd sie
kann rickwirts auf B iiberpflanzt gedacht werden, Die dadurch in B
erklirte Funktion U7 nenne ich U’ Sie geniigt dann vollstindig den anto-
morphen Randbedingungen lings der zu B gehdrenden parabolischen Sichel.
Sie weist jedoch lings der Linie L einen kleinen Unterschied gegen die
eigentlichen Randwerte von U’ auf, ein Unterschied, der sich aber ein-
schlieBlich der Ableitungen nach allen Richtungen gleichmiBig lings der
ganzen Linie L auf O reduziert bei unbegrenzter stetiger Anndherung von
¥ an ¥. Rechnen wir nun das Dirichletsche Integral D(U'— U) iiber
den ganzen Bereich ¥ aus, indem wir in B augenblicklich unter U’ die
Funktion U’ verstehen, so ergibt sich ein Randintegral iiber L zu beiden

Seiten, namlich f (U ’——U)égj—éz_ﬂ)ds und dieses Integral reduziert sich

in der Tat auf O beim Grenzibergang, indem entsprechende Integralele-
mente zu beiden Seiten von I sich ausgleichen.

Hiermit ist gezeigt, daB einer stetigen Verinderung der Fig. 9a eine
stetige Verinderung der Fig. 9b entspricht, wobei wegen der gleichen
Parameterzahl und des Unitétssatzes alle Freiheitsgrade der Fig. 9b er-
schopft werden. Dabei wird man sich nun wieder entweder auf den Satz
von der Invarianz des Gebiets bei stetiger eineindeutiger Abbildung be-
ziehen konnen oder auch diesen Satz vermeiden durch Bezugnahme auf
die analytische Abhingigkeit der Mannigfaltigkeiten, welche jetzt sofort
durch den Hinweis auf die fiir # als Funktion von z bestehende Diffe-
rentialgleichung 3. Ordnung erledigt wird, welche abgesehen von ge-
wissen akzessorischen Parametern, zwischen welchen noch transzendente
analytische Gleichungen bestehen, direkt aufgestellt werden kann und die
singuldren Punkte der z-Ebene wie auch die genannten akzessorischen
Parameter rational enthilt.

Jetzt kann man im Gebiete der Fig. 9b ohne weiteres eine Uberfiih-
rung von jeder Figur in jede andere vornehmen. HEs kommt nun darauf
an, die Unmdglichkeit einer Grenzstelle ®* aunf der Uberfithrungslinie
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nachzuweisen. Man kann dies mit Hilfe des Konvergenzprinzips folgern,
indem man beachtet, daB die Funktion #(z) in einem Gebiet, das den un-
endlich fernen Punkt der x-Ebene ausschlieBt, auf Grund des oben er-
wihnten Hilfssatzes I aus ,,U. d. a. K. IL“ unterhalb einer endlichen Schranke
bleibt. Im Falle des Vorkommens nur elliptischer, nicht auch parabolischer
Sicheln kapn man jedoch durch analoge Betrachtungen wie auf 8. 94 u. 95
die Stetigkeit der Funktion £(z) in Abhingigkeit von der Fig.9b beweisen,
indem man jetzt mit den Endpunkten der Einschnitte dhnlich verfihrt wie
dort mit den Windungspunkten. In der Tat liegt ja fiir die uniformisie-
rende Variable #(z) an jedem Endpunkte der Hinschnitte stets ein Win-
dungspunkt bestimmter Ordnung.

Wir bemerken iibrigens noch, daf wir, was auch eine Art Konti-
nuititsschinBverfahren ist, den Fall parabolischer Sicheln auch als Grenz-
fall elliptischer Sicheln mittels des Auswahlverfahrens behandeln ktnunen,
wie dies in ,U. d. a. K. IL“ § 19 geschehen ist.

§8 15—18.
Beweis der allgemeinen Kleinschen Fundamentaltheoreme.
(Ineinanderschiebung von Grenzkreispolygonen)
§ 15.
Einleitende Bemerkungen.

Wir geben nunmehr zum Beweise der allgemeinsten Fundamental-
theoreme mittels der Kontinuititsmethode iiber. Dabei wollen wir uns fiir
die Zwecke der Darstellung eine unwesentliche Beschrinkung auferlegen,
insofern als wir annehmen wollen, dafl die jetzt zu betrachtenden Funda-
mentalbereiche ¥ durch Ineinanderschiebung wirklicher Grenzkreispolygone
entstehen, unter Weglassung solcher komponierenden Fundamentalbereiche,
deren zugehirendes Polygonnetz entweder die volle Ebene oder die ganze
Ebene exklusive eines oder zweier Punkte bedeckt. Diese Beschrinkung
ist von der Art, daB der Leser namentlich auf Grund der vorangegangenen
Entwicklunger in § 13—14 sofort erkennt, daB auch die angedeutete
weitere Allgemeinheit keine nenen Schwierigkeiten mit sich bringt. Wir
denken uns den Fundamentalbereich ¥ wieder als einen Bereich, wélcher
den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthalt. Das einzelne an der
Komposition beteiligte Grenzkreispolygon vom Geschlecht p’ mige im
Falle p' =0 so begrenzt sein, daB die Begrenzung einer Aufschneidung
der schlichten Ebene (p'=0) entspricht, bei welcher die verschiedenen
relativen Windungsstellen mit einem in der Ebene willkirlich gewahiten
Punkte Bf‘ durch je einen Einschnitt verbunden sind, so dab die Anzahl
der Seiten eines solchen Polygons 2#" betrigt, wenn #’ die Anzahl der
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erwihnten relativen Windungspunkte (Stigmata) ist. Ist jedoch das Ge-
schlecht »" > 1, so denken wir uns das Polygon in der Weise begrenzt,
daB die Begrenzung einer Aufschneidung der zugehirenden Riemannschen
Fliche mittels p” getrennter Riickkehrschnittpaare entspricht, welche unter-
einander dadurch verbunden sind, daf von jedem der p’ Kreuzungspunkte
ein Schnitt nach einem willkiirlichen Punkte M’ der zugehdrenden Rie-
mannschen Fliche gemacht ist. Im ganzen wiirde dem Bereiche ¥ eine
Riemannsche Fliche 7' zugehoren, welche nun durch ¢ getremnte Schnitt-
systeme in eine 6-fach zusammenhiingende schlichtartige Fliche F, ver-
wandelt erscheint, wenn ¢ die Anzahl der den Bereich ¥ bildenden ein-
zelnen Grenzkreispolygone darstellt.

Fiir den im folgenden zu liefernden Kontinuititsbeweis ist erstlich
die Frage nach der tatsichlichen Existenz von Fundamentalbereichen ¥
eines beliebigen zu betrachtenden Typus einerseits, andererseits die Frage
Jnach dem Grade der Variationsmoglichkeit derartiger Fundamentalbereiche ¥
zu beantworten. Beide Fragen bofen bei den bisher behandelten Unifor-
misierungsproblemen keine Schwierigkeit dar. Hier jedoch bedirfen sie
einer besonderen Untersuchung. Wir konnten uns dazu auf die ausfiihr-
liche Behandlung der Theorie der Polygongruppen, wie sie Fricke in Bd.II
des Werkes Fricke-Klein: ,Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen
Funktionen® gegeben hat, berufen, eine Theorie, durch welche tatsichlich
eine direkte geometrische LOsung der beiden erwihnten Fragen gegeben
wird. Wir zichen es jedoch vor, dies micht zu tun, weil einerseits diese
Theorie im ganzen doch ziemlich kompliziert ist und weil andererseits
durch eine solche Bezugnahme der independente Charakter unserer Arbeiten
gestort wiirde. Wollte man das Grenzkreistheorem selbst mittels der Kon-
tinuititsmethode behandeln, so wiirde eine derartige direkte geometrische
Untersuchung der Hauptkreisgruppen allerdings unvermeidlich sein, eine
Untersuchung, die iibrigens nur dann Schwierigkeiten verursacht, wenn
kein Stigma oo vorkommt, in welchem Fall wir dem Polygon stets die in
»U. d. a. K. IL%, Math. Ann. 72, S. 482 geschilderte einfache Gestalt geben
kinnen, welche tiber Existenz und Variationsmoglichkeit unmittelbar Auf-
schiuB gibt. Im allgemeinen Falle stiitzen wir uns beziiglich der Existenz von
Grenzkreispolygonen jedes einzelnen Typus auf die Existenz der Grenzkreis-
variablen zu gegebener unsignierter oder irgendwie signierter Riemannscher
Fliche, wie wir dieselbe in ,U. d. a. K. 1% mittels der Methode der Uber-
lagerungsfliche bewiesen haben, und nehmen nun in den beiden folgen-
den Paragraphen diese so begriindete Existenz der Grenzkreispolygone
auch als Grundlage zur exakten Bestimmung der Variationsmdglichkeit
dieser Polygone in der Nachbarschaft jedes einzelnen derselben.
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§ 16.

Die Variationsmoglichkeit der Grenzkreispolygone
vom Geschlecht Null.

Wir betrachten zunichst den Fall p'= 0 oder, unter Weglassung der
Akzente in diesem Paragraphen, p = 0. Wir bringen drei der Stigmata
nach O, 1, co. Alsdann denken wir uns die kanonische Aufschneidung ge-
miB Fig. 11 (5 Stigmata). Die
Abbilduong der aufgeschnittenen

2-Ebene(=®) auf das Grenzkreis- 0w

polygon TT (¢-Ebene) mit dem Ein- M

heitskreise als Grenzkreis sel so

normiert, daB ein Punkt 0 in "
den Nullpunkt und eine bei 0 ¢ T omen

gegebene Richtung in die Rich-

tung der positiven Achse des Reellen tibergehen soll. Wir haben uns nun
vorzustellen, daB die » — 3 von 0, 1, co verschiedenen Stigmapunkte frei
variieren und auBerdem das Richtungselement bei 0. Das sind 2% — 3
reelle Parameter.

Es kommt jetzt zunichst darauf an, zu zeigen, daB die Grife i(x)
eine stetige Funktion der genannten 2% — 3 Konstanten ist. Das ergibt
sich sofort mit dem Auswahlkonvergenzprinzip. Wir braucken nur zu
zeigen, daB, wenn ein Wertsystem der 2 — 3 Parameter gegen ein Ans-
gangswertsystem konvergiert, dann auch #(z) gegen die Ausgangsfunk-
tion konvergiert. Wire dies nun nicht der Fall, so wiirden wir eine
Folge von Wertsystemen der 2 — 3 Konstanten, die gegen das Ausgangs-
system konvergieren, so bestimmen konnen, daf dennoch die Funktion
|##(2) — £,() |, unter #,(x) die Ausgangsfunktion verstanden, in einem Be-
zirke der #-Ebene noch Werte oberhalb einer endlichen von Null verschie-
denen Schranke bekiime. Da nun jedenfalls alle Funktionen #(x) in der
anfgeschuittenen x-Ebene erklirt sind und dem absoluten Betrage nach
tiberhaupt < 1 bleiben, so kann man jetzt eine neue Folge auswihlen, die
sicher gleichmiBig konvergiert. Die Grenzfunktion kann keine Konstante
werden, weil dann der nichtenklidische Inhalt des Polygons sich allmdh-
lich auf Null reduzieren miiBte, wihrend er doch nur von der Signatur
abhiingt, also konstant ist. Die Grenzfunktion wird daher auch eine Ab-
bildung der Ausgangsfigur der z-Ebene auf ein Grenzkreispolygon liefern,
demnach mit der Funktion #,(z) identisch sein, wihrend sie sich doch
andererseits von £,(z) soweit unterscheiden miifite, daf das Maximum der
Differenzfupktion in einem Gebiete der z-Figur oberhalb der genannten
Schranke liegt, was ein Widerspruch ist.
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Hiermit ist die stetige Anderung des Grenzlreispolygons TT in Ab-
hingigkeit von ® unter den oben angegebenen Normierungsbedingungen be-
wiesen. Wir bemerken nun weiter, daB unter Beschrinkung auf eine hin-
reichend kleine Umgebung des Ausgangsparametersystems die erhaltenen
Polygone TT alle untereinander verschieden sein miissen, so daf zwei der
Polygone niemals dieselben 2n elliptischen Eckpunkte aufweisen konnen.
Nehmen wir in der Tat an, es wiirden sich fiir zwei Parametersysteme,
die hinreichend benachbart sind, dieselben elliptischen Eeckpunkte, oder,
was dasselbe ist, elliptischen Randsubstitutionen ergeben, so wiirden die
beiden Polygone offenbar deformatorisch #quivalent sein. Daher wiirde
zu beiden Polygonen dieselbe Hauptfunktion z(¢) gehdren, welche so nor-
miert zu denken ist, daf drei der elliptischen Eckpunkte in 0, 1, co iiber-
gehen. Dann aber wiirden sich auch fiir die anderen elliptischen Eckpunkte
sowie fiir den Nullpunkt und das positive reeile Richtungselement im Null-
punkt genan dieselben Stellen und dasselbe Richtungselement in der z-Ebene
ergeben.

Es ist nun tibrigens auch klar, daB wir durch die vermdge der 2n — 3
in der xz-Ebene definierten Parameter bestimmie Variationsmaglichkeit des
Grenzkreispolygons TT tatsichlich iiberhaupt die Variationsmdglichkeit dieses
Polygons in der Nachbarschaft des Ausgangspolygons TT, erschopft haben.
Dies folgt daraus, daB einer geringen Verinderung des Polygons TT, eine
geringe Veridnderung der Hauptfunktion z(f) entspricht und folglich ein
nur wenig verindertes Parametersystem. Die Stetigkeit der Hauptfunktion
bzw. des Potentials U mit der Unstetigkeit »—* cos ¢ folgt genan ebenso
wie in § 14 mit oder ohne Zuhilfenahme des Auswahlkonvergenzsatzes.

Man wird wiinschen, die stetige Abhingigkeit der Funktion #(z) von
dem Parametersystem dorch einen SchluB nachzuweisen, bei welchem man
sich nicht des Auswahlkonvergenzsatzes bedient und welcher dadurch die
Msglichkeit einer Abschitzung der Abweichung bietet. Dies ist nun nach
Analogie der Entwicklungen in § 5 folgendermaBen méglich, wobei wir
den Fall eines festen Richtungselementes O betrachten, nur die » — 3
Stigmapunkte variieren lassend. Der allgemeine Fall wiirde, wie man so-
fort bemerkt, eine wesentlich neue Betrachtung nicht erfordern, da eine
alleinige Verinderung des Richtungselementes O unter Festhaltung der
Stigmapunkte lediglich eine lineare Transformation in der ¢-Ebene bedingt.

Wir kénnen, wenn die Abweichung der Stigmapunkte in der z-Ebene
von den Ausgangspunkten kleiner als & ist, #bnlich wie in § 5 Kreise
vom Radius 2& konstruieren und nun die beiden {jberlagerungsfliichen be-
trachten exkl. der aus allen Blittern ausgestanzt zu denkenden Kreisflichen-
stiicke. Diese Leiden Uberlagerungsfiichen sind durch die Identitat aufein-
ander bezogen. In der #-Ebene bekommen wir entsprechend eine Abbil-
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dung des unendlick-vielfach durchlécherten Einheitskreises auf die in an-
derer homologer Weise durchldcherte Einheitskreisfliche, wobei die Lcher
sich beidemal gegen die Peripherie hin hiufen. Wegen der Konstanz des
nichteuklidischen Flicheninhaltes der in Betracht zu ziehenden Grenzkreis-
polygone sowie wegen des Verzerrungssatzes ergeben sich Beschrinkungen
iiber die Nihe, bis zu welcher die L&cher an den Mittelpunkt des Ein-
heitskreises herantreten konnen. Sie miissen in gewisser Distanz bleiben.
Andererseits muB die Summe der Quadrate der Umfinge der erwihnten
Locher eine GroBe sein, die zugleich mit ¢ wnendlich klein wird (vgl. § 5).
Nun ist die erwilhnte Abbildung des Einheitskreises auf sich selbst mit
der Methode des Cauchyschen Integrals zu untersuchen. Dazu miissen wir
noch die Spiegelung des Innern des Einheitskreises an der Peripherie vor-
nehmen und dadurch die erwihnte Abbildung gewissermaBen forigesetzt
denken eben vermdge der Spiegelungsdefinition (vgl.§ 7in ,U.d a K. IL%).
Nunmehr kann man die Abbildungsfunktion aus den 1 c. angefiibrten
Grinden ausdriicken durch das Cauchysche Integral, erstreckt iiber alle
Lacher, sowohl die inneren als auch die iuBeren plus einer ganzen linearen
Funktion, welche aus dem {iber einen unendlich weiten Kreis erstreckten
Integrale resultiert. Es zeigt sich demmach, daB die Abbildungsfunktion
in der Grenze in eine ganze lineare Funktion iibergeht. Diese ganze lineare
Funktion muf sich aber notwendigerweise auf die Funktion # selbst redu-
zieren, weil einerseits bei der Abbildung das positive reelle Richtungsele-
ment im Nullpunkte in sich iibergeht, wodurch zunichst eine Drehung
ausgeschlossen ist, andererseits die Annahme eines von 1 verschiedenen
VergroBerungsfaktors notwendig zur Folge hatte, daf die beiden Polygone
nicht denselben niechteuklidischen Flicheninhalt haben kénnten, da bei
einer VergroBerung stets jedes Flichenelement in bezug auf den Kinheits-
kreis auch eine VergroBerung seines nichteuklidischen Flécheninhaltes er-
fihrt. Die erwihnte Moglichkeit wird auch darch den Umstand ausge-
schlossen, daB bei der betrachteten Abbildung der unbegrenzten Annihe-
rung an den Einheitskreis wieder die unbegremzte Annidherung an den
Einbeitskreis entspricht, was sich in der die Abbildung approximativ dar-
stellenden linearen Funktion nur dann ausprigen kann, wenn der Ver-
groBerungsfaktor derselben in der Grenze Eins wird.

§ 17.

Die Variationsméglichkeit der Grenzkreispolygone mit von null
verschiedenem Geschlecht.

Wir betrachten nunmehr den Fall eines Gremzkreispolygons vom Ge-
schleeht p > 1 beliebiger Signatur. Nur werde angenommen, daB kein
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Stigma oo vorkommt, in welchem Falle wir uns ja auf die beziiglichen
Bemerkungen in § 15 bernfen kénnen.

Wir verfahren analog p=0, indem wir die Variationsméglichkeit von
der Normalfigur aus durch die betreffende Parameterzahl charakterisieren;
d. h. wir nehmen unsere (6p — 6)-parametrige Riemannsche Normalfliche
mit lauter einfachen Windungspunkten und haben darauf die » Stigma-
punkte und auBerdem das Richtungselement O. Das sind im ganzen
6p — 3 + 2n Konstanten. Wir kdnnen uns die Riemannsche Normalfliche
jetzt noch in der Weise zu einer einfach zusammenhiingenden Fliche aunf-
geschnitten denken, daf wir von je einem Eckpunkte der p begrenzenden
Parallelogramme einen Schnitt nach einem Punkte M auf der Normal-
fliche fiihren, welchen Punkt wir dann noch mit den Stigmapunkten
durch je einen Einschnitt verbinden. Auf diese Weise unterscheiden wir
6p + 2 Seiten der vollstindigen Begrenzung der Normalfigur entsprechend
den 6p + 2n Seiten des Grenzkreispolygons.

Wir konnen nun die stetige Abhingigkeit des Gremzkreispolygons
von der (6p—3 4 2n)-parametrigen Normalfignr mit Hilfe des Auswahl-
konvergenzsatzes genan wie oben im Falle p = 0 beweisen. Wollen wir
uns jedoch dieses bequemen Prinzips nicht bedienen, so verfahren wir in
Analogie mit dem Falle p = O folgendermaBen. Wir bilden in der Ebene
der Normalfigur, die wir als w-Ebene bezeichnen, ein zweites irgendwie
in p Periodizititsmoduln normiertes Integral erster Art w,. Dann ist zu
zeigen, daB w; stetig von der Normalfigur abhingt, was von w, welches
sich ' selbst identisch bleibt, selbstverstindlich ist. Dazu sind auf Grund
der friheren analogen Entwicklungen (§ 2) nur zwei Fragepunkte be-
sonders zu erledigen. Erstens: Angabe einer oberen Schranke fiir w,, die
giltig bleibt bei stetiger Veriinderung der Normalfigur. Zweifens: An-
bringung geeigneter Modifikationen an den genannten fritheren Entwick-
lungen wegen der vorhandenen beweglichen Windungspunkte der Normal-
figur.

Der erste Punkt erledigt sich sehr einfach, indem man jedem einzelnen
der begrenzenden Parallelogramme entsprechend, (Fig. 12), einen Ring R

konstruieren kann, welcher jetzt nur in der Idee

- geschlossen ist. Man braucht dazu nur zwei einander
zugeordnete Seiten eines Parallelogramms so durch
einen Flichenstreifen zu verbinden, daB die auf den
erwihnten Parallelogrammseiten liegenden Begren-
zungsteile des idealen Ringes einander entsprechen, wie in Fig. 12, wo-
bei man zweckmiBigerweise zwei solche, zugeordnete Seiten nimmt, die
duorch eine feste Substitution der (6p — 6 2n)-parametrigen Normalfigur
auf einander bezogen sind. In der Tat sind ja bei der vorzunehmen-

Fig. 12.
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den Verinderung der Normalfigur p Randsubstitutionen fest zu denken,
und es ist zuliissig, von jedem der p Parallelogramme je eine der beiden
beziiglichen Substitutionen als fest zu denken. Auf diese Weise wird der
erwihnte Hilfsring ein gegeniiher der Beweglichkeit der Figur fester Ring
bleiben und deswegen die eine zugehdrende in dem ideal geschlossenen
Ringe eindeutige regulire Potentialfunktion # mit den konstanten Rand-
werten O und 1 eine brauchbare Vergleichsfunktion fiir die Vergleichung
der Dirichletschen Integralwerte.

Der zweite Punkt erledigt sich dadurch, daB man um die einzelnen
Windungspunkte der Ausgangsnormalfiiche und der variierten Fliche Win-
dungskreise beschreibt von einem gemeinschaftlichen Radius o, dessen GroSe
bei der Stetigkeitsuntersuchung festgehalten wird. Die zu betrachtende
Differenz der beiden Potentiale u und «' (vgl. 8. 116) wird dann auch in
den erwihnten Kreisflichenstiicken bis in die Windungspunkte selbst hinein
einen eindeutigen Sinn bekommen mittels einer, durch kleine, die ver-
schobenen Windungspunkte in die Ausgangswindungspunkte iiberfiihrende
Parallelverschiebungen der erwahnten Kreisflichenstiicke bewirkten Werte-
iberpflanzung nach Analogie der entsprechenden Operation S. 116, wobei
pun auf Grund der vorher bewiesenen Beschrinktheit der Potentiale
und « und daher auch ihres Gefilles die an der Grenze der genannten
Kreisflichenstiicke bewirkte Diskontinuitit nur einen unendlich kleinen
Beitrag zum Werte des Dirichletschen Integrales der Funktion (v —u)
liefert, indem entsprechende Elemente der beiden Ufer sich ausgleichen.

Die Funktion 2 liefert nun eine Abbildung der Riemannschen Nor-
1

malfliche auf eine Riemannsche Fliche F, welche sich stetig dndert bei
stetiger Anderung der Riemannschen Normalfiiche. Die Untersuchung der
stetigen Abhiingigkeit des Grenzkreispolygons TT von der Normalfiiche bzw.
der Funktion #(w), welche diese Abhingigkeit vermittelt, ist damit auf die
entsprechende Untersuchung der Abhiingigkeit des Grenzkreispolygons von
der Riemannschen Fliche F zuriickgefithrt. Diese Untersuchung vollzieht
sich nun aber nach denselben Prinzipien, die wir im Falle p =0 anwandten.

Hiermit wire zanichst gezeigt, da, wenn wir die 6p — 6 + 2n Kon-
stanten der Normalfigur wenig &ndern, das Grenzkreispolygon TT sich auch
wenig #ndert und zwar so, daB sich jeder Wahl des Konstantensystems
entsprechend auch verschiedene Polygone ergeben in dem Sinne, daf die-
selben der Lage der Begrenzung nach nur wenig voneinander abweichen
und daf das System der Randsubstitutionen sicher nicht fir zwei ver-
schiedene Konstantensysteme dasselbe ist. D. h. aber, da8 wir das Grenz-
kreispolygon (6p — 6 + 2n)-parametrig variieren kénnen.

DaB wir damit iiberhaupt die Bewegungsfreiheit des Grenzkreispoly-
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gons erschépfend charakierisiert haben, erfordert jetzt, wie im Falle p=0,
noch den Nachweis, daB auch die Riemannsche Normalfigur sich stetig
in Abhingigkeit von dem Grenzkreispolygon #ndert, d. h. den Nachweis
der stetigen Abhiingigkeit der Abelschen Integrale erster Art baw. der
Potentiale # von dem Grenzkreispolygon, wenn man sich dasselbe aus-
gehend von einem Polygon TT, irgendwie in ein Polygon TT desselben
Typus stetig abgedndert vorstellt.

Diesen Nachweis, welcher sich mittels des Auswahlkonvergenzsatzes
wieder gem#B der Methode 8. 70 fiihren 18Bt, filhren wir unabhingig
von diesem Prinzip in der Art, daB wir wieder ein Ringpotential » kon-
struieren, welches nun allerdings nicht mehr fest sein wird. Wir be-
trachten von dem Grenzkreispolygon ein System von sechs aufeinander
folgenden Seiten entsprechend einem Begrenzungsparallelogramm der Rie-
mannschen Normalfigur mit zugehdrendem Einschnitt nach dem Punkt M.
Wir bekommen so das Bild der Figur 13a und bilden nun aus lauter

Fig. 13b,

Fig. 13a.

kreisférmigen Begrenzungsstiicken den Ring R, dessen Bahn sich aus dem
Schema der Figur 13b ergibt, welche einen Riickkehrsehnitt mit kon-
jugtertem Riickkehrschnitt und Einschnitt nach dem Kreuzungspunkte des
Rickkehrschnittpaares zeigt und die den Analysis-situs-Umstinden ent-
sprechende Ringlage. Am zweckmiBigsten wird diese Ringfigur in der
Ebene des Grenzkreispolygons so aufgestellt, daB man dieselbe zunichst
an den vier Austrittsstellen aus dem Polygon festlegt durch Wahl zweier
die Begrenzung treffender fesfzuhaltender Kreisflichen und Bestimmung
mit dem Polygon beweglicher, durch die beiden in Betracht kommenden
Bubstitutionen gelieferter Bilder (s. Figur 14a) und darauf einfach den
Ring vervollstindigt durch eine Kette fest zu denkender Kreisflichen nach
Art der Figur 14b.

Man bhat nun Dg(h) = f gd;:fb dé, das letztere Integral erstreckt tiber
die eine Begrenzungslinie des Ringes, zu untersuchen und zu zeigen, daB



Uber die Uniformisiernng der algebrajschen Kurven. IV. 125

sich eine endliche GroBe ergibt, durch welche dieses Integral gleichmiBig
fiir die Polygone einer gewissen zu betrachtenden Nachbarschaft des Aus-
gangspolygons abgeschiitzt wird. Wir zerlegen zum Zwecke dieser Ab-

D

——

Fig, 14b.
Fig. 14a.

schitzung den im Grenzkreispolygon eingezeichneten Ring in endlich viele
Stiicke und machen nun eine Abschitzung fiir das einzelne durch lokale
Hilfsabbildung auf einen gestreckten Winkel (Fig. 15) iibertragen zu
denkende Randstiick. Es ist klar, daB in der Hilfsfigur 15 das fiir die Halb-
kreisfliche gebildete Hilfspotential 2, welches auf dem gradlinigen Begrenzungs-
stiick gleich 1 ist, auf dem Halbkreise jedoch gleich 0, in dem ganzen Halb-
kreise kleiner als % ist, weil es auf dem Rande < % ist. Daher ist die nor-
male Ableitung liings des geradlinigen Begrenzungsstiickes fiir die Funktion &
groBer als fiir die Funktion 2. Nun hat % anf dem in
Figur 15 sichtbaren Spiegelhalbkreise den Wert 2 und
ist durch die Randwerte 0, 2 fiir das ganze Innere des
Kreises der Figur 15 erklirt durch das Poissonsche
Integral (wesentlich eine Arkustangensfunktion) dar-
stellbar. Daraus ergibt sich fiir die Ableitung von & Fig. 15,
lings der inneren in Figur 15 stirker ausgezogenen

Hilfte des Kreisdurchmessers eine Abschitzung durch das Maximum
des Wertes den die Ableitung von h auf diesem Stiick annimmt. Nun
beachte man, daB man die ganze Begrenzungslinie des Ringes in der
angegebenen Weise abschitzend durchlaufen kann, wobei die Wahl von
endlich vielen solcher Hilfsfunktionen geniigt. Der Umstand, daB die Be-
grenzungslinie des zu untersuchenden Ringes nicht geradlinig, sondern
aus Kreisbogenstiicken gebildet ist und daher auch Ecken aufweist, bietet
dabei keine Schwierigkeit, weil man durch elementare Hilfsfunktionen
(Potenzabbildung und Inversion) auf den betrachteten Fall der Figur 15
kommt. Das Resultat ist eine Abschitzung des vollstandigen dber die

ganze Begrenzungslinie des Ringes erstreckten Integrales f g{;} ds lediglich
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aus den Bestimmungsstiicken der Ringfigur, eine Abschitzung, welche ganz
offenbar stetig von diesen Bestimmungsstiicken abhingt und daher auch
gleichmifig fiir den mit dem Grenzkreispolygon sich stetig verindernden
Ring ausgefiihrt werden kann.

§ 18.
Durechfithrung des Kontinuititsheweises.

Der Fall p=0. Wir betrachten zuniichst den Fall p =0, in welchem
dann auch alle komponierenden Fundamentalbereiche das Geséhlecht O
haben. Wir haben einerseits die schlichte z-Ebene mit einer der Signatur
entsprechenden Aunfschneidung (siehe Figur 16a). Den unendlich fernen
Punkt wollen -wir uns im Isnern denken. Parabolische Stigmata seien
zupiichst ausgeschlossen, Wir haben in der Figur 16a n,+ n,=n relative
Windungspunkte (in der Figur speziell n, =4, n, =3). Die Frage der
Konstruktion einer Uberfithrungslinie zwischen irgend zwei 2-Figuren, die

NP =y =y

7 40
,/" 4 %.
7 /7
Fig. 16D.

Fig. 16a.

wir jetzt mit ¢ zu bezeichnen hitten, bietet offenbar tiberhaupt keine
Schwierigkeit dar, da diese Uberfiihrbarkeit unmittelbar evident ist. Anderer-
seits haben wir in der +Ebene zwei ineinandergeschobene Grenzkreispoly-
gone der betreffenden Signatur zu betrachten, welche einen Fundamental-
bereich ¥ bilden (Figur 16b). Beiderseits haben wir in Anbetracht der
in § 16 bestimmien Variationsméglichkeit der Grenzkreispolygone bei
festem Grenzkreise, der hier variabel wird, im ganzen dieselbe Konstanten-
zahl, nimlich 2n. Wir konnen jetzt in der i-Ebene diejenige Fundamen-
talfunktion 2(¢) bilden, die automorph ist, eindeutig, und im Unendlichen
die Form z =1+ (0) hat. Diese Funktion #ndert sich nach friiheren
Prinzipien stetig und erschopft jedesmal die volle Variationsmoglichkeit
der Figuren ®. Nun wird eine Grenzfigur ®* auf der Uberfiihrungslinie
angenommen und dann durch Nachweis der Stetigkeit der Funktion #(z)
nach den Prinzipien des Unititsbeweises der Abhandlung III, im iibrigen
jedoch ganz analog dem Beweise in § 5, oder mit Auswahlkonvergenz-
prinzip gemiB S. 87ff, gezeigt, daB auch noch fiir ®* ein zugehirendes
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Grenzkreispolygon existiert. Wir haben dabei hier noch den Vorteil, dal
die in § b in Betracht gezogene Moglichkeit der Aufldsung eines Windungs-
punktes hoherer Ordnung der Riemannschen Fliche F* hier nicht in
Betracht kommt, weil nur die Windungspunkte der Funktion #(x) vor-
handen sind, die ihre Ordnung behalten.

Der Fall p>1. In diesem Falle hat die Figur ® in der z-Ebene,
fiir welche man die Uberfilhrungslinie konstruiert, die Form der Figur 17
(p=3), welche aus Figur 1 ent-
steht, indem in diese (fiir p=3)
eine Einzeichnung gemacht wird, ™5
entsprechend der Aufschneidung T T A
der Riemannschen Fliche, die dem !
etzt zn beweisenden Fundamen- !
taltheorem zugrunde liegt. Im
iibrigen wird ® von F aus durch
denselben AbbildungsprozeB gewonnen, wie oben S. 52. Die weiterge-
fithrte Aufschneidung spielt eben bei dieser Abbildung nur die Rolle einer
mitzuiibertragenden Einzeichnung in diejenige 2p-fach zusammenhingende
Pliche, welche aus F durch Aufschneidung dieser Fliche mittels p Rick-
kehrschnitten hervorgeht. Wir haben sogleich einen Fall mit Stigmata
ins Auge gefaBt, (zwei ineinander geschobene Grenzkreispolygome, das eine
vom Geschlecht 2, das andere vom Geschlecht 1, dazu ein bzw. zwei Stig-
mata endlicher Ordnung).

In der ¢-Ebene haben wir zwei einen Bereich ¥ bildende ineinander-
geschobene Grenzkreispolygone der betreffenden Signaturen. Die nach-
barliche Variationsméglichkeit des Fundamentalbereichs ¥ beherrschen
wir nach 8§ 16 und 17, weil wir sie fiir jedes einzelne Grenzkreispolygon
beherrschen.

Jetzt gehen wir zur Biemannschen Normalfidche iiber durch ein all-
gemeines Abelsches Integral erster Art. Wir denken uns in diese Rie-
mannsche Normalfliche die entsprechende Einzeichnung gemacht. Die
(6p — 6 + 2n)-parametrige Normierung der Figur ¥ geschieht im Falle
der Figur 17 dadurch, daB wir den einen Grenzkreis als Einheitskreis
wihlen mit der Bedingung, daB der Fundamentalbereich selbst ganz im
Tnneren des Einheitskreises liegen soll, wihrend wir den zweiten Grenz-
kreis konzentriseh mit dem Binheitskreise wihlen. Ferner schreiben wir
vor, daB einer der Fixpunkte der Substitutionen®) des zweiten Grenzkreis-

Fig. 17,

* Diese Substitutionen sind, da wir hier Stigmata der Ordnung oo ansechliefen,
bekanntlich eptweder elliptisch oder hyperbolisch. In der Tat lebrt folgende Betrach-
tung, daB eine Gruppe @ der betrachteten Art keine parabolische Substitution ent-
halten kann. An Stelle des Grenzkreises werde die obere Halbebene gesetzt, die als



128 P. Kozsk.

polygons aunf der positiven Seite der Achse des Reellen liegen soll. Haben
wir mehr als zwei komponierende Polygone, so kénnen wir an Stelle dieser
Fixpunktnormierung die Bestimmung treten lassen, daB der Mittelpunkt
eines dritten Grenzkreises auf der positiven Seite der Achse des Reellen
liegen soll. Die so normierte Figur ¥ liBt sich dann in der Tat durch
6p — 6 + 2% Parameter hinsichtlich ihres Freiheitsgrades eineindeutig
charakterisieren (natiirlich nur fiir eine hinreichend kleine Umgebung jedes
einzelnen zu betrachtenden Bereichs ¥). Wir haben erstens die Konstanten
des umschlieBenden Grenzkreispolygons, welche voll in Anspruch genom-
men werden, nimlich 6p, — 3 + 2#,, wenn p, das Geschlecht dieses Poly-
gons, n, die Zahl der Stigmata ist. Das innere Polygon liefert seinerseits
6p, —3 + 25, Parameter. Diese Parameter sind erstens die Grofie p<C1 des
Radius des zugehtrenden Grenzkreises, zweitens die Polygonkonstanten,
die jetzt wegen der getroffenen Fixpunktnormierung nur 6p, — 4 + 2n,
betragen und transzendent gefunden werden gem#8 dem in § 17 angegebenen
Prinzip, wobei erstens eine Hilfsabbildung des Polygons auf ein zum Ein-
heitskreis als Grenzkreis gehtrendes Polygon vorzunehmen ist vermdge der

Substitution # = % und ferner auf der Riemannschen Normalfliche das

Richtungselement in.O lediglich durch den seine Lage fixierenden Punkt O
auf genannter Fliche zu ersetzen ist.

Die Durchfihrung des Kontinuitdtsbeweises bietet nunmehr im ein-
zelnen nichts Neues gegen frither, wenn man meinen allgemeinen Unitéts-
beweis in der Abhandlung ,U. d. a. K. IIL¥ fiir die allgemeinen Funda-
mentaltheoreme zugrunde legt. Wir haben wieder wie in § 5 die Mog-
lichkeit ohne Auswahlverfahren oder auch wie S. 92 mit Auswahlverfahren
zum Ziele zu gelangen, wobei im letzteren Falle eine spezielle Bezugnahme
auf die Prinzipien des Unititsbeweises nicht erforderlich ist.

Die parabolischen Félle. Fir die parabolischen Fille, die wir bisher
noch ausgeschlossen haben, haben wir oben § 15 bereits die Freiheits-
grade der Polygone bestimmen kénnen unabhingig von der Uniformisie-
rung. Stitzt man sich auf die Uniformisierung, so steht wieder bequemer-

vorkommend angerommene parabolische Substitution habe die Form ¢'=17 4 1. Dann
enthilt der Kreis mit 2xn¢ als Mittelpunkt und » als Radius mindestens 2% in bezug
auf G Aguivalente Punkte. Dieser Kreis X,, der mit der Achse des Reellen die feste
Doppelverhilinisinvariante 2 besitzt (Durchmesser durch Abstand von der Achse des
Reellen), ist nun vermdge G aquivalent einem Kreise X, der aus K, entsteht, indem
man von dem Punkte 2ni durch eine Substitntion von & zan dessen Hquivalenten
Punkt im Fundamentalbereich iibergeht und durch dieselbe Substitution K, mittrans-
formiert. Da nun alle Kreise K, die feste Invariante 2 haben, so ist klar, daf alle
K, in einem endlichen Teilbezirke der oberen Halbebene liegen, welcher sich nicht
bis an die Achse des Reellen heranerstreckt und daher nur endlich viele Zguivalente
Punlkte fassen kann, deren Anzahl micht mit » ins Unendliche wachsen kann.
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weise das Auswahlverfahren zur Verfigung, um die stetige Anderung des
Polygons zu erkennen und damit zugleich die stetige Bewegung der para-
bolischen Eckpunkte. Dasselbe gilt fiir die Durchfiihrung des Kontinuitits-
beweises, wo auch das Auswahlverfahren schnell zum Ziele fiihrt. Ubrigens
habe ich schon in ITI gezeigt, wie diese Fille sich, wenn man einmal das
Hilfsmittel des Auswahlverfahrens anzuwenden gestattet, unmittelbar als
Grenzfille der anderen Fille (elliptische Stigmata) bebandeln lassen oder
auch anf Grund der Bemerkung, daB ein Grenzkreispolygon mit paraboli-
schen Eckpunkten stets als Grenzfall eines eigentlichen Hauptkreispolygons
betrachtet werden kann, welches eine auf dem Hauptkreise eigentlich dis-
kontinuierliche Gruppe bestimmt.

Die Einheit der allgemeinen Fundamentalbereiche ¥. Es ergibt sich nun,
ohne daB neue Betrachtungen erforderlich waren, wieder der Satz, daf die
allgemeinsten Fundamentalbereiche, die durch Ineinanderschiebung ent-
stehen, tatsichlich bei Festhaltung der Signatur ein einziges Kontinoum
bilden. Wesentlich ist hierbei die Bemerkung, daB dieser Nachweis das
Fundamentaltheorem als bewiesen voraussetzt, wobei dahingestellt bleibt,
ob ein direkter elementarer Beweis dieses Satzes mdglich ist.

E. SchluBbemerkungen.

Der vorliegenden Abhandlung IV beabsichtige ich demnichst noch
eine weitere Abhandlung V folgen zu lassen.
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