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Zur Theorie des Fermatschen (Juotienten

a?~!

21 =q().
V4

Von

M. Lercr in Freiburg (Schweiz).

Ist p eine ungerade Primzahl, a eine beliebige durch p nicht auf-
gehende ganze Zahl, so ist der Quotient

: af"1—1
(1) 9(@) = —p—
eine ganze Zahl, welche einige verhiltnismiBig einfache Kongruenz-Eigen-
schaften besitzt, die hier entwickelt werden sollen. Die Art der Resultate
ist aus den numerierten Formeln (Gleichungen oder Kongruenzen) leicht

zu tibersehen.
Zunichst setzen wir die Definitionsgleichung (1) in die Gestalt

(1% a?~* =1+ pq(a),

und bilden das Produkt der Resultate, welche den Wertena=1,2,.- p—1
entsprechen. Wird der Kiirze wegen

(2) P=1.2.3...(p—1)=(p—1)!
gesetzt, so entsteht die Gleichung

p~—1
pr-1 =l 1 (1+pq@),
a=1

aus welcher sich durch Ausfilhrung der Multiplikation rechterhand die
Kongruenz

(e) Pr-1=1 4 pz—:q(a) (mod. p?)

erschlieBen 1aB8t.
Um die linke Seite zu vereinfachen, bemerken wir, daf nach dem

Wilsonschen Satze der Quotient
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P41
©) N

eine ganze Zahl ist; die Gleichung
=—1+4+pN

ergibt aber, wenn man auf beiden Seiten auf die (p—1)" Potenz erhebt,
nach dem binomischen Lehrsatz offenbar

Pr-l=1—p(p—1)N (mod. p?),
Pr-1=1+pN (mod p?).

Diese Kongruenz hat mit («¢) den gleichen Modul und die gleiche linke
Seite; dies liefert unser erstes Resultat

oder einfacher,

@ Si@=x (od.p),

eine Kongruenz, welche die Summe der Fermatschen mit dem Wilsonschen
Quotienten in Verbindung setzt.
Zu weiteren Betrachtungen bediirfen wir der bekannten Sitze

) g(ab)=q(@) + q(3) (mod.p),
(6) a(c+p2) =q() — % (mod. p),

welche man mit betreffenden Literaturangaben in Herrn P. Bachmanns
Niederer Zahlentheorie findet.
In der letzten Kongruenz (6) tritt auf der rechten Seite ein Bruch

—z— auf, unter dem man in der Regel das Produkt von z mit dem soge-
nannten socius ¢~! von ¢ (mod. p) versteht. Ich finde iibrigens vorteil-
hafter, den Kongruenzbegriff auf Briiche auszudehnen und mit letzteren
systematisch im Sinne der Kongruenz zu rechnen, was iibrigens in der
Zahlentheorie lingst geschieht.

Ich setze nun in (5) an Stelle von b der Reihe nach die Zahlen
v=1,2,3,.-,p—1 und addiere die Ergebnisse. So entsteht zunichst

4= (p—Da@) + S'a®) (wod.p)

oder
® Dawa)=—q(@) + Da(») (mod p).

In dieser Kongruenz wollen wir die linke Seite umformen, wodurch sich
eine Darstellung von g(a) modulo p ergeben wird.
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Jeder Zahl » der Reihe 1 bis p — 1 entspricht eine Zahl ¢ derselben
Reihe, fiir welche
va=c¢ (mod p)
oder also
va =+ pz, 0O<e<p)
wobei unter 2z eine ganze Zahl verstanden wird. Schreibt man diese
Gleichung in der Gestalt

ra

.__=_~__ z
P +

so laBt sich —;— als der Kkleinste posﬂnve Rest und # als das groBte Ganze
der GroBe ==, d. h.
r

ya
2 == z)— S C=va — pZ s
charakterisieren.

Nun wird aber nach (6) fiir den Modul p

g(va)=q(c+p2) =g(c) — =

oder

gva)=q(0) — ;o= =90 — —
d. h. also
(7) 4va)=q() — 5;[5] (mod.p),

wenn 0 <c¢<<p und
va=c¢ (mod.p).

Wenn bei festem a die Zahl v die simtlichen Werte aus der Reihe von
1 bis p — 1 durchlduft, so nimmt ¢ die gleichen Werte in verschiedener
Reihenfolge an, d. h. es ist

S0 = S,

und wir erhalten demnach aus (7) durch Addition

Z a(ve) = 2 2() — 2 sal7] (mod)
Wird dies mit (8) verglichen, so fallt in dem Resultat die Summe

Dla)

heraus und wir erhalten die Kongruenz

®) g(a) = 2,,,,[ “| (mod. p),
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welche fiir similiche durch p wicht aufgehende gqamze Zahlen a besteht.
Man kann sie auch so schreiben:

(8%) “p; ? ES%—[%‘?] (mod. p).
v=1

Bedient man sich der hier beizubehaltenden Bezeichnung

ST

so werden fiir o = 2 auf der rechten Seite von (8*) erst die Glieder
v=m<+1, m+2,---,2m

von Null verschieden sein und zwar ist

2m

® P (mod. p).

v=m-1

Die zweite Form ist ndmlich eine unmittelbare Folge der ersten und des
naheliegenden Umstandes, daB

2m
2;_ =0 (mod.p).
1

Das von Sylvester und Stern auf anderem Wege gewonnene Resultat (9)
kann bekanntlich vermdge der Identitit

2m

Se-1 30~
auf die Gestalt
p—1
, 2f—2 by 1
) > =Z<—1> = (mod p)

gebracht werden.
Eine neue Darstellung des in Rede stehenden Restes flieBt aus der
Annahme a = 4; alsdann spalten sich die Indizes v in drei Sektionen

(oD (o),

welchen beziehungsweise die Werte 1,2, 3 des groBien Ganzen [ﬁj
entsprechen.

In den Termen der zweiten und dritten Sektion fithre ich nun die
Substitution » = p — p aus und beachte, daB alsdann

1 1 1

—_— e e S ee— —

voop—u u
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ist; es kommt

=31 -13 33

L ey  Locucl
LPv<g® L P<H<gP

die linke Seite ist

8g(2) =42

wahrend sich auf der rechten die zwei ersten Aggregate zusammenziehen,
so daB man die Kongruenz erhilt:

e-2 (el

1 1
(Zp<,u< ?p, 0<p< —i—') .

Die Zahlen g erginzen die Zahlengruppe g zur Gesamtheit der Zahlen »
des Intervalls (O .- —;~ p), und demnach entsteht, wenn man das eine

Aggregat
mit dem Aggregat
vereinigt, die Kongruenz

T
2 _25_2_1__22_1.;
P < - e

zieht man von hier das Resultat (9) ab, so kommt

oder, unter der Annahme p > 3,

o &),
(10) LAt S 3 2 (mod. p).

y=1

Indem wir nochmals auf (9)

m
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zuriickgreifen, spalten wir die Zahlen ¥ in gerade 2¢ und ungerade 4,
und erhalten

also mit Riicksicht auf (10)

9?1 __y 1
(11) =" 2 ZT (mod. p),
(A=1,8,5,--5 A< m).

Ahnlich findet man
1 9Pty
(12) =" (mod. p),
X¥=1,3,5,--,p—2).

Die Wahl ¢ = 8 wiirde ferner ergeben

(13) 42”“25_21 —S'% (mod. p)

(0<a<Z, 0<b<Y).

Ich notiere schlieBlich die &hnlich zu gewinnenden Resultate

3?3 1
(14) 5 5-—-22—”— (mod. p),
1
52— 8 1 1
(15) > 5—22;—22—5 (mod. p)
2
(0<a<¥, 0<b<P)

Wir kehren nun zu (8) zuriick, indem wir nach @ von 1 bis p —1
summieren; in der so entstandenen Kongruenz

-1 p—1

Za@ b 251 @ein

p=1 v=1

driickt sich die linke Seite vermége (4), durch den Wilsonschen Quotien-
ten N aus, wihrend die rechte Seite, sich leicht in eine einfache Summe
verwandelt.

Bedeutet nimlich ¥(n) die Anzahl der Losungen der unbestimmten

Gleichung
pr=n; 0<up<lp, 0<v<p),
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so wird unser Resultat lauten

(p—1p?

(16] N EZ)"’_;(:”-) [%] (mod. p).

Die Zahl y(») kann aber einfacher gedeutet werden, wenn man die Be-
dingungen in die Formr
n=ypr, 0<ulp, npyp

setzt. Denn demmach ist fiir g irgend ein Teiler von % zu setzen, der
den Ungleichungen

n

7 Se<p
geniigt, und » ist als Komplementirteiler unzweideutig bestimmt. Es ist
also y(n) die Anzahl der Teiler von », welche innerhalb der Grenzen

% und p enthalten gind.

Ein viel einfacheres Resultat ergibt sich aus (8), wenn man auf
beiden Seiten mit @ multipliziert und dann diber ¢ =1,2,...,p—1
summiert; es ergibt sich so

p~1
1
17 2 ag(a)=- (mod.p).
a=1
Dabei wird kein anderes neues Hilfsmittel gebraucht als die Gleichung
< Sler_ N1t _e=n@=D
PAL_HTAY NI O T VP

die unmittelbar ersichtlich ist.
Die Kongruenz (7) ist iibrigens, wie manche andere Sitze, aus dem

Spezialsatz

1
(6%) g(p—a)=gq(a) +— (mod. p),
der sich aus (6) vermdge der Identitit
¢(—a)=4q(a)

ergibt, leicht zu gewinnen.
Wir wollen ferner die Summe

p—1
v
- 320
betrachten, in welcher der Ausdruck

)
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in iiblicher Weise das aus der Theorie der quadratischen Reste bekannte
Legendresche Zeichen ist. Wir machen erstens die Amnnahme, daf die
Primzahl p die Form 42 + 3 hat; alsdann gilt

(59 =- ()

und daber verwandelt sich S, wenn man darin » = p — u setzt, in

-1
§—— 3 (%) alo—s),
u=1

und dies ist nach (6%)

S—~Z( Jaw) =2 (3)y (modp),

woraus unmittelbar

folgt. Die Eulersche Kongruenz

—1

(£) =u (mod p); m="5=,

gestattet unsere letzte Kongruenz wie folgt zu schreiben:

p—1
28=— > um~1 (mod p).

Nun ist nach der bekannten Formel der Differenzenrechnung

z—1

“o+“1+"'+“n—1=2< +1)A“o>

=40
also fiir

—_ pym—1 —
w,=v"", n=p

p—1t p—t m—1
12”‘ «lag(w —{1) Ay()m——l =§('pf—1) A"Om—l,

weil die m* und die hoheren Differenzen der (m— 1)*" Potenzen natiirlicher
Zahlen simtlich verschwinden. Hier ist nun jeder vorkommende Binomial-

koeffizient
(i)

Dlum1=0 (mod p).

durch p teilbar, also
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Demnach ist
S=0 (mod.p),
d. h.
p—1
(18) > (-5) g =0 (mod.p),
p=1

falls die Primzahl p die Gestalt 4z + 3 hat.

Fiir Primzahlen der Gestalt 42 + 1 versagt die obige Betrachtung,
und wir miissen uns nach anderen Hilfsmitteln umsehen, um den Rest
der Summe S zu ermitteln.

Wegen der Eulerschen Kongruenz

i — v
Y = (——P) (mod. p)
ist die durch die Gleichung

(19) v = (2) [1 +24 ()]

definierte Zahl ¢'(v) eine ganze Zahl; dieselbe steht mit der Zahl ¢(»)
im engen Zusammenhange, und zwar ist, wie sich durch Quadrieren
von (19) ergibt

14+ 2p4(») +9°¢ () =1 + pe(v),

also
(20) a(v) = 2¢'(v) + pd (@)%
(20%) g(v)=2¢'(») (mod.p).

Ich setze nun fiir p eine Primzahl 4n 4 1, so daB m = 2n gerade ist,
und bilde die Summe der Zahlen (19) fiir v=1,2,..., p—1. Mit
Riicksicht auf die Relation

p—1
v
2G)=0
1
ergibt sich in der Weise die Gleichung
p—1

zv”‘ —p Z (3)d'@).

Hier 148t sich die linke Seite mit Hilfe der bekannten Formel

2n4-1 d
_Z _1_ 2n ] y—1 Br 2n 2xe~-2y+1
SZn(x)“2n+1 2 z +Z ( 1) 5—;(21!———1)1:
r=1
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ausdriicken, und zwar ist

p—-1
2”’” = 2n(p)7 2n=m

v=1

‘Wir erhalten daher

D A e e L ‘-—2( )¢ ).

y=1

Links enthilt keine der auftretenden Bernoullischen Zahlen B, den
Faktor p im Nenner, und daher liBt sich hieraus die Kongruenz

p—1
(11 B,= 2] (2) 4 @) (mod p)
1
erschlieBen; dieselbe geht aber nach (20°) iber in

@1) S=§‘(—;’,;)q<w>s<—1>ﬂ—l23,, (mod. p),

wobei die Primeahl p = 4n + 1 ist.
Wir wollen ferner die Summe

p—1
(22) H= D' (2) va()
v=1
nach dem Modul p abschitzen.
Ist zundchst p der Gestalt 42 4+ 1, so wird

r—9 _ (2

( p ) o (p) ?
und wenn wir mit a Zahlen <m bezeichnen, so zerfallen die p — 1
Zahlen v in die Zahlen « und p — @, so daB

H= ' () aal@) + D (*57) 00 alp—0)

H=D'(4)ala(a) — a(p—a)] (mod:p)
ist. Die Klammer ist aber nach (6') der Zahl

also

1
a

kongruent, und wir erhalten
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also
(22Y) ?Z’ (}";) vg(¥) =0 (mod. p),

wenn p=4x 4+ 1.
Wenn dagegen p = 4z + 3 ist, so ergibt die Spaltung der Zahlen »
in a und p — a zunichst

H= > (Hag@ + D (257 0 —a)a(p—a)
und also

o H=23 (e 3(E) wein)

Ferner lassen sich die Zahlen » in gerade 2a und ungerade p — 2a
spalten; die Summe H nimmt dadurch die Gestalt an

H= ' (2)2a420) + ' (*=) (9—-20)a(p—24),

H= 42 (%l) aq(2a) +Z’(-217a) (mod. p).

Wegen
9(2a)=q(a) +4(2)

also

14Bt sich dies schreiben

a=4(3) 3 ()@ +(G) 2 G)+4G) @ 2 (G) e
Die Summe 2(%) .

hat eine aus der Theorie der quadratischen Formen bekannte Bedeutung;
fir uns kommt sie jedoch in Wegfall, weil sie durch p teilbar ist, und
wir haben daher

o a=i()SE)me+ ()36

Multiplizieren wir nun (p) mit 2, () mit (—;—) und ziehen ab, so entsteht

(- (2)a=3(2) o)

Nun ist aber nach bekannten Sitzen von Dirichlet

S'(5)- - aen,

wenn mit Cl(— A) die .Anzahl primitiver positiver Klassen quadratischer

Mathematische Annalen. LX. 31
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Formen az®+ bay + cy® der negativen Diskriminante b2 — 4ac=— A
bezeichnet wird, und also lautet unser Resultat

H=Cl(—p) (mod p),
d. h.
p—1

(22%) D (2)ra@)=0l—p) (mod p),

r=1

wenn die Primzahl p die Form 4x -+ 3 hat.
Wir gehen nun auf die oben betrachtete Summe

(23) 4= (2)qw
zuriick. Die Kongruenz (7) oder )
() a(b) =a(e) — 53 [ 2],

wenn 0 < ¢ < p, vb= 9 (mod. p), verbunden mit dem Umstande, daB
vb\ (e
(?) - (p) ’

liefert nach dem Satze q(vb) = g(v) + ¢(b) offenbar

B G +(;)1®(3)=(2) @~ %), [5] mean.

Summiert man hier iiber die Werte » =1,2 --- p — 1, so nimmt ¢ die
gleichen Werte an, und es kommt

() 4= A—~Z’( )5 )s @ody)

oder nach Kiirzen durch (—;—)

(23%) ( )[ ]———_-—(1— -—)) bA (mod. p).

Wenn also b quadratischer Rest von p ist, so ist die Summe
< boy 1
¥ v
Seypea:
durch p teilbar; sie ist es auch dann, wenn p die Gestalt 4% 4 3 hat;

ist dagegen p der Gestalt 4% + 1 und ist b ein Nichtrest von p, so ist
unsere Summe nach dem Modul p der Zahl

(—1y4B,b
kongruent, wobei B, wie oben in (21) die »n* Bernoullische Zahl bedeutet,
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Die Kongruenz (7°) ergibt, wenn man sie mit

byt = o?
multipliziert, die folgende

b2g(D) - v* + b* - v2q(v) = 03¢ (o) — b,,[%z].
Wenn man hier diber »=1,2, ..., p — 1 summiert und beachtet, daB

D=0 (modp),

so kommt

(¢) ®*— 1)2 vig(v) = — bz—/’v B—;—] (mod. p).

Setzt man hier b = 2, so entsteht

3 ) q(v)———‘—?yv—-—?(j Zm'v)

—m+1
also

1
(24) 2 v’q(v) =— 5 (mod. p),
andererseits, wenn man dies in (&) einsetzt, die interessante Kongruenz

(25) 2— v [EZ] =2=1 (mod. p).

Dieselbe liefert eine Darstellung der Zahl X — (mod. p), in welcher die Zahl a

nur ,ganzen® Operationen unterworfen erd namlich

(25%) loa- 122 [—-] (mod. p).

Dadurch wird auch fiir die unbestimmte Gleichung

ar —py =1
eine Ldsung
z=a—12 5’,,[ 4
r=1

gefunden, jedoch nur fiir den Fall, daB p eine Primzahl ist.

31*
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Diese Anwendung der Theorie Fermatscher Quotienten macht das
Bediirfnis dringend, den Begriff der Zablen g(a) auf zusammengesetzie
Moduln zn erweitern. s sei also m ein ungerader Modul, ¢(m) die An-
zahl der Zahlen, die kleiner als m und ohne gemeinsamen Teiler mit m
sind; ist @ zu m relativ prim, so besteht die Kongruenz

a*™ =1 (mod. m)
und demnach ist die durch die Gleichung
(26) a®™ =1 4+ mq(a)
bestimmte Zahl ¢(a) ganz.

Man findet leicht die Gesetze
o g(ab)=q(a)+ q(b) (mod.m),
@7 gle+mz)=q(c) + 2(—2% (mod. m);

aus der zweiten 148t sich fiir ab = ¢ (mod. m), und 0 < ¢ < m die weitere
Kongruenz

(28) g(ab)y=q(c) + q)cf?:) %f—):l (mod. m)

ableiten. Multiplizieren wir beiderseits mit a%b*>=¢?, und schreiben
g(a) 4+ g(b) an Stelle von ¢(ab), so kommt

9 9 b
a*q(a) - b* + a*b?q(b) = 2q(c) + @ (m) ab[%;]-
Hier lassen wir b die simtlichen ¢(m) zum Modul relativ primen Zahlen

durchlaufen und addieren die Resultate; da alsdann ¢ dieselben Zahlen
wie b durchliuft, so entsteht

() atq(a)s, + (a*— 1)2b2g(b) =g@(m)a Zb [%ﬂ (mod. m),

wobei s, die Summe der Quadrate der zum Modul relativ primen Zahlen
bedentet.
Setzt man hier zunichst ¢ = 2, so kommt

® 49(2)s, + 32b2g(b) = 2¢p(m)2b' (mod. m),
wobel in der letzten Summation die Bedingung
V>
zu erfiillen ist.
Nun ist aber

Zb's ~ DB (mod. m),

. . . . m 4.
wenn f die relativen Primzahlen von m, welche zwischen 0 und - liegen
durchliuft.
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Bedeutet
5]
f (%) = 2 v,
so 1st =

D's=Du@ar(y),

wobei d die simtlichen Teiler von m durchliuft und p(d) die iibliche

Bezeichnung fiir die Moebiusschen Zahlen ist. Da m, also auch .gi,_:d’,
ungerade ist, so hat man

@1
2
, az—1
@y =Dlv=45—,
1

also

(29) D=5 Dlu(@) (md'—a).

Hieraus folgt
Dlp=— ¢ Dl du(@),

also, wenn die Bezeichnung eingefiithrt wird

(30) P(m) = (1—p)(1—p) A —-p") -,
wobel p, p/, p”, - - - die verschiedenen Primfaktoren des Moduls m bedeuten,

(31) 2[3 = —;— P(m) (mod. m).

Ferner ist die Zahl s, zu ermitteln. Setzt man der Kiirze wegen

F(n) =§?v2,
Sp ZZ#W) @F (%Z‘) ’

wobei wieder d die simtlichen Teiler von m anzunehmen hat.
Nun ist bekanntlich

n> n®  n
Foy=3—3+%
=2 @ = D@ + 5 Sdu@),

oder da Zy,(d) =0,
(32) s =% 9(m) + 5 P(w).

so wird

und daher
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Ist nun m durch 3 nicht teilbar, so folgt aus (32)

s, =0 (mod. m)
und das Resultat (§) lautet

(33) D'bq(b) = 55 9(m) P(m) (mod. m),

wobei links die Summation sich iiber alle die @(m) zu m teilerfremden
Zahlen b zwischen Null und m erstreckt.
Setzt man dies in () ein, so kommt zunichst

(a—— )tp(m)P(m)_q)(m)Zb[ ]

Diese Kongruenz fiihrt zu einem einfachen Resultate, wenn die Zahl ¢ (m)
za m prim ist; dies findet statt, wenn m das Produkt von lauter ver-
schiedenen Primzahlen ist, falls tiberdies das Produkt P(m) durch keine
derselben aufgeht. Alsdann wird man durch ¢(m) P(m) dividieren diirfen,
und es kommit

1
(34) —=a P<m>2 b[ % ] (mod. m),
wobei sich dive Bedingung am bequemsten durch
(35) (m, pm) ~ 1

ausdriickt, und die Summation sich iiber die ¢(m) relativen Primzahlen b
von m des Intervalls (O ---m) erstreckt.

Ist dagegen m durch 3 teilbar, und sollen die Zahlen m und ¢(m)
relativ prim sein, so wird keine der Differenzen p — 1 durch 3 aufgehen,
also werden die simtlichen Primfaktoren von m auBer 3 die Form 3z 42
haben. Alsdann ist

Sy = —Zi P(m),
und es folgt aus (&)

1 2
3 D'8q(B)=P(m) [ 9(m) — 5 mg(2)] (mod. m).
Die Kongruenz () kann alsdann unter die Form gebracht werden
P(m) [ p(m) — = mq(2)] + a*q(a) - 5 P(m) = p(m)a > o[ 2]
(mod. m).
Multipliziert man mit 3, so fillt das zweite Glied links heraus, und das Glied

(a*—1) P(m) = mg(2)

a«—l
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wird durch m teilbar sein, da a* — 1 durch 3 aufgeht. Demnach entsteht

(a— ) ZEE R = p(m) - 3 D'[5],

und hieraus wieder die Kongruenz (34).

Dieselbe ist daher blof an die Bedingung

(m, p(m)) ~ 1
gebunden.

Die Moduln m, welche die Bedingung (35) erfiillen, haben {iberhaupt
die Eigenschaft, daB man auf sie die Theorie der Quotienten g(a) aus-
dehnen kann. Namentlich erhdlt man analog wie im Falle des Prim-
zahlmoduls

(36) q(a) Za,, [%r] (mod. m),

wobei » die zu m velativen Primzahlen des Intervalls (O --- m) durch-
lauft. Speziell folgt hieraus eine Verallgemeinerung der Sylvesterschen

Kongruenz (9)
?_";‘ﬁ’:_l _2 1 __2 (mod. m)
(5<v<m O<u<P),

wobei selbstverstindlich » und p relativ prim zum Modul sein miissen.
Wir kehren zum einfacheren Falle des Primzahlmoduls p wieder

zuriick und betrachten die quadratischen Reste r des Moduls p. Werden

dieselben in den Grenzen O---p angenommen, so sind sie durch die

Kongruenzen
=7 (mod.p)

vollstindig charakterisiert, und zwar wird jede der 2= Zahlen r zweimal

erzeugt, wenn v die simtlichen Werte 1 bis p — 1 anmmmt. Die Kon-

gruenz (7) ergibt
1

2
a0 =q() — 7] 5
summiert man iiber die simtlichen v von 1 bis p — 1, und beachtet, da8
q(v*) =24q(»),

224@) =2 340~ 5[Z5] (mod p).
29(*’) =7,

so entsteht

Nun ist
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2 Dal) =D (1+ (%)) 4@),

also mit Beniitzung der Notation (23)
2 D) =N+ 4,

ferner identisch

und unser Resultat &8t sich schreiben

(37) 53— [%] —=A4— N (mod.p).
y=1

Ist speziell p = 4n + 3, so ist nach (18)

A=0
und die Kongruenz gibt eine bemerkenswerte Darstellung des Restes des
Wilsonschen Quotienten N.

Ich werde bei einer anderen Gelegenheit zeigen, daB sich fiir jede
ungerade Primzahl p der Wilsonsche Quotient N nach dem Modul p
durch eine Bernoullische Zahl ausdriicken 1a8t, nimlich bei der fritheren
Bezeichnung p = 2m + 1

=—1+ »219— — (—1)yB,, (mod.p).

m

Im Falle p = 4% + 1 haben wir oben (21) gefunden, da

. A= (—1»"12B, (mod.p),
und da hier

1

nJ

so lautet (37) fir p = 4n 4+ 1 wie folgt:

-1

(371) 12 ;}—[-5] =1—(—1y2B,+ By, — 5 (mod.p).

Die bisher angewandte SchluBweise lieBe noch weitere Anwendungen
zu; wir wollen jedoch den Gegenstand verlassen, und schlieBen mit einigen
abhnlichen Formeln, in welchen sich nur die Summationen entweder iiber
die quadratischen Reste oder iiber die Nichtreste des Moduls erstrecken.

Wir bezeichnen mit a oder a/, a”,--- quadratische Reste, mit b,
resp. b, b”, - - - Nichtreste von p und setzen

Dla@y =4, Dlq@®) =B
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Nach (7) ist
ad’ =a’ + pz, z-——[ﬂ]

q(aa’)=q(a") — —[M] = q(a) + ¢(a).

Summiert man iiber die a, so durchlduft «” -die gleichen Werte und es

kommt
mq(a) = —Zaa [ ]
oder

(38) d@=2> [,

wobei die Summation sich iiber die simtlichen quadratischen Reste a’ des
Moduls p erstreckt, letztere natiirlich in den Grenzen O und p vorausgesetzt.
Ferner ist bei der angenommenen Bezeichnung

ab=1?b (mod.p),

also
ab="b + pz
und
(a) a(ab) =) — ;5[4 = 4(@) + 4 (®).

Wird hier iiber die simtlichen m Werte b summiert, so entsteht

my(a)=— D' 2%,
oder ’

(381) (=2 >"L [%’3} (mod. p).

Diese beiden Sitze (38) und (38') sind iibrigens eine direkte Folge der
Satze (8) und (23%).
Wird dagegen in (a) iiber die m Werte 4 summiert, so entsteht

mqg(b)+ A=RB ——2;15[%1)]
oder )

(39) g(®) =24 — 2B+ 22 [ } (mod. p).

Ferner ist
bt = a + pz

¢(®) +q(®) =4q(a) - Z—H%-},

und demnach
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wird hier iiber die b’ summiert, so entsteht
1 [bd
i)+ 3=4- 3]
X
oder

(39) g(b)=—24 + 2B + 225-;—[9}] (mod. p).

Vergleicht man dies mit (39), so entsteht
1 rab 1 rbb
S-SR .

ein Resultat, das in (23%) enthalten ist; denn hier bedeutet b einen
Nichtrest, also

b

G)=—1

und der Buchstabe 4 in (23%) ist

12 (Z) 2,

fallt also mit unserem jetzigen 4 — B zusammen.




