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Zur Theorie des Fermatschen Quo~ienten 

P 

Von 

M. LERCrt in Freiburg (Schweiz). 

Ist p eine ungerade Primzahl, a eine beliebige durch p nicht auf- 
gehende ganze Zahl, so ist der Quotient 

a p - l -  1 
<i) = p 

eine ganze Zahl, welche einige verhiiltnism~iBig einfache Kongruenz-Eigen- 
schaf~en besi~z~, die hier entwickelt werden sollen. Die Ar~ der Resultate 
ist aus den numerierfen Formeln (Gleichlmgen oder Kongruenzen) leicht 
zu iibersehen. 

Zun~chst setzen wit die Definitionsgleichung (1) in die Gestalt 

(1 o) a p - l =  1 + pq(a), 

und bilden das Produkt der Resultate, welehe den Werten a = 1, 2 , . - - , p -  1 
entspreehen. Wird der Ktirze wegen 

(2) P=~ 1 . 2 . 3 . . .  (p--I)---- (p - - l ) !  

gesetzt, so ent~teht die Gleichung 
p--1 

pp-1 = H  (1 -4-pq(a)), 
a----1 

aus welcher sich dutch Ausfiihrung der Multiplikation reeh~erhand die 
Kongruenz 

ersehlieBen l~$t. 
Um die linke Seite zu vereinr bemerken 

Wilsonschen Satze der Quotient 

p - - t  

.P~- ~ ~ 1 + p ~_j q(a) (rood. p*) 

d ~  nach dem 
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(3)  P +----A = 2v 
p 

eine ganze Zahl isg; die Gleichung 

P = - -  1 + p 2 /  

ergibg aber, wenn man auf beiden Seiten auf die (p - -1)  t~ Potenz erhebt, 
nach dem binomischen Lehrsatz offenbar 

/ )~ - I -~  1 - - p ( p - -  1)N (rood. p2), 
oder einfacher, 

p p -  1 ~ 1 + p~V (rood. p~). 

Diese Kongruenz hat mig (a) den gleichen Modul und die gleiche linke 
Seite; dies liefer~ unser erstes Resultag 

p--1  

(4) ,g~ q(a) -- .N (mod. p), 
a = l  

eine Kongruenz, welche die Summe der Fermagschen mi~ dem Wilsonschen 
Quofienten in Verbindung setzt. 

Zu weiteren Betrachtungen bediirfen wit der bekannten S~itze 

(5) 

(6) 
q(ab) = q(a) -t- q(b) (rood./9), 

z (mod. p), q(c + p z )  =_ q(c) - 

welche man mit be~reffenden Li~eraturangaben in Herrn P. B a c h m a n n s  
Niederer Zahlentheorie findeh 

In der let;zten Kongruenz (6) tritt auf der rechten Seite ein Bruch 

z auf~ under dora man in der Regel das Produkt yon z mit dem soge- 
C 

nann~en socius c -1 yon c (mod.p) verst.ehK Ich finde iibrigens vor~eil- 
hafter, den Kongruenzbegriff auf Briiehe auszudehnen und mig legzgeren 
sysgemafisch im Sinne der Kongruenz zu rechnen, was iibrigens in der 
Zahlontheorie l~ingsg geschiehg. 

Ich seize nun in (5) an Stelle yon b der Reihe nach die Zahlen 
v ~ 1, 2, 3,-  �9 -~ p --  1 und addiere die Ergebnisse. So entsgeht zun~ehsg 

p--1  p--1 

~_~q(~,a)--(p-- 1 ) q ( a ) + 2 " ~ q ( v )  (mod.p) 
Y = I  ~ = 1  

odor 
~ - - I  ~ - - I  

(fl) ~ q ( v a ) - - - -  q(a) + ~_t q(v ) (mod.p). 
Y ~ : I  v.----1 

In diesor Kongruenz wollen wir die linke Seite umformen, wodurch sich 
eine Darstdlung yon q(a) modulo p ergeben wird. 
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Jeder Zahl v der Reihe 1 bis p -  1 enf~pricht eine Zahl e derselben 
Reihe, ftir welche 

v a = c  (mod. p) 
oder also 

v a =  c + pz,  ( 0 < c < p )  

wobei unter z eine ganze Zahl verstanden wird. Schreibt man diese 
Gleichung in der Gesfal~ 

v a  c 

/o p 

so 1 ~  sich _c als der kleinsf~ positive Rest und z als das grSl~te Ganze p 

der Gr(iSe ~a d . h .  p~ 

charakterisieren. 

oder 

Nun wird abet nach (6) fiir den Modul p 

q(va)  ~ q(c + p z )  - -  q(c) z 
C 

Z 
- =  q ( c )  _ - - -  

d. h. also 
1 [-va] 

(7) q(va )  - -  q(c)  - -  ~ L-pJ 
wenn 0 < c < p und 

v a  ~ 

(mod. p) ,  

v a _ c  (rood. p). 

Wenn bei festem a die Zahl v die s~imffichen Werte aus der Reihe yon 
1 bis p -  1 durchl~uft, so nimmt c die gleichen Wer~e in verschiedener 
Reihenfolge an, d. h. es ist 

p - - 1  

1 

und wir erhalten demnach aus (7) durch Addition 

p - 1  p - 1  p - 1  

Y----1 l V = l  

Wird dies mit (fl) verglichen, so f~.l!~ in dem Resnlfa$ die Snmme 

heraus und w i t  erhalten die Kor, gruenz 

p- -1  
l ] 

(S) q(a) ~ ~.~ ~-J L-p-J 
Iv-----.I 
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welche f i ir  stimtliche du tch  p nicht aufgehende gan~e Zahlen a besteht. 

Man kann sic aueh so sehreiben: 

p - - 1  

(s*) ~*-p ~ = ~ v ~ - ~ *  F~-~l (rood. p). 

Bedien~ man sich der hier beizubehaltenden Bezeichnung 

p - - 1  
2 ~= m~ 

so werden ffir a ~ 2 auf der rechten Seite yon (8*) erst die Glieder 

v = m + l ,  m -t- 2,  . . . ,  2 m  

yon Null verschieden sein und zwar is~ 

- ~- --  (rood. p). (9) p , 
v=m~-I  1 

Die zweite Form is~ ni~mlich eine unmit~elbaxe Folge der ers~en und des 
~heliegenden Ums~ndes, dab 

2 m 

1 __0 (mod.p) 
1 

Des yon Sylvest ;er  trod S t e r n  auf anderem Wege gewonnene Result;at; (9) 
kann bekannflieh vermiige der Idon~iti~ 

2 m  m 2 m  

�9 ' = I  1 I v = l  

auf die Gestalt 

(9') 
p - - I  

2p- 2 ~ 1 (rood.p) ~- - ( _  1) , -~  v 
1 

gebracht werden. 
Eine neue Darst~llung des in Rode stehenden Restes flieBt aus der 

Annahme a =~ 4; alsdann spalten sich die Indizes v in drei Soktionen 

. . .  . . .  ? ) ,  . . . , ) ,  

welchen beziehungswoise die Werte 1, 2, 3 des grSB~en Ganzen [ ~ ]  
en~sprechen. 

In den Termen der zweit~n und drig~en Sektion fiihre ich nun die 
Substitution v-----p--~ aus und beach~e, dab alsdann 

1 1 1 



Theorie des Fermatschen Quotienten. 475 

ist; es kommt 

1 1 1 "1 -~p<ve-~p yp<pe--~p 

die linke Seite ist 
2 P - - 2  

8q(2)  = 4 - V - '  

3 1 - ~ T ;  

wiihrend sich auf der rechten die zwei ersten Aggregate zusammenziehen, 
so dab man die Kongruenz erh~lt: 

Z 

Die Zahlen Q erg~nzen die Zahlengruppe # zur Gesamtheit der Zahlen v 

des Intervalls ( 0 - - -  und demnach entst~ht, wenn man das eine 

Aggrega~ 

mlt dem Aggregat 

vereinigr die Kongruenz 

1 1 

zieht man yon bier das Resultat (9) ab, so komm~ 

2P--2--  2 ~  ~ 3 - -V--  -~ 
1 

oder, unter der Annahme p ~ 3, 

(10) 
2 P - l _ _ l  

p 

Indem wir nochmals auf (9) 

3 ~ (mo~  p).  

I 

2 ~ -  2 

P 
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zuriickgreifen, spalten wir die Zahlen ~ in gerade 2# und imgerade 2j 
und erhalten 

v ,  1 ,Z:'  
1 iKm 1 

also mit Riicksieht auf (10) 

(11) 

hnhch finder man 

(12) 

(mod. P), 
( l = i ,  ~, 5, . . .;  i__< ~). 

(moa. p), 

( l ' =  1, 3, 5, �9 �9 . , p - - 2 ) .  

Die Wahl a -  8 wiirde ferner ergeben 

(i~) 
p a 

Ich notiere schliet~lich die ~mlich zu gewinnenden Resultate 

(14) ~p- s__ 2 ~  • 0,od. p), p 1, 
1 

(15) 
5 p w  5 

P 
I 1 (rood. p) 

( 0 < a <  ~-, 0 < b < ~ ) .  

Wir kehren nun zu (8) zurtick, indem wir nach a yon 1 his p -- 1 
summieren; in der so entstandenen Kongruenz 

p- -1  p--1  p--1 

, z p,q (~oa.p) 5 ' , ( *  ,L,_.  
1 p ~ l  ~=I 

drfickt sich die linke Seite verm(ige (4), dutch den Wilsonschen Quotien- 
ten N sis, w~ihrend die rechte Seit% sich leicht in eine einfache Summe 
verwandelt. 

Bedeutet ngmlic-h @(n) die Anzahl der I~sungen der unbestimmten 

G!~ehung_ 
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so wird unser Resultat  lauten 

(p - 1)2 

(16] A r ~ v(n)F~] (rood. p). 
L p A  

"~,=1 

Die Zahl ~p(n) kann aber einfacher gedeu~et werden, wenn man die Be- 
dingungen in die Form" 

n = # v ,  0 < p < p ,  n < p p  
setzt. Denn demnach ist ftir /~ irgend ein Teiler yon n zu setzen, der 
den Ungleichungen 

- - < p < p  
p 

geniigt, und v ist als Komplementiirte~ler unzweideutig bestimmt. Es ist 
also ~p(n) die Anzahl der Teller yon n, welche innerhalb der Granzen 

und p enthalten sin& 
P 

Ein viel einfacheres Resultat ergibt sich aus (8), wenn man auf 
beiden Seiten mit a multipliziert and dann tiber a ~ - l ~ 2 , . . . , p - - 1  
summiert; es ergibt sich so 

10--1 

i (rood. p) (17) ~ aq(a) --  2 " 

a----I 

Dabei wird kein anderes neues Hilfsmit~l gebraucht als die P~leiehung 

10--1 p - - 1  1o--1 
~,[__p__] , , ~ a y  .,~3b__ ~ (y-- 1) (.p--l) 

a = l  a = l  b = l  

die unmittelbar ersichtlich ist. 
Die Kongruenz (7) ist iibrigens, wie manche andere S~tze, aus dem 

Spezialsatz 

1 (rood. p) ,  (61) q(,p--a) -~ q(a) + a 

der sich aus (6) verm~ige der Identit~t 
q ( - a )  =. 

ergibt, leicht zu gewinnen. 
Wit  wollen ferner die Summe 

~ = 1  

betrachten, in welcher der Ausdimck 
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in fiblicher Weise das aus der Theorie der quadratischen Res~ bekannte 
Legendresche Zeichen ist. Wir machen erstens die Annahme, dab die 
Primzahl p die Form 4x + 3 hat; alsdann gil~ 

and daher verwandelt sieh S, wenn man darin u ~ p - - / z  setzt, in 

und dies ist nach (61) 

p - 1  

p- -1  p - -1  

1 (moa.p), 
, u = l  ~ = 1  

woraus unmittelbar 

2S-~  1 (rood. p) 
t~= l  

folgt. Die Eulersche Kongruenz 

(~-)---~tg ~ (mod. p)i m.-  p - 1  
2 

gestattet unsere letzte Kongruenz wie folg~ zu schreiben: 
p--1 

2 S ---~ Z / ~ ' -  1 (rood. p). 
/ l = l  

Nun ist nach der bekannten Formel der Differenzenrechmmg 

also fiir 
Y~0 

p - - t  p - - I  m--1  

Zahlen sEmtlich verschwinden. 
koeffizient 

weil die m u und die hSheren Differenzen der (m--1)  t e "  Potenzen natfirlieher 
Hi'er ist nun jeder vorkommende Binomial- 

dutch p teilbar, also 
o (rood. p). 
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Demnach ist 

d .h .  

(18) 

S - ~ 0  (rood. p), 

p--1  

~=1 

falls die _Primzahl 1o die Gestalt 4x  + 3 hat. 
Ftir Primzahlen der Gestalt 4x + 1 versag~ die obige Betrachttmg, 

und wir mfissen uns nach anderen Hilfsmitteln umsehen, um den Rest 
der Summe S zu ermitteln. 

Wegen der Eulerschen Kongruenz 

ist die dureh die Gleiehang 

(19) 

(rood. p) 

u~ = (~-) [1 -kpq'(v)] 

definierte Zahl q'(v) eine ganze Zahl; dieselbe steht mit der Zahl q(v) 
im engen Zusammenhange, und zwar ist, wie sich dutch Quadrieren 
yon (19) ergibt 

1 + 2pq'(v) + ~o~q'(v)~ = 1 + pq(v) ,  

q(~) = 2q'(~) + pq'(~)~, 
a l s o  

(2O) 
woraus 
(20 ~ q(u) ~ 2q'(v) (rood. p). 

Ich setze nun fiir p eine Primzahl 4n + 1, so dab m ~ 2n gerade iw 
and bilde die Summe der Zahlen (19) ftir v ~-1,  2 , - - - ,  p - - 1 .  Mit 
Rficksicht auf die Relation 

p - - I  

1 

ergibt sieh in der Weise die Gleichung 

p- -1  p - -1  

~,=1 1 

Hier tii,Bt sieh die linke Seite mit Hilfe der bekannten Formel 

X2n+ 1 

s , . ( x )  = ~ + x  1 X~ n 
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ausdriicken, und zwar ist 

Wir erhalten daher 

2n~--- m.  

$ 

~,=1 1 

Links enthiilt keine der auftretenden Bernoullischen Zahlen By den 
Faktor ~ im Nenner, und daher lii~t sich hieraus die Kongruenz 

p - - I  

(_I) ,+IB, ,  ~ ' 7  (~_)q'(v) (rood.p) 
1 

erschliegen; dieselbe geht aber nach (20 ~ iiber in 
p--1 

(21) S ~- ~ (-~)q(v) =- (--1)"- '2B,~ 
Y~----1 

wobei die Primzahl p = 4n + 1 ist. 
Wir wollen femer die Summe 

(rood. p), 

p - - 1  

nach dem Modul p absch~tzen. 
Ist zuni~chst p der Gestalt 4x + 1, so wird 

trod wenn wit mit a Zahlen ~ m bezeichnen, so zerfallen die p -  1 
Zahlen v in die Zahlen a und 20 -  a, so daft 

tt  ~ ~-~ (p)aq (a) + ~ (P-C) (p-  a) q (p--a) 
also 

ist. Die .Klammer ist aber nach (6 l) der Zahl 

1 
a 

kongruent, und urir erhalten 

a ~ - I  



also 
(2e,) 

wenn ~v=4x + l. 
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p--1 

r = l  

Wenn dagegen p = 4x + 3 ist, so ergibt die Spaltung der ZaMen v 
in a und p -  a zuniichst 

und also 

(r) 

"=X(~)~ +27 (e_~)  (p - a) q ( p -  a) 

" = 2 X  (P) ac / (a )+X (p) (rood. p). 

Ferner lassen sieh die Zahlen v in g'erade 2a mad ungerade 19- 2a 
spalten; die Summe H nimmt dadurch die Gestalt an 

also 

H~ X (~a) 2aq(2a) + 2  ..3 (p--2a) -p (p--2a)q(p--2a), 

" - ~ 2 ;  (7) ~176 + 27(~) (~oa. ~). 
Wegen 

q(2a) -- q(a) q- q(2) 
liigt sich dies schreiben 

H . 4  (~ )  X (p) aq(a) + ( 2 - ) X ( p )  + 4 (p) q(2) X (-~) a" 

Die Summe 
X(~) a 

hat eine aus der Theorie der quadra~ischen Formen bekannte Bedeutung; 
ffir uns kommt sie jedoch in Wegfall, weil sie dutch p teilbar ist, and 
wir haben daher 

(8) t t - -4  (~) ~ (~) aq(a) + (~) X (~) " 

Mul~iplizieren wir (r) n u l l  

(~_ (~)) , -  ~ (~)  (mo~ ~) 
Nun ist abet naeh bekannten S~itzen yon D i r i c h l e t  

a = l  

w e ~  mit Cl(--A) die Anzahl primitiver posi~iver Klassen q u a ~ r ~ r  
M&the~natische Annalen. LX. 31 
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Formen ax e A- bxy q- cye der negativen Diskriminante b e -  4ac ~ -- A 
bezeiclmet wird, und also lautet unser t~esultat 

H - -  e l  (-- p) (rood. p), 
d.h .  

p-- I  

wenn die Primzahl p die Form 4x + 3 hat. 

(23) 

Wir gehen nun auf die oben betn'achtete Summe 
p--1 

zuriiek. Die Kongruenz (7) oder 
l [ , b ]  

(7') qO, b) =- q(q) - , 

wean O <  ~ < p ,  vb=---~ (rood.p), verbunden mit dem Umstande, dab 

liefen nach dem Satze q(vb) ~ q(v) -4- q(b) offenbar 

(b)  (~ )  q(v) + (b )  q(b) (~)  = (-;-)q(e) -- ( ~ )  -vlb [ - ~  (mod. p). 

Summiert man bier fiber die Werte ~, ~ 1, 2 , . . - , p -  1, so nimmt 0 die 
gleichen Werte an, und es kommt 

(b) A --= A --~-~ (-~-~)L~Jb, rb~7 ! (rood. p) 

oder nach Kiirzen durch ( b )  
p--1 

(23*) ~ (~-)[~ ~ = (i- (b)) bA (rood. p). 

Wenn also b quadratischer Rest yon p ist, so is~ die Summe 
J0--1 

1 

dutch p teflbar; sie ist es auch daun, wenn p die Gestalt 4n + 3 hat; 
ist dagegen p der Gestalt 4n-}-1 und ist b ein Nichtrest yon p, so ist 
unsere Summe nach dem Modul p der Zahl 

kongruent, wobei B~ wie oben in (21) die n t~ Bernoullische Zahl bedeutet. 
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Die Kongruenz (7') ergibt, wenn man sie mit 

b~v ~ -- ~ 
multipliziert, die folgende 

b~q(b), v~ + b ~- v~q(,) - -  Cq(O) -- b , [ ~ ] .  

Wenn man hier fiber v ~ 1, 2 , . . - , p -  1 summiert und beachtet, 

v ~ ---- 0 (rood. /o), 
so kommt 

p--I p- -1  

(~) ( b ~ - - l ) ~ v ~ q ( v ) - - - - b ~ v [ 7  ] (rood. p). 
v = l  Y = I  

Setzt man hier b = 2, so entsteht 

v = r ~ + l  
also  

dag 

3 . ~  v~q(v) ~ m(m + I) = P'--~t i 

dies gibt einerseits das Resultat 

~ - - I  

= 

Y----1 

1 

- -  4 ;  

1 (rood. p),  
12 

ax --py = 1 

p - - I  

x = a - - 1 2  ~ l ~ ' [ 7  ] 
~ = 1  

gefunden, jedoeh n'ur ftir den Fall~ dab p eine Primzahl ist. 

eine Liisung 

andererseits, wenn man dies in (~) einsetzt, die interessante Kongruenz 
p- -1  

(25)  't' ~ 12W 

Dieselbe liefert eine Darstellung der Zabl 1 (rood. p), in welcher die Zahl a a 

nur ,ganzen" Operationen unterworfen wird, nii~nlieh 
p- -1  

(25*) -al -- a --12 ~ v  [7]  (rood.p). 
Y=I 

Dadureh wird aueh ffir die unbest imm~ Gleichmlg 
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Diese Anwendung der Theorie Fermatscher Quotien~en macht das 
Bediirfais dringend, den Begriff der Zahlen q(a) auf zusammengesetzte 
Moduln zu erweitern. Es sei also m ein ungerader Modal, ~(m) die An- 
zahl der Zahlen, die kleiner als m und ohne gemeinsamen Teiler m i t m  
sind; ist a zu m relativ prim, so besteht die Kongruenz 

a~ (~) ~ 1 (mod. ~ )  

und demnach ist die dutch die Gleichung 

(26) a~(~) = 1 + mq(a) 
bestimmte Zahl q(a) ganz. 

Man findet leicht die Gesetze 

q(ab) ~ q(a) + q(b) (rood. m), 
(27) l e 

aus der zweiten l~]3t sich fiir ab ~ c (mod. m), und 0 < c < m die weitere 
Kongruenz 

~p(m) ab 

. e und sehreiben ableiten. Multiplizieren wir beiderseits mit a'~b2~c, 
q(a) + q(b) an Stelle yon q(ab), so kommt 

aeq(a) �9 b e + a~'beq(b)~---ceq(c) 4- q)(m)ab I? ] "  

Hier lassen wir b die s.~mtlichen r zum Modul relativ primen Zahlen 
durchlaufen and addieren die Resultate; da alsdann c dieselben Zahlen 
wie b durchli~uft, so entsteht 

(~) aeq(a)s.,-]-(a~'--l) y_Ibeq(b ) ~ c p ( m ) a , ~ b [ ? ]  (mod. m), 
b b 

wobei s~ die Summe der Quadrate der zum Modul relativ lorimen Zahlen 
bedeutet. 

Setzt man hier zuniichst a = 2, so kommt 

(~) 4q(2)s2.+ 3 ~-~b2q(b) ~-- 2 ~ ( m ) ~ ' b '  (rood. m), 

wobei in der letzten Summation die Bedingung 

m 

b ' > .  2 
zu erfiiIlen ist. 

Nun ist aber 

wenn fl die relativen Primzahlen yon m, welche zwischen 0 und -~- liegen 
durchliiuft. 
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Bedeutet 

so ist 

wobei d die 

f(~) = ~ v ,  

sKmtlichen Teiler yon m durchliiufg 

Bezeichnung ftir die Moeb iusschen  Zahlen ist. 
ungerade ist, so hat man 

d '  - -  1 

2 

f(d') ~=~ d "+-- 1 
1 

also 
I (29) = (d) ( r o d ' - d ) .  

Hieraus fo l~  
1 8 ~_~ dtt(d)' 

also, wenn die Bezeichnung eingeffihrt wird 

(30) 
wobei p, p', p", 

(31) 

Ferner ist die Zahl s~ zu 

so wird 

und #(d)  die fibliehe 

Da m, also auch --d-= d ,  

P(m) =- ( l - - p )  (1 - - i f )  (1 - p " ) - . - ,  

�9 .- die verschiedenen Primfaktoren des Moduls m bedeuten, 

~ f l = ~  -sl P(m) (rood. m) 

ermitteln. Se~zt man der Kiirze wegen 

n - - 1  

F(n) = N l ~  ~ 
1 

s.= 
d 

S~ m ~ ~---3 / 7 \ d ,  mU m 

~ - 0 ~  

m ~ m . p ( ~ ) .  s~ = y ~ (m) + y 

oder da 

(32) 

und daher 

wobei wieder d die s~mtlichen Teiler yon m anzunehmen hat. 
Nun ist bekanntlich 

Fin) ------ 3 2 A- ~ , 
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Is~ nun m dutch 3 nieht teilbar, so folg~ aus (32) 

s~ --~ 0 (mod. m) 
und alas Ilesulf~t (~) laute~ 

1 
(33) ,~b~q(b) ~ ~ r P(m) (mod. m), 

wobei links die Summation sieh fiber alle die (p(m) zu m teilerfremden 
Zahlen b zwisehen Null und m erstreck~. 

Setzt man dies in (~) ein, so kommt zaniichst 

(a ~ )  ~('~)P(~) Z b  
b 

Diese Kongruenz ffihrt zu einem einfaehen Resultate, wean die Zahl ~(m) 
zu m prim ist; dies finder start, wenn m das Produkt yon lauter ver- 
schiedenen Primzahlen ist, falls fiberdies das Produkt P(m) dutch keine 
derselben aufgeht. Alsdann wird man dureh ~(m) P(m) dividieren dfirfen, 
and es kommt 

(38) 1 ~ . ,~  
b 

wobei sich die Bedingung am bequemsten dutch 

(35) (m, r 1 

ausdriickt~ und die Summation sich fiber die r relativen Primzahlen b 
yon m des lntervalls ( 0 - . .  m) ers~reckk 

Is~ dagegen m durch 3 teilbar, and sollen die Zahlerr m and (p(m) 
relativ prim sein, so wird keine der Differenzen p -  1 durch 3 aufgehen, 
also werden die s~mfliehen Primfaktoren yon m auBer 3 die Form 3x A-2 
haben. Alsdann is~ 

m P(m), 
s ~ - -  6 

und es folg/5 aus (~) 

- ~ ~ ( ~ ) ]  (rood. ~) .  

Die Kongruenz (7) kann alsdann unter die Form gebrach~ werden 

2 n~ 

(rood. m). 

Mulfiplizier~ man mi~ 3, so f'~illt5 das zweite Glied links heraus, and das Glied 

2 (=,- 1) P(,,~) ~ ,,,q(~) 
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wird dutch m teilbar sein, da a ~ -  1 dutch 3 aufgehk Demnaeh en~sf~t 

und hieraus wieder die Kongruenz (34). 
Dieselbe ist daher btofl an die Bedingung 

(m, q~<m))~ 1 
gebunden. 

Die Moduln m, welehe die Bedingung (35) erffillen, haben iiberhaupt~ 
die Eigensehaf~, dab man auf sie die Theorie der Quofienten q(a) aus- 
dehnen kann. 
zahlmoduls 

Namen~hch erh~ilt man analog wie im FaMe des Prim- 

1 Fay-1 
(36) q(a) - ~  ~ L-re-] (rood. m), 

y 

wobei v die zu m rela~iven Primzahlen des Intervalls ( 0 . - - m )  durch- 
1Kurd. Speziell folgt hieraus eine Verallgemeinerung der Sylves~ersehen 
Kongmenz (9) 

-~ --  (rood. m) 
m 

( 2  < v < m ;  O < t . t < 2 ) ,  

wobei selbs~verst~ndlich v und ~t relativ prim zum Modul sein mfissen. 
Wit  kehren zum einfacheren Fal!e des Primzahlmoduls p wieder 

zurfick und betrachten die quadratischen Res~e r des Moduls p. Werden 
dieselben in den Grenzen 0 . - - p  angenommen, so sind sie dutch die 
Kongruenzen 

v ~ r  (rood. p) 

volls~ndig eharak~erisier~, und zwar wird jede der p -- 1 Zahlen r zweimal 
2 

erzeugt, wenn v die siimflichen Werte 1 bis p -  1 annimm~. Die Koa- 
gruenz (7) ergibt; 

qO - -  q ( h  - 

summier~ man fiber die s~imtlichen v v o n  1 bis p -  1, und beac-hCel, dab 

so entsteh~ 

Nun i~  

q = 

~ - - 1  p - - 1  

- 
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e 

ferner iden~isch 

=27 + 
r 

also mit; Benfitzung der NotaUon (23) 

und unser Resultut l~gt sich sehreiben 
p - - 1  

Ist speziell p ~ 4n + 3, so ist nach (18) 

A ~ 0  

und die Kongruenz gib~ eine bemerkenswerte Darstellung des t~estes des 
Wilsonschen Quotienten N. 

Ich werde bei einer anderen Gelegenhei~ zeigen~ dab sich ftir jede 
ungerade PrimzaM p der Wilsonsche Quotient N nach dem Modul p 
durch eine Bernoullische Zahl ausdrficken liiBt~ ni~mlich bei der frtiheren 
Bezeichnung p -~ 2 m + 1 

1 / 
N - : -  1 + ~ - - ( - W ~ B ~  ~mod. p). 

Im Falle p-----4n + 1 haben wit oben (21) gefunden, dab 

und da bier 
A ~ ( - - 1 ) ' - 1 2 B ~  (rood. p), 

1 
~ . B 2  7t ? N ~ _ - - t +  p 

so lautet (37) fiir p ~ 4n + 1 wie folgt: 
p - - 1  

(37~) p ~ 1 - ( -  1 ) - 2 ~ .  + B~. - - (moa. p). 
P 

I 

Die bisher angewandte ScMul]weise liei~e noch weitere Anwendungen 
zu; wir wollen jedoch den Gegenstand verlassen, und schliet~en mit einigen 
iihntichen Formeln, in welchen sich nun die Summationen entweder fiber 
die quadratischen Reste oder fiber die Nichtreste des Moduls erstrecken. 

f f !  �9 * Wir bezeichnen mit~ a oder a ,  a ,  . quadratische Reste, mit b, 
f 1 g  

resp. b, b , . . .  Nichtrest~ yon p trod setzea 

~_~ q(a) : A ,  ~_~ q(b) : B .  
a b 
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Nach (7) ist 
aa" = a '  + p z ,  z =  [a-~], 

q ( ~ d )  = q ( d ' )  - ~ - q ( . )  + q ( d ) .  

Summiert 
kommt 

oder 

(3s) 

man fiber die a,  so durchliiuf~ a" die gleichen Werte and es 

r 

i 

wobei die Summation sich fiber die si~mflichen quadratischen Reste a" des 
Moduls p erstreckt, letztere natiirlich in den Grenzen 0 undp vorausgesetzt. 

Ferner is~ bei der angenommenen Bezeichnung 

also 

und 

(a) 

ab _~ b' (rood.p), 

a b ~ b "  + p z  

q(~b)  _= q(b') ~ ~ V - ~(~)  + q(b).  

Wird bier fiber die siimtlichen m Werte b summiert, so entsteht 

oder 
(381 ) 

1-73, 
b 

q(a) ~---2~b [7] (mod. p). 
b 

Diese beiden Siitze (38) und (381) sind fibrigens eine direkte Folge der 
Siitze (8) und (23*). 

Wird dagegen in (a) fiber die m Werte a summierL so enksteht~ 

oder 

(39) 

Ferner is~ 

und demnaeh 

~q(b) + .4 ~_ • -  
a 

~1 lab q(b) -~ 2 A  -- 2B  + 2 ~g --p-] (mod. p). 

bb" = a + p z  

q O )  + q(b')  - q (a )  - 
bb" ; 
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wird bier fiber die b' summier~, so entsbeh~ 

mq(b) + B ~ A -- 
b' 

odor 

~ d  1 [ ~ ]  (mod. p). q(b) ~ -  2A  + 2 B  + 2 ~ -  
b' 

Vergleicht man dies mit (39), so enlsteht 

1 rab] 1 ~'b b"] 2(A--.B) (mod. p), 
, ~  ab L p_ l - - , ~  bb L , _I~---- 

a, b'  

ein Resultat;, das in (23*) en~h~l;en is{;; denn bier bedeutet b einen 
Nichtres~, also 

1, 

und der Buchstabe A in (23*) is~ 

p--1 
~__~ (-~) q(v), 
1 

f~illt also mit unserem jetzigen A -  B zusammen. 


