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Ueber die allgenieine Form der Integrale des Dreikor.perpi~oblems. 
Von Dr. And. Lindstedt. 

In dem folgenden Aufsatze wage ich den Versuch, 
iiber die allgemeine Form der Integrale des Storungspro- 
blems einen Schluss zu ziehen. In einem spateren Aufsatz 
werde ich, von dem hier gewonnenen Resultate ausgehend, 
eine Methode angeben, durch welche man im Stande sein 
wird, dieselben in bequemer Weise wirklich aufzustellen. 

Zu dem Ende wird es zuvorderst nothwendig sein, 
iiber Integrale von Differentialgleichungen der Form 

wo p1 ein Aggregat rein periodischer Functionen von t 
vorstellt, sowie von simultanen Gleichungen derselben Gat- 
tung, einige Betrachtungen anzustellen. 

Zunachst wollen wir den einfachen Fall 

behandeln; m, @, R und b bedeuten in dieser Gleichung 
Constanten. Was die numerischen Werthe von 712 und @ 
betrifft, so wo:len wir uns weiter vorstellen, dass m mit 
der mittleren Bewegung und p mit der Excentricitat eines 
Planeten vergleichbar sind. Ueber R machen wir vorlautig 
keine Annahme. 

Nach den fruher (Astr. Nachr. Nr. 2 4 6 5  und 2 4 8 2 )  

angedeuteten Principien schreiben wir nun, um die Form 
des Integrals zu erkennen, anstatt ( 2 )  

und setzen rechts x = yo cos(mt+x),  RO ?lo und x die 
beiden Integrationsconstanten bedeuten. Die Integration 
liefert darauf als erste Approximation 

cos(zet+Rt+b) + 
+ 8% * cos(w-At-6) 

7n-- (m - 

Um eine zweite Approxini~tictn ZII rrlmgen, schreiben 
wir die obige Gleichung, inilrm vvir einc: zur Verfugung 
stehende Constante v einfuhren 

d'x - - + w * ( I - v ) x = -  m'vx+2@cos().t+b)x 
dfz 

und setzen rechts x = x,. Darauf wird a' so gewahlt, 
dass rechts kein Glied in coszv auftritt und integrirt. 'Die 
zweite Annaherung wird alsdann 

Es bedeutet hier 
2" = 712 ( 1 - 4 )  f+n 

1 - 0  = 1/I--v 
P2 G = 'I2v = - - 

nt2 (2' - 4712') 

Man ersieht hieraus, dass wenn die Operationen fort- 

gesetzt werden, so dass in ci sowohl als in den Coefficienten 
des Integrals immer hohere Potenzen yon (3 berucksichtigt 
werden, das allgemeine Integral von ( 2 )  die Form 

i=+m 
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besitzt. Die Integrationsconstante qo ist hier offenbar po; 
weiter sehen wir, dass qo (oder po) in allen Coefficienten in 
der e r s t e n  Potenz als Factor auftritt. Wollte man die 
Coefficienten numerisch berechnen, so hat man am Re- 
quemsten den Ausdruck (3) in die Gleichung ( 2 )  einzu- 
setzen. Schreiben wir zu dem Ende der Kiirze wegen 

so bekommt man folgendes System von Gleichungen 

worin n und die pi,  mit Ausnahme von po = 7, = Tnte- 
grationsconstante, die Unbekannten sind. 

Wie dieses System aufzulosen ist, werde ich an einer 
anderen Stelle zeigen. Es geniigt hier zu sehen, dass keiner 
von den Coefficienten fur pi Null werden kann, d. h. es kommt 
im Allgemeinen kein seculares Glied vor. Nur wenn n 
einen solchen Werth erlangt, dass fir ein gewisses i 
ma-(n+il)2 = 0 ,  wenn also R mit m und n durch eine 
von den Gleichungen 

Gm 1 = -- 
i 

(a- 2)m 

i 
- ____ - 

verbunden ist, wird ein solches Glied entstehen, also jeden- 
falls nicht , wenn R gleich einem ganzzahligen Vielfachen 
von 1~ gesetzt wird. 

Man kann sich nun in entsprechender Weise iiber- 
zeugen, dass dasselbe von der allgemeineren Differential- 
gleichung ( I )  gilt. Schreiben wir 

so sieht man sofort, dass das Integral, indern wir der Kurze 
wegen die Constanten b,, &a, . . . fortlassen, aus Gliedern 
besteht, von denen jedes einzelne die Form hat 

pj,,j2 .... cos [w+i1R,t+iaSt+ . . . .3 
worin zl is. . . alle ganzen Zahlen zwischen - co und 
+ 00 bedeuten konnen, und w ein neu hinzutretendes Ar- 
gument, von derselben Natur wie oben, also w = n f f a  
= m ( I--a) t + z , bedeutet. Die zweite Integrationscon- 
stante ist offenbar polo. .. Man sieht weiter, dass aIle die 
y diese Integrationscocstante als Factor und zwar in der 
ersten Potenz enthalten, und dass kein seculares Glied auf- 
treten kann, es sei denn fur irgend ein System von ganzen 
Zahlen i,, 4 ,  . 1 . 

wP- [a+Zl R,+z,&+ . . . -32 = o 

also immerhin nicht, wenn die R gleich ganzzahligen Viel- 
fachen yon n sind. 

Das hier in Bezug auf die Gleichung ( 2 )  und noch 
mehr die Gleichung (I)  gewonnene Resultat war bisher 
nicht bekannt,*) und dies aird wohl der Grund gewesen 
sein, weshalb man friiher nicht auf die unten folgenden 
Retrachtungen gekommen ist. Ich bemerke noch, dass die 
obigen Schlussfolgerungen nicht direct fiir die noch allgr- 
meinere Gleichung 

gelten, aber sehr leicht dahin abgeandert werden konnen. 
Indessen hat dies fur den gegenwartigen Zweck keine Be- 
deutung. 

Ich gehe jetzt zur Betrachtung eines s i m u l t a n e n  
Systems von Differentialgleichungen iiher, und zwar wird es 
ausreichend sein, das fotgende 

d2x 
-- + [ma-- 28 cos ~ t ]  x = (a'o+ 2a' cosp't) x' 
dta 
dax' 
c_ + [m'*-z$co~R't]n'= (ao+2a cos pr)x 
dta 

ins Auge zu fassen. 
Setzen wir dem Friiheren gemass 

W = m ( I - - G ) t + Z  
w'= m'(r--a')t+n' 

wo z und Z' nebst qo und qo' die vier Integrationscon- 
stanten bedeuten, so ergiebt sich, wenn 

dax dt2'- + max = z p  cos li. x + (a',+ 2a' cos p't) x' 

d2x' 
dt3 
- + m'2x' = z@'cosR't.x'+ (a, +2a cospt)x 

geschrieben und die rechten Seiten mit 

x = qo cos w x' = T j o  cosw' 

berechnet werden, wobei in der ersten Approximation 

f J = o  G ' = o  

zu setzen ist, nach Integration die erste Annaherung 

@% cos (w+Rt) 

+ -3 O rl o,a cos w'+ "rl O-- cos (w'+p't) 

x, = q0 cos w + -__-__- m4- (m+l)a 
t%o + - ~ - -  cos(w-Rt) 

ma- (m- l ) 2  

ma-m ma- (m'+p')2 

I ,  P ,  

a'& , I  +- ,-7j cos(w -p t) ?na--(m -p ) . .  

*) Vgl. Heine, Handbuch dcr Kugelfunctionen, 2, Auflage, Bd. I, 
pag. 404 u. folg. 
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Weise vertauscht werden. Fiir die zweite Annaherung haben 
wir zu schreiben 

dax 
d P  

dax' P ,  
- dta +m'2(1-v )x =- m'av'x'+ 

~ + m2( I --v)x = - mavx + 
+ 28 cos1t.x + (a'o+za' c o s p ' t ) ~ '  

+ zp'cos Z ' t .  x'+ (ao+ za cos ,ut) x 

1 0 2  

Hierauf wird rechts 

x = x1 und x' = x ' ~  

eingesetzt. Dabei werden in der untersten Gleichung Glieder 
in cosw. in der zweiten Glieder in cosw' entstehen. Um 
dieselben zum Verschwinden zu bringen, bestimmt man v 
und v' aus den Gleichungen 

die sich leicht vereinfachen lassen. Hierauf werden G und G' mit Hulfe der Relationen: 

also 

berechnet. Die darauf 
anzufihren. 

Setzt man die 
der beiden vorgelegten 

wo 

folgende Integration liefert die zweite AnnBherung ; es etscheint indessen uberflussig, dieselbe hier 

Approximation in derselben Weise fort, so kommt man zu dem Resultate, dass die Integrale 
simultanen Differentialgleichungen folgendes Aussehen haben: 

x =  

, 
x =  

+ 

+ 

cos [w +i~t+i '~'t+Jpt+j '~'t]  + 
cos [w'+iRt+i'R t+jpt+j'p't] 

cos [w'+iRt+i'R't+j~t+j'~'t~ + 
cos [w -tZRt+i2't+jut+j'p't] 

I die Argumente in den qi, den Perioden nach, mit den wi 

und die in w und w' eingehenden x und x' die lntegra- 
tionsconstanten sind. Die i, i, j und j' bedeuten alle 
ganzen Zahlen zwischen - 00 und + 00. Weiter ist her- 
vorzuheben, dass die p und v alle den Factor qo und die 
p' und V' alle den Factor und zwar nur in der ersten 
Potenz enthalten. 

Offenbar llsst sich nun das hier Gesagte ohne Wei- 
teres auf ein System beliebig vieler Differentialgleichungen 
von der Form 

--+m2i xi =zqi .xi 
d2xi 

dt2 

wo die vj ausser Constanten nur periodische Glieder enthalten, 
anwenden. Vor allen Dingen ist aber zu bemerken, dass wenn 

zusammenfallen , keine secularen Glieder zum Vorschein 
kommen konnen. Am eiiifachsten uberzeugt man sich hier- 
von durch directe Substitution in die gegebenen Differen- 
tialgleichungen. Es wird dabei ersichtlich, dass keiner von 
den Coefficienten unendlich gross werden kann. 

Ehe ich weiter gehe, erlaube ich mir noch eine Be- 
merkung zu machen. Der Fall namlich, dass in (2) 

R = i n  = i m ( ~ - ~ )  

gesetzt wird, kommt in der Theorie der Schwiqgungen von 
Membranen elliptischer Form vor, und ist - Vgl. Heine, 
a. a. 0. - der einzige Fall, der bisher allgemein und zwar 
durch Substitution einer trigonometrischen Reihe von dern 

~ Argumente It rnit unbestimmten Coefficienten integnrt 
worden ist. In dem genannten Problem wird nun, allgemein 

7" 



zu reden, I und also auch 12 als bekannt vorausgesetzt, und 
man sucht diejenigen Werthe von nz, welche der Anfor- 
derung, dass I = 212 ist, gmugen. Man erhalt alsdann 
unendlich viele solche discret vertheilte Werthe von m. In 
den folgenden Problemen ist die Aufgabe gewissermaassen 
umgekehrt. Die Grosse w2 soll als bekannt angenommen 
werden, und man sucht eine Losung, fur welche n = 2 
sein wird. Scheinbar treten dabei ebenfalls unendlich viele 
Losungen auf. Zufolge der Natur des Problems reduciren 
dieselben sich jedoch, wie es sein soll, auf eine einzige. 
Im vorigen Falle sucht man alle die Differentialgleichungen, 
welchen eine gewisse Form des Integrals genugt, im zweiten 
Fall soll die Differentialgleichung als gegeben angesehen 
werden. 

Ich gehe nun zu einigen Betrachtungen des Zwei- 
k o r  p e r p  r o bl  ems uber. 

Schreiben wir der Kurze wegen 

so sind die Gleichungen fur die relative Bewegung der 
Masse wz um IL/ 

d'x -+ P . x  = 0 
dt2 

und ahnliche, wenn x gegen y und z vertauscht sind. Die 
Integrale dieser Differentialgleichungen sind bekannt und 
lassen sith als trigonometrische Reihen eines einzigerr- Argu- 
ments nt darstellen. 

Wir wollen nun, um das Folgende recht zu verstehen, 
annehmen, dass man nicht im Stande ware, auf einem di- 
recten U'ege zu den Integralen zu gelangen. Man hat 
dann, um das Princip der indirecten Methoden allgemein 
anzugeben, uber die Form der Integrale eine Voraussetzung 
zu machen, die aus der Natur des Problems gefolgert 
werden kann. Wenn dann bei der Substitution einer solchen 
Form in die gegebenen Differentialgleichungen und bei der 
folgenden Bestimmung der Coefficienten ein wenigstens inner- 
halb gewisser Grenzen der Integrationsconstanten bestandig 
convergirendes Integral mit der erforderlichen Anzahl der 
Integrationsconstanten herauskommt, so kann man sicher 
sein, das Ziel erreicht zu habcn. 

Die Differentialgleichungen des Problems der zwei 
Korper zeigen nun, dass in Bezug auf x,  y und a eine voll- 
standige Symmetrie herrscht, und da wir weiter durch Be- 
obachtungen uberzeugt sind, dass die Bewegung periodischer 
Natur ist, so wird es klar, dass wenn wir fur die eine Co- 
ordinate z. B. x eine trigonometrische Reihe aus Sinus und 
Cosinus eines einzigen Arguments annehmen, dasselbe auch 
fiir y und a gelten muss, und zwar, dass das -4rgument in 
allen drei Variablen dasselbe sein wird. Es folgt hieraus, 
dass auch fur r ,  das gleich vz'+y2+a2- ist, eine eben- 
solche Entwickelung erhalten werden muss, wenigstens, wie 
gesagt, innerhalb gewisser Grenzen der Werthe der Integra- 
tionsconstanten. Setzen wir demgemass 

wo die aj,  bi und n noch unbekannte Functionen der In- 
tegrationsconstanten sind, so folgt sofort aus den obigen 
Betrachtungen, dass z. B. fur x ein Ausdruck folgender Form 

i=-+m 

wo A, und a, zwei Integrationsconstanten bedeuten, heraus- 
kommen muss. Eben solche Ausdrucke werden wir f u r y  
und a erhalten, indem wir A, mit /I,, und C,, sowie no rnit 
@,, und y,, resp. zu vertauschen haben. Die Coefficienten Ri 
und 2'; werden aber dieselben sowohl in x als in y und z 
bleiben mussen, und zwar sind sie symmetrische Functionen 
von den A,,, B,,, C,, und a,,, Po, yo. Es folpt weiter hier- 
aus, dass wir zur Hestimmung dieser Coefficienten nebst n 
nur die einzige Gleichung 

d2x 
dt2 

+ 'v x = o  

zu gebrauchen haben , indem namlich die entsprechenden 
Differentialgleichungen fur y und z genau dieselben Bestim- 
mungsgleichungen liefern. Schliesslich ist zu bemerken, 
dass I,, = I ist. Setzt man diese Werthe von x,  y und 
z in Y ein und berechnet die Entwickelung von 7, P so kann 

Y3 

man nachher durch Substitution in die zuletzt angefuhrte 
Differentialgleichung die Coefficienten Ii und nebst n 
sich durch die Integrationsconstanten ausgedruckt denken. 
Und dass solches sich ohne Widerspruch theoretisch be- 
werkstelligen Iasst, ist klar. Denn wenn wir, was sich nach 
Auflosung der Bestimmungsgleichungen bestatigt finden wird, 
annehmen, dass die Ri und eine rnit steigendem Index 
abnehmende Reihe bilden, und zwar so, dass 1; von der 
Zten Ordnung in Bezug auf eine gewisse hinreichend kleine 
Grosse - die Excentricitat - ist, 11. s. w., und wenn wir 
bei der Bestimmung vpn Grossen einer beliebigen Ordnung 
halten, so werden wir finden, dass ebenso viele Gleichungen 
wie Unbekannte erhalten we;den. 

Was die Integrationsconstanten Ao, B,, C,, und a,,, &, 
y,, betrifft , so stehen dieselben in nahem Zusammenhange 
rnit den gleichbezeichneten Grossen z. B. bei Leverrier, An- 
nales de l'observatoire de Paris, Tome I pag. 197. Behalten 
wir fur einen Augenblick, um dies zu finden, die dortigen 
Bezeichnungen, so ergiebt sich, wenn nach der mittleren 
Anomalie entwickelt wird, fur x z. B. 
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3 x = - - Ae sina + A yiWI (2.) sin(i&+a) 
.-- 2 
I - .  1 

i=oc 

wo yT, wie gewijhnlich, die Bessel'sche Function bedeutet. 
Vergleichen wir nun diesen Ausdruck mit dem oben fur x 
gegebenen, so finden wir, dass die bei mir mit A, bezeich- 
nete Integrationsconstante sich von A um einen Factor 
sin(E--a)) - a. a. 0. pag. 191 - abgesehen vom Gliede 
zweiter Ordnung in der Excentricitat unterscheidet. 

Die vorstehenden Betrachtungen haben offenbar keinen 
anderen Zweck gehabt, als einen Weg anzuzeigen, auf wel- 
chem man zu einer Einsicht von den wahren Formen der 
Integrale des D r e i k o r p e r p r o b l e m s  gelangen kann. 

Setzen wir der Kiirze wegen 

so sind die sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung fur 
die relativen Brwegungen der Massen m und m' um M 

d 2y 
(5: { d$.  + @ .y = P'.y'  

d y '  
dt2 
daz' 
dt2 

-- + &.y' = ?P:y 

-+ @'.a' = i . 2  

Was durch die Wahl dieser Form der Bewegungs- 
gleichungen gewonnen wird, wird sich gleich unten zeigen. 

Von diesen Gleichungen besitzt man, wie bekannt, 
keine directe Integrationsniethode, . und auch die indirecten, 
die bis jetzt versucht worden sind, scheinen nicht zweck- 
entsprechend zu sein. Vor allen Dinqen stellt sich hier die 
Frage Uber die Anzahl und Form der Argumente, voraus- 
gesetzt nlmlich, dass sich die Integrale durch bestandig con- 

vergirende trigonometrische Reihen darstellen lassen. Diese 
Voraussetzung ist auch thatsachlich von allen Astronomen 
angenommen worden und ist fur die Stabilitat unseres Pla- 
netensystems unerlasslich. 

Die friiheren Versuche gingen nun darauf hinaus, die 
Integrale nach zwei Argumenten, die den mittleren Ano- 
nialien der beiden Planeten ?n und wz' in der aungestortenc 
Bewegung entsprechen, ZLI entwickeln. Indessen gelangte man 
in dieser Weise nicht zu einer befriedigenden Losung, indem 
noch Glieder auftraten, welche die Zeit t und Potenzen der- 
selben ausserhalb der trigonometrischen Functionen als Fac- 
toren hesitzen. Es lag nun nahe, zu denken, dass diese 
Glieder, welche alle mit m' oder Potenzen desselben multi- 
plicirt sind , blos die Potenzreihen gewisser , durch die 
Renutzung der vorhandenen unvollstandigen Integrations- 
methoden, nicht zum Vorschein gekommenen periodischen 
Glieder sind. Die Argumente derselben mussten alsdann 
selbst die Masse 9%' als Factor enthalten. Auf diesen 
Credanken griinden sich die bekannten Bestrebungen von 
Laplace und Lagrange, die secularen Glieder durch perio- 
dische von sehr langer Periode zu ersetzen. In der neuesten 
Zeit ist auch Gylden zu ahnlichen Resultaten gelangt. 

In der That scheint auch beim ersten Anblick die 
Symmetrie des Problems so etwas zu fordern. Denn wenn 
die .Einfiihrung von Argumenten, welche der Bewegung von 
9% um M und m' um M in der ungestorten Bewegung 
naturgemass erscheint, so ist es wohl anzunehmen, dass ein 
drittes Argument, das der Bewegung von m um m ,  wenn 
M = o gesetzt wird, entsprechen soll, vorkommen muss. 
Und zwar miissen alsdann die beziiglichen Glieder eine sehr 
lange Periode haben, weil dieses dritte Argument der .4na- 
logie gemass etwa die Form 

k l/m=' 

Ao3/2 
_ ~ _ _ _  * t 

w o  A, eine gewisse Constante bedeuten soll, haben musste. 
Die Resultate von Lagrange und Laplace widersprechen in- 
dessen einer solchen Annahme, indem bei ihren Unter- 
suchungen m' und nicht v/m. als Factor in dem -4rgumente 
erscheint. Dagegen konnte man in der Gylden'schen The- 
orie Anhaltspunkte dafur finden. Seine Glieder sehr langer 
Periode, welche die eine Klasse seiner elementaren a Glieder 
ausmachen, kommen wesentlich von der Integration der 
Variationsgleichung her. Die Bestimmung der Variation wird 
namlich von einer Reihe von Differentialgleichungen abhan- 
gig gemacht, von denen es geniigt, die folgende 

d2 V 
-- + a2 sin V cos V = o 
dv2 

anzufuhren. 
von der Form 

Y steht hier als Bezeichnung eines Arguments 

I v  + sx 3- a 

wo I eine Constante bedeutet, die in unserm Fall als sehr 
klein angenommen werden soll; s ist eine ganze Zahl, x ein 
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gewisser Thcil der zu bestimmenden Variation und a ein 
constanter Winkel. Das Integral jener Gleichung ist 

a V = am , mod. k = - 
Y 

wo = F+f und y und f die zwei Integrationsconstan- 
ten bedeuten. Im Falle eines von den alteren Planeten 
kann man nun annehmen, dass der Modulus k ein echter 
Bruch ist. Da aber a2 mit wz' und also a rnit l/m' mul- 
tiplicirt ist, so kann y ebenfalls mit keiner hoheren Potenz 
von m' als v).' multiplicirt sein. Die spiter erfolgte Iden- 
tificirung 

k - . R = y  
2 

scheint dann anzuzeigen, dass 1 ebenfalls von der Ordnungvm 
ist, und dass also in den vollstandigen Ausdrucken fur die 
Integrale (;lieder der oben erwahnten Natur wenigstens 
nicht undenkhar sind. 

Indessen sprechen andere Verhaltnisse gegen das Vor- 
kommen eines dritten Arguments in den Integralen der 
Storungsgleichungen. Ich werde an dieser Stelle nur einen 
solchen Umstand anfiuhren. 

Untersucht man namlich z. B. das simultane System 
h e a r e r  Differentialgleichungen 

d2u 
--,+au t b v  +cw = o dti 
d'v , 
y + a z l + b ' v + c ' w =  dtL 0 

wo n, 6, c gewisse Constanten bedeuten, so lassen sich 
dieselben bekanntlich auf drei Differentialgleichungen von 
der Form 

reduciren, wobei die drei Werthe von Y durch die Gleichung 

a-y, a' , 
6 , 6 ' - ~ ,  ,,;''' 1 = o 
c , c' , c - Y  

gegeben sind. Demnach setzen sich die u, v und w im allge- 
meinen Fall linear aus drei Gliedern von der Form 

zusammen, wo r,, r2, v3 die drei Wurzeln der Gleichung 
in Y sind. Es treten also in den Integralen im Allgemeinen 

h i  Argumente auf. Sol1 nun das eine von diesen Argu- 
nenten verschwinden, was also nicht etwa dadurch, dass 
3ie Gleichung zwei gleiche Wurzeln erhalt, was die Symme- 
hie verletzen wurde, geschehen soll, so muss die obige 
Determinante fur $8 = o identisch Null sein. Dies letztere 
ist aber zugleich die nothwendige und hinreichende Bedin- 
y n g  dafur, dass sich die Constanten R,  ,u und v so be- 
stimmen lassen, dass 

identisch verschwindet. 
In den Differentialgleichungen fur die absoluten Be- 

wegungen eines Systems von drei Korpern haben wir nun 
in dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes einen 
ahnlichen Umstand. Denn derselbe sagt, dass 

Es scheint also, mit anderen Worten, die Gultigkeit 
des Satzes vom Schwerpunkt in den1 Dreikorperproblem 
darauf hinzuweisen, dass nur zwei Argumente in den rich- 
tigen Ausdrucken fur die Integrale auftreten konnen. Aller- 
dings ist dieser Schluss nicht streng, da wir oben rnit line- 
aren Differentialgleichungen zu thun hatten, was hier nicht 
mehr der Fall ist. Es gilt ja aber auch nur zu einer Ver- 
muthung in Betreff der wahren Verhaltnisse zu gelangen, 
um darauf eine indirecte, zu den1 richtigen Resultate fuh- 
rende, Methode zu begriinden. 

Ich konnte noch andere Indicien anfuhren, die dafiir 
sprechen, dass die Zahl der Argumente nur zwei sein 
kiinne; so z. B. scheint von Lagrange .- vergleiche 
Jncobi, Vorlesungen uber Dynamik pag. 23, Formel (4) - 
darauf hinzuweisen. Indessen hake ich mich fur den Augen- 
blick damit nicht auf. 

Wir wollen deshalb jetzt die Annahme machen, dass 
in den wahren Ausdrucken fur die gesuchten Integrale des 
Systems (5) und (6) wenn wir fur dieselben bestandig con- 
vergirende trigonometrische Reihen suchen, nur zwei Argu- 
mente vorkommen, die wir, der >ungestortene Bewegung 
analog rnit rzt und n't bezeichnen. Wenn diese Annahme 
auf keinen Widerspruch fuhrt, und wenn wir ausserdem 
I z Integrationsconstanten erhalten, so sind wir iiherzeugt, 
dass sie zum Ziele leiten wird. 

Wir fuhren nun ein Raisonnement, das dem beim 
Zweikorperproblem gefuhrten vollstandig entspricht. 

Wenn namlich x, y ,  2, x', y' und z' sich nach Viel- 
fachen von nt und n't entwickeln lassen, so muss dieses, 
innerhalb gewisser Grenzen der Integrationsconstanten, auch 
fur die Functionen: 

I 1  I 
- -  und - - 

r : I  ' r'3 A% 
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gelten. Wir konnen demnach in ( 5 )  und (6) die Func- 
tionen Qi, @’, ?P und P’ - wenn das Problem gelost 
ware - als ebensolche Ausdrucke auffassen. Den friiheren 

Bemerkungen uber simultane Differentialgieichungen solcher 
Beschaffenheit gemass, konnen wir alsdann sofort den Schluss 
ziehen, dass sich x und x’ in folgender Weise darstellen lassen: 

worin A,, A’, a. und a’, Integrationsconstanten sind. Be- 
zeichnen wir mit B,, B’o, C,, c,, b0, f,, yo und y’, die 
8 ubrigen Integrationsconstanten des Problems, so ergeben 
sich fur y, y’, z und z’ genau dieselben Ausdrucke, indem 
wir nur fur y z. B. in dem Ausdrucke fiir x A,, A’o, ’ao 
a’? durch B,, &Io, Po und zu ersetzen haben, u. s. w. 
Die I- und p-  Coefficienten bleiben dagegen unverandert. 
Es ist weiter ersichtlich, dass diese Coefficienten sowie n 
und H’, welche noch unbekannte Functionen jener Integra- 
tionsconstanten sind, insofern symmetrische Functionen der- 
selben sind , als eine gleichzeitige Vertauschung zweier 
Elemente in den vier Reihen 

4, 4p G# 
A’ot Bop C0 
a!, 1 rs!, 1 Y!, 
flu, B O ?  y o  

keine Veranderung derselben hervorbringt. Schliesslich 
haben wir 

$4 = 240 = 
1 0  0 1  

zu setzen. 
Der Vortheil davon, dass wir die Bewegungsglei- 

chungen in der Form ( 5 )  und (6) geschrieben haben, be- 
steht also hauptsachlich darin, dass wir im Stande waren, 
die allgemeine Form der Integrate anzugeben und zwar in 
einer solchen Weise, dass die eigentlichen Integrationscon- 
stanten des Problems, getrennt von den synimetrisch in 
denselben zusammengesetzten Coefficienten, zum Vorschein 
kommen. Die nachste Folge hiervon wird, dass wir zur 
Bestimmung der Unbekannten nur der zwei Differential- 
gleichungen 

uns zu bedienen haben 
Um nun einen vollstandig strengen Schluss ziehen zu 

durfen, ware es eigentlich nothwendig, die Substitution der 

gewonnenen Ausdrucke fur die Coordinaten einzusetzen, um 
somit die Bestimmungsgleichungen fur die Unbekannten zu 
erIangen. Zu diesem Zweck ist es nothwendig, die Ent- 
wickelungen von 

- , Giig und - 
Y3 ’ 4 3  

I 1  I 

zu haben. Die Moglichkeit dieser Entwickelungen hang 
nun von den Werthen der Integrationsconstanten ab. Mit 
Hiilfe der vorhin angegebenen Bedeutung und des Zusam- 
menhangs derselben mit den gewohnlichen elliptischen Ele- 
menten des Zweikorperproblems, sieht man sofort ein, dass 
hierfiir folgende Bedingungen unerlasslich sind : 

I )  Es muss das Verhaltniss -, bis auf Grossen von 

der Ordnung der Excentricitaten und gegenseitigen 
Neigung der Bahnen entweder bestandig < I 

oder > I bleiben. 
2)  Es durfen die Excentricitaten und die gegenseitige 

Neigung der Bahnen eine gewisse Grenze nicht 
iiberschreiten. Fur die Excentricitaten ist diese 
obere Grenze nicht zu sehr von Eins verschieden. 
Dagegen darf die Neigung nicht gar zu gross 
werden. Indessen sind die genauen Grenzen selbst- 
verstsindlich sehr schwer anzugeben. Immerhin 
sind diese Bedingungen fur die alteren Planeten 
und die meisten der kleineren erfullt. 

Es folgt hieraus, dass unsere Schlusse nur in den 
letztgenannten Fallen Giiltigkeit haben konnen. Ob man 
wegen dieser Umstiinde darauf verzichten muss, z. B. die 
periodischen Cometen als zu einem stabilen System gehorig 
zu betrachten , kann erst durch eine tiefere Untersuchung 
entschieden werden. 

Selbstverstandlich kann es nicht meine Absicht sein, 
hier die geforderte Substitution wirklich auszufuhren. Ich 
will nur Folgendes hinzufugen, was geeignet sein wird, die 
M o gl i  c h k e i t der Bestimmung der Unbekannten nach 
dieser Methode einleuchten zu lassen. 

Indem wir namlich die Entwickelungen von Qi, - - . . 
vornehmen, haben wir dieselben so zu schreiben, dass jedes 
Glied die Form 

9- 

Y 

a.  /iI cos (iH+z’H’) t 



I 1  I 2 5 0 3  1 1 2  

bekomnit, wo nr eine bekannte Function der Integrations- 
constanten und p die zu bestimmenden Grossen enthalt. 
Wir benierken weiter, dass, wenn wir die oben gegebenen 
Werthe fur x und x' in der Form 

x = A,, g,+ A'o's', 
x' = A'& + A0 & 

schreiben, so konnen wir anstatt der obigen zwei Differen- 
tialgleichungen in x und x' die folgenden vier benutzen : 

woraus leicht ersichtlich ist, dass wir die nothige Anzahl 
von Gleichungen, und zwar weder mehr noch weniger, zur 
Restimmung der Coefficienten I ,  I', ,u, p' und n, a' er- 
halten. - 

Ich schliesse jetzt das Thema fur. diesmal, und will 
nur noch einige Satze hinzufugen, die wohl an und fur sich 
Interesse zu haben scheinen. 

I )  Die Integrale des Dreikorperproblems lassen sich, 
abgesehen von dem von der Rewegung des Schwer- 
punktes herruhrenden Theil , als trigononietrische 
Reihen von z w e i Argumenten nt  und n't darstellen. 
In diesen Ausdrucken kommen weder seculare noch 
andere Glieder sehr langer Periode vor, als solche, 
die von einem nahezu rationalen Verhaltnisse der 
beiden Grossen n und n' herriihren. Wenn n und 
n' in einem exact rationalen Verhaltnisse stehen, 

so wird dadurch die Stabilitat n i c h t  gefahrdet. 
Die Gultigkeit jener Entwickelungen hangt von den 
numerischen Werthen der Integrationsconstanten ab. 
Im Falle der acht alteren Planeten convergiren die- 
selben unbedingt, woraus zu schliessen ist, dass das 
System der Sonne und dieser Planeten, wenn keine 
anderen Krafte, als die Newton'sche Gravitation, 
einwirken, s t a b  il ist. 

2) Es giebt unendlich viele Keppler'sche Ellipsen, die 
so beschaffen sind, dass sie die Bewegung eines 
einzelnen Planeten um die Sonne his auf Grossen 
der P storendens Massen reprasentiren. Die Elemente 
dieser Ellipsen sind entweder die wahren Integra- 
tionsconstanten A,,, R,,, C,, ao, Po, yo oder solche, 
die von diesen uni Grossen von der Ordnung 
der storenden Massen abweichen. Indessen muss 
in allen diesen Ellipsen die mittlere Bewegung den 
wahren Werth n haben; derselbe kann also nicht 
aus den sechs Elementen und der Masse des Pla- 
neten in gewohnlicher Weise berechnet werden. 
Wenn fur die mittlere Bewegung ein anderer, noch 
so wenig von der wahren, verschiedener Werth 
gesetzt wird, so wachsen die Abweichungen einer 
solchen Bahn von der wahren im Laufe der Zeit 
zu Betragen an, die von derselben Ordnung wie 
die Coordinaten selbst sind.*) 

In einer spateren Abhandlung werde ich die hier zur 
Sprache gekommenen Fragen ausfuhrlicher und zum Theil 
in anderer Weise behandeln. 

Dorpat 1883 Februar 2 0 .  

And. Lindskdt. 

") Um dies einzusehen, fassen wir die HauptFliedrr i n  x in die 
Form XU cos(nt+a)  msanimen \Venn nun 110 ein \'on n etwas ver- 
schiedener \Verth ist, so wird die Differenz xo cos ( n t t o )  --x0 cos(n,t+a) 

- 
nach einer Lrit = den Hetrag 2x0 erreichen konnen. 

n-72" 

Verniischte Nachrichten. 
In Nr. 25 des .Copernicus. theilt Herr IVilliain E. Pluinmer in Oxford eine Uerechnung der Eleiiiente tles Cometen 1881 V (Denning) 

mit. Aus der nur sehr kurzen Reihe der wenig zahlreichen Beobachtungen dieses Cometen, von 1881 Oct 5 bis Kov. 19, ergab sich: 

T :-- 1881 Sept. 28.5 mittl. Zeit Greenw. 
M = 1'40' 35:'39 
n = 18 36 12.78 

i = 6 50 2261 
q = 56 8 28.42 

&$ = 65 52 2.04 

l oga  =- 06315148 
Periode = 3235 Tage. 

~ 

I n h a1 t :  
Zu h'r. 2503, And. Lindstedt. Ueber die allgerneine Form der Iiitegrale des Dreikorperproblems. 97. -- Vermischte Nachrichten. I I I .  
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