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and consequently the proposed equation takes the form
Xdo = 0.

Partial differential equations of higher orders also admit of trans-
formation to a similar form. For, from what was shown before, the
partial differential coefficients of the dependent variable 4 with respect
to the independent variables =, 2;, ... may be expressed in terms of

g-—;’,. %, ... And if we then put

d d
Y = Po a% =Py a;z =Da e
the proposed equation will become

f(pOa P --') = 09
together with dpy= pdz, dp,=p,de, .3
and if, by means of the equation f=0, we eliminate one of the vari-
ables, it will remain only to integrate the last system. If in these we
equate to zero the coefficients of the various combinations of the units,
we shall have a series of equations which may be reduced to the form

Xde =0, say Xde=0, X dz=0, ..,
which, by a former process, may be comprised under the general ex-
pression Xda=0.

But this will not, in general, be free from the units ¢), y, ... ; and con.
sequently methods of integration applicable to the reduced form of
¢quations of the first order will not be applicable to this case.

Sur UIntégration des Fonctions Circulaires. -Par M. HERMITE.
[Read November 14th, 1872.]

En désignant par f(sina, cos®) une fonction rationnelle de sin 2
et cos #, le procédé enseigné dans les éléments pour obtenir I'intégrale

/ Jf(sinz, cos ) d= consiste 4 changer de variable en posant tan Jz=¢,

ce qui raméne en effet 4 opérer sur une simple fonction rationnelle de .
Toutefois 4 ’égard des expressions de la forme sin™ #, ou sin™ # cos"x,
on snit une autre marche en employant soit l'intégration par parties,
soit la transformation en fonction linéaire des sinus et cosinus des
multiples de la variable. Cette diversité de procédés reud, il faut le
reconnaitre, les éléments du calcul intégral moins intéressants que
ceux de la géométrio et de I'algdbre, et c’est ce qui m’a porté A suivre
une autre marche, en déduisant de 1'étude gqne je vais exposer de la
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fonction transcendante f (sin z, cos #) le méthode qui en donnd l'in-
tégrale sous forme finie explicite.

L. Jo partirai de la transformation en une fonction rationnelle de la
quantité f(sin®, cos®), qu'on obtient en posant: eV T=2z; do fa
résulte en effet : '

. 7—1 7+1
sin ¢ = , COB@==-—"3;
227 —1 2 .
de sorte qu’on peut faire : ()
. I gz
f(sinz, cos z) = F )

F(2) et F,(z) désignant des polyndmes entiers en z. Cela posé, je
vais montrer que de la décomposition en fonctions simples de la

. fonction rationnelle %T(g résulte une décomposition en é1éments simples

qu'en donnera semblablement et d'une maniére immédiate 'intégration.

Considérant dans ce but la quantité Ez_l-_u,)"’ qui est le type des fonc-
tions simples, jo pose a=e"¥~", ce qui sera toujours possible en ex-
ceptant le cas de =0, et je remarque qu’on aura:

14V —1cot 222
1 1 _ + 1 cot 3
2—a ep«/j_euJ—-—l eV -1

De 13 résulte une premiére transformation du groupe des fractions
partielles :

P P| Pn
7t G—ay Foeennt Gy
en un polyndme entier et du degré #+1 en cot w‘—&a, mais. nous pou-
vons faire :
d cobz 1 d’ cota
3y e Y — 3 = =
cot’ s =—1 I cot’» cota;+2 o etc.,.
et la relation identique:
R
cot*la = —cott-1 g — 1 S0 2
]

montre que de proche en proche on exprimera linéairement cot"z au
moyen des dérivées successives de cot z, jusqu'a celle d’ordre n—1.
Nous parvenons donc & ce nouveau résultat savoir :

P P, P,
z2—a (z—a) Foeee + (z—a)"*!
d coh‘-c—':g—a ar cotz‘_)CI
=C+Acot EZF 4A, — -2 4 ... + A, =

2 da dz®
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les constantes C, A, A,, ... A, dépendant linéairement des divers
numérateurs P, P, ... P,. Ce point etabli, je mettrai en évidence, si
elles existent, les racines nulles du polyndéme F(z), en faisant:

F(z) = 2" (z—a)"*! (z—b)"* ..o (2= 1),
et je modifierai la formule générale de décomposition en fractions

simples, en réunissant & la partie entidre du quotient P1(2) 1os fractions

F(2)
. 11 1
partielles en PR de maniére & avoir :

Fi2) _ =F P P, P,

(2 ) (z )+ S + —(z—a,)" + e + G—a)y
Q Q Q

+ —3 + G—b) +.eeee G—byrt
S S, S,

oy Tt o

ou F(2) sera par conséquent de la forme Za,z*, avec des puissances
entiéres mais positives ou négatives de 2. Maintenant nous conclurons
de cette formule élémentaire en revenant 3 la valeur z = ¢*¥~! l'ox-
pression suivante de la fonction f(sinz, cosz). La quantité F (z)
d’abord devenant :
S, Y"1 = g, (cos kz+ v —1 sin kx)

nous donne une premiére partie que je désignerai par M (z) et qui en
sera considérée comme la partie entidre. Les fractions partielles
dounent ensuite une seconde partie ®(z), qui en posant:

a=e"", b=V, ... l=eVT
aura la forme suivante :

d cot :_v_T-;_(t_ d" cot E‘QE

®(z) =C+AcotZ 2 2 +A, T +onen +A, a7
3 d cot :_c_@ d° cot Z oﬁ

+ B cot 2 +Bl dz + ...... + Bp dmp
Y d cot w;k d’ cot m—‘)-)\

+ L cot 5 + L = F e +L.T'

La détermination des coefficients A, B, ... Li; A}, B,, ... etc. rendra plus
complite encore I'analogie de la formule que nous venons d’obtenir :

f(sinz, cosz) =M (2)+ & (z),
avec celle de la décomposition des fractions rationnelles en fractions
simples.
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II. Je forai dans ce but, en ayant en vue le groupe des coefficients
A, A, ... A, e=a+Ph, et jo développerai les deux membres suivant
les puissances croissantes de k. Or les séries provenant ainsi de la

B

pertie entidre, et de cot w_;_’ veee €O ”—;—'\-, ne contiendront que des

puissances entitres et positives de %, tandis que la quantité cot z—a

et les dérivées donneront un nombre fini et limité de puissances
négatives. - Nous avons en effet:

—a B_2 h_ W
cot 222 = cot = s = —

2 2- 2 6 360

et comme la dérivée de k prise par rapport & = est 'unité, on déduira
de cette relation, si on se dispense d’écrire la partie entiére :

a cot 9
— = (L2
lo développement du second membre II(z)-+®(z) se composant ainsi
des termes L 2
T

et d’une séne infinie de puissances positives de %, mous obtiendrons
Ay, A, ... A, en formant la portion du développement du -premier
membre, qui est composée des seules puissances négatives de k. Sup-
posant & cet effet :

- f[sin(a+4), cos(a+4))] _E Q;H-l 12"% ...+(—1)”L—2—ﬁ'§—%,
on aura immédiatement :
2A.1 = “2[1, 2A.g =3 SIIQ’ Y 2A1| = Q[M

et j'ajoute que si I'on multiplie membre & membre 1'égalité précédente
avec celle-ci que donne le théoréme do Taylor :

—a 'y r?—a
oy 2=a=h _ b s—a b d cot 5 N . d*cot 5
2 2 1 da 1.2 da? e
n & COt-m_‘Zg
""" +(=1) 1.2...n dx® Hoeeees

g . . ’ 1
on troavera pour le coifficient divisé par deux, du terme en P pré-

s »
cisément :
d’l

w-——
AcotZ=% 4 A, 2 F oo + A,
2 dw
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Le groupe total des él¢ments simples, .se rapportant 4 la quantité z=a
qui rend infinie la fonction proposée, est ainri le demi résidu cor-
respondant & =0 de I'expression:

—a—h

f [sin («+1), cos (a+h)] cot Z— 5

résultat analogue comme on voit & un théoréme connu de Lagrange.

III. Aprés avoir jusqu'ici suivi pas & pas la théorie de la décom-
position des fractions rationnelles en fractions simples, nous allons
introduire mne considération nouvelle qui & son origine dans la pro-
priété caractéristique de la fonction f(sinw, cosz) d'étre périodigue.

Je remarque que, d'aprés la relation : cot % = cot ¢ + cosec 2, la fonc-

tion ®(z) I'exprime en termes de deux formes, d savoir: diac—gf et
‘—z—%’ff—cf, les premiers ayant pour période m, et les autres ge reptd-

duisant en signe coutraire lorsqu’on change # en »+. Or a I'4gard 8
Il (2) = 3ay (cos kz+ + —1 sin kz),
si I'on désigne par @ (z) I’ensemble des termes ol % est pair, et par 7 (2)
I’ensemble des termes oii k est impair, on aura de méme :
0(xt+m)=0(2), n(ztr)=—n(2).
De 13 résulte la décomposition de la fonction proposée en denx parties
© (z), H (z), de sorto qu'on aura:
J(sinz, cos #) = O (z)+ H(z),

avec les conditions :

O (z+7) =0O(x), H(z+w)=—H(v),
les expressions des uouvelles fonctions introduites étant :

O (x) =0 (z)+A oot (“"'“)"‘Ald—cﬁ'a%——") +...+A"d" cofi;—“

+Beot(z—P) +B, %49:_@2 +...+B, cot (2=0)
» dr
+ Lot (e—2) +1Ly ii_cﬁd%—_".) +__.+L.d'£z§:—x2,

et

H(z) =n(z)+ Acosec(z—a)+ A, d______g____cosecd:— a) +...+4A d__________cosz;&:c— a)

+B cosec(x-—ﬁ)-{-BlidM__@ fo +B’dﬂcos;¢;€w—ﬁ)

dcosec(a'-)\) +. +Ld‘cosec(a;——)\)

+ Lcosec(z—\)+ L, o
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Nous voyons donc apparaitre deux éléments simplés distinets, cot z et

cosec &, ou —.ull-—;, appartenant en propre aux fonctions dont la pério-

dicité est celle de © (@) ou H (:v), an lien de-cot 2 qui dans le cas

z’
général a le rdle de la quantité ;;- 4 I'égard des fonctions rationnelles.

C’est par les applications qu’on recounaitra surtout l'utilité de ces dis-
tinctions, et pour commencer par un cas bien facile, j'envisagcrai

d’abord la fonction L En premier lieu jobserve que si I'on
oS @ —Cos @
introduit le variable z=¢™ -1, il vient:
1 2z

cosa—cos® 2z cosa~1—23’
or les racines du dénominateur sont évidemment les quantités ¢V,

6*~1; le numérateur est sealement du premier degré, ainsi la partie
entlere [1(z) n’existe point, et nous anrons:

L =C+Acotm2a+Bcot‘c;'“.

CO8 ¢ —COS @

Calculant maintenant les résidus pour ® = a et ® = —a, j'obtiens les

quantités —.l—, - ——1—, et pa.r suito, en divisant par deunx, les valeurs
sln a sln a
1

1
= = — il .
A S ain o’ B 2sina’ de sorte qu’il vient

1 =C+ 1 [cotw;a—cot”+a].

COS @ —Co0S @ 2sina 2

On trouve d’ailleurs sans peine que C=0, .mais voici pour des cas moins
faciles une détermination directe et immédiate de cette constante.

Supposons engéliéral: f(sin @, cos @) = ];‘A(f)z’ F () ne contenant

point le facteur z et étant de degré au moins égal & celni du numé-
rateur ; la partie désignée par @ () existera seule dans I’expression de
1a fonction qui sera ainsi:

d cot =
J(sinz, cosz) = C+Acotw2a+A1 da:2 T
z—f
B 2—p d cot 5
+B cot g +B, T T
s—A
- Y d cob 5
"4+ L cot +1, I

2 da
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Or jo dis (iu’en nommant G et H les valeurs de %‘%—3 pour z nul et in.
fini, on aura: C = 1 (G +H). En effet, la relation

z—a g#- V141 ‘\/'—ze"“/:-'-lv-l
2—a _ A o —je T +1
cot 2 e.("‘)r -1 2o~ V1—1

fait voir qu'en supposant # nul et infini, toutes les quantités cot z-z-a

se réduisent & — v/ —1 et + +/—1 ; elle montre aussi que leurs dérivées
des divers ordres s'évanounissent, nous avons par conséquent :

G=0—(A+B+....+L) V=1,
H=C+(A+B+.....+L) V~1,
dou: - A+B+...... +L=(}-—§'—E—[ v -1, C=q€—g.

Dans 'exemple considéré tout & I'heure, on trouve sur le champ G=0,
H=0, de sorte que C est nul comme nous I’avons dit. Ces deux rela-
z—t
2
donneraient, comme il est aisé de voir, Ia décomposition de @ (?) en
éléments simples, mais sans m'arréter & cette remarque, je vais immé-
diatement donner plusieurs exemples de cette décomposition,

tions que nous venons d’obtenir, appliquées & la fonction ® (2) cot —

cos me
€OB £~-C0S @
2" +1
2" ' (1—2z cos a+2%)

une partie entidre qui s’obtient ainsi. Partant de ces deux identités:

1°. L'expression , ol m est un nombre entier, devient en

faisant ¢*V71 = 2,

, ob contient par conséquent

- gina

m = gin a+2 sin 2a + ...... +z"‘" sin (m—l) a+t
m-18i0 ma—zsgin (m—1) a
1—2zcosa+2?
sin a sin e , sin 2a sin ma
1—2zco8a+2® 22 = Foenees P .
‘ 1 zsin (m+1) «—sinma
2™+ 1—2zcosa+z’ ’

je les ajoute aprés avoir divisé la prem.lere par 2™"! et multiplié la
seconde par 2™*!, et j’obtiens :

(#"+1)sina
2™ (1—22 cos a+2%)

+ ...+ (z+27") sin (m—1) a +sin ma+

= ("'42'""") sina+ (2" "*42*"") sin 2a

¢ [sin(m+1) a—sin (m—1) a]
1—-2zcosa 42

.

Si maintenant nous remplagons # par 'exponentielle ¢* -¥, nous aurons,



1872.] PIntégration des Fonctions Circulaires. 171

en divisant par sin a :
co8 mx cos ma
——— =(2) + ——,
Cosx—cos a COS &—COS u
en faisant :

H(z) =

—2)z+

...... +2 gin (m—1) a cos #+sin ma],

2°. La fonction :i 2 o) m et n sont entlers, prend la forme’

n nz
=1
i Py | et aura de méme une partie entiére, si 'on suppose m >n.

J’emploie pour I'obtenir l’idexitité :
zmm z’;:—l =" "
z¥—1

z(ﬂhl)n-n__zn-(ak-l)m
z!u _1 ?

+zm-(u-l)n+z(ﬂ—l)n-u+

ot je prends pour % le plus grand entier contenn dans mn de sorte

quon ait A =2 } ¢, e étant positif et moindre que I'unité. . Il en

résulte que
(Ck+1)m—n=2en et n—(2k—1)m=2(1—¢)n;
ainsi dans la fraction du second membre le numérateur est de degré
inférieur an degré du dénominateur. L’identité employé se vérifie
d’ailleurs sur le champ, car elle se transforme, en remplagant z par
¢~} dans I'équation connue :
M = 2co8 (m—n) 2+2cos (m—3n) 2+ ......
sin na .
+2 cos [m—(2k—1) n]z 4 SR (Ehn—m)z
- sin na

Nous obtenons ainsi :
I (#) = 2 cos (m—n) z+2 cos (m—3n) z+ ... +2 cos [m—(2k—1) n] ®
ot ()= sin M ou simplement & (z) = 22T

sin nz sin na’
m étant supposé actuellement inférieur & # en valeur absolue. Ceci
établi, les racines de 1'équation 2*"—1 = 0 sont données par la formule

ke —

a=e pour =0,1, 2, ... 2n—1, et sil'on fait a = k; le résidu

: me
de la fonction gin correspondant & la valeur s=a sera
sin ne

ginma _ (—1)*sinma
7 Co8 na n
et nous obtenons par conséquent

sin me _
sin ne

x r—a
2"’2‘.( 1) smmacot—2 .
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Mais ayant @ (z+r7) = (—1)™*"® (z), la fonction appartiendra au type

© (z) ou H (), suivant que m+n sera pair ou impair ; de sorte qu'il

vient pour le premier cas :
sinmz _

4 2 x t (e—
inne = (—1)*sin ma co (a; a),.

et pour le second :
Csinmz _ 1 5 (-1) sin ma_
sin nz 2n sin (¢—a)
Or les termes des deux sommes qui correspondent aux valeurs k et k+n

.sont égaux, on peut donc en doublant se boruer a prendre k=12
n—1, le résidu relatif & k=0 étant nul.

8°. L’expression cot (¢—a) cot (z— /3) ...... cot (& —x) cot (z—Q), en
désignant par n le nombre des facteurs, et faisant: .a=e¢* Y b=etV, L
1=¢'Y-1, aura pour transformée en z:
. (B4 (40D ...... )
= G
On voit que le numérateur et le dénominateur sont du méme degré, ainsi
il n’existe pas de partie entiére et nous avons seulement & calculer ® ().
Or los 2n racines du dénominateur sont d’une part: o LETP L S
¢*¥~', et en outre ces mémes quantités changées de signe, c'est & dire
gtV gV ghenVTTs Qgilleurs @ (z47) = ® (2), ainsi la
fonction proposée a.ppa.rtlent aun type © (@), et ses éléments simples ol
figurent les arguments a et a -+, B et 8+, etc., se réduisent & cenx-ci
cot (z—a), cot (z—p), .. cot (z—A). Nous aurons en conséquence :
® (z) = C+ A cot (z—a)+Bcot (a—0)+ ..... + L cot (z—A),
A; B, ... L étant les résidus de & (z) pour 2 =a, B, ... A; c'est & dire:
A = cot (a—f) cot (a—7) ...... cot (a—2Q),
N B=cot (ﬁ—a) cot (B—7) ...... cot (B—=1),

son con von

= cotb (A—a) cot (A—pB) ..c.c. cot A=x).
Enfin la constante C s’obtient par I'équation C = } (G +H), au moyen
des valenrs, G = (—+'-1)", H = (+/=1)" qu'on tire de la trans-

formée en £ pour # nul et infini, ce qui donne simplement : C = cos ’;—r.
'4°. On traiters de méme enfin I'expression plus générale :
F (sin z, cosz)
sin (z—a) sin (x—g@)... sin(z—A)’

oit le numérateur est un polyndme entier en sin 2 et cos #:"en supposant
qu’il soit homogene et de degré m—1, on sgera amené & la relation
suivante:
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¥ (sin @, cos ) .
sm(w-—-a) sin(z—f" ... am(a:-—k)

_ ¥ (sin a, cos a) ~ 1
sin (a—B) sin (a—7) .. sin {a—A) ' sin (z—a)
+ F (sin B3, cos 3) ' 1

sin (B—a) sin (B—7) ... sin (B—N) ° sin (2—B)

+ F (sin A, cos-\) » 1
sin (A —a) sin (A~p) ... sin A~g) ’ ‘sin (-’

Nous en déduisonsz en chassant le dénominateur :

sin(z—p) sin (8—y) ... sin(—2X)

sin (a—p) sin(a—y) ... sin(a—A)
sin (z—a) sin(@—7y) ... sin(z—1) .

+ Sin (3—a) sin (B—7) .. sin (B—A) F(sin B, cos f)

sin (h :a) sini:.u"—‘ B) .. sin.i. .:;:) o

sin(;;—a) sin(A—p) ... ?in(i_x) F(sin A, cosr),

F(sing, cosz) = . F(sin q, éos a)

résultat qui se rapporte & la théorie de I'interpolation, comme donnant
P'expression de la fonction F (sinz, cos@) ol entrent = coefficients
arbitraires, au moyen des 7 valeurs qu’elle prend pour z=a,f3, ... A

IV. C’est pour obtenir l’intégxule de la fonction f(sinz, cosw) qu'a
été établie la formule de décomposition en éléments simples, et on voit

en effet que d’une part j [ (z) dz se calcule sur le champ, et de Vautre -
en ce qui concerne f o (2) dz, il suffit-d’ emp]oyer la relation qui

g’établit immédiatement :

g—a . 2—a
/cotTdm._2]ogsm 7

K I'égard des quantités: f O () dz, f H(r)dz, on se servira de
celles-ci :

fc°t(” —a)dz =1log sin (z—a) et fCOSec (z—a)de = log tanga'—'——;".

Quant aux expressmas qui figurent en dehors des termes logarith-
miques, & savoir :

n -1 —
" A, cob (z—a) + A, 4.0 d cot (x—-n) ¥ +A,, d c(:;z(m a)

' < — [n-1 -
et A, cosecc(z—a)+ A4, d____)co,.ezim D4 .. +A, %7 coseolz—a) c(:;::_(f a),
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on prouve aisément que la premiére étant un polyndme du n° degré en

cot (x—a), la seconde est le produit d’'un polyndme semblable en

cot (z—a), du degré n+1, multiplié par le facteur cos (z—a). .Ces

quantités sous ces formes nouvelles sont parfais d’une détermination

~ plus facile, et j'en donnerai un exemple en considérant l'intégrale

/ “cot*! @ds, Pexposant « étant entier et positif. D’aprés la méthode

générale, on fera :

@ cot
d;v" !

ot les coefficients s’obtiendront, soit au moyen des relations successives:

d cot x 1 d®cot 2

cot' z = —1- - cot’ ® = —cot 2 et g~

goit en formant la puissance n+1 et les dérivées de la série:

1 ¢z o

cot @ = ol Sl Or la substitution cot » =14, qui est in-

COtM]x e C+A 00t¢+A-1 -‘-i—c‘-i%:-;-f;-f- peiee +An

ete.,

diquée par la forme connue d’avance de l'intégrale, en donne facilement
- o £ de
la valeur, puisqu’elle devient ainsi: : f T t" et on obtient, 81 # est :

impair :

nel - _cottz , cot" 21 n)
Jeorrtade = — S TR (=] T ootz (1) e,

n n—2

- et en supposant n pair:

fcot"‘zdx—-—c—“—m+9o—ﬂ.—r-— A (= 1)’ COt z+( 1)’ log sin z.

n n—2

Rapprochant ces résultats de l'expression donnée par la formule
générale, savoir :

A, %) cota d*-! cotz

fcot""a:dz = Co+Alogsinw+A, cotz+... + T

nous en tirons cette conséquence que Yona: A=0on A= (—1)5, selon
que 7 est impair ou pair. En terminant je remarqaerai que cette seule
connaissance du résidu A relatif & la valeur =0 de la fonction cot** 'z,
suffit pour la détermination compléte de la série :

.cotx = £+b+cx+dz’+...“... :

Et dabord de ce que le terme en ;—manqué dans le carré, la quatridme

puissance, et toutes les puissances paues, on conclat de proche en,
proche les conditions : '5==0, d=0, ... c’est & dire que lo développement
ne contient que des puissances impa.lres de la variable, et a la forme :
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cotz =2 + Bz +y2*+ ... De co que la coefficient du méme terme est
+1, —-1 +1, etc.,, dans la premlere, la troisiéme, la cmqmeme
puissance, etc., on tire aisément les égahtés a=1l, 8a’f =-—1,

9a'y+10a%3* =1, d'ott f=—-4, vy =—2 etc. C'est donc & un nou-
veau point de vue une détermination des nombres de Bernouilli.

| On the Mechanical Description of a Oubic Curve.
By Prof. Cavizy, F.R.S.

[Read 14th November, 1872.]

If the coordinates @, y of a point on & curve are rational fanctions of
sin ¢, cos ¢, v 1=F*sin’¢, the curve has the deficiency 1, and con-
versely in any curve of deticiency 1 the coordinates «, ¥ can be thus ex-
pressed in terms of the parameter ¢. Hence writing sin6 =k sin ¢,.
the coordinates will be rational functions of sin ¢, cos ¢, cos 6, or say of
sin ¢, cos ¢, sin 8, cos 8; and for the mechanical representation of the
relation k sin ¢ = sin 6, we require only a rod OA rotating about the
fized point O, and connected with it by & pin at A, arod AB, the other -
extremity of which, B, moves in & fixed line Oz. The curve most
readily obtained by such an arrangement is that described by a point
C rigidly connected with the rod AB; this is however a quartic curve
(with two dps., since its deficiency is =1). I first considered the cabic

curve - oy—1= A=) A=),
or say wy—1=—V(1-2*)(1-¥2");

writing herein # = sin ¢, and as before % sin ¢ = sin 0, we have then
ysin ¢ =1—cos 0 cos p; which values may be written

@ = sin ¢, .
— 1—cos (6+ ) — sin6.
- sin ¢

I found, however, that this was ‘not the cubic curve most easily con-
structed ; and I ultimately dev1sed a mechamcal arrangement consist-"
ing of— '



