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and consequently the proposed equation takes the form

Partial differential equations of higher orders also admit of trans-
formation to a similar form. For, from what was shown before, the
partial differential coefficients of the dependent variable y with respect
to the independent variables xu x%i ... may be expressed in terms of

, »• -r*s> ••• And if we then put
dx dxr

dy d?y

y=pQ, -J.=plf -jL=fr .»..
the proposed equation will become

together with eZpo = pidx, dpi^padxt . . .;

and if, by means of the equation / = 0 , we eliminate one of the vari-
ables, it will remain only to integrate the last system. If in these we
equate to zero the coefficients of the various combinations of the unitR,
we shall have a series of equations which may be reduced to the form

Xdz = 0, say X^a* = 0, XjC?aj = O, ...,

which, by a former process, may be comprised under the general ex-

pression HLdx = 0.

But this will not, in general, be free from the units tu »a, •••; and con-
sequently methods of integration applicable to the reduced form of
equations of the first order will not be applicable to this case.

Sur VIntegration des Fonctions Circulaires. Par M. HEBMITB. "

[Head November Uth, 1872.]

. En de"signant par /(sin x, cos a) une fonction vationnelle de sin a?
et cos x, le proc^de" enseigne" dans les e^inents pour obtenir l'integrale
/ /(s in x, cos x) dx consiste a. changer de variable en posant tan \x=ty

ce qui ramene en effet a operer sur une simple fonction rationnelle de t.
Toutefois a l'dgard des expressions de la forme sinm x, ou sinm x cos" x,
on suit une autre marche en employant soit l'int^gration par parties,
soit la transformation en fonction line*aire des sinus et cosinus des
multiples de la variable. Cette diversity de proc£des rend, il faut le
reconnaitre, les elements du calcul integral moins int^ressants que
ceux de la ge'om^trio et de l'algebre, et e'est ce qui m'a porte a suivre
une autre marche, en deduisant de l'etude que je vais exposer de la
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fonction transcendanfce /(sin x, cos a;) le methode qui en donne1 l*ixi-
t^grale sous forme fiuie explicite.

I. Je partirai de la transformation en ane fonction rationnelle de la
quantite / (s inx, cosx), qu'on obtient en poaant: er^'1 = z; de la
re'sulte en effet:

sin x = Z ~ — , cos X = ^ - ~ ;
^ l 2

de sorte qu'on peat faire: "*
F (z)/ (sin as, cos x) = j f H ,

F (z) et Fx (2) designant des polyn&mes entiers en a. Cela posiS, je
vais montrer que de la decomposition en fonctions simples de la

fonction rationnelle ^rjr\ r^snlte ane decomposition en 616ments simples

qu'en donnera semblablement et d'une maniere immediate l'integration.

Consid6rant dans ce but la quantity ; -—, qui est le type des fonc-
(z—a)n

tions simples, je pose a = e"'v/"1, ce qui sera toujours possible en ex-
ceptant le cas de a = 0, et je remarque qu'on aura:

z—a
De la resulte une premiere transformation du groupe des fractions
partielles:

a —a (z—a)' (2—a)'

en un polyn&me entier et du degr6 w+1 en cot g~CT, mais nous pou-

, etc.,

et la relation identique:

k dx
montre que de proche en proche on exprimera lineairement cotn x au
moyen des de'rive'es successives de cot a;, jusqu'a celle d'ordre n — 1.
Nous parvenons done a ce noureau resultat savoir:

z-a' (z-ay (2-a)1"

C+Acot^+A1 5-^+ + An
 2

2 rf» rfaj"
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les constantes C, A, Au ... A,, dependant lineairement des divers
nume'rateurs P, P h ... Pn. Ce point etabli, je mettrai en Evidence, si
elles existent, Jes racines nulles du polynome F(z), en faisant:

F(z) = zm>1 (z-a)"*1 (z-6)p+1 («-2) i+1,

et je modifierai la formula generale de decomposition en fractions

simples, en reunissant a la partie entiere du quotient ~4 les fractions
F (z)

partielles en - , —, ... -—{, de maniere a avoir:

giO0-r(,) ,. P , Pi ,

+ •

{ i y^ z-i {z-iy

ou F(z) sera par consequent de la forme Sa»z*, avec des puissances
entieres mais positives ou negatives de z. Maintenant nous conclurons
de cette formule elementaire en revenant a la valeur z = e* "^ l'ex-
pression suivante de la fonction /(sin x, cos a;). La quantite F(z)
d'abord devenant:

2a*e**^71 = Sat (cos Jex+ *f—\ sin 7ca?)
nous donne tine premiere partie que je designerai par II (aj) et qui en
sera consideree comrae la partie entiere. Les fractions partielles
doiment ensuite une seconde partie *(aj), qui en posaut:

aura la forme suivante :
Jnnf , CO — -

2 ' ' dx " dxn

1 , x—(3 , . , x—3
a cot ——• Of cot —-—

4- L cot —-—h Lx h + L,
2 dx
-—h Lx h + L, —;

2 dx dx
La determination des coefficients A, B, ... L; Ab B1} ... etc. rendra plus
complote encore l'analogie de la formule que nous venons d'obtenir:

/(sin x, cos x) = 11 (as) + * (a;),
avec celle do la decomposition des fractions rationnelles en fractions
simples.
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II. Je ferai dans ce bat, en ayant en vne le groupe des coefficients
•A, A,, ... An, x = a+h, et je deVelopperai les deux membres suivant
les puissances croissantes de h. Or les series provenanfc ainsi de la

partie entiere, et de cot ^ p - , .... ootX~ , ne contiendront que des
2 2

puissances entieres et positives de h, tandis que la quantity cot —-—

et les d6riv£es donneront un nombre fini et limite de puissances
negatives. Nous avons en effet:

. a?—a , h 2 h h9

o o t — = oo t - = - - - - ^ - ,

et comnae la derived de h prise par rapport a as est l'unit&, on deduira
de cette relation, si on se dispense d'ecrire la partie entiere:

le d^veloppement du second membre II (a?) + * (») se compos&nt ainsi
des termes

A, .

et d'une serie infinie de puissances positives de h, nous obtiendrons
Ai, Aj, ... An, en formant la portion du developpement du -premier
inembre, qui est composed des seules puissances negatives de h. Sup-
posant a cet effet:

on aura immediatement:

et j 'ajoute que si Ton multiplie membre & membre I'egalit6 pr6c6dente
avec celle-ci que donne le thdoreme de Taylor:

T ,x—a. T« , a?—a
, rfCOt—— ^COt - r r—

x—a—h , x — a h 2 , h2 2

dn cot —T—

on trouvera pour le coefficient divise par deux, du terme en y, pro-

cisement:

dx + + A " dzn
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Le groupe total des Elements simples, *se rnpportaut a la quantite x=a
qui rend iufinie la fonction proposee, est ainpi le demi residu cor-
respondant a h = 0 de l'expression:

/ [sin (a + h), cos (a + h) J cot — ,

resultat analogue comme on voit a un tlieoreme connu de Lagrange.

III. Apres avoir jusqu'ici suivi pas a pas la theorie de la decom-
position des fractions rationnelles en fractions simples, nous allons
introduire une consideration nouvelle qui a son origine dans la pro-
priete caract6ristiquc de la fonction /(sin x, cos a:) d'etre pe*riodique.

Je remarque que, d'apres la relation : cot )r = cot x + cosec x, la fonc-

tion <fr(x) l'exprime en termes de deux formes, a savoir: —j°n-~ et

dn cosec x , . , / . , ± 1 1 . .
— — — , les premiers ayant pour penode r, et les autres se repfd-
duisant en signe coutraire lorsqu'on change x en a>4-T. Or a l'egfard de"

U(x) = 2a4 (cos kx+ */ — 1 sin hx)}

si l'on designe par 0 (a;) l'ensemble des termes ou h est pair, et par 7 (a>)
l'ensemble des termes ou k est impair, on aura de mcme :

De la re"sulte la decomposition de la fonction proposed en deux parties
9 (a:), H (as), de sorto qu'on aura:

/ (sin a?, cos x) = 0 (a>) + H (x),
avec les conditions :

Q(x+ir) = e(x), H(a? + 7r) = —H(as),

les expressions des uouvelles fonctions introduites etant:

O(x) = d (x)+A cot ( g - a )+A, * c o t C3'-") + . . . + A,,
aa?

+... + A,,
aa? oar

+ Bcot(aJ-/3)+B1 «̂>

I T ±r w 1 T dcot(aj—X) , , T d*oot(aj—X)
-f Lcot(x-X)+Lj ^ i +...+L, >>- ̂ ,

ax axet

da"

, T nnBantn, \\_±_i f? cosec (a;— X) , , T d'cosec (a;—X)+ Lcosec(a;—X) + L! ^ + ... +L, ~ -•
ax ' clx
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Nous voyons done apparaitre deux elements simples distincts, cot x et

cosec x, ou ——, appartenant en propre aux fonctions dont la pe'rio-

dicite" est celle de 0 {x) ou H (as), au lieu de cot - , qui dans le cas

gdnSral a le r&le de la quantity - a 1'egard des fonctions rationnelles.

C'est par les applications qu'on reconnaitra surtout l'utilite" de ces dis-
tinctions, et pour commencer par un cas bien facile, j'envisagorai

d'abord la fonction . En premier lieu i'observe que si Ton
cos a—cos x .

introduit le variable z = e"^'1, il vient: ,
1 2* *cosa—COSQJ 2a cosa—1—z2'.

or les racines du denominateur sonfc e'videmment les quantity e"^t

e —/- i . j e num^rateur est seulemenfc du premier degre", ainsi la partie
entiere n (x) n'existe point, et nous aurons:

•^^ | +-m. w v v _ | w— 'www *

cos u — cos x & 2
Calculant maintenant les r^sidus pour x = o et x = —a, j'obtiens les
quantit^s ——, :—, et par suite, en divisanfc par deux, les valeura

sin a sin a

A =s —. , B = — n . — ; de sorte qu'il vient:
2 sin a 2 sin a ^

= C +
cosa—cosx 2 siua L 2 S

On trouve d'ailleurs sans peine que C=0, mais voici pour des cas moins
faciles une determination directe et immediate de cette constante.

Supposonsengen6ral:/(sinaj, cos a;) = ~^T\t ^ (z) n e contenant
b (z)

point le facteur z et e"tant de degr6 au moins 6gal a celui du num6-
rateur; la partie de'signee par * (x) existera seule dans l'expression de
la fonction qui sera ainsi:

/(sinaj, cosa?) =
dx
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F (z)
Or je dis qu'en nommant G et H les valeurs de ' ; ' pour z nul et in-

* \z)
fini, on aura: 0 = £ (G+H). En effet, la relation

fait voir qu'en supposant z nul et infini, toutes les quantites cot ——-

se r^duisent a — V—1 et + v^—1; elle montre aussi que leurs d6riv6es
des divers ordres s'evanouissent, nous avons par consequent:

G = C - ( A + B + . / ^

d'ou:

Dans l'exemple consid^re" tout a l'heure, on trouve sur le champ G=0,

H=0, de sorte que C est nul comme nous l'avons dit. Ces deux rela-

tions que nous venons d'obtenir, appliqu^es a la fonction * (x) cot ̂ ~-
a

donneraient, comme il est ais6 de voir, la decomposition de * (t) en
elements simples, mais sans m'arreter a cette remarque, je vais imm6-
diatement donner plusieurs exemples de cette decomposition.

1°. L'expression , ou m est un nombre entier, devient en
cos ar—cos a

faisant e**̂ * = z. —T-~——— r-, et contienb par consequent
21""1 (1—2^ cos a+2s) r ^

one partie enfciere qui s'obtienfc ainsi. Partant de ces deux identites:

sin a
1—2z cos a+ar1̂ = sin a + z sin 2a+ +»m"*siu (m—1) a-\-

m_i sin ma—z sin (m—1) a
l—2z cos a + z1

sin a __ sin a , sin 2a , sin ma
' —~5 r 3 r —ZTTi •

2 s Z3 Zm+l

1 z sin (m +1) n—sin via
zm + 1 l -2zcosa+s a »

je les ajoute apres avoir divise la premiere par zm~l et multiplie la
seconde par zm+1, et j'obtiens :

z_(l— 2zcos
• i / i -u - r i\ i • i e[sin(m+l)a—sin (m—1) a]

+ .. .+ (z+s? M sm(m—l)o + sin ma-\—I- , A ^ '—x.
1— 2zcosa + sr

Si maintenant nous remplacons z par l'exponentielle e** 'l, nous aurons,
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en divisant par sin a :
cos WJB TT / \ i cos ma

cos x—cos a cos a;—cos a
en faisant:

JI(a?) = — [2 sin a cos (m—1) x + 2 sin 2a cos (m—2)
sin a

+2sin(m—l)a
— ,
Binnx

et aura de m&me nne partie entiere, si 1'on suppose m>n.

2°. La fonction — , ou w et w sont entiers, prend la forme'
z s » _ 1 Binnx

zn~m - ^z ^

J'emploie pour l'obtenir I'identit6 :

2

—net je prends pour k le plus grand entier contenu dans ——, de sorte

qu'on ait h = — He, e 6tant positif et moindre que I'unit6. H en

r6sulte que
(24+1) m—n — 2en et n-(2Jc—l)m = 2 (1—c) » ;

ainsi dans la fraction du second membre le num&rateur est de degre
inf&rieur au degr6 du denominateur. L'identite employ6 se v6rifie
d'ailleurs sur le champ, car elle se transforme, en remplacant z par
e"^~l, dans liquation connue:

^ ^ = 2cos(m-w)a?+2cos(m-3n)a?+
sinna

' +2cos[m--(2fe-l)n]a; + ri
Nous obtenons ainsi:
II (x) = 2 cos (m—n) « + 2 cos (m —3w) *+ . . . + 2 cos [m—(2A;—1) n\ »

et *(B) = ^ 2 * 2 = 2 2 ^ , ousimplement • (») = !»!!!?,
sinwaj Bin TUB

m 6tant suppose actuellement inferieur a n en valenr absolue. Ceci
etabli, les racines de l'equation z2"—1 = 0 sont donn6es par la formulo

a = en pour fc=0,1, 2, ... 2n—1, et si Ton fait a = —, le r6sida
TO

de la fonction s i n m ! g correspondant a la valeur a>=a sera:
sin MOJ

sin ma _ (—1)* sin ma
n cos na n

et nous obtenons par consequent:

sin nz
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Mais ayant $ (x+ T) = (— l)m+n $ («), la fonction apparfciendra au type
9 (x) ou H (x), suivant que m+n sera pair ou impair; de sorte quil
vient pour le premier cas :

sinmaj 1 v , -,.k . , , x
— = 7r- 2 ( — 1)* sin ma cot (x—a).
sinnx 2»

et pour le second:
sin mx _ _1_ y ( -1)* sin ma
sin nx 2n sin («—a)

Or les termes des deux sommes qui correspondent aux valeurs k et k+n
sont £gaux, on peut done en doublant se bonier a prendre k = 1, 2, ...
n— 1, le residu relatif a &=0 etant nul.

3°. L'expression cot (x—a) cot (x—ft) ...... cot (x —K) cot (x—X), en
de"signant par n le nombre des facteurs, et faisant: /a=e"*~l, b=
l-.^.v-i^ aura pour transformed en z:

On voit que le numerateur et le denominateur sont du meme degre", ainsi
il n'existe pas de partie entiere et nous avons settlement a calculer $ (se).
Or les 2n racines da denominateur sont d'une part: e " ^ , e'^"1,
e*^ , et en outre ces memes quantit^s chang^es de signe, e'est a dire :
rf-**)^ &+')<&, e(*+-)V^T. d'ailleurs * (x+TT) = *(«), ainsi la
fonction proposed appartient au type 6 (a;), et ses Elements simples ou
figurent les arguments a et a + TT, ft et ft + ir, etc., se r6duisent a ceux-ci r
cot (»—a), cot (x—ft), .. cot (x—\). Nous aurons en consequence :

<b(x) = C+Acot(as—a) + Bcot (a»—/3)+ +Lcot (a?—X),
Aj B, . . . L 6tant les residus de * (x) pour x = a, ft,... X; e'est a dire:

A = cot (a—ft) cot (a—y) ...... cot (a—X),
B = cot (/3—a) cot (/3-y) cot (ft -X),

L = cot (X—a) cot (X—ft) cot ( X - K ) .

Enfin la constants 0 s'obtient par liquation 0 = ^ (G+H), au moyen
des valeurs, G = (— v — l)n , H = (v—l) n , qu'on tire de la trans-

form6e en * pour z nul et infini, ce qui donne simplement: C = cos ^ .

4°. On traitera de meme enfin l'expression plus ge'ne'rale:
F (sin x, cos a?)

sin (a?— a) sin (cc—ft)... sin(a?—X)'

ou le numerateur est un polyn6me entier en sin x et cos as: "en supposant
qu'il soit homogene et de degre n—1, on sera amen6 a la relation
suivante:
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_. F (sin a, cos a?) ,
Bin(»—o) sin(ar—/3*... sin(a?—X)

F (sin a, cos a)
sin (a—j8) sin (a—y) .. sin (a—X) " sin (as—a)

, F (sin /3, cos '^ ' "•

+ — * —sin (ft—a) sin (/3— y) ... sin (j8—\) ' sin (as—/3)

, F (sin X, cos X) 1
sin(X —a) sin (\~-/3) ... sin(X—a?) ' sin(os-A) '

Kons en d6duisons, en chassant le d6nominatenr:

s i n ( ^ ^ 8 i n ( a - y ) ... sin(a>
sin(o—/3) sin(a-y) ... sin(a

8in(a;-a) sin(g-y) ... sin(g-X)

F(sius,cosaO= , s i n ( ^ ^ 8 in( a-y) ... sin(a>-X) g (
v ' . sin(o—/3) s i n ( a - y ) ... sin(a—X^)

BJn(»-a)riB(»-g .•riB(»-0 p ( s i n x C08 x )
s in(X—a) sin(X—p) ... sin(X—if)

qui se rapporte a. la theorie de l'interpolation, comme donnant
l'expression de la fonction F (sin x, cos a:) ou entrent n coeflficients
arbitrages, an moyen des n valeurs qu^elle prend pour x = a,ft, ... X.

IV. C'est pour obtenir l'inte"grale de la fonction / (s inx, cosaj) qn'a
6t6 6tablie la formnle de decomposition en elements simples, et on voifc

en effet que d'une part / fl (z) dx se calcule sur le cbanip, et de l'autre

en ce qui concerne f${x)dxy il suffit-d'employer la relation qui

s'e'tablit immediatemenb:

=^dx^2 log sin HZ15.

A regard des quantites : f6 (x) dxt JH (a:) dx, on se servira de

celles-ci:

/ cot(x-a)dx = logsin(aj—a) et J cosec(x—a)dx = l o g t a t i g ^ ^ .

Quant aux expressions qui figurent en dehors des termes logarith-
miques, a savoir: .

cot (x—n) , . . . dn~l co t (x—a)

et A, cosec(»—a) + Aa -^ ^ + . +A -g^ '-
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on prouve ais6ment que la premiere e*tant un polyn&me du we degre* en
cot (a?—a), la seconde est le produit d'un polyn&me semblable .en
cot(oj—a), du degre" w+1, multiplie" par le facteur cos (»—a). Ces
quantity sous ces formes nouvelles sont parfois d'une determination
plus facile, et j'en donnerai un exemple en considerant l'intlgrale

/ cot"+I x dx, l'exposant n 6tant entier et positif. D'apres la m6thode

g^nerale, on fera:

» n^U-riA nn*»j .A dcotx, , . dncota?
cot x = L» + A cota?+Ai —^— + + A. ——• ,

dx dxn

et les coefiScients s'obtiendront, soit au moyen des relations successivcs :

,, -, d cot x .. , , 1 d2 cot x ,
cot x = —I — '—-— cot8 x = — cot x+ - —r-r—, etc.,

dx 2 dx*
soit en formant la puissance n + 1 et les de*rivees de la s^rie :
cot » = r — -r̂  ~- •••• Or la substitution cot x = t, qui est in-

x 3 49.
diqu^e par la forme connue d'avance de Pinte*grale, en donne facilement

/
tn¥ldt-—^, et on obtient, si n est

impair:

/ •

et en supposant n pair:

/
x«*i J cot" x . cot""2 x . - •$ cot2 x , . , , : ,

cotn+Iajia5— 1 ...4-( —1) —r, H(—1) log sin a?.
n 11 — it a

Bapprocnant ces re'sultats de l'expression donn^e par la formule
g6n6rale, savoir r

ot"+1 x dx = C»+A log sin x+A, cot a; +. . . + AB
dxn

n

nous en tirons cette consequence que 1'on a t A=0 ou A = (—I)2, selon
que n est impair ou pair. En tcrminant je remarqaerai que cette seulo
connaissance du residu A relatif a la valeur x=0 de la fonction cotn+l#,
euffit pour la determination complete de la serie :

. cotar = -

Et d'abord de ce que le terme en - manque dans le carre*, la quatrieme

puissance, et toutes les puissances paires, on conclut de procbe en
proche les conditions : 6=^0, d—0,... c'est a dire que lo developpement
ne contient que des puissances impaires de la variable, et a la forme :
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cot x = - 4-/3#+y»3+ ... De ce que la coefficient dti meme terme est

-f-1, —1, + 1 , etc., dans la premiere, la troisieme, la cinquieme
puissance, etc., on tire aisement les 6galit6s: a = l , 3o2/3 = — 1 ,
9a*y+ 10a8/3a = 1, d'ou /3 = - \, y = —•£$, etc. C'est done a un nou-
veau point de vne nne determination des nombres de Bernouilli.

On the Mechanical Description of a Cubic Curve.

By Prof. CAYLEY, F.B.S.

[Mead Uth November, 1872.]

If the coordinates x, y of a point on a curve are rational functions of
sin^, cos^, Vl—Fsin1^, the curve has the deficiency 1, and con-
versely in any curve of deficiency 1 the coordinates a;, y can be thus ex-
pressed in terms of the parameter <f>. Hence writing sin 6 = Jc sin <j>f.
the coordinates will be rational functions of sin 0, cos <j>, cos 0, or say of
sin0, cos0, sinS, cosfl; and for the mechanical representation of the
relation h sin <p = sin0, we require only a rod OA rotating about the
•fixed point 0, and connected with it by a pin at A, a rod AB, the other
extremity of which, B, moves in a fixed line Ox. The curve mosfc
readily obtained by such an arrangement is that described by a point
C rigidly connected with the rod AB; this is however a quartic curve
(with two dps., since its deficiency is =1) . I first considered the cubic

curve xy—1 =

or say *xy—1 = -

writing herein x = sin ^, and as before h sin <f> = sin 8, we have then
y sin $ = 1—cos 8 cos 9; which values may be written

x =• s i n <}>,

2/ =
sin

I found, however, that this was not the cubic curve most easily con-
structed; and I ultimately devised a mechanical arrangement consist-
ing of—


