
Sur la th6orie des r6sonateurs 
et la discontinuit6 

des solutions de certains syst mes difi6rentiels. 

( P a r  EM1LE BOREL, ~ P a r i s . )  

~o i t  un syst~me d'6quations canoniques : 

d p ~ _  O H  d q ,  ~__ _ c) H 
, ( 1 )  

d t c~ ql d t c~ pi 

On salt que si la foncfion H est une fonction analytique, non seulement 
des variables p et q, mais encore d'un certain nombre  de param~tres 7,1, 
7,~,..., ;L., les int6grales des 6quations (1) sont des fonctions analytiques des ),, 
et varient par suite en g6n6ral d'une mani~re continue avec les  it. Cette con- 
tinuit6 de la solution iorsque les donn6es varient d'une mani~re continue 
est invoqu6e d'une mani~re plus 'ou moins explicite duns toutes les applica- 
tions de la m6canique h l'6tude des ph6nom~nes naturels. I1 est clair, en 
effet, que les donn6es exp~rimentales ne sont jamais connues exactement, 
mais seulement d'une mani~re approch6e: les 6quations que l'on peut d6- 
duire de l'exp6rience ~tant seulement des 6quations approch6es, it est n6- 
cessaire, pour que l'6tude de ces 6quations approch6es n'apparaisse pus 
comme absolument vaine, que l 'on sache - -  ou que l'on postule - -  que la 
Solution de ces 6quations approch6es est elle-m~me approch6e de la solution 
des 6cIuations rigoureusement exactes que nous ne pourrons jamais ~crire. 

Cette propri6t6 des 6quations de la dynamique est bien connue; il est 
bien connu aussi qu'elle ne s'6tend pas gt tous les  syst~mes d'6quations dif- 
f'6rentielles; je voudrais donner ici un exemple que je crois nouveau, d'6- 
quations diff6rentielles diff6rant intiniment peu des 6quations'd'un probl~me 
dynamique tout 'h fair classique et dont les solutions chaagent entibrement 
de nature pour des variations aussi petites que l 'on veut d'un param~tre 
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variable. Je d~veIopperai d'abord les calculs; j ' indiquerai en terminant  les re- 
lations des r(~sultats obtenus avec certaines difficult(~s r(~cemment soulev~es 
par les physiciens darts la th~orie du rayonnement.  

I. 

Consid6rons I'~quation diff~rentielle qui exprime la constance de la 
somme de l'~nergie potentielle et de l'~nergie cin~tique d'un point mat~riel 
attir(~ par un centre fixe proportionnellement '~ la distance, la vitesse initiale 
~tant diL'ig~e vers le point fixe (rdsonateur Iindaire); cette (~quation diff~ren- 
tielle, par un choix convenable des unit~s, se met sous la forme 

et son intSgrale g(~n~ra], ~ 

( d x ~  ~ x~ a ~ 
t]  + = (1) 

x = a c o s  ( t  - -  to) (~)  

admet la p6riode 2 ~. 
Modifions l'(~quation ( 1 ) e a  ajoutant  au second membre un terme pro- 

portionnel au temps; c'est-'~-dire consid(~rons l'~quation 

(d x \ ~ ~ )  -~- x ~ : a s -~- 2 ), t. (3) 

Si le coefficient constant ;~ est un nombre tr~s petit, par rapport  b~ la 
constaute a e t  aux unit~s choisies, l'~quation (3) diff~rera extr~mement peu 
de l '~quation (1), pendant  un temps qui pourra ~tre tr~s long par rapport  
h la p~riode 2 =; nous pouvons par exemple supposer ), inf4rieur '~ une con- 
stante ;% choisie de telle mani~re que, pendant  la dur~e de millions de p(~- 
riodes, le second membre de l'(~quation (3) diff~re de m oins d'un millioni~me, 
en valeur relative, du second membre de l '~quation (1). Dans.ces conditions, 
l '~quation (I) et t '~quation (3) sont physiquement identiques. Nous atlons 
voir cependant que, quelque petit que soit ~., l'int~grale de l'~quation (3) 
diff(~re d'une mani~re iinie de l'iat~grale de l'~quation (l), d~s la fin de la 
premiere p4riode. 

Supposons, pour fixer les id4es, la constante ;~ positive; supposons 
d x  

aussi que pour t - :  0, l 'on ait x ~ 0 et ~ ~ a, constante positive. Lorsque 
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t croitra h partir de z~ro, le terme ;~ t sera d 'abord n~gligeable, x croitra, et 
d x  

par suite - d t  d~croitra. En prenant  la d~riv~e de (3) par rapport ~ t, l 'on 

obtient 

d x  [d~x  \ 
+ = (4) 

d t I 

dx, d ~ x. 
CetCe ~quation montre que ~- /  ne peut pas s'annuler, ~t moins que dt" 

ou x ne devieunent infinis; reals, d'apr~s (3)~ x ne peu! gu~re d~passer la 
d ~ x 

valeur a ( p u i s q u e ) , t  est tr~s petit) et, d 'autre  part, la variation de dr--- T 

d x  
ne peut pas d~passer a t, puisque ~ est inf~rieur en valeur absolue h la 

dx, 
constante a. Done -tit- d~croitra ~ par{it de la valeur a, mais ne s 'annulera 

d x  
jamais. Tant que Tf[ n'est pas tr~s voisiu de z4ro, l '~quation (4) diff~re in- 

finiment peu de l'~quation que l'on obtiendrait en y r~duisaut k "h z~ro. Par 

suite, an bout d 'un temps t ~gal ~ ~- ,  x est tr~s voisin de a e t  -d t  tr~s 

voisin de O; le mouvemeat  diff~re infiniment peu du mouvement  d~fini par 
l '~quation (1) et par son int~grale (2), si ), est regard6 comme infiniment 
petit. 

d x  
Mais, ~ partir du moment  oh ~-~- est devenu tr~s petit de t 'ordre de 

d x  
graudeur  de ~, l 'allure de l'int~grale se modifie compl~tement; ~-y ne varie 

d "~ x 
que trSs peu et par s u i t e - d - ~  est sensiblement aul, en tous cas n~gligeable 

par rapport ~ x, qui diff~re tr~s peu de a; l '~quation (4) montre alors que 
d x  
d t e s t  sensiblement 4gal £ ~-- Effectivement, les formules 

k 

d x  k 
d t  

(5) 
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v~rifieraient l '~quation (3) si t'on n~gligeait le carr6 de ;~. I1 serait facile de 
pousser plus loin les ealculs d'approximation, mais e'est inutile, dans le 
eas du moins off ;~ t reste tr~s petit par rapport ~t a ' ;  les 6quations (5) suf- 

tisent pour nous montrer qu'gt oartir de la valeur t = - i f ,  l'int6grale de (3) 

diff~re du tout au tout de l'int~grale d e ( l ) ;  elle n'est p lus  p&iodique;  apr~s 
le premier arc de sinusoYde, elle se eonfond sensiblement avee une droite gt 
peu pros horizontale; eette droite peut, ep supposant ;~ suffisamment petit, 
~tre physiquement indiseernable pendant des millions de p~riodes, de la 
droite horizontale qui est tangente aux maxima suecessifs de la sinusoYde 
int~grale de (1). Lorsque )~ tend vers z~ro, l'int~grale de (3) n'a done pas 
pour limite l'int~grale de (1), mais une eourbe enti~rement diff6rente. 

lI. 

On arrive it des conclusions analogues en 6tudiant le eas plus g~n(~ral 
du m~me probl~me o~t la vitesse initiale n'est pas dirig6e vers le centre tixe; 
les d~tails darts lesquets je suis entrd me permettront d'etre iei plus bref. 

Les ~quations classiques sont, les unit~s ~tant eonvenablement ehoisies: 

d" ~v 
--h)-,a-- q- x = 0 (6) 

d ~ y 
d t ~ -~ y = 0 (7) 

et admettent les int~grales premieres (en posant x = r cos O, y -=-- r s in  O) : 

~dO 
r = ( 8 )  

/ d rV o [ d 0~2 

Conservant 1 equaho I (3) rempla~ous l'int~grale des forces vires (9) par l'6qua- 
tion suivante 

[ d r V  f d O ~  a 2 

clans taquelle X d~sigae, comme pr~e~demment, une costante tr~s petite, 
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L'intdgrale du syst~me formd par les dquations (8)et  (10) diff~re essenliel- 
lement de l'intdgrale du syst~me formd par les dquations (8) et (9). 

En tenant  eompte de (8) l '~quation (10) devient  

dont  la discussion est ent i~rement  analogue & eelle de l 'Squation (3). Si, pour  
tixer les id6es, nous  supposons  r croissant  & l 'origine des temps,  r cont inue 
& eroitre jusqu'& ee que sa valeur  devienne sens ib lement  ~gale it la plus grande  
raeine positive r~ de l '~quation 

c ~ ; d rV c ~ 
r~+ 7 -----to+ ~ ~ ,  (12) 

racine (~videmment sup~rieure & la valeur  initiale ro. La trajeetoire,  pendan t  
eette premiere  p~riode du mouvement ,  diff~re inf iniment  15eu de l 'are d'el- 
lipse d~fini par  les ~quations elassiques (6) et (7). Mais, d~s que le point  
materiel  a at teint  le sommet  de l'ellipse (ou du moins s 'en est approeh(5 in- 
f iniment pros, si ;~ est regard~ eomme inl iniment  petit), le earaet~re de la 
trajeetoire se modifie eompl~tement;  elle diff~re ext r~mement  peu d 'un  eerele 
a.yant pour  rayon le demi-grand axe de l 'etlipse; plus pr~eis~ment, on a 

r = r, %- p. t, (13) 

y. 6rant li6 '& ), par  la relat ion 

( ~ ,  - ~. = ~ .  ( 1 ~ )  

Si l 'on d~signe par r,  la plus petite des raeines positives de l '~quation (12), 
e'est-fi=dire le demi-petit  axe de l'ellipse, l '~quation (l~) (~quivaut & la suivante  

), r~ ;t r, (15) 
r ~ -  r~ ~ 

en d~signant par  9 ? la distance foeale de l'ellipse. 
La variation de 0 est d 'ail leurs dSfinie par  l '~quation (8), e 'est4-dire est 

sens iblement  lin(~aire si ~,, eomme ;(, est tr~s petit  (~). Ce r6sultat  est con- 

(~) Je laisse ici de c6t6 l'6tude du cas oO les conditions initiales sont telles que y~ soil 
tr~s petit, de l'ordre de t. 
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firm6 par  I '~tude directe du syst~me form6 par  les ~quat ions (8) et (t3), qui 
donnen t  

dO 
d t (r, -l- ~. t) ~ 

d'ofi, en supposant  0 = 0 pou.r t = O: 

c c c t  
0 . . . .  (16) 

Lorsque  ;~ tend  vers z6ro, 7- t end  aussi  vers z6ro et le m o u v e m e n t  d~- 
tlni par les ~quat ions (8) et (10) devient  ~ la limite un  m o u v e m e n t  circulaire 
uniforme,  g~n&'alement incompat ible  avee les 6quat ions (6) e t  (7) (~). Ce mou- 
vement  eireulaire uniforme,  limite pour  X-= :. ~ - 0  des ~quations (13)e t  (16), 

est d~tini par  les 6quat lons 

r = r l  f 07) 
0 r~ t. 

Sa p~riode est 2 ~: , tandis  que tout mouvemen t  circulaire, comme tout mou- 
c 

v e m e n t  elliptique ou rectiligne, d~iini par  les 6quations,  (6) et (7), a pour  

p6riode 2 r:. Si l 'on r e m a r q u e  que c = r~ r~, on voit que la p~riode est 2 = r ,  ; 

elle se t rouve multiplige par  le rappor t  des axes de l'ellipse d~finie par  les 
~quations (6) et (7) et les condit ions initiales donn~es. 

IIL 

Si, dans  les 6quations (3) ou (10), on t emp la t e  ), t par  une  fonction ? (t), 
on aboul i t  aux  m~mes conclusions si la fonct ion ? (t) satisfait aux  condit ions 

suivantes  
~ (0) = 0  0 < ~ ' ( t ) < X  

~tant bien sp&ifi(~ que l'in~galit5 0 % ?' (t) exclut l'dgalit& 

(~) I1 faut consid(~rer ici les ~quations (6) et (7) et non pas les int(~grales premieres (8) 
et (9) paree que, dans le eas du mouvement eireulaire ees int~grales premigres ne sont pas 
ind~pendantes, et par suite ne peuvent pas remplaeer les ~quations (8) et (9); au eontraire, 
les 6quutions (8) et 00) sont 5videmment ind@endantes, quelque petit que soit t. Voir EMILE 
BOREL, Remarque sur les probl&nes de forces centrales (Nouvelles Anaales de Math4mati- 
ques, 1896). 
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On pourrait  traiter par  une m6thode analogue des cas plus g6n6raux; 
j 'en indiquerai un seul. 

Supposons que dans t'6quation (10), la quantit6 X t soit remplac6e par 
une fonetion ? (t) dont la d6riv6e ?'(t) soit, tant6t 6gale ' a u n e  constante, 
tant6t 6gale 'a z6ro. Plus pr(~eis6ment, nous consid6rons une suite de valem's 
croissantes de t :  

to : 0 < :  t, ~ t ~ t ~ t ~ . . .  

et nous supposons que dans tous les  intervalles de rang impair ), est constant, 
tandis que darts les interwdles de rang pair, ), est nul. En d'autres termes, on a 

pour t~ ~ t <  t~+~ ?' (0 = )',, 

pour t=,+, ~ t ~ t=,,+, ?' (t) = O. 

Les constantes ),,, sont positives ou n6gatives, mats toutes inl'~rieures en 
valeur absolu, e ~ u n  nombre positif ). qui satisfait aux conditions que nous 
avons indiqu6es, c'est-'a-dire que le produit ), t e s t ,  pour les valeurs de t que 
l 'on consid~re, tr~s petit par rapport "a la constante a ~. 

Duns ces conditions, il est ais6 de voir que l 'allure du mouvement  sera 
la suivante:  dans les intervalles de rang pair, la trajectoire se composera 
d'etlipses 6gales entre elles, mats dont l 'orientation changera en g6n6ral d 'un 
intervalle h l 'autre;  darts les intervalles de rang impair, si leur 6.tendue d6- 
passe la longueur d'une demi-p6riode (= unit6s de temps), le point mat6riel 
d~crira seulement uu are d'ellipse auqueI succ~deront des circonf6rences de 
cercle, ayant pour rayons, suivant les cas, le demi-grand axe r, ou le demi- 
petit axe r~, la dur6e de la p6t'iode 6rant maintenant,  au lieu de ~ % 6gale 

~t 2 = - -  o u .  ~ - - -  
r~  r 1 

La trajectoire se compose done al ternativement d'ellipses, de grands 
cercles et de petits cercles, chacune de ces courbes ferm6es pouvant ~tre 
parcourue suecessivement un grand nombre de lois, si les dur6es t ~ + , -  t~. 
sont grandes par rapport 'a la dur6e des p6riodes. Les grands cercles sont 
d6erits pendant  les p6riodes pour lesquelles ),,, est positif, les petits cercles 
pendant  les p6riodes pour lesquels ;~. est n6gatif. 

On passerait facilement de l'6tude de ce cas g eelui off l 'on suppose 
que ?'(t) varie d'une mani~re continue, en restant tr~s petit en valeur ab- 
solue, mais en prenant  alternativement des valeurs positives et n6gatives. 
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IV. 

Les considerations pr~c~dentes concernent-elles des ~quations purement  
abstraites, ou ont-elles quelque rapport  avec un probl~me rSel ? C'est ce qu'il 
est diflicile de d6cider, dans l ' ignorance off nous sommes des m6canismes 
par lesquels un r6sonateur ~l~mentaire peut 6mettre ou absorber de l'6nergie. 
Si l 'on admet comme un fair exp6rimental l'invarian.ce absolue des p6riodes 
propres des r6sonateurs ~lSmentaires, nous pouvons conclure des r~sultats 
obtenus que l 'absorption d'6nergie ne peut pas ~tre proportionnelle au temps 
pendant  une dur6e d4passant.celle d'une p6riode, si faible d'ailleurs que 
puisse ~tre le coefficient de proportionnalit6. 

On peut aussi, comme me l 'a fair observer M. r HADAMARD, se demander  
si la singutarit6 des r6sultats obtenus ne dolt pas ~tre rattach6e a u  fair que 
l'int~grale des forces vives se d6duit des 6quations canoniques par une combi- 
naison anatytique par laquelle peuvent ~tre introduites des solutions singuli~- 
res. Dans le cas le plus simple du r~sonateur lin6aire, l'artifice de calcul corn 

d x  
siste h multiplier par ~ -  , et l'on peut rattacher h cette multiplication la 

d ~  
solution que nous avons obtenue dans laquelle ~ -  est tr~s voisin de z~ro. 

Ce point de vue est assur~ment 16gitime, si l 'on consid~re les ~quations 
canoniques comme les 6quations primitives et la combinaison des forces vires 
comme un pur artifice analytique. Si l'on considSre au contraire, l'int6grale 
des forces vires comme l'expression directe du principe de la conservation 
de l'~nergie, il n'y a pas lieu de se demander  par quelle vole analytique cette 
int6grale se d~duit des ~quations canoniques, puisque la vole naturel[e con- 
siste alors h l'6crire directement. 

Il y a l~t deux points de vue diff6rents: la discussion des arguments que 
l 'on peut invoquer en faveur de chacun d'eux nous entrainerait  trop loin. 


