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SUR LES Zt~ROS DES FONCTIONS ENTII);RES D'ORDRE ENTIER. 

Par G. V a I i r 0 n (Strasbourg). 

Adunanza del l 'H gennaio I92O 

Dans une note pr6c6dente ~) j'ai montr6 que l'on pouvait construire des fonctions 

enti~res f(K), d'ordre entier, ~i croissance trhs r4guli~re, pour lesquelles les modules des 
o 

z4ros des fonctions f ( K ) ~  x ont une distribution anormale pour un ensemble de va- 

leurs de x ayant la puissance du continu. Mais clans ces exemples, l'ensemble des va- 

leurs certainement anormales 6tait lin6aire et nulle part dense. Je vais montrer, en~ uti- 

lisant les propri6t6s des ensembles r~guliers de mesure nulle de M. BOREL *), que l'on 

peut construire des fonctions ~t croissance trhs r6guli~re pour lesquelles la distribution 

des z6ros de f ( K ) ~  x est anormale pour un ensemble de valeurs de x admettant tout 

point du plan des x pour point de condensation. 
Je montrerai 6galement que l'on peut introduire les ensembles r4guliers, au lieu 

des ensembles g6n6raux de mesure nulle, darts la d6monstrati0n de la proposition g4- 

n6rale qui fait robjet du w I de ma note cit6e. On peut alors donner des 4nonc6s 

plus pr6cis en introduisant l'ordre asymptotique de l'ensemble r6gulier. On obtient en 

particulier l'~nonc~ suivant : f (~)  dtant d'ordre entier, ~ croissance tr~s rdguli~re, c'est-~- 

dire telle que le logarithme du maximum du module est de la forme h X r q 8), le mo- 

dule du zdro de rang n de f ( z ) -  x est donnd par l'dgalitd n ~ h .r ~, pour tous les 

points x extdrieurs d u n  ensemble rdgulier dont rordre asymptotique est au moins dgal 
a 

x) G. VALIRON, Sur les zgros des fonctions enti~res cVordr'i fini [Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, t. XLIII:(I918), pp. 255-268]. 

2) Pour les d6finitions et l'6tude de ces ensembles, voir I~. BOREL, Sur les ensembles cZe mesure 
null~ [Bulletin de la Soci~t6 math~matique de France, t. XLL 1913, pp. t-I9], et Ler sur 1,s font- 

�9 tions monog~nes (Paris, Gauthier-Villars, I916), Ch. IV. Dans une note Suf les ensembles r~guliers de 
mesure null* [Comptes Rendus de l'Acad6mie des Sciences, t. I69 (2 e semestre I919), p. lO78] j'ai 
indiqu6 des d6mon~rations simples des propri6t6s de ces ensembles qui seront utilis6es dans la suite. 

8) Comme dans ma note pr~c6dente [loc. cR. x)], je d~signe par h route quantit~ variable qui 
reste comprise entre deux nombres positifs fixes. 
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I. Consid~rons comme au n ~ 2 3 de ma pr~c6dente note, la fonction 

x )  = - 

avec 

. . .  5 " "  

et raisons l'hypoth6se que les nombres r6els ou complexes k. (n > o), qui seront d+- 

termin6s ult&ieurement, v6rifient, ~ partir d'une valeur n o de n, la condition 

 Oog <LI< s log., 
A &ant un hombre positif donn& Le maximum ~( r )  du module de ~(Z) est alors, 

r n 

pour chaque valeur r - - I z l ,  sup+rieur au maximum de A(log n ) - ' ~ . ,  qui est sup&ieur 

h la valeur de cette expression pour n - -  r, donc ~t d r - '  et ~t fortiori A e '  pour r > r o . 

D'autre part, le rapport du logarithme de v.(r) au logarithme du terme maximum de 

la s+rie ~?(Z) tend vers ~ lorsque r crolt ind6finiment 4), donc ~( r )  est inf6rieur au 

maximum de 
3 

, A l o g n n !  j 

et par suite ~ e ~ pour r ~ r o. II r~sulte de l~i que ~. (r)  est de la forme e h~ et les 

considerations d u n  ~ 13 s'appliquent. On pent d&erminer k o pour que la fonction 

f (K)  = e - ~ ( K )  

air aussi un module maximum de la forme e ~', e t  le nombre n(r,  x) des z6ros de 

f(K) - -  x est par suite 4gal ~t b. r, sauf peut-4tre pour un ensemble de valeurs de x 
qui est de mesure nulle dans tout domaine born6. 

Nous allons choisir les nombres k de fa~on que, pour les valeurs ~ appartenant 

un ensemble r~gulier E, le logarithme du module maximum M(r ,  ~) de +(r,, ~) ne 

soit plus de la forme b. r, mais soit, pour une infinit~ de valeurs ind~finiment crois- 

santes de r, inf+rieur ~ r ~, ~ &ant moindre que I. L'irregularit~ de la distribution des 

z~ros de cette fonction et par suite des z+ros de f ( r  0 ~ ~, r~sultera alors du th~or~me 
de M. JENSE~, on aura, pour une infinit~ de valeurs de r, n(r,  ~ ) ~  r ~ s). 

4) G. VALIRON, Sur les rotations enti~res d'ordre nul et d'ordre fini, et en particulier les fonaions 
correspondance rggulikre (Annales de la Facult6 des Sciences de Toulouse, 1913, pp. ii7-258), p. 127. 

8) Cette in~galit~ qui exprime que la distribution des z6ros est anormale, montre en outre qu'elle 

logn(r, ~) est ~gale est irrggulikre, car l'ordre apparent de +(~, ~) c'est-~-dire la limite sup~rieure de log r 

i. En effet, ~?(Z, ~) ne peut &re le produits d'une exponentielle par un produit canonique d'ordre 
inf6rieur ~ I, car alors on aurait logM(r, ~).-~ hr-l-~(r), et d'autre part ~(~, ~) ne peut ~tre d'or- 
dre inf~rieur /t I que si k, tend vers ~ ce qui ne pourra avoir lieu avec les hypotheses que nous 
ferons sur les kn. 
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2. Nous utiliserons tout d'abord un ensemble r~gulier borne, d~fini de la fagon 
suivante. Dans le plan de la variable complexe x - - u  "Jr-iv, nous prenons le carr~ 
limit~ par les droites u - -  I, u = 2 ,  v - - o ,  v - -  I, et dans ce carr6 les points Ap 
dont les deux coordonn~es up, vp ont un d~veloppement limit8 dans le syst~me de 
base 2, ces points &ant num&ot~s normalement ~). Cette derni~re hypoth~se sur le 
num~rotage n'est d'ailleurs pas essentielle, elle ne sera utilis~e que pour la dfitermina- 
tion de l'ordre asymptotique de l'ensemble. Nous prendrons les points Ap pour points 
fondamentaux de l'ensemble r~gulier: ~t chaque, entier k nous faisons correspoudre 
une suite de nombres positifs l(k, p) d~croissant lorsque n croit, tels que la s~rie 

5-1(I ,  p) converge, et que l(k, p) est inf&ieur ii l(k --  r, p) et tend vers o lors- 
que k croit ind6finiment. D&ignons par L (k, p) le carr~ dont les c6tes sont parall61es 
aux axes, ayant pour centre le point Ae et pour longueur des c6t& l(k, p), et soit 
E k l'ensemble des points du plan int~rieurs au sens &roit ~ l'un au moins des carr& 
L(k, p), (p = o, I, 2, . . . ) .  L'ensemble r~gulier est l'ensemble E des points communs 
~i tousles ensembles E k . 

On d6montre sans difficult~ 7) que tout point int&ieur au carr~ est un point de 
condensation de l'ensemble E, c'est par suite aussi un point de condensation de l'en- 
semble E obtenu en supprimant dans E les points fondamentaux. 

Soit .~ gn point de l'ensemble E, ,  nous allons moutrer qu'il existe une suite in- 

finie de points Ap dont la distance au point ~, est moindre que 1/-21(i, p). > 
En effet, "~ appartenant ~t E, est int&ieur : t u n  carr6 L ( b  p)" au moins, soit 

L( I ,  p,) l'un de ces carr~s. S i p  est inf~rieur ou ~gal ~t p, ,  le point A e est & une dis- 
tance non nulte de ,,~" par suite l(k, p) tendant vers o lorsque k croit ind6finiment, 
il existe un hombre kp pour lequel { est ext~rieur au carr~ L(k~, p). Soit k' le plus 
grand des p, hombres k,, k,, . . . ,  kin; le point ~, est ext&ieur ~ tous les carr~s 

L(k ' ,  p) correspondant ~ p ~ p, ; mais { appartient k Ev,  donc il exi~te un hombre 

p= supfirieur ~. p, tel que le carr~ L(k' ,  p,) renferme { fi son int&~eur. A fortiori, le 
carr~ L( I ,  p=) contient le point ~ ~l son int&ieur. On peut ~t partir de p~ recommen- 
cer les m~mes operations qu'~ partir de p, ,  et ainsi de suite, et l'on obtient bien une 
suite infinie de nombres p, ,  p=, . . .  , p~, . . .  tels que { est int6rieur aux carr~s 
L(x, p~), par suite la distance de ~. au centre A, de l'un de ces carr& est moindre 

que l/2 I ( i ,  p). 
8. Nous d6finirons les coefficients k de la fonction 9(Z) par les 6galit6s 

k. --  u~ -[- iv~ pour n > o, N~ < n ~ N~+,, 

6) Volr ma note citte, 1or clt, 2). 
7) lor tit. a). 
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la suite des nombres /X~ &ant d~finie par l'~galit~ 

log Np - -  ~P, N o --'- I, ~ D I. 

La fonction ? ( Z ) -  k o est alors bien d&ermin~e, et le calcul de k o se fait comme il a 
&6 indiqu+ plus haut, il est d'ailleurs clair que les k n'ont pas de limite, la remar- 
que faite dans la note 5 s'appliquera donc. .~ 

Soit E un ensemble r~gulier d+fini par les points A~,(%, vp)et par une suite ~. 
deux indices l(k, p), et soit ~ un point de l'ensemble E, form~, par les points de E 
qui ne sont pas points fondamentaux. I1 existe une suite infinie de nombres p pour 
lesquels 

tt - (up + iv,)l < f - i t (r ,  p) 
d'ofi 

It - -  k.I < r163 P) 

pour 2~ < n ~ ~ + ,  et pour une infinit+ de valeurs de p. 
Nous allons chercher une limite sup&ieure de M(r, ~) maximum du module de 

+ (Z, F,) pour 
Np+t 

k 

), &ant un nombre fixe (ind~pendant de p) que nous supposons sup&ieur ~t e (base 
des logarithmes). 

La somme des termes de d?((, .~) dont le rang est compris entre Np et Np+, a 
&idemment un module inf~rieur ~t 

la somme des termes de rang sup6rieur 3. Ni,§ - -  x a u n  module moindre que 

4 2 7 . .  "~ N,+,!  "~ Np+, ) ~ -  I ). -- I 

elle tend verso  lorsque p croit ind6finiment. Le module de la somme des termes dont 
le rang est moindre que N~ + I e s t  inf6rieur A 

N r~') [ re~ Np 

or 

N =(Np§ = 

on a donc 
I s). 

s) Dans ma note pr6c6dente [toe. cit. i)], j'avais d6termin6 la fonction O(q) pour que les ter- 
mes entre Np et Np+, donnent l'ordre de dl(z o x);  mais j'ai 6r /L tort que la somme des autres 
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I1 r6sulte des trois in6gaiit6s obtenues que 

M(r, ~) < e "~ Jr- 1/21( I, p)d,  ~ < I, 

et par suite le logarithme de M(r, ~) est inf&ieur h br ~ si l'on a 

I Np+~ I 
l O g l ( i , p )  " ~ r - -  ), - -  ;~ e v + ' .  

D'apr&s ce q u i a  &~ dit au n ~ 2, la distribution des z&os de f ( z _ ) ~  ~ est donc 
anormale et irr~guli6re, si .~ est un point de l'ensemble E dSduit de l'ensemble r~gu- 
lier d+fini par les points Ap et la suite t(k, p) trite que 

log= I (I,  p) "' ' 

Avec l'hypoth&se fake sur le num&otage des points A~, l'ensemble E est un en- 
semble r+gulier normal, pour de tels ensembles il existe une relation serr& entre l'or- 

I 
dre de grandeur de la fonction I (k, p~-~ et la plus ou moins grande densit+ des points 

de 1'ensemble. I1 faut remarquer que, dans lecas  actuel, la fagon dont la fonction 
I(k, p) d@end de k n'intervient pas ; la suite l ( I ,  p) &ant d&ermin~e par l'figalit~ 
&rite, les suites l(k, p) s'en d~duisent en prenant l(k, p) = e(k)l(~, p), ~(k) ten- 
dant vers o aussi lentement que l'on veut. On peut donc dans l e c a s  present d6finir 

I il en sera de l'ordre asymptotique de 1'ensemble E comme &ant l'ordre de / ( i ,  x) '  

m~me tomes les fois que la propri+t+ de l'ensemble r+gulier qui sera utilis~e est celle 
~nonc& a u n  ~ 2. L'ensemble E ne diff+rant de E que par un ensemble dfinombrable 
a l e  m~me ordre que E, cet ordre not+ suivant les re&bodes de M. BOREL est o~3(I); 
on pourrait le noter de fagon plus pr+cise, mais cel~, semble inutile eli ~gard ~ Find& 
termination qui r6gne sur le choix de ~, 9). 

I 
termes tend v e r s o  pourvu que r reste compris entre IONpi et -i~oNpi+,. II est manifeste que j'ai 

voulu dire que cette partie de ia somme est n~gligeable devant l'autre, mais pour que cel~ ait lieu, il 

faut comme dans te cas actuel que r soit voisin de NPi+'. La m6me correction doit 6tre fake au 
IO  

n ~ 15, c'est pour r voisin de - -  Npi+~ que I'on a n(r, ~) < r e, ~ < I. 
IO 

9) L'ordre serait le m6me si on le notait en suivant les indications de ma note des Comptes 

Rendus [loc. tit. 2)]; et aussi si on le notait d'apr6s les prindpes de M. BoREL. I1 est d'ailleurs clair 
I 

que pour les ensembles normaux d'ordre sup6rieur /t % l'ordre du reste de la s~rie Z ( l ( i ;  i0)) 2 et 

I 
l'ordre d e ~  sont les m~mes. 
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On peut donc +noncer le r+sultat obtenu de la facon suivante: 
II existe des fonctions enti}res f (z.) d'ordre i, it croissance tr~s rdgulikre (Iogaritbme 

du maximum du module de la for te  b.r) pour lesquelles la distribution des z, gros de 
f (~) - -  x est anormale et irrdguli~re polar Ies points f u n  ensemble de mesure nulle admet- 
tant tout point d'une aire bornde pour point de condensation, et dont l'ordre asymptotique 
est moindre que ~o3(I). 

4. Nous allons maintenant construire un exemple pour lequel l'eiasemble des points 
anormaux admettra tout point du plan pour point de condensation; nous utiliserons 
un ensemble r~gulier dont les points fondamentaux sont denses dans tout le plan. Pour 
un tel ensemble la r@artition des poims fondamentaux n'est plus homog~ne, duns le 
cas actuel elle ne peut ~tre faite de fa~on quelconque puisque les } doivent satisfaire 
~t la condition impos+e au n ~ r. Nous prendrons encore pour points foudamentaux les 
points A t dont les deux coordonn~es ont un d6veloppement limit~ duns le syst~me de 
base 2 et nous ferons le nut+forage de la fa~on suivante. D~signons par C le cart+ 
dont le centre est l'origine et dont les c6t+s parall~les aux axes ont pour longuer 2 n. 
Dans le carr+ C1 (sens large) nous prenons les 24 points dont les coordonn+es sont 

de la fo r t e  u = - - ,  v = - - ,  (]~,l / 2, [~i] L 2), le point 0 ~tant exceptS, nous 
n 2 n 2 - -  - -  

num~rotons ces points de I ~i 24. Dans C 2 nous prenons les points de coordonnfies 

u = _a_~, v = - - ,  (l%J L 4, I~[ L 4) qui n'ont pas encore ~t~ pris, l'origine ~tant 
4 4 - -  

toujours except~e, et nous les numfirotons ~ la suite, le rang du dernier point num~rot~ 
c5 

_ _  3 _ _  ' 3  est 172 ~ :t. Dans C~ nous prenons les points u - -  ~ ,  v - -  T non encore pris, 

sauf O, e{t nous les num~rotons ii la suite, le dernier point num~rotfi est de rang 
( 3 . 2 2 3  "4- I) " ~  ~. Nous continuons ainsi de proche en proche, le dernier point 
num~rot~ au bout de la q~mo op6ration est situfi dans le carr~ Ce, son rang est 

+ i y  " I. 

Le point A~ de cordonn~es u~, v~ sera donc int6rieur au carr6 C ,  q 6tant d~- 
fini par les iu6galit6s 

( (q -  + < p + + 

la distance de ce point /t l'origine sera donc moindre que ' l /2.q donc que B logp 

_ _  I 
avec B l ~ l o e  , e t  elle est sup~rieure ou ~gale ~t 2-~.1~ donc 

Si nous prenons encore 

k,, - -  u~ + i v~ pour N~ ~ n ~ /N~+, ,  log N~ ----- ~ ,  
nous aurons 

tk.! < Blogp < Clog~ n 
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e t  

I ~ D(log2 n ) - +  jk.t > 

Les conditions impos~es aux k sont done v~rifi~es, les considerations du n ~ I 
s'appliquent aux (onctions +'(<, x) et f'(<) construites :i l'aide de ces hombres. 

Consid+rons encore un' ensemble r6gulier E' ayant pour points fondamentaux les 
points A~, les carr~s d'exclusion L'(k, p) ayant pour c6t6s l'(k, p); les points Ap &ant 
denses dans toute aire finie, E' admet tout point du plan pour point de condensation. 
Soit E', l'ensemble des points de E' autres que les points fondamentaux, si ;. est un 
point de El, un calcul analogue ~. celui d u n  ~ 3 montre que l'on aura 

log M' (r, ~) <(  r ~ 

pour une infinit4 de valeurs de r, sous la seute condition que les hombres l ' ( t ,  p) 
v6rifient la relation 

I _ _  ~p+~ 

l~ 0 ,  p) "' �9 

I1 est donc d6montr6 qu'il existe des fonctions f(z),  d'ordre i, ~t croissance trks rggulikre, 
pour lesqueUes la distribution des modules des zgros est anormale et irrdgulikre pour les 
points d'un ensemble de mesure nulle qui admet tout point du plan pour point de con- 
densation. 

On peut convenir de dire encore dans le cas present que l'ordre asymptotique de 
I 

l'ensemble r6gulier non bomb est l'ordre de la fonction l ' ( I ,  x) mais il faut remar- 

quer que l'ordre asymptotique de la portion de l'ensemble situ~e dans une aire born6e est 
I 

different de l'ordre de l ' ( i ,  x)" Consid6.rons par exemple la portion de E' contenue dans 
c 

le carr~ A dans lequel l'ensemble E a ~t~ d~fini au n ~ 2, les points fondamentaux de 
E' contenus dans A coincident avec ceux de E, mais si A~ est le point de rang p de 
E, auquel est associ~ le carr~ L ( t ,  p), son rang dans E' est p'---p'+'p, ~p tendant 
ve rso  lorsque p crolt ind~finiment, le carr~ qui lui est associ~ dans E' est done 
L'( I ,  p ' ) - -L(I ,p '+ 'O.  La portion E~ de E' contenue dans•  est encore un ensemble 
r~gulier normal, mais d'ordre asymptotique ~o3(2) a u lieu de ~3(I). 

Bien que l'on ne puisse tirer de 1~ aucune conclusion relative fi la comparaison 
des ensembles ~ et ~ '  form,s par les points de distribution anormale des fonctions 

f ( z ) -  x et f ' ( < ' ) - - x  (la distribution anormale ~tant d+finie par exemple par la con- 

dition lim log n(r, x) log r < I / ,  il semble cependant probable que la portion de ~ '  int~- 

rieure ~ ~ est ~t'ordre ~lus ~lev~ que la portion de ~ int~rieure ~ ce m~me carr& 
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5. Dans la premiere partie de ma note pr&&tente, j'ai montr~ que f (~)  &ant une 
fonction enti&e d'ordre fini, et F(Z, x) &ant d6finie par l%galit~ 

( I )  F(Z, x) = [f(z) o r- x][f( ' :Z)  -{- x] . . .  [f('rP-lZ) Jr- x] -- x p + Y-a (x)Z" 

oiz : d~signe une racine pi~e de l'unit~ et Z = z,P, on a entre le maximum M(r) du 
module de f (~)  pour 1~1 = r et le maximum M(R, x) du module de F(Z, x) pour 
I Z l -  R - -  rP, la relation 

(2) log M(R, x) - -  b, log M(rb,) 

saul pour les points d'un ensemble qui est de mesure nulle dans toute dire born&. 
M. BOREL a montr+ que tout ensemble de mesure nulle peut &re enferm+ dans un 
ensemble r~gulier, on peut dans lecas  consider+ ici conduire le d6monstration de fa~on 

introduire directement un ensemble r~gulier comprenant tous les points x pour les- 
quels l'~galit+ (2) n'a pas lieu. 

Nous supposerons acquis le r6sultat suivant ~o): si C, est le module du coefficient 
de plus grand module de a(x), si l'on pose 

o(R) = Y c. R" 
le rapport 

log 
log M (r) 

reste compris entre deux hombres poskifs fixes pour r ~ r o. 

D&ignons par ~ , %,~, . . . ,  %4-~ les p ~ I z~ros de a(x), et consid~rons 
I 

les cercles 1"i (k, n) de rayons ~ ~ -  ayant pour centres ces points, K &ant fixe et su- 

p+rieur ~t i et k prenant les valeurs enti~res. Donnons ~t k une valeur d&ermin~.e et 
soit E k l'ensemble des points int&ieurs ~t Fun au moins des cercles l'~(k, n) ( n e t  i 
variables); soit enfin E l'ensemble des points communs ~ tous les E k . L'ensemble E 
est un ensemble r~gulier de mesure nulte ayant pour points fondamentaux la suite 
form& par ies z~ros distincts des polyn6mes a,,(x) ranges dans l'ordre des indices.n 
(c'est4t-dire que i'on prend les points ~ distincts, puis les points ~~ distincts des 
pr&+dents, et ainsi de suite), les cercles d'exclusion relatifs au point de rang j de cet 

x J (si plusieurs z~ros ensemble ont pour rayon k K/,' j' &ant au moins ~gal ~i P _ i 

sont confondus en ce point les cercles sont ceux rel~itifs au z&o dont le rang est le 
moindre). 

Nous allons montrer que l'+galit~ (2) a lieu pour tousles  points du plan n'ap- 
partenant pas ~l E. Soit ~ un tel point. I1 existe une valeur de k pour laquelle ~, 

zo) lor cit. l), nO 4- 

Rend. Circ. Ma~cm, Palermo, t. XLIV (19zo) .~  $gtmpato il 9 novembre 19zo. 
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n'appartient pas ~t E~, ~ est donc ext&ieur ?t tous les  cercles ri(k, n). Prenons une 

valeur r d&ermin~e (que nous supposons suffisamment grande), il lui correspond une 

valeur R et un nombre n qui est le rang du terme maximum de G(R K'-~'), et l'on a 

(3) c\U  ! > 

pour r sup~rieur ~ un hombre calculable r o. Consid6rons le polyn6me a (x) corres- 

pondant. Le point ~ est ext+rieur aux cercles r i (k  , n) ayant pour centres les p -  I 
I 

z6ros de ce polyn6me et pour rayon ~ ; nous supposerons r assez grand pour que ce 

rayon soit inf~rieur ~ ~ .  On peut alors trouver un nombre X cornpris entre 
p - - I  

+ x et + 3 tel que le cercle Ixl = x  ne coupe aucun des cercles F~(k, n). Pour 

Ixl = x le module maximum de a (x) est au moins ~gal au module C. X ~ de l'un 

de ses termes (p~ &ant Fun des nombres o, i, . . . ,  p - -  I), d'autre part les points 

x et ~ &ant int~rieurs au cercle Ix]---~ X ou situ~s sur ce cercle, et ext~rieurs aux cercles 

r,(k, n), on a 

a.(~) 3)],_/K.~,_p~ > E2k(l l + 

en prenant pour x le point de la circonf~rence de rayon X off a(x)atteint son maxi- 

mum, on trouve 

(3')  la > D C K -"Ip-') 

le nombre D = [2k(l~ I n t- 3)] ~-p &ant ind@endant de r. Les in~galit+s (3), (3 ')  et 
la propri&+ du rapport les logarithmes de G(R) et ~M(r) rappel& plus haut mon- 

trent que l'on a, pour r ~ ro, 

M(R, ;,) ~> DEM(rK' )]v 

"r &ant un nombre fixe, ind+pendant de ~;. Comme d'autre part M(R, ~,) est inf&ieur 

a [M(r)+ IKt] p, l'+galit+ (2) est bien %rift& au point ;... 

Les points de l'ensemble E peuvent donc seuls &re des points anormaux. Cet 

ensemble E est un ensemble ponctuel au sens de M. SIRE, c'est-~.-dire un ensemble 

dont les points peuvent &re enfermfis dans une infinit~ d6nombrable de cercles dont 

la longueur totale des circonf~rences est aussi petite que l'on veut ~). I1 est &ident 
que tout ensemble r+gulier de mesure nulle, d+fini par ses points fondamentaux et par 

, t )  j .  SIRE, Sur les fonctions enti~res de deux variables d'ordre apparent total fini et ~ croissance 

r~gulibre par rapport d l'une des variables [Journal de Math6matiques, 6 e s&ie, t. IX (1913), pp. 1-37], 
p." I2. Les ensembles ponctuels ont ~t+ &udi+s par M. BOREL dans ses Lemons sur la th~orie des 

fonations (Paris, Gauthier-Villars, I898), Ch. V. 
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des carr& ou cercles I ' ( I ,  n) dont les c6t~s ou rayons forment une s+rie convergente, 
est un ensemble ponctuel. 

On caract~risera l'ensemble E par l'ordre 0~(I) de la fonction K x. On ne salt 
rien ici sur la distribution des points fondamentaux: les cercles r i (n,  k) peuvent &re 
tous ext6rieurs les uns aux autres pour k ~ k o, il peut donc se s que E n e  ren- 
ferme que les points fondamentaux; les points fondamentaux peuvent aussi &re partout 
denses, et E admet alors tout ~ plan pour point de condensation. On dira que l'ordre 
asymptotique de l'ensemble est au moins ~ (I),  et le r~sultat obtenu s'+noncera de la 
faqon suivante : 

L'dgalitd (2) d~ lieu sauf pour des valeurs de x qui peuvent gtre enfermges dans un 
ensemble rggulier de mesure nuUe dont rordre asymptotique est au moins ggal c~ o ( i ) .  

6. Le r6sultat pr&6dent a ~t6 obtenu sans s d'hypoth~se sur M(r). Si l'on 
suppose que M(r) est ~. croissance tr~s r~guli~re on obtient un r+sultat plus serr6 re- 
lativement 5 l'ordre de l'ensemble r6gulier renfermant les valeurs exceptionnelles. Sup- 
poso~.ls que l'on air 

(4) log M(r) = b r ~ 

&ant un entier [le cas de ~ non entier n'est pas int~ressant, puisqu'alors l'~galit+ (2) 
a lieu pour tousles  r sup+rieurs ~l un nombre fixe] G(R) v&ifiera une ~galit6 ana- 
logue 5. (4) 

P (5) log G(R) -- hR ~, p,- ~-, 

et par suite, i l  existera une suite de nombres n , n = , . . . ,  n q , . . ,  d~finis par la relation 

nq = Xq nq_,, A ~ ),~ ~ B 

pour lesquels C,, v~rifie l'in+galit~ 
__n 

C . >  n O'D-" 

A, B, D &ant des nombres fixes ~"). 
On pent alors considtrer ceux seulement des polyn6mes a ( x )  qui correspondent 

aux valeurs n, ,  n . ,  . . . ,  nq, . . .  et construire un ensemble rtgulier E en prenant les 
z~ros de ces polyn6mes pour points fondamentaux, les cercles d'exclusion relatifs aux 

I 
z~ros de a.~ (x) ayant pour rayon ~K-~. En tout point ~. n'appartenant pas ~. E, on 

aura 
log M(K, ~) --- hR ~,. 

Les points exceptionnels sont donc des points de E, or les racines de a q(x) 

donnent despoints fondfmentaux de rahg n moindre que ( p ~  I)q, et les cercles 

z2) Voir les travaux de M. LINDEL6F sur les fonctions enti~res, ou mon m6moire r dam la 
note 4, 
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d'exclusion correspondant ont pour rayon k -~ K-"~ ~ k  -~ K q-' puisque nq ~> A ~. L'or- 

dre asymptotique de E est donc au moins to2(I). 
On d4duira de 1~ le r6sultat suivant: 

Si le maximum du module d'une fonction d'ordre entier ~ vdrifie l'dgalitd (4), le 
nombre n(r, x) des Kdros de module moindre que r de la fonction f ( K ) ~  x est donng 
par l'dgalitd 

n (r, x)  = b rP 

sauf pour des valeurs x qui peuvent gtre enfermdes darts un ensemble rdgulier de mesure 
nulle d'ordre asymptotique au moins dgal d ~ ( I ) .  

On g~n~ralisera facilement au cas o6 l'6gaiit~ (4) est remplac6e par l'6galit~ plus 
g~n~rale utilis~e dans ma note pr&6dente; on obtiendra ~galement des propositions 

relatives au cas off l'on consid~re des foncfions dont la r~gularit6 est moins grande. 

7. Le r~sultat obtenu ci-dessus est encore ~lcign~ de celui obtenu au n ~ 3 dans 

lequel l'ensemble des valeurs certainement anormales 6tait d'ordre ,,Jb(I). Mais on peut 

obtenir un exemple analogue ",l celui du n~ dans lequel l'ordre de l'ensemble r6gulier 

sera moindre, en se bornant A consid6rer comme valeurs exceptionnelles celles pour 

lesquelles 
lira n (r, x) _ o. 

On peut d~finir les nombres k par les 6galit6s 

k - -  u~ + ivp pour N~ < n / Np+, 
avec 

Np = p~ 

et l'ensemble E, par les m~mes points fondamentaux qu'au n ~ 3 et par une suite 

l(k, p) telle que 
I Np+, (p -~- I) p+' 

log 10, p ) >  x - -  x 

les points de E seront des valeurs anormales, et cet ensemble est d'ordre asymptoti- 

que o~=(I) comme au n ~ 6. 
Ces indications suffisent ~ montrer l'int6r& de l'introduction des ensembles r~gu- 

liers dans ce genre de questions. I1 est clair que ces ensembles rendrom les m~mes 

services dans l'&ude des fonctions enti~res de deux variables, je reviendrai d'une faqon 

plus compl&e sur ces questions daus un prochain m6moire. 

Strasbourg, D~cembre 19I 9. 

G. VALIRON. 


