
Par t ie | l e  Differen~ialgleichungen tier hyperell ipt ischen 
Thetafunct ionen und  tier Perioden derselben. 

Von 

ED. WILTHEISS in Halle a./S. 

Einleitung. 

Die im 99. Bande des Journals ftir Mathematik, S. 236, yon mir 
entwickelten Different lalgleiehungen zwischen den partiellen Ableitungen 
der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Argumenten und nach 
den Parametern babe ich ftir den einfachsten Fall, ffir Thetafunctionen 
mit zwei Argumenten, im 29. Bande (S. 272) der Math. Annalen so 
umgeformt, dass die s~immtlichen darin vorkommenden Ausdriicke un- 
mittelbar Covarianten, oder Theile yon Covarianten sind, oder sonst 
mit der Invariantentheorie in engster Verbindang stehen. Die ent- 
sprechende Form der Differentialgleichungen will ich nun hier ffir die 
hyperelliptischen Thetafunctionen mit 0 Argumen~en aufstellen, and 
zwar soil dies auf directem Wege geschehen, ohne dass ich dazu, 
wie ich es in dem erw~hnten Aufsatze ftir (~ ~ 2 gethan habe, die 
schon im Journal ffir MathematSk en~wickelten Differentialgleichungen 
benutze. Dabei werde ich aueh ein anderes Verfahren einschlagen als 
in dem ersteu Aufsatze fin Journal fiir Mathematik. Denn dort kam 
es mir in erster Linie darauf an, dass in der ganzen Hauptentwicklung 
nur yon der Definition der Thetafunction dutch die Normalintegrale 
zweiter Gattung (und der Thatsache, dass dieser Definition wirklich 
durch eine analytische Function geniigt wird), und sonst yon keiner 
Eigenschaft der Thetafunction Gebrauch gemacht wurde, w~ihrend ich 
hier nur auf die Form und Zusammensetzung tier in den Differential- 
gleiehungen vor]~ommenden Ausdrfieke Gewicht lege. Demgemiiss will 
ich reich hier nicht auf die Definition der Thetafunetion aUein be- 
schr~inken, sondern auch die Haupteigenschaften derselben als bekannt 
voraussetzen und in die Entwicklung mit hineinziehen. Ich werde 
zuerst die Differentialgleichungen der Perioden der Normalintegrale 
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erster und zweiter Gat~ung aufstetlen, - -  es sind dies die Gleichungen 
(A), (B), (C) und (D) -- ,  und dann gelange ich mit i/~rer Hilfe zu den 
Differentialgleichungen der Thetafunctioaen selbst, indem ich zu deren 
Definition die Ver~nderungen benutze, die sie erleiden, wenn man die 
Argument~ um Systeme yon Perioden vermehrt. 

w  

Bezeiclmungen mid Dsfmit~onen. 

Zuerst miissen einige Bezeichnungen und Bezeichnungsweisen fiir 
die folgenden Entwieklungen eingefiihrt werden. 

Die ganzen Functionen sollen, da bier grosset Nachdruck auf die 
Invarianteneigenschafr der vorkommenden Ausdrficke gelegt wird, als 
homogen in den Variab]en be~rachtet werden. Ich werde jedoch fast 
iiberall nut die eine, die erste, der Variablen schreiben~ thefts der 
Kiirze halber, thefts mR Riicksichi auf die im fo]genden vorkommenden 
Differentiationen und Integrationen. 

Wenn AbleRungen nach den Variablen x t and xz gebildet werden, 
so soll dies darch angeffigte Indices ausgedrfiekt werden, jedoch der 
Art, dass die mit dem Index versehene Function nich~ die Ableitung 
selbst, sondern dieselbc dividirt durch die Dimension der ursprting- 
lichen Function in den x bedeutet: wenn ~t die Dimension yon g(x 1, x2) 
in den x ist, so soll 

~g ~g 

sein. Und entsprechend sei auch die Bezeichnung bei den hSheren 
Ableitungen: 

~g ~ 9(~t -- 1) g~0~ ~g  ~xl  ~ ~x~x------~ ~ g(~t  - -  1)  gLl~ " ", 

iiberhaupt sei 
~gx~ ~ g ~  
~xl --~ pg~+l,~, ~x2 ~ Pgx,~+~, 

wenn p die Dimension yon g~x in den x ist. Man hat bei dieser Be- 
zeichnung den VorfJaeil, dass die Polaren yon g unmRtelbar die 
folgenden kusdriicke sind: 

y,g,o (x) + y~go~ (x), 
Y~2g2o(x) ~ 2y~Y2gu (x) .~ Y~'go2 (x), 

�9 �9 . �9 ~ ~ �9 �9 �9 . * 

und dass 
g(z) -= x~glo(x) + x2gol(x) 

(1) "-~ x~2g~o(x) "-t- 2xlx:g,~ (x) + x~ go~(x) 
~ _ _ _  �9 . o �9 �9 . �9 �9 * �9 . �9 
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ist. -- Die Differentiationen nach anderen V~iablen so]len durch 
Differentiationszeichen ausgedrtickt werden. - -  

Was nun das hyperelliptische Gebilde anbelangt, so will ich die 
20 -4 -2  singul~en Punkte (Verzweigungspunkte) siimmflich im End- 
lichen annehmen, so dass der Radicand der in den Integralen be- 
fmdlichen Wurzel~Ssse. 

204-2 20+2  

X..~- 1 ~ 0  

ist. In den 0 Normalintegralen erst~r Gattung 

f H(x)~ dx, (a--~ 1 2, 9) 2y  ~ " " "' 

s e i  

H(x)a --= ( - -  x) "-~ , 

und in den Q Normalintegralen zweiter Gattung 

f ~(x)~ - z ~  dx,  (~ - -  1 ,  2 ,  . . . ,  q) 

sollen die ganzen Funcfionen G(x)~, die im allgemeinen noch eine 
Anzahl willkfirlicher Consf~nten enthalten~ hier dadurch vollkommen 
besisimmt sein, dass identisch 

1 Z H (8) a G (X)a = - -  f ( x  Is) el y 
(2)  2-~- ~ : ~  - ~--~ x - s 

t~ 

ist, wo 

(3) f(xls) 

die (Q + 1) tr Polare yon f(x) unter Einffihrung der neuen, willkiirlichen 
Variablen al, s., ist. Die Summation fiber a ist hier, wie fiberall im 
folgenden, wo die Summe oder das Product fiber diesen Buchstaben 
oder fiber •, ~,, ~ gebildet wird, yon 1 his () auszuftihren. 

Diese t~ Inte~ale erster, bez. zweiter Gattung will ich je in ein 
einziges Integral zusammenfassen. Bei den Integralen zweiter Gattung 
ergiebt sich die Art und Weise, wie dies am vorLheilhaftesten ge- 
schiehr unmittelbar aus der Gleichung (2), welche die Punciionen 
G(x)~ bestimmt: man hat dieselbe nur mit dx zu muKipliciren und 
zu integriren: 

"~-1 f G(x). dx ~ f -- f(xls)_ dx  Y (4) 
a 

Die Zusammenfassung tier Integrale erster Gathmg geschieht dadurch, 

dass man dieselben mit te--% wo t, wie oben s, eine neue 

willkiirliche Variable ist, multiplicirt und addirt; wenn man dana 
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1 \  

bezeichne~, so ist 

, . ]  2y  

Denk~ man  sich hierin die rechte  Sei~e in homogenen  g a d a b l e n  ge- 
schr ieben,  so ist dieselbe eine Covarian{e der beiden Reihen cog-redienter 
Var iablea  xl~ x~ und t~, ~ ;  und diese Gleichung lehr~ daher ,  dass sich 
die In~egrale erster  Gat tung  bei der l inearen Transformat ion  der 
Variablen x~, x~ so ~ndern wie die Coeffieien~en einer Covariante 
( ~ -  1) (~ Ordnung.  - - * )  

*) Ein entsprechendes Verhalteu bei den Integrulen zweiter Ga~ung k~nn 
man, wie es sehon dutch P. Klein  in seinen Vorlesungen gesehehen ist, dadureh 
erreichen, dass man 

( -  l) ~ / '  a~-1 (. _- f(~l~) I d~ (~ 1, 2, Q) 
( a - - 1 ) ! ( o  ~ ) ! J  ~s~ ~ - ~ s 2 e - ' \  " - -  (s2x - -  sj)~ ] ~ " 

als die l~ormalintegrale anvimmt. Dieselben unbarscheiden sich ngmlich nur um einen 

f d___x_x, dean schreibt man die Gleichung-(4) rafionalen Ansdrack yon G(x)a 2y ' 

homogen in den Variablen si,s2: 

(a) (-- sO ~-I  sz e-~ dz = (s2 x - -  s~) ~ y s~a - -  s~ ' 

und differents dieselben, so finde~ man: 

~y d x - ~  ( ~ _ 1 ) ! ( ~ ) !  8sl~-~ ~szr (s~x-- sO 2 / y 

(--  1)a-ly ~e'-I (. s,r ) 
( ~ - - l ) ! ( o - - a ) !  ~&~-i  gs2e-a s z z - - s~  " 

f - -  dutch diese Norma[integrale erh~lt man, f(~ls) dx. 
Den Aasdruck yon (t2~ --  t@ 

indem man die (0 - -  1) ~ Polare der Gleichung (a) unter FAnf6_hrung der Variablen 
ti, t2 bildet, and die linke Seite dutch dan in Frage stehende Integral erse~zt: 

j " --f(xls) dx 
(tzx - -  :~)~ y 

( ~ - - l ) ! ( ~ - - ~ ) :  as~-~ ~s~e-~ (s~--sO ~] V 
+ (t,s, - -  6s,)e Y. 

( s ~  --  s~)e (t~z - -  t~) 

Diese Gleiehung zei~ insbesondere auch das invarian~e Verhalten dieaer Normal- 
in~egrale. 
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Um nun die zu dem hyperelliptischen Gebilde gehSrenden Theta- 
functionen herzustellen~ muss man auf 2 9 bestimmten Integrations- 
wegen 2 0 Systeme yon Perioden der Integrale erster und zweiter 
Gattung: 

2eOlt~, 2a~ 8, . . . ,  2eoet~ , 
e r �9 �9 (7) 2eo1'~, 2co28, . . . .  2cor (/$ ~ 1 '  2 ,  ., 9) 

resp. 
2~11~, 2~12~, . . . ,  2?let~, 

�9 2 " , ( ~ = 1 , 2 , . . . , o )  

bestimmenj wobei der erste Index der Periode das Normalintegral, das 
integrirt wurde, und der zweite Index den Ilategrationsweg angiebt, 
auf dem die Integration ausgeRihrt wurde. 'Alsdann se~t man die 
Determinante 

(8) ~ ,  ~ " "  ~'~e = co, 

~e~ t-~ " ' .  c~ 

mad bezeiehne~ mif (co)~p die adjungir~e Subdeterminmafe yon co~8; jetzt 
ist, wenn man 

(9) -t~r 

at~ agr 

(wobei, wie sehon oben bemerkt, fiber a, /~, 7 je yon I b i s  0 zu 
summiren is~,) annimmt: 

(10) e ~ )  y ez(,,,") = O(u,, u~, . . . ,  ur 
r 

--  die Summa~ionsbuehstaben r~, r ~ , . . . ,  r e haben je aUe ganzen, 
positiven und negativen Zahlen zu durehla~lfen --  die Fundamental- 
~etafunction, aus der die tibrigen Thetafunctionen ~)(~h, ue, . . . ,  ue) ~ 
dureh Vermehrung der Argumente um Systeme yon halben Perioden 
entstehen. - -  

Da in den En~-wicklungen der beiden folgenden Paragraphen die 
Integra~ionswege, auf welehen eine Periode bestimmt wurde, nieht in 
Betraeh~ kommen, will ich in denselben an den Perioden den zweiten 
Index, welcher den Integraffionsweg angieb~, weglassen und also unter 
2eo~, bez. 2,/~ irgend eine Periode des betreff. Integrals erster, bez. 
zweiter Gaffmng (d. i. ein 2co~ od. 2eo[,t~ , bez. ein 2y~p od. 2~/,~,) 
verstehen. 
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w 

Erste 6ruppe dot DiRorentialgle~hungen dot Porioden. 

Die vier partSellen Differen~algleichungen der Perioden 2a~ und 
2 ~ ,  welehe sieh auf die Invarianteneigenschaft dieser GrSssen be- 
ziehen, lassen sieh nan leieht aufs~llen. 

Ffihr~ man ngmlieh zur augenbliekliehen Abkfirzung die Bezeieh- 
nungen ein : 

~g 

2 o ~g ( Oq-2)A~e+. ~--A~t,_t_ ~ 

- - +  2 . A ~ t , + , ~ + . . . + ( 2 e + 2 ) A ~  ~g - -  

~g 

so ist, wie unmittelbar ersichflich~ 

ef(x) = (2~ "-F 2) f~o(X), 

~f(xls) = (Q -{- 1) flo(xls ) -{- --~ f(xls), 

if(x) = (2q + 2) xf~.(x), 

Cf(xls) = (O + 1) xf io(xls)  + s ~--7 f(xls), 

und man fiberzeugt sieh jetzi leiehl, dutch einfaehes Ausffihren der 
Differentiationen und der 0pera6onen ~ uad ~ yon der Riehtigkei~ der 
Identit~ten 

. 2y  

- f ( j  s) 
( x  - -  s) ~ y 

-- f(zl s) 

( x  - -  s) ~ y 

a -- f(x Is) f -- f(x Is) 
(x -- s) 2 y \ (x -- s) ~ y 

~x(x=(x)  ~ e--1 - 
~ ~y / ~ - - - ~ , ( ~ _ _ 1 )  ' ~ ( x ) ~ '  

. ~  ' ~e-- 5 

d (--xf(xls))l ~ ~ [--sf(xls)'~ 

Beide Seiten jeder dieser Gleiehtmgen multiplieire ieh mi~ dx und 
integrire sie auf einem gesehlossenen Integra~ionsweg. Da das Er- 
gebniss einer solehen hategra~ion bei den Normalintegralen erster mad 
zweiter GaCtmag die Perioden 2o~ trod 2 ~  sind, so fiade~ man, wean 
man die Gleiehungea (4) und (6) mit in Be~raeht zieht: 
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(~2) 

~,D. W ~ . ~ m ~ s s .  

27 

= Z a~a ( - -  8) (z-l. 

Die Variablen s und t in diesen Gleichungen sind ganz beliebig, wie 
sehon oben hervorgehoben wurde; es miissen daher die Coefficienten 
gleich hoher Potenzen dieser Variablen auf beiden Seiten einander 
gleich sein. Dieser Umstand liefert die Differen~ialgleichungen fiir 
die Perioden selbst: 

~ .  ~-  (~ - -  1 )  ~ _ ~ ,  

~fO a ~ - -  ~ f 0 a ,  

oder wenn man fiir die Operationszeichen e and ~ die Differential- 
ausdriicke selbst einsetzt: 

(A) 

~eOa 

( 2 o  + 3 - -  it) A ~ - ~ 2 z _  ~ - ~  - -  in~+~, 

wo a einen tier Werthe 1,2,...,~, i e h e n  der Werthe 1,2,...,~--1 
bedeu~et trod die Snmma~on fiber it in jeder dieser Gleichung yon t 
bis 2~-~-2 auszuffthren ist. 
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Die vier zugehSrigen, entspreehenden Gleiehungen erh~lt man 
aus der Tha~ache, dass die, durch Integration auf einem gesehlossenen 
Wege aus (4) und (6) hervorgehenden Gleichungen 

2( : -  I) oo o-o 
2 ~ . ( -  s)--* 

~ - j - ~ -  dx, 

J (x--z) y 

wenn man sie homogen in den Variablen macht, ungeRnder~ bleiben 
bei den gegenseitigen Vertauschungen yon xi und xe, s t mad s~, 
t~ und t~, A~ und A~p+~_~ , o~, und (--l)e~r und ~ u n d  
(--  1)e Yp+I-,; es muss dies also auch mit allen Gleichungen der Fall 
seln, welche Folgerungen aus diesen beiden Gleichungen sind, ins- 
besondere mit dem Gleichungssystem (A). Man finder auf diese Weise: 

rli-1 ~ '?  a~t = O, 

(B) 

(20+3- -~ )A~_~-X~_  ~ = ( q - - , ~ + l ) ~ ,  

we ~t, a und i dieselbe Bedeu~unOg wit in dem System (A) haben. 
1)iese beide~ Systeme, (A) und (B), vor~ Differentialgleichungen 

si~d dieje~ige~, die ich in diesem 2aragraphen aufstellen wollte. - -  
An dieser Ste]le mSehte ich noeb e~ und ~co bestimmen. 
hus der Bedeutung des 0perationszeichens ~ fo]gr dass wenn 

man diese Operation an einer Determinante auszufiihren bat, ~aan die 
Summe der De~erminan~n bitden mass~ die en~s~ehen, wen~a man die 
Operation ~ je an einer Zeile oder Colomae ausffil~. Bezeichnet mun 
die De~erminante (8) in der Weise: 

co-~ ]~1fl, co~, toad, . . . ,  eoe,~ I, 
so ist 

+ I ~ ,  ~ ,  ~ a ~ , . . . ,  %~1 + "" ", 
oder, da e~, irgend ein r  bedeutet~ also ~coafl ~---(a~l)e~,,_,,~ isg: 

~ ---- I 0 , ~ ,  e o ~ ,  . . . ,  %~[ + t ~ ,  ~ ,  ~ , . . . ,  ar 

+ 1~,~, ~ s ,  2 ~ , . . . ,  ~ s l  + ' "  ", 
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mad hieraus folg~, da jede dieser Determinanten den Werth Null hat, 
dass ~o ~ 0  ist, oder: 

(13) ( 2 0 + 3 - - Z ) . 4 z  ~ = 0 .  

Ebenso finder man 

(14)  ,t _4~_~ ~ ---- o. - -  

In  analoger Weise erhlilt man auch den Ausdruck fiir ~eo. Es ist 

-4-1 z ,~ ,  ~ ,  ~ z 3 ~ , . . . , % ~ I  A- " ' "  

-f- [ a,~t~ , c o ~ ,  - 3 c o ~  . . . .  ;, %~1 -1- "" �9 

- -  co - - . 2 c o  - -  3 ~  . . . . .  .~ 0(0 A- 1) co; 

mifflin ist 

(15) ~az ~ = - -  ~ 0 ( 0  -[- 1) co. 

Und hierzu fxitt noeh die entsprechende Gleichung 

(16) (2 0 -{- 3 - -  ,~) A~_t  -~-Az_, ~-  -2 O(q "I- 1) co. -- 

, 

Zweite 6rupps der Diiferentialgleichungen der Perioden. 

Die tibrigen 2~ - -  1 Differentialgleichungen fiir jede der Perioden 
will ich zusammen auf einmal entwicke|n. 

Die Differentiation nach den Constanten in denselben wird in der 
Form eines Aronhold'schen Processes geschehen, d. h. es werden die 
Perioden nach den ICoefficienten A~ yon f ( x )  differentiirt, die Ab- 
leitungen mit den entsprechenden Coefficienten einer Covariante 

~P~ X g 

/.L--~O 

multiplicirt und die s~mmtlichen Producte addirt. Diesen ProceSs will 
ich mit ~ bezeichnen: 

~9 

wo g irgend eine Function der A t i s t .  
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Die Covariante ~(x) selbst wird in der folgenden Weise hergestellt: 
ich bilde die (2 0 --  1) 'e Polare yon [(x) unter Einffihrung der neuen, 
vollkommen unabh~ing~gen Variablen vl, v 2 mad bezeichne dieselbe 
mit ~(x) ;  dana ist 
(i7) cp (x) = V,, (~} f,~ (x) -- ~,o(~} 5, (~} 

die betreffende Covariante. Da der Zahler $ol (x) f~o (x) - -  r (x) fo, (x) 
ffir x ~ v versehwindet, so ist r (x) tha~Kehlich eine ganze Funetion; 
sie enth~lt in ihren Coefficienten noch die Variable v in der ( 2 0 ~ 2 )  '~ 
Potenz. 

Um jetz~ die Differentialgleichungen ffir die Pedoden der Normal- 

integrale erster Gattung abzuleiten, gehe ich yon ~-~-y-  aus. Da 

*f(z)  = ~(x) 
ist, so folgt dutch Ausfiihren der Differentiation und der Operation ~, 
indem ich die Relation zwischen einer homogenen Function und ihren 
beiden Ableituugen (vergl. (1)) beriicksichtige, die Richtigkeit der 
Gleichuug 

WO 

(18) 

(da die eckige Klammer selbst wie ihre Ableitung naeh x f~r z ~ v 
verschwindet,) eine ganze Function yon x yore (q -- 1) t~* Grade ist, 
die t ebenfalls i m ( O  - -  1) t'n Grade nod ausserdem noch v enthKlt; 
man kann daher 

. p  

setzen. Integrir~ man jetzt nach einer Multiplication mi~ dx  auf 
einem geschlossenen Integrationsweg, so erh~lt man, analog wie oben 
bei den Gleichungen (11) 

dr 

und, da t beliebig ist, also die Coefficienten gleich hoher Potenzen 
auf beiden Seiten einander gleich sind, so folgt hierau~ 
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Dies ist die gesuchte ~fferentialgleichung fi~r die Perioden der ~ormal- 
integrale erster Gattung. 1)ie GrSssen ~ in denselben sind dutch die 
Gleichunge~ (17), (18) und (19) definirt. Da ~(x) wie die k~fi die 
ganz unabhiingige Variable v in der (2@--2) te" Po~enz enthalten, so 
sind in jeder dieser Gleiclmngen im Grunde 2 Q - -  i verschiedene Glei- 
chungen zusammengefasst. 

Die Function .K(x) ist~ wie aus ihrer Definition hervorgeht, fiir 
~-  I and 2 identisch Null~ und fiir ~ ~ 3 gleich 

D 2 ~ 4 f ( x ) ,  

wo _D, bez. A die Polaxenbildung unter Einfiihrung der Variablen 
t ~ , ~ ,  bez. vl, v 2 bedeutet. Das erstere fo]gt iibrigens ohne Rechnung 
schon aus dem Umstande~ dass K ( x )  zu Folge seines Ausdrucks (18) 
eine Covariante yon f (x )  darstellt, welche in den Az linear ist ,  aber 
fiir Q ~ 1" die Variablen x ,  t ,  v zusammen in der null ten,  ffir e ~ 2 
nur in der vierten Dimension en~h~l~. - -  

Die entspreehenden Differentialgleichungen fiir die Perioden der 
Normalintegrale zweiter Gattung aufzustellen, ist mi~ etwas meln. 
Schwierigkei~n verkniipfi. Zuers~ folgt aus der Bedeu~ung yon d~ 
dass~ wenn man die (~_}_])tr Polare yon ~(x)  bei Einfiihrung der 
Variablen sl, s~ mit 

~ ( x l  s) 
bezeichnet~ and 

- -  2~(xis) f(x) + ~(x) f(xls) -~ r 
setz~: 

(20) d -- f(xts) ~_ q) (x) 
(x~s)~y (x--s) ~ .2y a 

ist. Es handelt sich jetzt datum, die rechte Seite so zu zerlegen~ dass 
bei der Integration unmittelbar die Normalintegrale auf~reien. Dies 
geling~ mir abet nut dureh einen Kunsigriff. Dazu isl es abet noth- 
wendig, eine Anzahl neuer Bezeichntmgen einzuffihren, yon denen 
die eine: 

(21) Vo~(X) f,o(x]s) -- V,o(x) fo~(xls) = ~ (x]s) 
W - - q )  

eine dauernde ist~ wiihrend die iibrigen nut zur augenblicklichen Ab- 
ktirzung dienen: 

(x-s)~f(x) 
~- 2 f(,Is)f(vl~) -- f(si~)f(v) 

- 2f(xti) ~(xls) + f(x[s)~(x[~) -~ o(xl f), 
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Die Umformung der rech~en Seite der Gleichung (20) geschiehi nun 
dadurch, dass ich dieselbe mit 2 f ( x  1 ~) : Y, wo ~ eine unabhiing~ge 
Variable ist ,  multiplicire~ alsdann in Parfialbrtiche zerlege und die 
Glieder, welche im Nenner x -  at und x ~ s nur auf der ers~en 
Po~enz ent.halten, wieder in e i n e n  Ausdruck zusammenziehe. Ich 
komme dadureh zu der folgenden Gleichung: 

2,a-t-2 
(22) O(x) f(x! ~) f(s] ~) ~(s) 1 ~ . .  f(azls) f ( a ~ ) ~ ( a z )  

( x - s )~  p ( x )  ~- f(s) " ( x - s )  ~ ~4(o-{-1)~(a~-s)~(a~-v)f~o(a~) 

1 1 L(x l~)  1 q) x f(x)  's 

wo also die Richtigkeit dadurch nachgewiesen wird, dass man beide 
Seiten in Partialbriiche zer |eg~ dean diese Zerlegung wird bei l~assen- 
der Umformung auf beiden Seieen die gleiche sein. ]:l_ierin lasse ich 
nun ~ in x fibergehen: dana verschwindet M(x t l ) ,  O(xI f  ) verwandel~ 
sich in O(x) und Z ( x  t ~) wird gleieh 

('23) L ( x )  = 2 o + ~  

+ 2 f(vis) f(xlv) - f(xls) f(v) 
(x--v)~ (s--v)~ 

so dass die Gleichung (22) die Form annimmt: 

(x) cp (s) f (x  Is) ~ f(az[s) ~ (az) f (x  [ az) 
(x--s)2f(x) -Jr" f(s) (x- -  s) ~ ~ "~(O+l)~(a~--s)~(az--v)f~o(az) " (x - -az )  2 

r~(x) 
_ ' 2 q + ~  

(x) gefunden. Und damit hat man die gesuchte Zerlegung yon (x--s)~(x) 

Dieselbe muss man jetz~ in der Gleichang (20) einsetzen; man erh~lt: 

t --f(xls) 1 r~(x) ~(s) f(xls) 
= 2o+  ~ 2--y---- -2f(--~) (x--s)~y 
+ ~ .  f lai ls)  v(~.)  . /(~ta~) . 

"7" 4(~+~) ' (~-~) : (a~-~) f ,o (~z)  (~-~)~ 
Der Ansdruck yon L(x)  ist, wie man sich leieh~ fiberzeug~ eine ganze 
Function der Variablen und zwar ist derselbe in x und s symmetrisch 
und yore ( Q - - l )  t~ Grade i man kann also 

(24) L (x) ----~ ~o ~ ( - -  x)~ - ~ ( - -  s) 
a0 

setzen > wo 

(~5) z ~  = l~o  
Mathematlscha A.unalem ~ ' g I .  10 
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Demgem~ss wird 

--f(zls) 1 ~-~t  /~(x)t~/__ s)~_ 1 ~(s) f(xls) 

+ ~ r(~ Is) ~ (a2) f(xia~) . 

Diese Gleichung integrire ich nach einer Multiplication mid~ dx auf 
einem geschlossenen Integrationsweg und finde 

1 )2 ( a  2 __ 8)s ( a  2 __ v )  }el0 (as  

Der Coefficient yon 2Wfl muss, da file iibrigen Glieder ganze Functionen 
yon s sind~ und s -eine ganz beliebige Variable ist, ebenfalls eine ganze 
Function yon s und zwar vom (O--1) t en  Grade sein; man kann ihn 
daher gleieh 

i 2 

cr 

se~zen, so class die ]etzb Gleichung iibergeht in- 

a a #  aft  

und dz s beliebig ist, folgt hieraus 

Die Coefficienfen k~t~ haben nun denselben Werth wie die Coefficienten 
k~-in (C): es ist 

Den Beweis hiervon babe ich schon in dem in tier Einleitung erw~hn- 
fen Aufsatze im Journal ftir Mathematik, Bd. 99, Seife 244~ geliefert. 
Derselbe muss nur in nebensichlichen Momenten einige Aenderungen 
erfahren: so wird dort an Stelle der Operation d nach a~ differen~iirt~ 
und es werden dor~ nur die Gleichungen zwischen den Normal- 
integralen hetrachtet, dutch deren Integration erst die Gleichungen 
(0) und (D) ent~fehen. Aber dies alles maeh~ nur unbedeutende Ver- 
~nderungen noi3awendig; in der Hauptsache bleibt der Beweis be- 
stehen. - -  

Demnach is~ 

i X  '27 
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wo die Gr6ssen ~ durch die Gtek~hungen (17), (18)und (19), die 
Gr6ssen l,~ dutch die Gleichungen (21), (23), (24) und (25) definirt sind. 

1)ies sind die Differentialgleichungen fiir die Perioden der lntegrale 
zweiter Gattung, die ich bier aufsiellen wollte. In denselben sind 
wiederum 2 q --  ~ Gteichunge~ zusammengefasst, da in den Coefficienten 
noch die willkiirlicbe Variable v in der ( 2 0 -  2) u~ Potenz vorkommt. 

Um jetzt aueh noch den Ausdruck yon (~eo zu bilden, babe ich 
wie oben bei der Bestimmung yon ~eo zu verfahren. Ich erhalie un- 
mittelbar 

I k ~ l ~ l ~ ,  ~ . ~ , . . . , ~ o e ~ l  - -  
7 

Y 

oder wenn ich die y~,~ enthaltenden Determinanten eben nach den 
Gliedern der Colonne der ~r# entwickle, indem ich wie in w 1 die 
adjun~rten Sabdeterminanten yon eo~ in eo mit (co),# bezeichne: 

~ ~-V2 40+4 ~Y~(~)~ ( -  v)"+~-~" 
a a ~ r  

Hierin ist a b e r ~ ] ~  gleich Null. Denn wie aus den Gleichungen 

(13), (14), (15) und (16) folg~, hat ca die Invaria~teneigenschaft; wie 
ich spiiter zeigen werde, ist dasseibe mit 

a?~r 

Fall: demnaeh miisste auch ~ k ~ , ,  falls diese Summe nicht der ver- 

sehwiind% diese Eigensehaft besitzen; aber dies ist nich~ mSglieh, weil 

~ . k a ~  die Coefficienten Aa linear, und die einzig darill vorkommende 

Variable v nut in dem (2Q--2) Le~ Grade enth~lt. 

. ~ k ~ .  -~ 0 und dement~prechend 

- - 1  (26) e~- ---- 4g--~4 . ~  n~ (co).r 

sein. -~r 

Folglich muss 
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w  

Die Differentialgleichungen der Thetafunctionen. 

Aus den par~iellen Differenfialgleiehungen filr die Perioden der 
Normalintegrale habe ich jetzt~ die partiellen Differentialgleichungen 
f fir die Thet~funetionen selbs~ abzuleiten. 

Wie ich sehon in der Einleitung angeffihrt habe, will ich dazu 
gewisse Eigensehaf~n der Thetafunctionen benutzen und insbesondere 
die Eigenschaft derselben, in sich selbst multiplicirt mit einem Ex- 
ponen~alfactor zurfiekzukehren, wenn man die Argumente um ein 
System yon Perioden vermehrt. Es is~ dies, wenn man start 

e(ut, u s , . . . ,  u~)~ 
einfach O(u~)$ schreib~, die Formel 

(27) e (~o+2~s)~  = (- l)~o(, ,~)p~ "~~'~("~+0'~) 
wo _~7 eine ganze Zahl ist~ die davon abh~ng~, welche Thetafunction 
und welehe Periode man annimmt. Aus derselben folgt 

(28) lg o(u.+2~o~)p = lg o(u,,)~, + ~ 2 v : ~ ( u ~ + ~ )  + zr 

(29) ~ lg o (u s +  ~ ~.)p 0 lg O (%)p 

(3o) ~' ~g e (% + ~ ~.)p ~ g  o (%)~ 
Out~ 0% ~ Ou~bu r 

Ferner erh~It man, wenn ~ O (u,)p bedeuten soll, dass die Operation 
nut an den Coefficienten der Reihenentwicklung yon O(us)~ nach 

Potenzen der us ausgefithrt werden soll: 

fl 

welehe Gleiehung mit ttilfe yon (29) in 

p 

fibergeht~ Analoge Gleichtmgen bes~ehen aaeh fiir ~ ]g 0 (ur 2 o)s)~ 
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Um nun die zu dem Operationszeichen ~ gehSrige Differential- 
gleichung aufzustellen, bezeichne ich 

(32) ~ lg 0 (u,)p + ~ ( ~ , - -  1) ur_~ 
lg O (~)~ 

u 

Indem man in dieser Gleichung u~ -[- 2 ~  an Stelle yon u~ setzt und 
die Verwandlungsgleichungen (29) und (31) benutzt, finder man 

z (u .  + 2~,~) = (u,~), 

d. h. ~(u~) bleibt unge~adert~ wenn man die hrgumente um ein 
System yon Perioden vermehrt. Ich differenliire die Gleichung jetzl 
par~iell naeh ufl: 

(33), 

Nun is~ ~ lg O (ua) p eine rationale Function yon Quolienten der Theta- 

functionen; u~ ist eine Summe yon Integralen erster G aL~ung; 0 u~ 

ist eine Summe yon Integralen zweiter Gattung plus einem rationalen 
Ausdruck yon Quotienten der Thetafunctionen, und demnaeh sind 

lg O (ua) ~ 
auch die in ~ 0 tg0u~O (u,)p vorkommenden Glieder~ ~ur gleich 

Integralen erster and zweiter Gattung plus einer rationalen Function 
yon Quotienten der Thetafunctionen. Daraus erkennt man, dass 

~z(%) eine rationale Function yon Quo~ienten der Thetafunc~ionen 

plus ether Summe yon Integralen erster und zweiter Gattung ist, welch 
letzt~re aber noch mit rationalen Functionen yon Quotienten der 
Thetafunctionen multSplicirt sein kSnnen. Da aber ~(u,) bet Ver- 
mehrung der hrgumente um Systeme yon Perioden unge~inder~ bleibt 

und dies demnach auch bet ~z(%__~) der FaU ist~ so miissen sich in dem 

~z(%) 
Ausdruck fiir ~u 8 die Integrale erster und zweiter Gattung weg- 

gehoben haben~ so dass derselbe nur aus ether rationalen Function yon 
Quotienten der Thetafunc~ionen bestehen kann. 

Denke ich mir nun beide Seiten der Gleichung (33) mit Or 
multiplicitY, so bleibt alsdann die linke Seite fiir aUe endlichen Wer~he 

, ~(~) 
der Argamente endlich und dies muss demnaeh auch mit O~(u~)~ Ou~ 

der Fall sein. Hieraus folgt~ wenn man den Umstaud hinzunimm$~ 
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dass ~z(%) bei Vermehrung der Argumente um ein System yon 

Perioden unge~ndert bleibt, dass diese Function nut eine Summe yon 
Quadmten der Thetafunctionen sein kann: 

z(%) = c, (34) ~ut~ r ~ - ) ~  ' 

wo die cr Constanten sin& 
Ich will mich jetzt vorers~ nur auf gerade Thetafunetionen be- 

schriinken. ][st aber e(u~)p eine gerade Function der Argumente, so 
x (%) muss, wie aus (33) folgt, 0~t~ eine ungerade Function dieser Argu- 

mente seim Dies ist abet im Widerspruch mit der Darstellung (34) 

yon ~-- -~S '  wenn in derselben die c~ yon Null verschieden sind- 

0z(%) gleich Null, und dem- Folglieh miissen die c. und mithia auch 

gem~ss % (u,) selbst eine Coastante, C, sein, so dass jetzt aus der Glei- 
ehung (32)  sich ergieb~: 

e lg O(u~)~ - [ - .~(7- -1)uy_~ ~lgO(uc')P = Ci, 

oder, wenn man an Stelle des Operationszeichens ~ den Differential- 
ausdruek setzt: 

(35) 0zgo( ,o) ,  0zgo(  ), =e,. 
" 0 A ~ _  x r 0 u r 

Diese Gleichung gilt zun~ehst nut fiir gerade Thetafunetionen. 
Dass sie auch fiir-ungerade Thetafunetionen richtig ist, kann man 
durch eine ~hnliehe Betraehtung beweisen; aber man kann aueh davon 
ausgehen, dass jede Thetafunction in jede andere fibergeht, wenn man 
die Argumente um ein. passendes System halber Perioden vermehrt: 

1 

(36) O (u~ -[- eo~)~ -~- e ' O (u.)~ e ~ 

Setzt man n~mlieh in (35) u s -~  ~ an Stelle yon u, und benutzt 
diese Formel (36) zur Umformung, wie dies oben mit (27) geschehen 
ist~ so wird die Gleichung (35) wieder ihre ursprfingliche Form z.n- 
nehmen, nut dass an Stelle yon O(u~)~ jetzt O(u~)q steh~. Damus 
folg~, dass diese Differentiatgleichung flit alte Thetafunctionen gilt, 
trod dass dabei die Constante C~ immer den gleiehen Wert_h hat. 

Dieselbe Betraehtungsweise zeigt dann auch die Richtigkeit der 
folgenden Differen tialgleieh tmgen: 
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~ A~ r 0 u r 

~g ~ ~ ( q  + ~ - r)u~ Z ( 2  O + 3-- it) A~_~ ~A~ , 

OlgO(ua) ~ ~--- Ct, 

u r 

(die Summation heziigllch it ist yon 1 bis 2 0 + 2 auszuffihren 0 und 

(2~,+2) ~ lg e (..)~ 
_ ~_~(~,~go(%)~,,~ ~"~ + ~g o(.o).~.~ ~g o(~o). ) (_~y+,_ ~ ~ , ~  

#Y ~u z 2 #z 

worin die Constanten C/, C 2, C2" and C~ ebenfatls gtir alle Thetaftmc- 
tionen dieselben Werthe haben. 

Es handelt sich jetzt noch datum diese Wer~he zu bestimmen. 
Hierzu beuutze ich am besten die Entwickluug (10) der Fundameutal- 
thetafanction. Dieselbe ist eine Fourier'sche k~eihe im weitern Si~ne; 
es muss also Glied fiir Glied einzeIu den Differenti~Igleichungen ge- 
nfigen, insbesondere auch das Glied e~(~), welches dem Werthe Null 
der Summationsbuehsf~ben entspricht. Indem ich dies Glied in die 
Differengialgleichungen einsetze und die Argument~ Null werden lasse, 
finde ich 

c ,  = c , '  = c~ = c ;  ~ o ,  

' 2  
Wenn man nun noeh die Differentiation des Logarif~hmus in den 

Differentialgleichungeu ausfiihr~, so isl man zu dem gesuch~en System 
do" partiellen Differentialgleichungen der Thetafunctionen gelano~: 

(E) 
.o~-  ~ ~ ~u~ = 0 ,  

~A 2 ~ Z ( q . 3 v  t---Z)U.z O~ r = O, 
- -  y 
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(wo fiber ,t yon 1 bis 2~ q - 2  summir~ wlrd,) und 

(~)  (2q+ 2)~ e (u,,),, 

1 ~ ~  1 O :t ~ + y _ : ~  . + ~ ~, ,,,~ ~,, 0,4, ,  - ~ . ~ ,  , ~ .  (~,), ~ ( -  ~,)~ e (~,~)~ 
t~r ~ r  

In  denselben kann O(uo)~ jede dee Thetafunctionen bedeuten. ~ In  
dee letzte~ Gleichung sind wiedee 2 ~ -  1 einzelne Gh@hungen zusam. 
mengefasst, da in derselben noch die willktirliche Variable v in der 
(2 0 ~ 2) TM Potenz vorkommf. --  

Am Ende des vorigen Paragraphen wurde bei der Bestimmung 
yon t~ to yon der dort noch niebg bewiesenen Eigensehaft der Function 

H 
trill, 

eine Covariante zu sein, Gebrauch gemaehL Der Beweis hiervon sol1 
bier nachgeholt werden. Wie schon einige Zeilen welter oben an- 
geffihrt ist~ mtissen die einzelnen Glieder der Entwieklung (10) der 
Fundamenf~lthe~afunction ~ insbesondere e,( u)~ diesem System yon Dif- 
ferentialgleichungen genfigen. Aus den vier ersten Gleichungen folgt 

n .  8. w .  

mad diese Gleichungen gehen, wema man ( - -v l ) r - lv~e-r  fiir #r und 

demgem~ss fl~-H fiir ~(u) setzt, fiber in das System 
2ca 

~ - ' - f X f  - ,-~---- 0, 

U. S. W. 

welches eben ausdriiel~, dass Heine  0ovariante ist. - -  
Das System der Differentialgleiehungen (E) mad (F) will ich noeh 

dadarch umformen, dass ieh an Stelle der Thetafunc~ion selbst diese 

dividh4 durch [to : ( 2 ) l i u n ~ e r  der Bezeiehnung 

einffihre. Es wird dadurch erreieh~ dass auch in der letzten der 
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Differentialgleiehungen keine transcendenten GrSssen vorkommen. Unter 
Beriicksichtigung yon (13), (14), (15), (16) und (26) finder man 

~(2onL3_~%)A ~ 0 Th(u~)~ 3 C Z (  F _--- I)~-I B Th (~)p 
i BAZ_ 1 ~' " Bu r -- ~ O, 

~ 3 ,  Az ~ Th (%)p ~ Th (ua) p 
~A~ Z ~'ur Ou r = ~- q ( O +  1) Th (u~)p, 

). ~'~['1--1 ~. 8 U  I, 

1 
- ~ - -  0(0-~ 1) Th(u.)p, 

4 

(F,) ( 2 0 q - 2 ) ~ T h ( u ~ )  ~ ~_ u ~u~Ou~ 

~r ~ur -~ ~'~lflruflurTh(u')P' 

welche ebenfalls fiir alle Thetafunetionen gelten. 

w  

Umformung tier Ausdrficke, in denen nach den Parametern 
diffsrentiirt wir& 

Bekannflich treten, wenn man die Argumente Null werden l~sst, 
in den Thetafunctionen, falls sie nicht versehwinden, und sonst in 
den ersten oder h5heren AbIeitungen derselben, als Factoren die achten 
Wurzeln aus den Discriminanten der beiden ganzen Functionen g(x) 
und ~(x) auf, deren Produc~ 

(37) g(x) 9(x) f(x) 
ist. Dementsprechend kann es unter Umsfs vortheilhaft sein, dass 
in den obigen Differentialgleichungen an Stelle der Differentiation nach 
den Coe~fie~en~en A~ yon f(x) e[ne Differentiation nach den Coefficien- 
ten yon g(x) und g(x) tritt. Wie dies b.ei den Differentialausdriicken 

~.#r~tAl_, ~-~A? u. s. w. geschieht, ist bekannt: wenn 

t R  

i~---0 

Ma~hematische Anna[en. X X X L  10~*  
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j = o  
WO 

m + n ~  29-{.- 2 , 
so ist 

Z ( 2 0 + 3 - - Z ) A ~  ~- ~ Z ( m + l - - i ) a ,  ~ 
z ~ Aa--1 i ~ %--1 

+ ~ 7 ( n + l _ j )  ~j 
1 

Z 
Z i * j 

(2~)+3- -~)  Az-, = ( m + l - - i ) a ~ _ ,  a~_~ 

+ Z ( n - J -  1 - - j )  h s_a _0 

wo fiber i, bez. j yon 1 bis m, bez. n zu summiren ist. 
Bei der Opera[ion ~, behaupte ich, geschieh~ dies in folgender 

Weise: es is~ 

~---- ~ i V ~  ~ ~ ~ ' 
i~-O 

WO 

i~--O 

n 

~(x) ~ ~n" ~jxS ~ 3~176 ~o(X)x_v- ' - 
J = 0  

Denn einerseits finde~ man aus (37), dass 

und hieraus folgt 

(a8) 
m ~ m 
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anderseits ergiebt sich aus dem Ausdrueke (17) yon ~ ,  wenn man in 
denselben g(x)~(x) ffir f(x) setzt: 

~(x) = ~(x) z(x) + g(x) ~(~), 
dass 

(~) C~+ ~) ~ = ~  (~)(~_~ ~) ~-~ 

Und mit Hilfe dieser drei Gleichungen (38) und (39) verwandel~ sich, 

wie man sich leich~ iiberzeugt, der Ausdruek __~'T~i -~-~i 

, d. i. in d, wie behauptet. 

H a l l e  a. S., im September 1887. 


