Partielle Differentialgleichungen der hyperelliptischen
Thetafunctionen und der Perioden derselben.

Von

Ep. Winrazriss in Halle a./S.

Einleitung,

Die im 99. Bande des Journals fiir Mathematik, S. 236, von mir
entwickelten Differentialgleichungen zwischen den partiellen Ableitungen
der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Argumenten und nach
den Parametern habe ich fiir den einfachsten Fall, fiir Thetafunctionen
mit zwei Argumenten, im 29. Bande (8. 272) der Math. Annalen so
umgeformt, dass die simmtlichen darin vorkommenden Ausdriicke un-
mittelbar Covarianten, oder Theile von Covarianten sind, oder sonst
mit der Invariantentheorie in engster Verbindung stehen. Die ent-
sprechende Form der Differentialgleichungen will ich nun bier fiir die
hyperelliptischen Thetafunctionen mit ¢ Argumenten aufstellen, und
zwar soll dies auf directem Wege geschehen, ohne dass ich dazu,
wie ich es in dem erwihnten Aufsatze fiirx ¢ = 2 gethan habe, die
schon im Journal fir Mathematik entwickelten Differentialgleichungen
benutze. Dabei werde ich auch ein anderes Verfahren einschlagen als
in dem ersten Aufsatze im Journal fiir Mathematik. Denn dort kam
es mir in erster Linie darauf an, dass in der ganzen Hauptentwicklung
nur von der Definition der Thetafunction durch die Normalintegrale
zweiter Gattung (und der Thatsache, dass dieser Definition wirklich
durch eine analytische Function gentigt wird), und sonst von keiner
Eigenschaft der Thetafunction Gebrauch gemacht wurde, wihrend ich
hier nur auf die Form und Zusammensetzung der in den Differential-
gleichungen vorkommenden Ausdriicke Gewicht lege. Demgemiiss will
ich mich hier nicht auf die Definition der Thetafunction allein be-
schriinken, sondern auch die Haupteigenschaften derselben als bekannt
voraussetzen und in die Entwicklung mit hineinziehen. Ich werde
zuerst die Differentialgleichungen der Perioden der Normalintegrale



Differentialgleichungen der hyperelliptischen Thetafunctionen. 135

erster und zweiter Gatiung aufstellen, — es sind dies die Gleichungen
(&), (B}, (C) und (D) —, und dann gelange ich mit ikrer Hilfe zu den
Differentialgleichungen der Thetafunctionen selbst, indem ich zu deren
Definition die Verinderungen benutze, die sie erleiden, wenn man die
Argumente um Systeme von Perioden vermehrt.

g 1
Bezeichnungen und Definitionen.

Zuerst miissen einige Bezeichnungen und Bezeichnungsweisen fiir
die folgenden Entwicklungen eingefiihrt werden.

Die ganzen Functionen sollen, da hier grosser Nachdruck auf die
Invarianteneigenschaft der vorkommenden Ausdriicke gelegt wird, als
homogen in den Variablen betrachtet werden. Ich werde jedoch fast
iiberall nur die eine, die erste, der Variablen schreiben, theils der
Kiirze halber, theils mit Riicksicht auf die im folgenden vorkommenden
Differentiationen und Integrationen,

Wenn Ableitungen nach den Variablen z, und z, gebildet werden,
50 soll dies durch angefiigte Indices ausgedriickt werden, jedoch der
Art, dass die mit dem Index versehene Function nicht die Ableitung
selbst, sondern dieselbe dividirt durch die Dimension der urspriing-
lichen Function in den z bedeutet: wenn u die Dimension von g(z, z,)
in den z ist, so soll

”gg; = &9 g;z% = 8
sein. Und entsprechend sei auch die Bezeichnung bei den hoheren
Ableitungen :

& 02 .
3‘,,?2 = p(p — 1) g5, ‘5‘,,‘_305; =g —1gy, -

itberhaupt sei
agxl
0Ty
wenn p die Dimension von gy; in den z ist. Man hat bei dieser Be-
zeichnung den Vortheil, dass die Polaren von g unmittelbar die
folgenden Ausdriicke sind:

Y1910 (2) + Y290 (%),
Y2920 () + 29,9291, (%) + ¥2°902(2),

-

ayxl
= PGetrrs  THpT = PYx, 241,

und dass
9(&) = 2,9y, (z) + Zogn (%)
(1) = 2,295,(2) + 22,%,9,; (%) + ;* 955 (%)
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ist. — Die Differentiationen nach anderen Variablen sollen durch
Differentiationszeichen ausgedriickt werden. —

Was nun das hyperelliptische Gebilde anbelangt, so will ich die
20 -+ 2 singuliren Punkte (Verzweigungspunkte) siimmtlich im End-
lichen annehmen, so dass der Radicand der in den Integralen be-
findlichen Wurzelgrisse .

20+2

P = f(z) = Awﬂ(x— ) ~2 (29+2) Az

ist. In den ¢ Normalintegralen erster Gattung

H
f (@) dz, (¢=1,2,... 9

H(z)o = (— a)*,

und in den ¢ Normalintegralen zweiter Gattung

G
f '(x)a Z, (e=1,2,..,09)

2y

sel

sollen die ganzen Functionen G(2)., die im allgemeinen noch eine
Anzah! willkiirlicher Constanten enthalten, hier dadurch vollkommen
bestimmt sein, dass identisch

@ 39> HO-0@ = gL — 5 22

ist, wo

(3) f(z|s)

die (¢ 4 1)t Polare von f(z) unter Einfiihrung der neuen, willkiirlichen
Variablen g, s, ist. Die Summation iiber « ist hier, wie tiberall im
folgenden, wo die Summe oder das Product iiber diesen Buchstaben
oder iiber B, y, & gebildet wird, von 1 bis ¢ auszufiihren.

Diese ¢ Integrale erster, bez. zweiter Gattung will ich je in ein
einziges Integral zusammenfassen. Bei den Integralen zweiter Gattung
ergiebt sich die Art und Weise, wie dies am vortheilhaftesten ge-
schieht, unmittelbar aus der Gleichung (2), welche die Functionen
G(x)a bestimmt: man hat dieselbe nur mit dz zu multipliciren und
zu integriren:

I R A=

Die Zusammenfassung der Integrale erster Gattung geschieht dadurch,

dass man dieselben mit (g _ i) t¢—=, wo ¢, wie oben $, eine neue

willkiirliche Variable ist, multiplicirt und addirt; wenh man dann
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® ST o= o = ()

bezeichnet, so ist

©) S(EZy) T d =fl(§l dz.

Denkt man sich hierin die rechte Seite in homogenen Variablen ge-
schrieben, so ist dieselbe eine Covariante der beiden Reihen cogredienter
Variablen 2, 2, und ¢, {,; und diese Gleichung lehrt daher, dass sich
die Integrale erster Gattung bei der linearen Transformation der
Vanablen x, ¥, so #ndern wie die Coefficienten einer Covariante
(¢ — 1) Ordnung. —*)

*) Ein entsprechendes Verhalten bei den Integralen zweiter Gattung kann
man, wie es schon durch F. Klein in seinen Vorlesungeu geschehen ist, dadurch
erreichen, dass man

(=1t Al flz)s) y dz
(u_l)!(g__u)!fasu 1889—0,((32‘5_.3‘)2) (@« =1,2,...0)

als dieNormalintegrale annimmt, Dieselben unterscheiden sich ndmlich nur um einen

rationalen Ausdruck von G(x)ag—z; denn schreibt man die Gleichung“ 4)

homogen in den Variablen s, s,:

@ (s et f

und differentiirt dieselben, so findet man:

G@y o (=1 iy ( — f(z1s) )_dﬁ
2y T le—10)'e—a)! 955 o2 ¢ \ (e —38)? /) 9

(=1n*1y i 80 )
(g—1l{e— )l 551 s \ 58 —g

f(xfs) dz
(tax —3,)2
indem man die (¢ — 1) Polare der Gleichung (a) unter Einfibrung der Variablen
iy, &, bildet, und die linke Seite durch das in Frage stehende Integral ersetzt:

dm_/(—f(w!S) dg — Y%

S — 8,)% S — 8§

Den Aunsdruck von durch diese Normalintegrale erhilt man,

— f(=zls)
Gz —tFy O°

_ 84 e Falie ( — flx]s) ) dz
< (& —1)! {o — o)t 251 ps@ % \ (@& —s)? /) ¢
(6,5 — ta5)®

(522 — $0° (t,x — )

Diese Gleichung zeigt insbesondere auch das invariante Verhalten dieser Normal-
integrale.
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Um nun die zu dem hyperelliptischen Gebilde gehdrenden Theta-
functionen herzustellen, muss man auf 2¢ bestimmten Integrations-
wegen 2¢ Systeme von Perioden der Integrale erster und zweiter
Gattung:

M

resp.

2!.‘015, 2&)2‘5, ceny 2039(?’
2w, 233, . .., 204, B=1,2,...,0)
2171/3, 2’)223, C ey 21]0#,

8 2, ' =1,2,...
20{p; 2%, ..., 278, (8 yee 0)

bestimmen, wobei der erste Index der Periode das Normalintegral, das
integrirt wurde, und der zweite Index den Integrationsweg angiebt,
auf dem die Integration ausgefiihrt wurde. ~Alsdann setzt man die
Determinante

@y @ ... D1

(®) G B Pe ) — o,

0)91 Coeg “o. “799 [

und bezeichnet mit (@), die adjungirte Subdeterminante von e, ;; jetzt
1st, wenn man

1 .
“52 Nay (@)sy oty = 7(u),

(9) ; a8y )

T wy I

‘m—z (m)aﬁ 75 Ug -+ ’;2 ro,,,,(ca)yﬁ?‘a g = x(u, 1),

ap apy

(wobei, wie schon oben bemerkt, iiber «, 8, ¥ je von 1 bis ¢ zu
summiren ist,) annimmt:

(10) ) DT exor = O (s, Uy« -y )

— die Summationsbuchstaben »,7,, ..., 7, haben je alle ganzen,
positiven und negativen Zahlen zu durchlayfen — die Fundamental-
thetafunction, aus der die tibrigen Thetafunctionen O (w,, u,, . .., %),
durch Vermehrung der Argumente um Systeme von halben Perioden
entstehen. —

Da in den Entwicklungen der beiden folgenden Paragraphen die
Integrationswege, auf welchen eine Periode bestimmt wurde, nicht in
Betracht kommen, will ich in denselben an den Perioden den zweiten
Index, welcher den Integrationsweg angiebt, weglassen und also unter
2®,, bez. 27, irgend eine Periode des betreff. Integrals erster, bez.
zweiter Gattung (d. i. ein 2w,5 od. 2@, bez. ein 2m.5 od. 27,3,)
verstehen.
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§ 2.
Erste Gruppe der Differentialglejghungen der Perioden.

Die vier partiellen Differentialgleichungen der Perioden 2, und
2%,, welche sich auf die Invarianteneigenschaft dieser Grossen be-
ziehen, lassen sich nun leicht aufstellen,

Fiihrt man nédmlich zur augenblicklichen Abkiirzung die Bezeich-
nungen ein:

2
Aiprggint  Then g+t @etD)4, 2=y,
g

2 9+2)A29+2372%; +(29+1)A2H194iz+1+ R A, aa— tg,

so ist, wie unmittelbar ersichtlich,

(@) =(2e+2)f(),
ef(@]9) = (o + 1) Frolals) + 2 flals),
if(x) = (2o + 2 2fu(@),
6 (@ls) = (o + 1) #fis (3]5) + 5 -2 Flals),
und man iiberzeugt sich jetzt leicht, durch einfaches Ausfithren der

Differentiationen und der Operationen & und ¢ von der Richtigkeit der
Identitdten

= (x) & (=@ _ 0 (e—1)H H@aor,
T dz \ 2y o Z(a—l) gy

—f(xl_s)__ — flzls) )_~ — flzls)

any T G oty G—ory

(%) d (zn(®) _ —1\ ¢ H(@), ,
e -*2(3_1 Ty Y
g -—=f=ls) —flzls) _(i_(—xf(mls) — (—sf(a:ls)

=9ty (@—sly @—3sfy

Beide Seiten jeder dieser Gleichungen multiplicire ich mit dz und
integrire sie auf einem geschlossenen Integrationsweg. Da das Er-
gebniss einer solchen Integration bei den Normalintegralen erster und
zweiter Gattung die Perioden 2w, und 21, sind, so findet man, wenn
man die Gleichungen (4) und (6) mit in Betracht zieht:
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Dol LT T L
2 2 (= 81 =55 2 20 (— s)o=1
=— D@ —1) 29 (— )%,
: (2= 1) 2outtem— (0= 1) 2ot
¢ Zm’ 20, (— s)o1 = %2 2;0, 5. (= gt
L a = Zzn,. (— ).

o

(12)

Die Variablen s und ¢ in diesen Gleichungen sind ganz beliebig, wie
schon oben hervorgehoben wurde; es miissen daher die Coefficienten
gleich hoher Potenzen dieser Variablen auf beiden Seiten einander
gleich sein. Dieser Umstand liefert die Differentialgleichungen fiir
die Perioden selbst:

0y = (& — 1) ®a—y,

g1 = — i1, 6% =0,
gma = — {Wy,
§%e = Cha,

oder wenn man fiir die Operationszeichen ¢ und ¢ die Differential-
ausdriicke selbst einsetzt:

2w,
2(29 +3— )4 o = @ ous,

2, .
2(29-1-3 1)Aza" = — %up1,

o
(4) 2(29 +3— 1) da57— =0,

dw,

2 My = = o
oo

| 2= e

wo & einen der Werthe 1,2,...,0, ¢ einen der Werthe 1,2,...,0—1
bedeutet und die Summation diber 2 in jeder dieser Gleichung von 1
bis 290 4 2 aunszufiihren ist.
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Die vier zugehorigen, entsprechenden Gleichungen erhilt man
aus der Thatsache, dass die, durch Integration auf einem geschlossenen
Wege aus (4) und (6) hervorgehenden Gleichungen

D A

D=t = (;i‘gis> da,

wenn man sie homogen in den Variablen macht, ungefindert bleiben
bei den gegenseitigen Vertauschungen von x; und 2,, s, und s,
t, und 4, A; und dpeis 2, @, und (— IW @pr1e und 7, und’
(— 1) %41 o3 es muss dies also anch mit allen Gleichungen der Fall
sein, welche Folgerungen aus diesen beiden Gleichungen sind, ins-
besondere mit dem Gleichungssystem (A). Man findet auf diese Weise:

0
Z’Mu "”ﬂ* (o —1) mus Zu;_l Om o,

Z (29—{-3-ﬂ.} AHE;;’_:__—_ — (o—a+1) @,

(B)

on
;’ 20+83—2) di 12— (o—ad-1)ne,
(9+ ) i—1 341-: (9 a+ )"7

wo 2, ¢ und ¢ dieselbe Bedeutunag wie in dem System (A) haben.

Diese beiden Systeme, (A) und (B), von Differentialgleichungen
sind dicjenigen, die ich in diesem Paragraphen oufstellen wollfe. —

An dieser Stelle mochte ich noch ¢» und {o bestimmen.

Aus der Bedevntung des Operationszeichens ¢ folgh, dass wenn
man diese Operation an einer Determinante auszufithren bat, man die
Summe der Determinanten bilden muss, die entstehen, wenn man die
Operation ¢ je an einer Zeile oder Colonne ausfiihrt, Bezeichnet man
die Determinante (8) in der Weise:

N @ = Imlﬁ7 028, W38;5 «. 6‘09[9‘,
so ist

£ = !8&?13, @Bz, @38, - mgﬁ| + {wl{g, Eﬁ)gtg, 013‘9, oo (Delg!
+ [o15, @5, 8038, .., Oppl + -
oder, da @, irgend ein waz bedeutet, also zm,p = (@—1) 0,_1,p Ist:
0 =|0, o, @35,... 08 + |D15, ©1p, G35, - - ., Des)

|1, @35, 20028, . . Ggp| -
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und hieraus folgt, da jede dieser Determinanten den Werth Null hat,
dass s =0 ist, oder:

13 — oo
(13) 2(29+3 3 s 55— —o.
Ebenso findet man
e
(14) 2 M= 0.—

In analoger Weise erhilt man auch den Ausdruck fiir {w. Es ist

o = | foug, o, W34, -+ Opg| + |15, Lwep, @5, ..., Wop]
+ 1 @, @25, Lo, ..., @8] + - -
= | — 5, Gp, @38, . . ., Dop| -+ |@1p, —2 024, @ag, . .-, Bgp
+ | o1, w25, —Bosg, . .0, 0| + -0

= —20 —3a — .- *%Q(@‘i‘l)“’;

!

mithin ist

o 1
(15) 21A2E=“§“9(9+1)w-
Und hierzu tritt noch die entsprechende Gleichung

(18) X Re+3—H iy =~ Fele+Na —

3.
Zweite Gruppe der Differentialgleichungen der Perioden.

Die tibrigen 290 — 1 Differentialgleichungen fiir jede der Perioden
will ich zusammen aunf einmal entwickeln.

Die Differentiation nach den Constanten in denselben wird in der
Form eines Aronhold’schen Processes geschehen, d. h. es werden die
Perioden nach den [Coefficienten A4, von f(zx) differentiirt, die Ab-
leituongen mit den entsprechenden Coefficienten einer Covariante

o= B0t g0

#=0
multiplicirt und die simmtlichen Producte addirt. Diesen Process will

ich mit & bezeichnen:
JJ )
2, Pu 2 Ag = 69:
M [ad

wo g irgend eine Function der 4, ist.
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Die Covariante @(z) selbst wird in der folgenden Weise hergestellt:
ich bilde die (2¢ — 1)t Polare von f(z) unter Einfihrung der neuen,
vollkommen unabhingigen Variablen 9, », und bezeichne dieselbe
mit ¢ (z); dann ist

17 q}(x)__;__ Por () fro (@) — W10 (&) o, (%)

r—9

die betreffende Covariante. Da der Zihler v, () fi, () — %10 (%) fo; (2)
fiir # = » verschwindet, so ist ¢ () thatsichlich eine ganze Function;
sie enthdlt in ihren Coefficienten noch die Variable v in der (29— 2)te»
Potenz.

Um jetst die Differentialgleichungen fiir die Perioden der Normal-

0 2

integrale erster Gattung abzuleiten, gehe ich von aos. Da

0f(z) = o(x)

ist, so folgt durch Ausfithren der Ditferentiation und der Operation J,
indem ich die Relation zwischen einer homogenen Function und ihren
beiden Ableitungen (vergl. (1)) beriicksichtige, die Richtigkeit der
Gleichung
F) w(x) 1 7 (2) ¥ (2)

2y 20+ 2 da: (x—v)2y
—1 K@ + z(&) . flz[v)
202 2y 2e4+2 22—ty

wo
(18) K (z) = [7(v) fle]v) — m(@){v#10(2) + ¥01(D)}
— (0 — 1) (t — 2)& {tyy (2) + 951 (2)} (¢ — 9)] : (& — 0)*
(da die eckige Klammer selbst wie ihre Ableitung nach z fiir 2 = v
verschwindet,) eine ganze Function von z vom (¢ — 1) Grade ist,

die ¢ ebenfalls im (¢ — 1)» Grade und ausserdem noch o enthilt;
man kann daher

19) K(z) = 2’ (g - %) Fpa(— z)p-1f0—e
ap

setzen. Integrirt man jetzt pach einer Multiplication mit dz auof
einem geschlossenen Integrationsweg, so erhilt man, analog wie oben
bei den Gleichungen (11)

(e
J— —1 ’ —1 —1 a4+ - —-a
— 29“%‘(2_1) Fge 2005 08 — 20+2;’(§_])(_g} -2y, to

und, da ¢ beliebig ist, also die Coefficienten gleich hoher Potenzen
auf beiden Seiten einander gleich sind, so folgt hieraus

' —1 1
© de, =2—9+—2“Z kgatrg — mz (—vyetf— g,
. . 3
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Dies ist die gesuchte Differentialgleichung fiir die Perioden der Normal-
integrale erster Gattung. Die Grissen k,p in denselben sind durch die
Gleichungen (17), (18) und (19) definirt. Da g@(z) wie die k,p die
ganz unabhingige Variable » in der (29— 2)'e* Potenz enthalten, so
sind in jeder dieser Gleichungen im Grunde 29 — 1 verschicdene Glei-
chungen susammengefasst.

Die Function K (z) ist, wie aus ihrer Defimition hervorgeht, fiir
¢ =1 und 2 identisch Null, und fiir ¢ = 3 gleich

D2 Adf(a),
wo D, bez. A die Polarenbildung unter Einfithrung der Variablen
%, %, bez. v, v, bedeutet. Das erstere folgt iibrigens ohne Rechnung
schon aus dem Umstande, dass K(x) zu Folge seines Ausdrucks (18)
eine Covariante von f(z) darstellt, welche in den 4, linear ist, aber
fir ¢ = 1" die Variablen z, ¢, v zusammen in der nullten, fiir ¢ =2
nur in der vierten Dimension enthilt. —

Die entsprechenden Differentialgleichungen fiir die Perioden der
Normalintegrale zweiter Gattung aufzustellen, ist mit etwas mehr
Schwierigkeiten verkniipft. Zuerst folgt aus der Bedeutung von 4,
dass, wenn man die (¢-41) Polare von ¢(x) bei Einfiihrung der
Variablen s,, s, mit

P|s)
bezeichnet, und |
— 20(z]s)f(z) + o(z) f(z]s) = ®(z)
setzt:
—flzls) _ _ @@
(20) (w—s2y ~ (x—s22y’

ist. Es handelt sich jetzt darum, die rechte Seite so zu zerlegen, dass
bei der Integration unmittelbar die Normalintegrale auftreten. Dies
gelingt mir aber nur durch einen Kunstgriff. Dazu ist es aber noth-
wendig, eine Anzahl neuer Bezeichnungen einzufithren, von denen
die eine: .

@1 ) Por (&) F10(2]8) — P10(®) fus (ls) __ 7 (2]9)

T —0

eine danernde ist, wihrend die iibrigen nur zur augenblicklichen Ab-
kiirzung dienen:
2
b2 (@) Bl + F@) 9 (s [8) — 2f(a] §) 9(o]5)}
42 f(”;‘g)(i(ﬁi;;(;f.(z‘)? i — L(.Z'[ g)’
— 2f(z18) 9 (@]3) + f(z]9) p(2§) = ®(2|$),
flels) fl@l§) — f(&]s) F(2) (’U'Pm(x) + Yot () $-2 § o () +¢01(v'”) ) M x' £).

&—0 r—o &~
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Die Umformung der rechten Seite der Gleichung (20) geschieht nun
dadurch, dass ich dieselbe mit 2f(x |£):y, wo £ eine unabhingige
Variable ist, multiplicire, alsdann in Parfialbriiche zerlege und die
Glieder, welche im Nenner 2 — g3 und z — s nur auf der ersten
Potenz enthalten, wieder in einen Ausdruck zusammenziehe., Ich
komme dadurch zu der folgenden Gleichung:

20-+2
CD(x) f(zl8) F(s18) o (s) 1 flag19) Flay | Sy (ay)

—52 iz & =) el 2o 1) (o — 8@ — ) Fua(%)
1 1 Lxlg) ()
T Terr T remsrrw | PED G609 - Mels],

wo also die Richtigkeit dadurch nachgewiesen wird, dass man beide
Seiten in Partialbriiche zerlegt, denn diese Zerlegung wird bei passen-
der Umformung auf beiden Seiten die gleiche sein. Hierin lasse ich
nun £ in z iibergehen: dann verschwindet M(z|{§), ®(x|£) verwandelt
sich in ®(z) und L(z|£) wird gleich

23) L) =22 {p(els) + 9la) — 2o}
1 g [@I91(@]o) — f@ls) fo)

(& —v)% (s—0)* ’

so dass die Gleichung (22) die Form annimmt:

& () + p8)  flals 2 Flazls) v (a;) fzlay)
@@ T fe) @ ST I @ — 87— 0 (@) (6=
___L{=)
. 2ef2
@ (x)

Und damit hat man die gesuchte Zerlegung von gefunden.

@—sr@ S
Dieselbe muss man jetzt in der Gleichung (20) einsetzen; man erhdlt:

s =f@ly 1 L@ e  {al)
G-y Zetz 2y | 2f(9 @—9%

+ f(a;18) ¥ () ) f(zlay) ]
T 4@+ 17 (a—s) (4 —0)fo(®m) (2—m)'y

Der Ausdruck von L(z) ist, wie man sich leicht {iberzeugt, eine ganze
Function der Variablen und zwar ist derselbe in # und s symmetrisch
und vom (¢ —1)e® Grade; man kann also

@8 L (%) =D ls(—a)p=1(—s)—
af

setzen, wo

(25) leg = lse-

Mathematizche Annalen, XXXY, 10



146 Ep. Wirueiss.,

Demgemiss wird

—f(zl8) H(z)g o1 96 _fl@ls)
a(m—s}z @-;-221“5 2y (—apt— 2f6)  (w—sty

(e |8) ¥ (%) f(zlo)
+ 12 ST (o) (G~ 0) () @)%
Diese Gleichung integrire ich nach einer Multiplication mit dz auf
einem geschlossenen Integtationsweg und finde

9 2 20~ 8 =547 2 bupBaop(— s)7 + 2 (5{3 (s

f(az8) ¥ {az) ~) .
— T ) e
Der Coefficient von 2 muss, da die fibrigen Glieder ganze Functionen

von s sind, und s eine ganz beliebige Variable ist, ebenfalls eine ganze
Function von s und zwar vom (o — 1)® Grade sein; man kann ihn

daher gleich
Topr D K9t
setzen, so dass die letzte Gleichung iibergeht in
8 D2nu(—s) = 5o 3 lap203(— 8+ 525 D b2 ma(— ),
und da s beliebig ist, folgt hieraus ’

1 1 .
O = 5y ) ler s + WZ’%W'
I , g

Die Coefficienten ks haben nun denselben Werth wie die Coefficienten
Fop in (C): es ist

kop = kep.

Den Beweis hiervon habe ich schon in dem in der Einleitung erwihn-
ten Aufsatze im Journal fiir Mathematik, Bd. 99, Seite 244, geliefert.
Derselbe muss nur in nebensichlichen Momenten einige Aenderungen
erfahren: so wird dort an Stelle der Operation J nach a; differentiirt,
und es werden dort nur die Gleichungen zwischen den Normal-
integralen betrachtet, durch deremn Integration erst die Gleichungen
(C) und (D) entdtehen. Aber dies alles maeht nur unbedentende Ver-
inderungen nothwendig; in der Hauptsache bleibt der Beweis be-
stehen. —

Demnach ist

1 1
(D) 6’)2“ == m;’ylo;p 0p -+ W;kaﬁnﬂf
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wo die Grossen k,z durch die Qleichungen (17), (18) und (19), die
Grissen los durch die Gleichungen (21), (23), (24) und (25) definirt sind.

Dies sind die Differentialgleichungen fiir die Perioden der Integrale
zweiter Gattung, die ich hier aufstellen wollte. In denselben sind
wiederum 2 ¢ — 1 Gleichungen susammengefasst, da in den Coefficienten
noch die willkiirliche Variable » in der (20 — 2)t*s Potenz vorkommt. —

Um jetzt auch noch den Ausdruck von de zu bilden, habe ich
wie oben bei der Bestimmung von s zu verfahren. Ich erhalte un-
mittelbar

~—1 1
00 =g hulog, 0,0, s — WZ(—”)"’lﬂyﬁ g, "+, D]
¥
1 1
- mkﬁ?lmlﬁ’ D257 Dgp| ”‘49__1-—42(—"7)7 |01 Bypse 5 6]
¥

oder wenn ich die 7,4 enthaltenden Determinanten eben nach den
Gliedern der Colonne der n,; entwickle, indem ich wie in §1 die
adjungirten Subdeterminanten von @,z in @ mit (©).s bezeichne:

0w = P) + B) 2"'“" 4 + 4 2"75(&))&5 (— v)aﬂ—?
ag?

Hierin ist aber 270,,“ gleich Null. Denn wie aus den Gleichungen

(13), (14), (15) und (16) folgt, hat @ die Invarianteneigenschaft; wie
ich spiter zeigen werde, ist dasselbe mit

2 By g (0)ap (—v)> 12
a/gy

der Fall: demnach miisste auch 27@,,,, falls diese SBumme nicht ver-

schwinde, diese Eigenschaft besitzen; aber dies ist nicht méglich, weil

275“ die Coefficienten A; linear, und die einzig darin vorkommende

Variable v pur in dem (29 —2)t Grade enthilt. Folglich muss
Z'ka,, = 0 und dementsprechend

(26) o= ot ; s (@)ag (— )72
sein. 4
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§ 4.
Die Differentialgleichungen der Thetafunctionen.

Aus den partiellen Differentialgleichungen fiir die Perioden der
Normalintegrale habe ich jetzt die partiellen Differentialgleichungen
fiir die Thetafunctionen selbst abzuleiten. .

Wie ich schon in der Einleitung angefithrt habe, will ich dazu
gewisse Eigenschaften der Thetafunctionen benutzen und insbesondere
die Eigenschaft derselben, in sich selbst multiplicirt mit einem Ex-
ponentialfactor zuriickzukehren, wenn man die Argumente um ein
System von Perioden vermebrt. Es ist dies, wenn man statt

Oy, Uyy - -+, Up)p
einfach ©(u,), schreibt, die Formel

2 g (upteg)
@7) O (tat2a0)p = (—1)70 (us) " ,

wo N eine ganze Zahl ist, die davon abbhingt, welche Thetafunction
und welche Periode man annimmt. Aus derselben folgt

28) g O(uat200) —1g O(ua), +Z’~2 05 (w4 w5) + N,

0lg O(u,+20,) dlg e(ua)

(29) m{;’@'—p = T hu. ug 2 + 27] 2]
o*1g © (u,+2 D)y 0%lg © (ua)p

(80) Qugom, — Guglu,

Ferner erhilt man, wenn &0 («,), bedeuten soll, dass die Operation
¢ nur an den Coefficienten der Reihenentwicklung von ©(w,), nach
Potenzen der u, ausgefiihrt werden soll:

£z O(ue+2w,), - W‘Z)—P ¢(2wp)
p
= & 1g O W)y + D42 (st 05) £ (1p) + 215 £(ap)},
B
welche Gleichung mit Hilfe von (29) in
(31)  2lgO(Uat20.), = 2lg O (u) + 22 (us+5) £ (mg)

__22 alge(ua)p_f_nﬁ) ¢(@)

Gbergeht. Analoge Gleichungen bestehen such fiir {lg O (u, -+ 2w,),
und & Ig O(u,+204)p. —
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Um nun die zu dem Operai;ionszeichen & gehorige Differential-
gleichung aufzustellen, bezeichne ich

6 g o)+ 20—V TR0 =y,
14

Indem man in dieser Gleichung %, 4+ 2w®. an Stelle von u, setzt und
die Verwandlungsgleichungen (29) urnd (31) benutzt, findet man

% (e +20,) = (ue),

d. h. g (u,) bleibt ungeindert, wern man die Argumente um ein
System von Perioden vermehrt. Ich differentiire die Gleichung jetzt
partiell nach wug:

21g 6 (u,), 2*1g 0 (ug) olg0(u,),  0x(u,)
(38 e gt Dy~ Dty g g By =

*lgO(w,),

Nun ist Buyou

eine rationale Function von Quotienten der Theta-

21z 0 (u,),
dug
ist eine Summe von Integralen zweiter Gattung plus einem rationalen
Ausdruck von Quotienten der Thetafunctionen, und demnach sind
ﬁg-%ﬁ‘i)ﬁ vorkommenden Glieder f;—i?%“—)’é gleich
8 302
Integralen erster und zweiter Gattung plus einer rationalen Function
von Quotienten der Thetafunctionen. Daraus erkennt man, dass
01 (%)
Bu
plus einer Summe von Integralen erster und zweiter Gattung ist, welch
letztere aber noch mit rationalen Functionen von Quotienten der
Thetafunctionen multiplicirt sein kdnnen. Da aber y(u.) bei Ver-
mehrung der Argumente um Systeme von Perioden ungeindert bleibt
01 (%a)
auﬂ
3(:) die Integrale erster und aweiter Gattung weg-
gehoben haben, so dass derselbe nur aus einer rationalen Function von
Quotienten der Thetafunctionen bestehen kann.
Denke ich mir nun beide Seiten der Gleichung (33) mit ©%(u,),
multiplicirt, so bleibt alsdann die linke Seite fiir alle eudhchen Werthe

der Argumente endlich und dies muss demnach auch mit 02 (ue)p 8;1(‘ =)

functionen ; u, ist eine Summe von Integralen erster Gattung;

auch die in &

eine rationale Function von Quotienten der Thetafunctionen

und dies demnach auch bei der Fall ist, so miissen sich in dem

Ausdruck fiir

der Fall sein. Hieraus folgt, wenn man den Umstand binzunimmt,
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9% (%a)
dug
Perioden ungeandert bleibt, dass diese Function nur eine Summe von

Quadraten der Thetafunctionen sein kann:

34 02(%e) 2 ¢ 8 (u,),

Qug T 0% (u,), ’

dass bei Vermehrung der Argumente um ein System von

wo die ¢, Constanten sind.
Ich will mich jetzt vorerst nur auf gerade Thetafunctionen be-
schrinken. Ist aber ©(u,), eine gerade Function der Argumente, so
0% (%)
ou

muss, wie aus {33) folgt, eine ungerade Function dieser Argu-

mente sein, Dies ist aber im Widerspruch mit der Darstellung (34)

2% (4a)

pu, wenn in derselben die ¢, von Null verschieden sind.

z( D1 (%)
oug

yon

Folglich miissen die ¢, und mithin auch gleich Null, und dem-

gemiss 4 (u,) selbst eine Constante, C, sein, so dass jetzt aus der Glei-
chung (32) sich ergiebt:

2lgOfu
£ 1g O (te)y -+ 2(7-—1>uy- —~—g(—~ —c,

oder, wenn man an Stelle des Operationszeichens ¢ den Differential-
ausdruck setzt:

85) e +3—) 43 Z53Ck 4 Fey— 1y, S5 o,

Diese Gleichung gilt zunichst nur fir gerade Thetafunctionen.
Dass sie aunch fiir- ungerade Thetafunctionen richtig ist, kann man
durch eine Zhnliche Betrachtung beweisen; aber man kann auch davon
ausgehen, dass jede Thetafunction in jede andere iibergeht, wenn man
die Argumente um ein- passendes System halber Perioden vermehrt:

m‘ Zﬂp(ﬂ{g+’*w{g)
(36) O (e + 0,)p == et 6 (ua)g

Setzt man namlich in (35) u, + ©w. an Stelle von u, und henutzt
diese Formel (36) zur Umformung, wie dies oben mit (27) geschehen
ist, so wird die Gleichung (35) wieder ibre urspriingliche Form an-
nehmen, nur dass an Stelle von ©(w,), jetzt ©(u,), steht. Daraus
folgt, dass diese Differentialgleichung fiir alle Thetafunctionen gilt,
und dass dabei die Constante O, immer den gleiechen Werth hat.

Dieselbe Betrachtungsweise zeigt dann auch die Richtigkeit der
folgenden Differentialgleichungen:
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g6 lgo
ity P Do P R = 0
A Y

21z O (u,), 01z O(u,),
ZAA“T *‘Z?’“}'T =G,

dlg Q{u 01g 6(w,),

e Do+1—pyy g =,

—1

D2ot3—1) 41y

(die Summation beztiglich 4 ist von 1 bis 2¢ + 2 auszufihren,) und

(2o+2)d1g 6(u)y

1 PlgO(u,), | 21g0(n,), dlgO(u,), ) Sy
- ZZ( 0u au + 3uﬂ ) Buy _—D)P Y

lg @
Z’Z”ry“*f ’ ch (ua)p - ”Zlﬂvuﬂ“y =G,

worin die Constanten C, C,, C, und C; ebenfalls fiir alle Thetafunc-
tionen dieselben Werthe haben.

Es handelt sich jetzt noch darum diese Werthe zu bestimmen.
Hierzu benutze ich am besten die Entwicklung (10) der Fundamental-
thetafunction. Dieselbe ist eine Fourier'sche Reibe im weitern Sinne;
es muss also Glied fiir Glied einzeln den Differentialgleichungen ge-
niigen , insbesondere auch das Glied ¢n®, welches dem Werthe Null
der Summationsbuchstaben entspricht. Indem ich dies Glied in die
Differentialgleichungen einsetze und die Argumente Null werden lasse,
finde ich

01=01'=02=02,=0;

1
Oy = — 1o 2y sa(@)ya (— o7,
apy

Wenn man nun noch die Differentiation des Logarithmus in den
Differentialgleichungen ausfithrt, so ist man za dem gesuchien System
der partiellen Differentialgleichungen der Thetafunctionen gelangt:

o 20 (u,),
21A1~1 (u )p +2(9 — P Uyp1 (u =0,

00 (%G)Z’ =O’

2(29+3 l)Az aA "‘)P +Z(7 1oy
00 (u, 00 (u,)
2}"4‘1 aﬁzp ‘“‘23’“1' _6_“7_;;_=0’

Y
00 (u,
2&99_*'3 Z)Az- aA - 2&9_{_1__7;)%, ( )P =0,

(&)
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(wo iiber 4 von 1 bis 2p -} 2 summirt wird,) und
(F) (20+2)0 0 (ua)p
0?0 (u, 00 (u,
=12 g P X ke

ouﬁ 6u

+ ?Z‘ bay sty © (Ua)p — 472 N (@)ya (— V)P FY =20 (te)p -
By

[:7:5%

In denselben Fkann ©(u,), jede der Thetafunctionen bedeuten. — In
der letsten Gleichung sind wieder 29 — 1 einzelne Gleichungen zusam~
mengefasst, da in derselben noch die willkiirliche Variable v in der
(20 —2)* Potenz vorkommt. —

Am Ende des vorigen Paragraphen wurde bei der Bestimmung
von 0@ von der dort noch nicht bewiesenen Eigenschaft der Function

2 Nye (m)ﬂ“ (" oY=t =

afy

eine Covariante zu sein, Gebrauch gemacht. Der Beweis hiervon soll
hier nachgeholt werden. Wie schon einige Zeilen weiter oben an-
gefiihrt ist, miissen die einzelnen Glieder der Entwicklung (10) der
Fundamentalthetafunction, insbesondere ¥, diesem System von Dif-
ferentialgleichungen geniigen. Aus den vier ersten Gleichungen folgt

2
Dt LY +2(9 ~ P H =0,
Fi

u. s. W,

und diese Gleichungen gehen, wenn man (—o)"~!v,e7 fiir u, und

demgemass E%H fiir 4 («) setzt, iiber in das System

ZlAl—laA ‘a'v —O

a. 8. W,

welches eben ausdriickt, dass H eine Covariante ist. —
Das System der Differentialgleichungen (E) und (F) will ich noch
dadurch umformen, dass ich an Stelle der Thefafunction selbst diese

%
dividirt durch [co :(—;5)9] unter der Bezeichnung

1

£
2 - —
Th(u)y =(Z) @ ° O(ua)y

einfilhre. HFs wird dadurch erreicht, dass auch in der letzten der
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Differentialgleichungen keine transcendenten Grossen vorkommen. Unter
Beriicksichtigung von (13), (14), (15), (16) und (26) findet man

( #Th
D4 TG+ D o =0,
i

8Th (u‘,)p

2’(29+3 l)Az a i "‘)” +2(y—1)uy—n
(E,) Z’lAz aTh(ua)p 2,, M= L oo+ 1)Th (),

2(29+3 2 A;a aTh(u“l)’" 2(9-“_,,)“7 0 Th(%)p

= o(e+1)Th(u),,

T\ %k o,

\

&Th (u,
(F) (20+2)0Th (u,), = % o, (aui (—v)ptr—2
4%

‘" 9Th{u,
+ Z’Lﬁyuﬂ ( e -;-—Zl[gyu,;u,Th{ua)p,

welche ebenfalls fir alle Thetafunctmnen gelten.

§ b.
Umformung der Ausdriicke, in denen nach den Parametern
differentiirt wird.

Bekanntlich treten, wenn man die Argumente Null werden lisst,
in den Thetafunctionen, falls sie nicht verschwinden, und sonst in
den ersten oder hheren Ableitungen derselben, als Factoren die achten
Wourzeln avs den Discriminanten der beiden ganzen Functionen g(z)
und g(z) anf, deren Product

C) 9(2) §(@) = flz)

ist. Dementsprechend kann es unter Umstéinden vortheilhaft sein, dass
In den obigen Differentialgleichungen an Stelle der Differentiation nach
den Coefficienten 4; von f(z) eine Differentiation nach den Coefficien-
ten von g(z) und g(x) tritt. Wie dies bei den Differentialausdriicken

ZlAz_l 321 u, s. w. geschieht, ist bekannt: wenn
p

37) 9@ =§,’ (7)) wa

=0

Mathematische Annalen. XXXI. 10%#
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g(z) —2( ) & %9,
mtn=2p+2,
P Fioder T
—2(m+1-z>a.

wo

so 1st

2(294-3 4 di—

I % ’
2 . ? .~ d
Z“l'a‘z:=2”f—a‘;+29“f7z
2 3—4)4 = 1—
o8 =) i = Dim -
+2(n+1~j>a,-_1 _a~,
j 0%

wo iiber ¢, bez. 5 von 1 bis m, bez. % zu summiren ist.
Bei der Operation 0, behaupte ich, geschieht dies in folgender

Weise: es ist
2% ow, +21’ rEr

i=0

wo

1 (7) =§7 (’:‘) 1 = Yot (%) 1o (x) P 10 (%) Gor (w)

—
£=0
1e)) =2( ) xjx" Pos (£) 610(32 : ‘lvl’to(m) o1 (@) .

Denn einerseits findet man aus (37), dass
2942 — m 7 -
(o) 4 =2(7) (u24) e
und hieraus folgt

2 (m) (u - t) 0

(29-{-—2) Cu—i 8A. 4

(38)

2()({1—.7) 9

(29 + 2) 4 04, ;
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anderseits ergiebt sich aus dem Ausdrucke (17) von ¢, wenn man in
denselben g(x) g(z) fir f(x) setzt:

@ (x) = g(x) z(x) + 9(=) 2(2),

dass

@ ()m=3 ) (L)
+3() (i)

Und mit Hilfe dieser drei Gleichungen (38) und (89) verwandelt sich,
. . Sl 2 = 0
wie man sich leicht iiberzeugt, der Ausdruck ‘E % 7&:-1- ,E x,—gg

ianm '{;E%’ d. i. in J, wie behauptet.
" .

Halle a. 8., im September 1887.



