
Nuove  ricerche sulle corrispondenze algebriche 
fra i punti di una curva algebrica. 

(Di CARLO ROSATL a Pisa.) 

L a  teoria delle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva al- 
gebriea C det genere p, secondo l 'indirizzo da me tenuto in vari preeedenti 
lavori ('), e che muove da una suggestiva interpretazione geometrica delle 
classiche equazioni di HURWlTZ, pub rieevere qualehe utile contributo, ore 
insieme ai metodi della geometria proiettiv a iperspaziale si applichino alcune 
importanti teorie aritmetiche, come quella dei numeri  e dei eorpi algebrici. 
I1 riavvicinamento delle teorie medesime ~ reso possibile dall ' introduzione 
della nozione di equazione minima di una corrispondeuza e dall 'estensione 
del eoncetto di valenza. E l ' importanza delle due nozioni risulta manifesta, 
quando si pensi che l 'equazione minima esprime il modo come una eorri- 
spondenza dipende datle sue potenze e che le valenze della eorrispondenza 
sono interi algebriei che, soddisfaeendo a meno del segno alla detta equa- 
zione minima, sono invarianti sia rispetto alle trasformazioni birazionali della 
eurva, sia rispetto al gruppo deile retrosezioni sutta relativa riemanniana. 

Nel presente lavoro trovasi appunto, insieme ad altri risultati, l'appliea- 
zione alla teoria delle eorrispondenze di uno dei pifl profondi teoremi della 
teoria dei eorpi algebriei: il teorema di DmmHLm" sutle unifft. 

~1) C. ROSAT1, a) Sulle corrisponde.nze [ra i pu~¢i di una curva algebrica e in particolare 

fra i punti  di u n a c u r v a  di genere due [Annali di Matematiea pura e applicata, serie 3 a, 
vol. XXV (1915)]; b) Sulle corrispondenze plurivcdenti fra i punti  di una curva alge~rica 

[Atti della R. Accademia delle Seienze di Torino, vol. L |  (1915-1916)[; e) Sulle vcdenze delle 

corrispondenze ahjebriche f,'a i punti  di una curva algebrica [Atti delia R. Aceademia delle 
Scienze di Torino, vo|. b[I I  (1917)] ; d) Sulle eorrispondenze algebriche f~'a i punti  di due curve 

algebriehe [Annali ffi Matematica pura e applieata, serie 3 a, vol. XXVIII (1918)]. 
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Prima perb di procedere alla detta applicazione, ho creduto utile di pre- 
cisare ed approfoudire atcune propriet'~ delle valenze. 

noto che due corrispondenze T e T -1, l 'una inversa dell'altra, hanno  
le valenze immaginarie conjugate e che una valenza di T e l ' immaginar ia  
coniugata di T -1, pur  avendo la stessa dimensione,  sono in generale asso- 
ciate a sistemi distinti d ' integrali  di I a specie; ed ~ pu t  noto che le valenze 
delle corrispondenze simmeiriche sono reali e quelle delle corrispondenze emi- 
s immetriche sono immaginarie pure. 

Nel § 1 sono caratterizzate le corr ispondenze simmetriche le cui valenze 
hanno  tut te  il medes imo segno, e vien dedot ta  da cib una  nuova dimostra- 
zione del classico criterio di CASTELNUOVO per la equivalenza dei gruppi di 
punti  di una  serie algebrica. 

Alia quest ione di decidere quando le valenze di una corr ispondenza T 
e le immaginarie coniugate di T - '  sono associate agli stessi sistemi d' inte- 
grali di 1 a specie, si r isponde nel § 3; cib avviene quando e solo quando T 
e T- '  sono l 'una funzione razionale dell'altra. 

Alla famiglia delle corrispondenze che sono funzioni razionali delle ]oro 
inverse appar tengono,  oltre che le simmetriche e le emisimmetriche,  le cor- 
r ispondenze Hermitiane, cio~ quelle di cui le corrispondenze laterali sono 
dotate di ordinaria  valenza. Nel § ~, dopo aver provato ch~ una  corrispon- 
denza Hermit iana d e l i  ° ordine ~ equivalente o residua di una  corr ispon-  
denza biunivoca, si d'h una  semptice dimostrazione aritmetica del noto teo- 
rema secondo cui una  curva di genere p ~ 1 non pub ammettere  che un 
numero  finito di corr ispondenze biunivoche, e vengono iniine esposte alcune 
propriet'h delle involuzioni cicliche. 

Segue l 'applicazione, di cui sopra si ~ fatto cenno, della teoria dei corpi 
algebrici. 

Data suUa curva C una  corrispondenza singolare T, si consideri l' in- 
sieme delle corrispondenze che sono funzioni razionali di T, cio~ delle cor- 
r ispondenze S tall the  si abbia l S  ~ f (T) ,  dove l ~ un intero ed f indica 
un polinomio a coefficienti interi. A1 variare di S nel detto insieme, una  va- 
lenza di 8 varia nel corpo algebrico detinito da una  valenza di T, ma non 
assume in generale per valori tutti  gli interi (algebrici) di quel corpo, bensi 
descrive un  insieme o che soddisfa alle condizioni di un  ordine. Per tal ra- 
gione all' insieme delle corrispondenze S si d~ pure  il home di ordine e si 
indica con o (T); grado detl 'ordine si chiama il grado dell 'equazione minima 
di T, e ro rd ine  si dice riducibile o irriducibile secondoch~ ~ riducibile o ir- 
riducibile la detta equazione minima (nel campo assoluto di razionalit'h). 



fra i pun t i  di una curva algebrica. 

I1 § 5 ~ dedicato a stabilire varie propriet~ degli ordini. Si dimostra  ivi 
che le corr ispondenze comuni  a due ordini costituiscono pure un  ordine, si 
t rovano le condizioni perch~ un  ordine coincida col suo inverso e si s tudiano 
in particolare gli ordini irriducibili coincidenti coi loro inversi. 

Cib premesso,  si applicano (§ 6) le cose precedenti  alla variet'~, di JACOBL 
Sia dato sulla curva C u n  ordine irriducibile o (T) .ed  o sia l 'ordine (ii 

numer i  ad esso corrispondente.  Poich~ ad ogni corr ispondenza di C si pub 
associare una  trasformazione unirazionale de]la relativa variet~ di JAcom E,, 
ogni numero  di o individua, a meno di trasformazioni ordinarie di 1. a specie, 
una  tale trasformazione unirazionale;  e questa risulta poi birazionale quando 
il detto numero  ~ una  u~ita dell 'ordine o. Invocando allora il teorema di 
DIRICHLET sulle unifft dei corpi algebrici, il quale vale, com'~ noto, anche 
per gli ordini contenuti  in detti corpi, si deduc t  che l 'esistenza sulla curva C 
di una  corrispondenza singolare T porta all 'esistenza su V~ di un  gruppo G, 
in generale infinito discontinuo, di trasformazioni birazionali due a due per- 
mutabili.  La s t ru t tura  di questo gruppo,  cio~ il numero  delle trasformazioni  
generatrici  costituenti un  sistema fondamentale,  dipende dal numero  com- 
plessivo delle radici reali e delle coppie di radici immaginarie  coniugate del- 
t 'equazione minima di T. Un altro gruppo G ~, avente la medesima s t rut tura  
di G, nasce dalla considerazione della corrispondenza inversa T- ' ;  e i due 
gruppi G G ~, quando T e T - '  non  sono funzioni razionali l 'una dell'altra, 
son() in generale distinti. Alie unith ridotte dell 'ordine o corr ispondono tras- 
formazioni cicliche del gruppo G; quando gli ordini o (T), o (T -~) coincidono, 
e quiudi  coincidono i due gruppi G G ~, It dette Lrasformazioni cicliche risul- 
tano Hermitiane,  e quindi  sono associate a corrispondenze biunivoche della 
curva C. In tal caso la curva C possiede una  involuzione ciclica, generata da 
una  corr ispondenza biunivoca funzione razionale di T. 

Segue iniine un'applicazione dei concetti suesposti  alle curve C di ge- 
nere °2 sempticemente singolari, cio~ tall che su di esse il numero  base deile 
corrispondenze simmetriche ~ ~, = ~. Le corrispondenze esistenti su queste 
curve costituiscouo un  ordine r ispett ivamente del 2 °, 3°,. ~o grado, secondo 
che iI numero  base delle corrispondenze emisimmetr iche 5 t*~ = 0, 1, 2. Nel 
20 caso l 'ordine 5 certo riducibile, nel 1 ° e nel 3 °, supposta  la curva priva 
d'integcali etlittici, il detto ordiue risulta irriducibile. In questa  ipotesi, la 
superficie di JACOBi F relativa a C contiene iniiniti sistemi x2 di dimensione,  
grado, indice e genera due, composti  di curve irriducibili prive di punt i  mul- 
tipli. Ora possono presentarsi  i due casi seguent i :  o pub avvenire che i si- 
stemi E siano tutti di curve birazio[)almente identiche, ovvero i sistemi stessi 
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si ripartiscono in due serie distinte di curve birazionalmente identiche, di 
guisa che F risulta superficie di JAcom di due curve birazionalmente distinte. 
Le condizioni aritmetiche per il verificarsi dell 'uno o dell'altro di questi casi 
furono gi~t stabilite per via diversa da COMESSATTI e da me nell 'ipotesi ~, ~ 2 
V., = 0 (~). Qui appunto si completa quel risultato, prendendo in esame il caso 

§ | .  SULLE VALENZE DELLE CORRISPONDENZE SIMMETRIGHE, 

1. ]~ uoto (~) the una corrispondenza simmetrica T (cio~ equivalente 
alla sun inversa T -~) sopra una, curva C di genere p ha le valenze semplici 
e reali. Vogliamo oca stabilire una ulteriore propriet~ di queste valenze, la 
quale ci condurrh a u n a  nuova dimostrazione dell ' importante criterio di CA- 
STELNUOVO sulla equivalenza dei gruppi di puuti di una serie a]gebrica. 

Ricorriamo percib atla rappresentazione geometrica che abbiamo tante 
volte utilizzato helle nostre ricerche. Si consideri cio~ entro uno spazio S~.~_,, 
in cui sin tissato un sistema di coordinate proiettivite omogenee, I'S~_, im- 
maginario, che indicheremo con ~, sosteguo della stella d'iperpiani aventi per 
coordinate i periodi degli iutegrali di 1 a specie di C. Lo spazio ~ ed il suo 
immaginario couiugato :% si diranno gli spazi dei periodi della curva C e per 
brevit£ diremo incideute ad :¢ ~o uno spazio reale R~_~, quando congiunge 
uu S,_~ di ~ col suo immaginario coniugato SL, contenuto in :¢0. 

Si indichi ora con ~2 il sistema lineare o~"-' dei sistemi nulli di S~_, 
aventi ~ o  per spazi autoconiugati, e consideriamo in esso solameute i si- 
stemi nulli reali. 

Uu sistema hullo reale di E, che non sin degenere, si dir~t principale, 
quando il relativo complesso lineare non contiene alcuna retta reale incidente 
ad :¢ :¢0 ; ed uu sistema hullo reale di E degenere di specie l, e quindi dotato 
di un R~z_~ singolare incidente ad :¢ :¢o, si dir~ semi-principale, s e i l  relativo 

(2) A. COMESSATTI, Slgl~e superficie di JACOBI semplicemente si~golari [Memorie della So- 
cieth italiaua delle Scieuze, serie 3 a, tomo XXI (t919)]. 

C. ROSATI, Intorno alle corrispondeJtze simmetriche singolari sopra una curva di geuere 2 

[Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XLIV (t9~0)]. 
(a) C. ROSATI, IOC. cit. (1) C). 



fre~ ~ p u n t i  d i u n a  curva  algebrica. 

c o m p l e s s o  l i n e a r e  n o n  c o n t i e n e  a l c u n a  r e t t a  r ea l e  i n c i d e n t e  a d  :~ ~o, a l l ' in-  

fuo r i  di que l l e  c o n t e n u t e  in R.~_,. Si vede  a l l o r a  s u b i t o  che  u n  s i s t e m a  hul lo  

r e a l e  di ~ d e g e n e r e  di spec i e  p - -  I ~ s e n z ' a t t r o  s e m i p r i n c i p a l e ,  l n f a t t i  il com-  

p l e s s o  l i nea r e  a d  esso  r e l a t i vo  ~ cos t i t u i to  da  t u t t e  e sole  le r e t t e  a p p o g g i a t e  

al s u o  s p a z i o  s i n g o l a r e  R~_~ ,  e u n a  r e t t a  r e a l e  i n c i d e n t e  a d  ~ ~ .ed a v e n t e  

con  R ~ _ ,  u n  p u n t o  c o m u n e  ~ c o n t e n u t a  in q u e s t o  spaz io  ( ') .  

Cib p r e m e s s o ,  r i f e r i a m o  p r o i e t t i v a m e n t e  e in m o d o  r ea l e  gli e l e m e n t i  di 

Z ai  p u n t i  di u n o  s p a z i o  l i n e a r e  Z '  a p ~ - - 1  d i m e n s i o n i ;  n a s c e  a l l o r a  in ~ '  

u n a  i p e r s u p e r f i c i e  F di o r d i n e  p ,  i m m a g i n e  d e l l a  totalit~t dei s i s t e m i  nul l i  

d e g e n e r i  di Z- Q u e s t a  i p e r s u p e r t i c i e  ~ s t a t a  s t u d i a t a  d a  Sco~zA (~), che  ne  h a  

m e s s o  in luce  le i m p o r t a n t i  p ropc i e t~  t opo log iche .  O c c o r r e  qui,  p e r  r a g i o n i  

(~) ]~ facile stabitire la condizione aualitica equivalente alia suddetta condizione geo- 
metrica. 

Si indichi percib con 

[a forma bilineare alternata il cui annullarsi definisce un sistema hullo reale S di Z, e si 
immagini che in (1) le x, y vappresentino le patti reali e i coefficienti dell'unith immaginaria 
di un punto P dello spazio a. Si pub allora provare che, al variare di P entro a, se Z 
principale, la (1) conserva sempre seguo costante; e se z ~ semiprincipale la (l), quando 
non ~ nul|a, conserva segno costante. 

Infatti s e  Xr.~a3~,.+iX'r SOllO le coordinate di P, le prs~X'rX"~--X"rX's s o n o  le co- 
ordinate Grassmanniane della retta che conginnge il panto P col suo immaginario coniu- 
gato Po, e si avr~ 

Z ~,~k x'~ x %  - - Z m~/¢ p ; ~ .  (~) 

Si vede sabito atlora the, variando P entro % quando S ~ principale, la (2), non aa- 
nullaadosi mai, conserva sempre il medesimo segno. Supposto S semi-principale, si indichi 
con R~- j  1o spazio singolare di S, congiungente un Sa_ t di a col suo immaginario coniugato 
S°q_l di %. I~ chiaro c h e l a  (~) si annul]a quando e soitanto quando P cade in Sq_ 1. Si con- 
siderino ora due punti P, Q di ~, di coordinate x r ~ x ' r +  ix',., y r ~ y ' , ' +  iy"r, esterni a Sq-1 
e siano P0 Qo i loro immaginari coniugati situati in %. Le due rette sghembe P Q,, Po Qo, 
immaginarie conjugate, sono assi di una congruenza lineare contenente una ~-x~e reale di gene- 
ratrici reali, della quale al piit ann giace in R2q_ 1 (e cib quando la tetra P. Q abbia con S~-1 
un punto comune). Sarh dunque possibile variare con c0ntinuith una generatrice Ieale di 
detta cougruenza dalla posizione iniziale P Po alia finale Q Qo senza passare per la eveutuale 
generatrice contenuta in R2~-1. La (2) passer~ dunque con continuit~ dal valore Z mi~x'~x% 
al valore z m~ y~'y% senza mai annullarsi, e percib questi valori avranno ugual segno. 

(5) G. ScoazA, II teorema fo~dameutale per le fu~zioni abeliane sirtgo~ari [Memorie della 
Soeiet~ italiana delle Scienze, serie 3 a, tomo XIX (i916)]. 
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di chiarezza e per l 'applicazione cite dow'emo fame,  r ichiamare  a lcune di 
quelle propriet'~. 

R icord iamo perci5 che i punt i  reali di F si d is t r ibuiscono in due  falde 
F c'), F(~): i punt i  della l a falda F <') sono immagin i  dei s is temi null i  dege- 
neri sem~i-principali, quelli  di F (~) dei r imanen t i  s is temi nul l i  reali dege- 
neri. Le due  falde h a n n o  comun i  i punt i  reati delia variet'~ di SEGUE (di  
2 ~ specie e di indici ugual i  a p -  1) immag ine  della  totat i th dei sistemi null i  
di Z degener i  di specie p - -  l ; e la falda F (x) divide 1o spazio reale Z'  in due 
regioni I e d  E, la regione I r a p p r e s e n t a n d o  l ' iusieme dei s is temi nulli  prin- 
cipali, e [a regione E (a cui appar t i ene  la falda//'(~)) l ' ins ieme dei r imanen t i  
s istemi nulli  reali. [noltre u n a  re t ta  reaie con tenen te  un  pun to  di I h a  in 
c o m u n e  con F (') due  pun t i  e so l tanto  due  punti ,  e quest i  la d iv idono in due 
segment i ,  dei quali  uno  (tolti gli estremi) ~ con t enu to  in I, e l 'altro (tolti gli 
estremi) ~ con t enu to  in E. Si ha  d u n q u e  la proprieff t :  

Se i~ un fascio di sislemi nuUi reali trasformanti  in s~ ~ :% esiste un si- 

ste.mc~ nuUo principale, al fascio apparteregono due e due soli sistemi nulli  semi- 

principaIi,  i quali-dividono il fascio stesso in due tratti, uno dei quali ~ co- 

stituito da tutti e soli, i sistemi nulli  principali  del fascio. 

2. Sia ora  T u n a  cor r i spondenza  s immetr ica  della curva C. Se f2 indica 
t 'omograf ia  immagine  di T, si avr~, com'~ noto  (~), f~ = S`4,  essendo .4 i[ si- 
sterna nutlo fondamenta le ,  ed S tm s is tema nu[[o r i emann iano  di C, cio~ un 
s i s tema nul lo razionale t ras formante  in s~ gli spazi :¢ ~0 dei periodi. Rappre-  
sen tando  con I l 'omograf ia  identica,  le vaIenze di T sono date dai valori  di k 
(tutt i  reali) pet" cui l 'omografiu a ~ - k l  ~'isulta s ingolare ;  e poich5 si ha 

+ k l~-- (S -t- h .4) .4, le stesse valenze sa ranno  i valo~'i di k cor r i spondent i  
a sistemi nul l i  degener i  del fascio S ~ - k  .4. M a i l  s i s tema hullo `4 del fascio 

. (dato dal valore k = e~) ~ principale (~); es is tono d u n q u e  nel fascio stesso 
due  s is temi  nulli degener i  dist int i  S -q- y, `4, S -q-- "~, `4 (7, ~ Y~) semiprincipal i ,  
e i s i s temi  nulli  dat i  dai valol'i di k esterni all ' interval to ( y , . . .  ~'~) s a ranno  
tut t i  e soli i s is temi nulli  principati  del fascio. I r imanen t i  eventual i  sistemi 
null i  degener i  cor t ' i spoudono d u n q u e  a va[o~'i interni  all 'intet'~allo stesso e 
non  sat 'auno semi-pr incipal i ;  donde  segue che 7, e y: sono te due valenze 
m i n i m a  e m a s s im a  di T. Se ora si ()sset'va che il s i s tema nul lo  S ~ princi- 
pale o semi-principale  q u a n d o  e sot tanto q u a n d o  il valore k = 0 ~ es terno  
all ' intervallo (y , . . . ¥~)  o coincide con un suo es t remo,  si o t t i ene :  

(6) C. ROS.kTL IOC. cir.'(1) a), n. ° 6. 
(7) C. ROSATI, 10C. cit. (1) a), n. o 8, nota a [)i~ di pagina. 
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Le valenze (real g) di unct corrispondenza simmetrica T sono (all 'infuori 
d i  urea eventuale vaIenza nulIa) tutte dello stesso segno, quando e soltanto 
quando il sistema nullo S, immagine di T, ~ principale o semi-principale. 

3. Sia da ta  su C una  serie a lgebrica  y: di indice ~ e geuere  v e si in- 
dichi co~l r Uua curva  b i raz ionahnen te  identica alla serie stessa. Fra C e r 
in tercede al lora u n a  co r r i spondenza  (n, ~), e se T, T -I ind icano le operazioni ,  
l ' una  inversa  dell 'altra, che co n d u co n o  da ml pun to  di I" agli n pun t i  omo- 
loghi di C, e da un  p u n t o  di C a i  ~ punt i  omologhi  di r ,  ~ noto(8) che le 
co r r i spondenze  T - '  T della curva C e T T  -1 della curva  r posseggono,  al- 
l ' infuori  di una  eventua le  valenza nulla,  le stesse valenze reali 71 ? , . . .  ¢,; e 
c iascuna  di esse ha  per  le due  co r r i spondenze  ta medes ima  d imens ioae .  Se 
qi q~ . . .  q~ sono ques te  d imens ion i  e si pone q - - q ,  + q ~  + . . . + q , ,  sar~ 2 q  
la carat ter is t ica  delte due  matr ic i  di T e di T -~, onde  si avr~ q ~ p ,  q ~ u. 
Suppos to ,  per  maggiore  generali th,  q ~ p ,  q ~ u  e ind icando  con :¢~o gli 
spazi dei per iodi  di C, c o n - : %  quetli  di F, nell'S~_~ relativo a C si av ranno  
due  spazi razional i  i nd ipenden t i  R~<~_~>_l, R~_~ incident i  ad ~ o ,  e nell 'S~_~ 
relativo a r due  spazi razionali  pure  ind ipenden t i  R~(~_~)_, R,~_, ineident i  a 

-:o. I p r imi  sono polar i  l ' uno  delt 'al tro r ispet to  al s i s tema hul lo  fondamen-  
tale _4 di C, gli altri sono polari  r ispet to  al s i s tema hul lo  fondamen ta l e  _4' 
di r.  La  relazione che la T induce  fra i cicli di r e quelli  di C si t r aduce  
in u n a  omogra i i a  razionale co che t r as fo rma  R~_~ in R~_, ,  e nella quale si 
c o r r i spondono  i due  spazi in ct~i i sudde t t i  si appoggiano  ai r ispett ivi  spazi 
dei per iodi ;  ed u n a  analoga  omograf ia  ~ ,  t r aducen te  la relazione c h e l a  T -~ 
induce  fra i cicli di C e quelli  di I', sussiste  fra R~_, ed R2,_,. Ind icando  
poi con  ), X' i s is temi nutl i  sezioni di _4 ~/~ coi due  spazi R~q_~ R--~q_~, le cor- 
r i spondenze  s immet r i che  T - ' T ,  T T - '  h a n n o  per  immag ine  i s is temi nulli  
degener i  S, S ~ o t t e n u t i  p ro ie t t ando  r i spe t t ivamente  da R~(~_~)_I il s i s tema nul lo 

~ o J ) / ~ - '  e da R~(~_~) , il s i s t ema hullo ~' ~ ~ it ~- ' .  Poich~ i compless i  
l ineari  retativi a ) ~  non  posseggono  rette reali incident i  agli spazi dei pe- 
riodi,  a l t re t tan to  avverr~ per  queili  relativi ai s is temi  nulli  z q' t rasformat i  
dei pr imi  med ian te  le omograt ie  razionali  ~'-~ - ~, e quindi  i sistemi null i  
S, S ' sono semi-principali .  Segue di qui,  in forza della propriefft  sopra  di: 
most ra ta ,  che le valenze ~ o~...  ~ hat, no tutte il medesimo segno. 

(s) Per questa e per le nitre affermazioni di questo n.o tengasi presente: C. ROSATI, IOC. 
cit. (1) d). 



8 R o s a t i :  Nuove  ricerche sulle eorrisl~ondenze algebriche 

Per  w~dere qua.le s ia  q u e s t o  segno,  si osse rv i  t h e  se h,~, g,~, tt,~, G,~ 

(i = 1, 2 , . . . ,  p ;  k = 1, 2 , . . . ,  ~) s o n o  gli inter i  cara t te r i s t ic i  del la  cor r i spon-  

denza  da t a  (n, ~), u n a  c o r r i s p o n d e n z a ,  cer to  es is tente ,  che sia equ iva l en fe  ad  

essa,  cio6 pos segga  gli s tess i  inter i  cara t ter is t ic i ,  ed  in cui il 1. ° i n d i c e  sia  p ,  
ha  come  2 0 iildice il mm~ero  v (h,~ G,~.--H,~g,~)(~);  dovr',k d u n q u e  e s se re  

L" (h.,,~ G,~ - -  tl,~ g,~) :>  0. 

E poich6 fi'a le va lenze  ?, ?~ . . .  ~, e i s u d d e t t i  interi  ca ra t te r i s t i c i  suss i s t e  

ta re,lazione 

- -  (,~ q~ + ~ q~ + '  - '  + P, q,) = "2 (h,~ G~ - -  H,~. g ,G 

si c o n c l u d e  t h e  ~, ~ . . .  ~, sono  negat ive .  D u n q u e  : 

Le valenze ehe le eorr ispondenze  T - '  T~ T T -~ posseggono,  aU ' in fuor i  della 

eventuale  va lenza  nuUa, sono tulle negative.  

[nd icando  con H la c o r r i s p o n d e n z a  s i m m e t r i c a  i ndo t t a  su  C dat la  ser ie  

G ,  dal la  propriet'~, o ra  d i m o s t r a t a  e dal la  re laz ione  

T -~ T - - ~ I - + H  

si t rae  che :  Le  valeuze della cor r i spondenza  s imme t r i ca  indo l ta  da  u ~ a  serie 

algebrica y;, sono tutte m i n o r i ' o  u g u a l i  a l l ' ind i te  della serie. 

(~) Infatti ,  se la cocrispondenza (p, z) 6 rappresen ta ta  mediante  g l ' i n t eg ra l i  normali  di 

1 a specie us, vh delle curve  C, P mediante  l e  formule  di HURW~TZ 

1 . . . 3  
U~(y')--[-... + u k ( y ~ ) =  Z 7r~iVi(X)+,"rk ( lc= [, 2 . . . .  , p), 

i 

essa pub essere definita anche da l i ' equaz ione  

[ v ] 2 uk (y) -- i ~.k~ v~ (x) --  c~ ------- 0, 

dove il s imbolo 5 indica la funzione ~ del l ° ordine a cara t ter is t iche  nulle  cos t ru i ta  coi pe- 

r iodi degli integral i  u l .  Ed a i lora  ii numero  z dei punt i  x di P corr ispondei l t i  a un fissato 

punto y di C 6 dato da 

( l 1 1 d l o g ~  u ~ ( y ) - -  Z ~ k ; v ~ ( v ~ ( x ) ~ c ~  , 

l ' i n t eg ra l e  essendo esteso al coa torno  della  superficie di RInMANt¢ 1" resa sempl icemente  con- 

nessa  median te  i tagli  alle retrosezioni.  Eseguendo l ' i n t eg ra le ,  si ot t iene faci lmente 

z ~ X  (h i~G~--  llikg¢k). 
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Se ora  d indica il n u m e r o  dei pun t i  doppi  della se,-ie y~, si ha, com'~ 
noto,  la relazione 

d=~.~ ( n + p -  1 ) +  ~ (~, q~ + . . .  + ,~, q,).  

Da questa ,  in forza della  propr ie th  precedente ,  consegue  

d - ~ 2 v ( n + p  ~ 1), 

e t ' uguagl iauza  si avr~ nel solo caso ~ ------.~ . . . . .  ?~ = 0, cio~ q u a n d o  T -~ T 
una  cocr i spondenza  a valeuza zero. Cib siguifica che l ' insieme dei ~ g ruppi  

d i ~(~ uscent i  da un  p u n t o  ~ di (7, si muove,  al variare di x, in u n a  serie 
l ineare;  ed allora, per  u n  t eo r ema  di SEVERI, di cui fu da ta  una  dimostra-  
zione basa ta  sul la  teoria  delle cor r i spondenze  (~o), la ~'~' ~ cost i tui ta  da gvuppi 
equivalent i .  Abbiamo cosi r i t rovato il criterio di CASTELNUOVO. 

OSSERVAZIONE. L 'equaz ione  di grado p 

z ~-~ (z  - -  ,:,)~, (z  - e~) ~ . . . .  ( z  - -  e,) ~, = 0 

che p/~b divsi l'equazione deUe valenze della cor r i sponde~za  T -~ T ha  dunque  
i primi q coeflicienti tu t t i  positivi e i r imane~t i  nulli. Tall coefficieati, come 
ha  mos t ra to  r ecen t emea t e  CXSTELN(JOVO ('~), sono poi degli  interi  che hanno  
u~ sigrliiicato geometr ico  imp o r t an t e :  essi sono cio~ i caraiteri  in t rodot t i  da 
COMESSATTI per  la serie ~'~. Poich~ l 'equazione delle valenze della T T -~ 

si cokiclude che le serie ~,' ' ~,7~ i~dotte dalla corrispondenzc~ (n, ,) sulle curve C 

e r ha~rto i medesimi cctratteri di COMESSATTI. 

(~o) RosA'n, loc. cir. (1)d), [1. ° 5. 

(1i) G. CASTELNUOVO, Sulle funzioni abelia~,e, Nora  IV: Applicazio~i alle serie algebriche 

di gruppi sopra una curva [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Vol. XXX, serie 5 a, 
(19~)]. 

Am~ali di Matematica, Serie I]], Tomo XXXI. 
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§ 2. A.LGUNE PROPR1ET& DELLE OMOGRAFIE Dt UNO SPAZIO St .  

4. Occorre ora pL'emettere a lcune osservazioni  sulle omograf ie  di u n o  
spazio S~, che av ranno  nei  segui to  f requen te  applicazione.  

TEOREMA I. Se un punto P ~ comune a due spazi fondamentali deUe 
omografie A, B di S~, i quali corrispondono alle radici ? e 0 delle rispettive 
equaziord caratteristiche, appartiene pure .ad uno spazio fondamentale dell'o- 
mografia prodotto A B, dato dalla radice ? 0 della sua equazione caratte- 
ristiea (1~). 

Nel ,caso  in cui a lcuno dei n u m e r i ? ,  0 ~ hullo,  la d imos t raz ione  della 
proprietfi. ~ immedia ta .  Invero  se ~ ? m_ 0, il p u n t o  P, essendo s ingolare  per  
A, deve essere s ingolare  per  i! p rodot to  di A per  u n a  omograf ia  qualsiasi ,  
e qu indi  anche  per  AB;  se ~ poi ?=1=0, 0 = 0 ,  il p u n t o  P,  un i to  per  A e 
s ingolare  per  B, dovr~t essere s ingolare per  A B. 

S u p p o n i a m o  ora ~ e 0 en t r ambi  diversi  da zero e si indichi  con I la 
sos t i tuz ione identica.  I1 pun to  F, essendo s ingolare  per  l 'omograf ia  A - - ?  I, 
sar~ s ingolare  anehe  per  

n ~ - ( A - - ?  I ) (B  +O I ) = A B  --? B +O A--~O I; 

e poieh~ P ~ uni to  per  l 'omograf ia  A + ? I  e s ingolare  per B - - 0 I ,  sar'~ 
s ingolare  per  

n, = ( A + p I ) ( B - - O I ) - - - - A B + ?  B - -  OA--oOI.  

Ma allora P ~ s ingolare  anche per  

n-~- n~- -~2(AB--  ? 0 I), 

cio~ appar t i ene  ad uno  spazio f o n d a m e n t a | e  di A B, cor r i sponden te  alia 
ca(lice ? 0 del l ' equazione carat terist ica.  

I1 t eo r em a  si e s tende  poi i m m e d i a t a m e n t e  al p rodo t to  di un  qualsivoglia  
tmmero  di omograi ie .  

(1~) Per la precisioae di questo e degli enunciati che seguono, occorre avvertire che delle 
omografie che si cousiderano si intendono fissati i rispettivi moduli. Inoltre con la denomina- 
zione di spazio fondamentale di ua'omografia iatendiamo significare non solo llno spazio di 
punti uniti, ma anche uno spazio di punti singolari, corrispondente cio~ alia radice zero 
dell'equazione caratteristica. 
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5. TEOREMA II. Se u n  p u n t o  P ~ vontenuto in  uno  spaz io  f ondamen ta l e  

d i  ur t 'omograf ia  A,  corr ispondente  a l la  radiee  0 del l 'equazione carat ter is t ica,  

appar t i ene  p u r e  a d  uno  spaz io  fondamert ta le  de l l 'omograf ia  f(A), f unz ione  

raz iona le  in tera  di  A,  ¢orrispondente  a l la  radice  f(O) della s u a  equazione 

carat ter is t ica.  

AmmeSso infatti che sia 

f (z) = ao z'~ + a, z ~-~ + . . .  q -  ao,_, z + a o , - -  ao (z - -  s , ) ( z  - -  s=) . . . (z - -  s,,,), 

si dovdt avere 

f ( A) --~ ao I (A - -  s, I )  (A - -  s,  i ) . . . (A - -  s= .[). 

Allora, poich~ .per ['omogratia identica ao I il punto P ~ unito e corri- 
sponde alia radice ao dell 'equazioue caratteristiea, e per l'omografia A -  s , I  

( i =  1 , 2 , . . . m )  ~ un punto di uno spazio fondameutale corrispondente alia 
t'adice 0 - - s , ,  in forza del Teor. I flovrh appartenere ad uno spazio f(mda- 
mentale di f ( A ) ,  com'ispondente alia radice ao (0 - -  s,) (0 - -  s=) •. • 0 - -  s,~) = f(0) 
della sua equazione caratteristiea. 

OSSERVaZrONg I. Ragionando sulle omogt'afie inverse operanti sugli 
iperpiani, le cui sostituzioni sono le trasposte di quelfe delle omografie 
considerate, si giunge alle proprietb~ correlative riguardanti iperpiani appar- 
tenenti a stelle fondamentali. 

OSSEUVAZmNE II. Dal Teor. II si deduce che ogni spazio fondamentale 
di A o coincide o ~ contenuto in uno spazio fondamentale eli f(A).  Se 
dunque A ~ un'omografia generale, se cio~ i suoi spazi fondamentali appar- 
tengono ad &, anche B----f(A) sar~t generale, ed ogni suo spazio fonda- 
mentale o coincide con uno di A, o eongiunge pifi spazi fondamentali di A. 
SI ha. ora inversamente: 

T~:OR~r~IA [I[. Se  ogni  spaz io  f o n d a m e n t a l e  d i  u n ' o m o g r a f i a  generale  A 

o coincide o ~ cortteJ~uto ia  uno  di  B, l 'omograf ia  B ~ funz ione  raz ionale  di  A.  

Infatti, essendo k il numero degli spazi fondamentali di A, l 'equazione 
minima (~) di A, avendo per radici semplici tutte e sole quelle della sua 
equazione caratieristica, sar'a di grado k, e perci6 le omogratie L A, A~,. . .  A ~-' 
sono l inearmente indipendenti  mentre le potenze successive A ~, A~+~,... di- 

(13) C. ROSATI, loc. cir. (t) b). 
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pendono linearmente da quelle. Ne segue che le omografie funzioni razionati 
di A costituiscono un sistema lineare ~ - ' .  

D'altra parte, scrivendo il modulo di A sotto forma canonica e facendo 
variare con continuitg i k Dtrametri in esso contenuti, si ottengono i moduli 
delle omografie i cut spazi fondamentati coincidono o contengono quelli di 
A. E dunque quest 'ultime omografie costituiscono pure un sistema lineare ¢x)~-L 

Poich~, in virtfi della precedente osservazione, ogni omogratia del primo 
sistema lineare ~ contenuta in questo, si deduce che i due sistemi coincidono 
e percib B /3 funzione raziouale di A. 

COROLLARIO. Due omografie general i  A, B con gli  stessi 6oazi fondconen- 
tall sono funzion:i raz ional i  l 'una  dell 'ultra. 

§ 3. LE  CORR[SPONDENZE FUNZIONI RAZIONALI DELLE LORO INVERSE, 

6. Si considerino sulla curva C due corcispoudenze T, T-', l 'una in- 
versa dell'ultra, ed ammettiamo che T -~ sia funzione razionale di T; sussista 
cio~ la relazione 

1 T -~ -~ f ( T ) ,  (I) 

in cut I ~ un inteco positivo ed f indica un polinomio a coefficienti iateri. Se 
n ~ il grado dell 'equazione miuima di T, il grado di f pub ridursi ~ n - -  t; 
allora se, come ~ lecito supporre, nessun divisore di 1 divide tutti i coefIi. 
cienti del polinomio f, l ' intero l e i coefficienti stessi sa.ranno datla T indi- 
viduati. [uvero, se oltre alia (I) si avesse anche 

l' T - '  f, 
dovr~t essere 

l' f ( T )  - - l  f,  (T ) -~O.  

E indicaudo con a, a ~, i coeffieienti in f f, della stessa poteuza di T, si 
avrebbe l ' a , ~ l a ' ,  ( i - - -~ l ,2 , . . . , n ) ;  da cut dividendo pec il M. C. D. ~ di 
1 l' (l ~ ~ )~, l' ~ ~ )?), si ottiene ),' a, --" ), a ' ,  ii numero )~' (divisore di l') deve 
quindi dividere tutti i coefficienti a',, e :~ (divisore di I) tutti i coefficienti a,; 
ne segue dunque ) . -~;~ ' - -1 ,  cio~ 1--~ l' e a ,~--a ' , .  

]~ pot ehiaro che, insieme alla (1) si ha pure l'altra relazione 

l T =  f(T-~), 

cio~ il legame che abbiamo supposto su~sistere fra T e T -~ ~ simmetrico. 
Siano ora ~, ~' le omogratie dello spazio S,~_, immagini di T e di T-i; 
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poich~ si ha 

n~ = l I f(~y), 
T f (a) n = V 

~ e ~ dovranno  possedere gli stessi spazi e Ie stesse stelle fondamental[  
(n ° 5, Teor. II). lndiehiamo con S~_~ )2~_~ uno spazio fondamenta le  e la 
stella coniugata  comu[}i ad ~] g~', e siano 0 p le radici corr ispoudent i  delle 
rispettive equazioni  caratteristiche. 

Le omograiie ~-H~Y, £~---~' sono funzioni razionali  di P~; dunque  
S~._~ ~_~ coincideranno o saranno contenut[  in spazi e stelle fondamental i  
di quest 'ul t ime, associati alle radici 0 + ? ,  0 - -  o delle rispettive equazioni  
earatteristiche. M a l e  radiei dell 'equazione earat terist iea di n--.t-n', immagine 
della corr i spondenza  s immetr ica  T +  T-' ,  sono tutte reali, e quelle dell'e- 
quazione carat terist iea di a .... n', immagine delia cor r i spoadenza  emisimme- 
triea T - - T  -~ soao, all ' infuori di una  eventuale  radice nulla, immaginarie  

p u r e  (~'). Segue di qui O =  00, essendo 0o i[ numero  immaginar io  eoniugato 
di 0. Le radiei delle equazioni  earat terist iehe di n, c~ ~, associate allo stesso 
spazio e alla stessa stella fondamental i ,  sono dunque  immaginar ie  conjugate.  

D'altra parte,  indicando .4 il s istema hullo fondamentate  delia curva 
C, ed a--' l 'omograIia,  inversa di .% operante  sugli iperpiani,  fra a a ~ sus- 
siste, com'~ noto ('~), la relazione 

n =.4 a 

e questa  dice che gli spazi e Ie stelle fondamental i  di ,q vengono da .4 
trastbrmati  helle stetle e negli spazi fondamental i  di .q', essendo corrispon- 
dent[ in .4 uno spazio (o una  stella) di ~ e una  stella (o uno spazio) di 
n'  associati alla medes ima radiee delle rispettive equazioni  caratteristiche. 
Denotando allora con S°q_, Eoq_, lo spazio e la stella fondamentat i  di ct as- 
sociati alla radice 00 (i quali eoineideranno con S~._, E~_, quando  0 6 reale), 
da questa  e daila precedente  osservazione si deduce the  il s istema nullo .4 
t rasforma S°¢_, ]~0 , r ispet t ivamente in ~ _ ,  S~_,. 

La proprietg ot'a dimostrata,  ore  si in t roduca il eo~dugio K di S.>_,, 
pub enunciars i  semplieemente eosi: 

Se una corrisportdenza T ~ furtzione razionate della sua inversa, t'omo- 
grafict ~ immagirte di T gode delle proprietit eke ogni suo spazio fondamen- 

(10 C. ROSATI, 1OC. cir. (1) b). 
('~) C. ROSAT~, 1OC. cit. (I)a), n. ° 7. 
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tale ~ trasformato ~ella stella eotdugata dall'antireeiprocita K .4, prodotto del 
eortgugio per il sistema hullo fo~t, damerdale. 

7. I1 precedente risultato pu6 facilmente invertirsi. Supponiamo in- 
fatti che neU'omografia ~ immagine di una corrispoudenza T ogni spazio 
fondamentaie veuga trasformato nella siella coniugata dall'antireciprocit~ K-4. 
Essendo ~ reale, K muterh ogni spazio o stella fondamentali di • in uno 
spazio e in una stella pure fondamentali; dunque .4  trasformer~ ogni spazio 
o stella fondamentali di ~ in una steila e in uno spazio pure fondamentali; 
da rib, tenendo presente la (2), si deduce che ~, ~' hanno comuni gli spazi 
e le gtelle fondamentali. Ed allora, in virtfi dell'osservazione in tine al n o 5 
si poLr~t concludere che ~, ~' e quindi ;/, T -1 sono l 'una funzione razionale 
dell'ultra, quando si provi che ~ ~ un'omografia geaerale, che cio~ ogni 
suo sp~tzio t'ondamentale ~ indipendente dai sostegno delia stella coniugata. 
Ora ~ facile giustificare quest'ultima affermazione. 

Invero, siano S~_, Zq_~ to spazio e la stella fondamentali di ~ associati 
alia radice 0. Supposto (} reale, q dovrh essere pari (q--.2q~), e Lanto S,_, 
come il sostegno di Z~_~ saranno due spazi reali R ~ , , ,  R~(~_~,)_~ incidenti 
ad :¢ :%; e poich~ R~, ~, R~(~_~,)_, sono, per l'ipotesi fatta, polari l'uno del- 
l'altro rispetto a .4, dovranno ess'ere indipendenti (~). Se poi (} ~ complesso, 
si considerino, insieme ad S~_, Z~_,, lo spazio e la stella fondamentali S%_~, 
Z%_,, immaginari coniugati dei precedenti, associaii alla radice 0o. 

Se 1o spazio Sq_, avesse comune col sostegno S~_~_,~ della stella coniu- 
gata un S~_1 ( l ~ 0 ) ,  1o spazio S~_~ avrebbe comune un SL~ co] sostegno 
S~,_,_~ della stella coniugata. Ed allora, tenuto conto che S~_,_~ contiene 
S~_~ ed S~,_,_~ contiene S~_,, lo spazio reale R~_~, cougiungente S~_, S~_,, 
e lo spazio l'eale R~(~_~)_~, intersezione di S~_~._~ S °~_,_q, avrebbero comune 
lo spazio reale R~_~ che congiunge S,_~ con S~_,; e cib ~ assurdo, perch,,  
come ~ subito visto, R~q_~ R~(~_~)_~ sono incidenti ad ~ ~o e polari l 'uno del- 
l'altro rispetto a .4. Abbiamo dunque:  

Se r~ell'omografia ~ immagine di una eorrispondenza T ogni spazio 
for~da~r~entale ~ trasformato rtella slella coniugata dall'antireciproeit~ K .4, 

urt'omografia generaIe e la eorrispondenza T ~ funzione razionale della 
sua inversa. 

(16) C. ROSATI, |Oe. cit. (7). 
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8. I risultati precedenti assumono forma pifi espressiva, quando si 
prendano in considerazione le vatenze della corrispondenza. 

]fl noto che due corrispondenze T, T -1 l 'una inversa dell'attra hanno va- 
lenze immaginarie coniugate, e che una valenza di T e la immaginaria con- 
iugata di T -1, pur avendo la stessa dimensione, sono in generale associate 
a sistemi distinti d'integrali di 1 a specie. Orbene, si pus ora dimostrare che: 

Condizione necessaria e sufficiente perch~ una  corrispondenza T sia fun- 

zione razionale della sua  inversa  T -~, ~ che ciascuna vale~za di T e la im- 

m a g i n a r i a  coniugata di T -1 siano associate allo stesso sistema d' integrali  di 

1 ° specie. 
Ma per proceclere con chiarezza, sar~t bene anzitutto richiamare aleune 

propriet~ riguardanti  la nozioue di valenza. 
Ricordiamo percib che le valenze di T, cambiate di segno, sono le ra- 

dici dell 'equazione caratteristica di n, cut corrispondono spazi fondamentali 
o contenuti  o appoggiati ad ~o: precisamente se S~_, Zq_l sono lo spazio e 
la stella fondamentali  associati alla radice 0, ed S~_, ha comune con ~0 un 
S,_, ( l >  0) e quindi Z~-, ha comune con la stella (:c) una steUa Z,-,, il nu- 
mero -- 0 ~ una  valenza di T di dimensione l, e ~,_, ~ l 'immagine del si- 
sterna d'integrali ad essa associato. Sappiamo inoltre clue trasformando S,_I 

mediante l'antireciprocit'~ K~I,  si ottiene una stella 2',-1, contenuta nella 
stella (~), la quale ~ immagine del sistema d'integrali associato alla valenza 

- -  Oo d i  T - '  (*~). 
Ci5 premesso, la necessit'h delia condizione espressa nel precedente enun- 

ciato risulta immediata, perch~ se T ~ funzione razionale di T -1, helle omo- 
grafie n, ~q' immagini di T e di T -1 coincidono gli spazi e le stetle fonda- 
mentali associati a radici immaginarie conjugate delle rispettive equazioni 
caratteristiche. 

Per dimostrare la sufficienza della condizione medesima, basterh far ve- 
dere che, supposta soddisfat|a, nell'omografia ~ immagine di T ogni spazio 
fondamentale vien mutato dalt'a.ntireeiproeit~ K .4  nella stelta coniugata. Sia no 
dunque S~_, ~_., 1o spazio e la stella fondamentali di a assoeiaLi alia ra- 
dice 0. Se S~_, g eontenuto in % e quindi ~_ ,  netla s~ella (:~), la propriet~ 

eonseguenza immediata dell'ipotesi. Se S,_, ~ eontenuto in :¢ e quindi Y~,_, 
nella stella (:~o), si eonsiderino lo spazio S~_, e la stella ~_ ,  assoeiati alla 
radice 0o. Per l'ipotesi, K .4  trasforma S °~_, in ~2°_, ", dunque muterb~ anehe 

(17) C. ROSATr, |oe. cir. (1) c). 
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S~_, i~ Z~_~. Ammettiamo infine che 8~_~ congiunga un S~_, di ~ con un 
S .... di :¢o, e quindi Z~-, congiunga una stella ]~,,_~ appartenente ad (a) con 
una stella Z.,_, appartenente ad (~0). L'antireciprocit~ K .4  trasforma ora S._, 
in v • ~,,-z, se dunque 0 6 reale, e quindi m - - n ,  poich6 S.._~ Z~_~ sono imma- 
ginari coniugati di S._, Y~,_,, K , 4  trasformer~ pure S,._, in Z~-~ e quindi 

Sq_, in Z~-,. Se poi 0 ~ complesso, si considerino io spazio S °~_~ e la stella 
vo~_~ associati alla radice 0o: S~_~ si appoggia ad :Co nell'S°_, immaginario 
coniugato di S,._,, e ~_ ,  ha comune con la stel[a (0:) la stella ~.~,_~ imma- 
ginaria coniugata di ]~_,,  e K~t  trasformer~t S ° ,  in Z~,-,. Ma allora K .4  
muter~ ancora S,._, in Z,,_~ e quindi S~_, in Z~_~. La propriefft 6 dunque 
dimostrata. 

OSS~RVAZlO~E. Quali sono le corrispondenze che dipendono linearmente 
dalte loro inverse ? Se T ~ una tale corrispondenza, si avr~t l T-~ ~- a T + b I 
e quiudi l T ~ _ a  T -~ + b I ,  da cui, sommando, si deduce ( a - - l )  ( T +  T - ~ ) +  
+ 2 b I - ~ 0 .  Ed allora o sar~t a = I ,  b = 0  e quindi T = _ T  -~, ovvero dovr~ 
2 b essere divisibile per a ~ g e quindi T +  T - ' ~ / ~ / .  Dunque:  

Le corris~)ondenze di~)endenti linearmente dalle loro inverse sono le eorri- 
spondenze simmetriche e queUe che aggiunte elle loro inverse danno origine a 
eorrispondenze a valenza (~8) (in particolare le emisimmetrivhe). 

~. ~ORRISPONDENZE HERMITIANE. ~ORR[SPONDENZE BIUNIVOCHE. 

9. Due corrispondenze S, T della curva C si dicono permutabil i  quando i 
prodo[ti S T, T S  sono corrispondenze equivatenti, cio~ quando S T --  T S  ~ O. 

Se due corrispondenze sono permutabili, saranno permutabili  le sosti- 
tuzioni lineari associate e quindi le omografie immagini. Ma si pub inver- 
samente provare the se le omograiie immagini di S, T sono permutabili, 
anche le corrispondenze sono permutabili. In altri termini, se i prodotti 
S T, T S  sono dipendenfi, sono addiri[[ura equivaleuti. Invero se ~, ~ sono 
le sostituzioni lineari associate ad S, T, avendosi dall'ipotesi ). n ~ ~ ~ ~ '  n, 

(ts) Le corrispondenze iadipendenti  soddisfacenti a questa condizione sono in aumero 
di /~o + I, indicando t~,, it numero base delie corrispondenze emisimmetriche. Cft'. C. ROSATI, 
Sulle corrispondenze (dgebriche fra i puu t i  di una  curva ahdebrica [Rendicol~ti della R. Ac- 
cademia dei Lincei, vol. XX]], serie 5 a, (tgl0)],  Nora l[ ,  n. 11. 
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si deduce  che le equazioni  carat ter is t iche delle sos t i tuz ioni . t inear i  ~ ~', g~'~ 
h a n n o  le radici proporzional i .  Ma, per  u n  no to  t eo rema  ( ' ) ,  i de te rminan t i  
che cost i tu iscono i modul i  di tall sost i tuzioni  h a n n o  ugual i  le s o m m e  dei 
minor i  pr incipal i  deito stesso ordine;  ne segue che le radici sudde t t e  sono 
add i r i t tu ra  uguali ,  e quindi  6 7~--~ ?. 

Si abb iano  sulla curva  C due cor r i spondenze  S, T soddisfacent i  alia 
condizione T S z k I ,  in cui k 6 un  intero n o n  nullo. Le cor r i spondenze  
S, I' sa ranno  allora non  speciali;  inoltre dovrh pure  essere S T ~ k I, perch6 
[e omogra i ie  immagini ,  Puna  inversa  dell 'ultra, sono permutabi l i .  Due cor- 
r i spondenze  helle condizioni  sudde t te  si dicono complementari. 

Di u n a  cor r i spondenza  n o n  speciale T es is tono infinite complementar i ,  
ma  6 facile provare  che ques te  sono tra loro due a due  dipendent i .  [nvero 
dalle due relazioni 

T S ~ k I ,  T S ' ~ k ' I  
si deduce  

T ( J ( S - - k S ' ) ~ O .  

E poich6 l 'omograf ia  immagine  di I ' 6  non  singolare,  k ' S - - k S '  avr'~ 
per  immagine  Pomograt ia  nulla,  cJo6 

k ' S - - k S ' ~ O .  

Dimos t r i amo ora |a propr ie tM 
Due corrispondenze complement~ri so,so fu'nzioni ra,zionali l 'una dell'alfred. 
Sia infatti  

.... ' T ~-~ T I ~ - a ,  +-- . -q-a,_,  q - ( ~ , , I ~ 0  (3) 

r equaz ione  m i n i m a  di T, nel la  quale,  supponendos i  T non  speciale, sarh 
a,,=l.::~0. Poich6 la (3) p u s  met ters i  sot to la forma 

T(T"-~ q - a~ T'-~ q - . . . q -a , , _~  I ) ~ _ - - a . I ,  

si deduce  t h e  la cor r i spondenza  

S _~ T"-' + a~ T "-~ q- • .. q-  a,,_, [ (4~) 

6 c o m p l e m e n t a r e  di T: ed ogni  cor r i spondenza  co mp lemen ta r e  di T, dovendo  
d ipendere  da S, sar'~ funzione  razionale di T. 

(19) Cfi'. ad es. E. PASCAL, <( i determinanti... ~> Manuale Hoepli, 1897, pag. 69. 

Annali di Matematica, Serie tII, Tomo XXXI. 3 
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Si pub inottre osservare che se T ~ simmetrica, la S, come combina- 
zione lineare di pifi corrispondenze si.mmeiriche, ~ pure simmetrica. Se in- 
vece T ~ emisimmet~'ica, la (3) avendo radici tutte immaginarie pure e nes- 
suna nuila, conierr~ soltanto potenze pari di T, e nell 'espressione (4~) della 
S saranno contenute sottanto potenze dispari. La S ~ allora combinazione 
lineare di pifi corrispondenze emisimmetriche, e quindi ~ emisimmetrica. 
Dunque: 

Ogni co~rrispondenza complementare di una eorrispondenza simmetrica o 

emisimmelrica ~ pure simmetrica o emisimmetriea. 

10. Una corL'ispondenza non speciale T che sia complementare della 
sua inversa, cio~ tale che si abbia 

T -~ T ~ k I ,  

si (tirh una eorrispondenza Hermitiana; e l 'intero k the, come si ~ visto al 
n. ° 3, deve essere positivo, si dirh l'ordine della, corrispondenza Hermitiana. 
Se n, ~ sono gl'indici di T e di T- ' ,  ed S, S '  sono le corrispondenze laterali 

della corrispondellza data (n, v), cio~ le corrispondenze simmetriche in cui 
sono omologhi due pu,lti apparLenellti r~spettivamente allo stesso gruppo 
delle serie y',, y'~ indotte su C da T e da T- ' ,  dalle relazioni 

T - 1 T ~ S - ~ - v I  T T  -~ ~ S ' - - ~ n I  

si deduce che le corrispondenze Hermitiane sono quelle che hanno le cor- 
rispondenze late rali dotate di ordinaria valenza. Se dunque la curva ~ priva 
di corrispondenze simmetriche singolari, ogni corrispondenza ~ necessaria- 
mente Hermitiana. 

Una corrispondenza Hermitiana ~ funzione razionale della sun inversa, 

e se k ~ suo ordine, le sue valenze hanno tutte ugual modulo, che ~ ~/]~. 
Si ha ora inversamente:  

Una eorrispondenza T che sin funzio~e raz.ionale della sun inversa e di 

cu~ te valenze abbian tutte ugual modulo, ~ Hermitiana. 

[nfatti ia T - ' T ,  venendo a possedere, rispetto all ' intero sistema d'in- 
tegrali di 1. a specie, un 'unica valenza r e a l e -  k, uguale at quadrato di detto 
modulo cambiato di segno, aw'h per immagine un'omografia ~ nella quale 
souo uniti tutti gli iperpiani uscenti dagli spazi ~ :~o dei periodi, e quindi 
tutti i punti degli spazi medesimi. Ma poich~ l 'equazione caratteristica di ~, 
per il fatto che la valenza di T -~ T ~ reale, non pub avere due radici im- 
maginarie conjugate, si conclude che ~ ~ l'identit~ e quindi k ~ un intero. 
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11. Consider iamo ora in modo part ieolare te eorr ispondenze Hermi- 

tiane del 1. ° ordine, soddisfaeenti  dog  alia eondizione 

T- '  T_=L (5) 

Una corr ispondenza biunivoea ~ manifes tamente  Hermi t iana  del 12 or- 

dine;  si pub ora inversamente  p ro ra t e  ehe:  

Data sopra una  eurva C di  genere p ~ 1 una  corrispondenza Hermit iam~ 

del 1 ° ordine T, in  una  deIle due classi (+_ T)  ~ contenuta una  ed una  sola 

corrispondenza biunivoca. Se C ~ iperellittiea, e solo allora, in  entrambe le 

classi ~ contenuta una  tale corrispondenza. 

Se T ~ una  corr ispondenza a valenza (neeessariamente uguale a +_ 1) la 

propriet~ risulta subito osservando the  sopra una  eurva di genere p :> I le 

sole eorr ispondenze biunivoche non singolari sono l 'identit~, the  ha la va- 

lenza - - 1 ,  e, quando  la curva ~ iperellittica, la corr ispondenza di valenza 

-t-1 detinita dalla sua gl (,o), 

Quando invece T ~ singolare, la propriet~ medesima discende da un noto 

teorema di R. TORELhl (~), il quale afferma tile avendosi  sopra C una serie 

algebrica "(~ di ordine, ind i te  e genere p,  p r i v a  di 9 rupp i  speciali  e J wJ~, di 

livello eostante per  aleu,J~, integrale di  1 ~ specie, netla classe di  ~'~ esiste l'invo- 

luziotte del 1 ° ordi~t.e data dai  p~e~ti della curva. 

Si eonsideri  infatt i  nella t lasse  (T) il s is tema ton t inuo  c~ ~ di corrispon- 
denze aventi  il 1 ° indi te  = p .  [ndiehiamo aneora  con T la corr ispondenza 
generiea di ques[o s is tema eont inuo e sia ~,~ la serie da essa indot ta  su C. 

Poich~ T, soddisfacendo atla (5), ~ non  speciale, la ~'; non ~ di livello co- 

s tante pet" alcun integrale di 1 a specie di C. Inoltre la ,[; ~ birazionalmente  

identiea a C ed tm quindi  il genere p. tnfat t i  non pub il gruppo generieo 

di ~'~ eorr isponderc ad ~ >  1 punti  di C, the,  altr imenti ,  la serie indotta  da 

('20) Che sopra una eurva di genere p ~ [ una eorrispondenza, biunivoca di valenz~ -- l 
~'~ necessa,riamente l'identiti~ pub provarsi con le seguenti semplici considerazioni. Ammesso 
ehe C possegga una eorrispondenza biunivoea non identiea di vaienza w 1, si indiehi con 
(AA') una eoppia fissa e con (XX') uua eoppia variabile di punti omologhi. Si avrit ailora 
A'-- A ~ X'--X, e quindi A'+ X---- A + X'. ll gruppo A'+ X in eui X ~ variabile ammette 
dunque un gruppo equivatente contenente A, e quindi distinto da esso; perei6 la eurva, 
possedendo infinite g~, sar/~ ellittiea.o razionale. 

(~1) R. TOm~LLI, Sulle variet4 di JACOBI, Nota I [Rendieonti delia R. Aeeademia dei 
Lineei, serie 5 a, vol. XXII (19t3)]. 
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T- '  sarebbe composta con una involuzione Is, ed ogni integrale di C per 
cui la I,  i~ di livetlo costante darebbe somma costante nei gruppi di que- 
st 'ultima serie, onde T- '  sarebbe speciale. Infine la y~, per il fatto che T 
stata scelta genericamente nel suo sistema continuo, ~ priva di gruppi spe- 
ciali; il suo indice coincide percib col difetto di equivalenza (~), il quale ~, 
in forza della (5), uguale a p. Valgono dunque per la ~.~ le ipotesi del teo- 
rema di TOREI~LI; me segue allora che un gruppo G~ variabile in y~ individua 
su C uu punto P~ tale che G~-----P~ varia in una serie lineare. E poich~ si 

supposto T singolare, il punto P~ dovr~t essere distinto dal punto P ehe 
ha nella T il gruppo G~ per corrispondente. Se allora si indica con U la 
corrispondenza biunivoca nella quale P ha per omologo P~, dovrh essere 
T ±  U ~ 0  e quindi U----- ± T, cio~ nella classe (-t- T) o netla classe (-- T) 
esiste la corrispondenza biunivoca U. 

Ed ~ chiaro che nel]:a stessa classe non pub esser contenuta un'altra 
corrispondenza biunivoca. Se infatti V fosse una tale corrispondenza, dovrh 
essere U - -  V_~0, e quindi U'V -~ - - I ~ 0 ;  e si avrebbe su C u n a  corrispon- 
denza biunivoca non identica U V -~ di valenza - -  [, il che ~ assurdo, es- 
sendo p :> 1 (Vedasi la nota ('.,0)). 

Nel caso iperellittico si vede subito che entrambe le classi ( ±  T) cou- 
tengono una corrispondenza biunivoca, perch~ moltipiicando U per la cor- 
rispondenza definita dalla g~ si ottiene una corrispondenza U ~ residua 
di U ('~). 

12. Dal precedente risultato pub dedursi una semplice dimostrazione 
aritmetica del noto teorema, secondo il quale una curva di geneve p ~  1 
non pub possedere che un numero finito di corrispondenze l~iunivoche. 

Abbiamo visto infatti the le corrispondenze Hermitiane del 12 ovdine 
sono tutte e sole le corrispondenze non speciali T l e  quali inducono sulla 
curva serie algebriche aventi ugu~tle a p il difetto di equivalenza. II numevo 

(~) R. TORELL1, Sulle serie sempliCemente itefinite di  g rupp i  di  pun, t i  appar t eucn t i  a 

u lu ,  e~rw~ algebrica [Rendiconti det Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVII (19t~)I, n° /~. 
(~) Piil in generate, se sopra una  curva di genere p ~ ! si hanno due corrispondenze 

biunivoche U~ V fra loro dipendenti, la cuvva ~ iperellittica e una corrisiondenza si deduce 
dali 'al tra moltiplicandola per [a corrispoudeuza G defiuita dalla g~. Seinfatt i  ~ ~ V + ~  U ~ 0 ,  
si avrh ~ U -~ V + t~ [ ~- 0; e la corrispondenza non identica U -~ V, dipendeudo dail'identit';~. 
sarit dotata di valenza. La curva ~ duuque iperellittica ed ~ V ~  U G. 
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delle c o r r i s p o n d e n z e  b iun ivoche  posse~lute da  u n a  cu rva  C di genere  p : >  1 
uguag l i a  d u n q u e  il n u m e r o  delle Corr i spondenze  soddis faeen t i  alle road[z ion[  

s u d d e t t e  o ~ la met~  di ques to ,  secondoch~ C ~ o non  ~ iperel | i t t ica .  Sia 

o ra  (T, T ~ . . .  T,) u n a  base  mi n i ma  per  il s i s t ema  di co r r i spondenze  es is tent i  

sul la  curva ,  :~, 1~, v, b~dichino r i spe t t i vamen te  gl ' iudici  e i l  g r ado  v i r tua le  di 

T~ e v,~ il n u m e r o  delle t opp le  c o m u n i  a T,, T~. P o u e n d o  a l lora  

,,,~ = ~, l~ + ~ l ~ , -  ~,~ (i, k = 1, ~ , . . . ,  t~), 

noto  (~') t h e  la c o r r i s p o n d e n z a  T ~  ;~, T , - +  ;% T~ + -  • • + ),~. T,,. i nduce  su t la  
| l..*t~ 

cu rva  u n a  serie il cui d i fe t to  di equ iva l euza  ~ ~ Z ) , , ~ , ~ -  Segue  da  ci6 

che C possiede co r r i spondenze  b iun ivoche  q u a n d o  e so l t an to  q u a n d o  l 'equa-  

z ione 
Z ~, ~ ~,~ = ~ p (6) 

a m m e t t e  soluzioni  intere,  ]e qual i  s iauo associa te  a co r r i spondenze  non  spe- 

ciali;  ed il a u m e r o  di tali  so luzioni  uguag l i a  il n u m e r o  de]le co r r i spondenze  

b iun ivoche  di C o ~ il doppio  di ques to ,  secondoch~  C ~ o n o n  ~ iperell i t t ica.  

Poich~ la f o r m a  Z )~, k~ ~,~ ~ def iu i ta  posi t iva,  il u u m e r o  delle so tuz ioni  

intere  della (6) ~ i ia i to  (~), ed ~ qu ind i  f inito il n u m e r o  del]e co r r i spondenze  

b iun ivoche  di C. 

(~.4) C. ROSATI, [oe. cir.  (is), n • 9. 

(',,5) Si cousideri infatti uua u ~  polare della quadrica z).~,~¢k~--0, i cui vertici 
P1 P'~. • • P~ siano punti razionali e indichino c j , . . ,  cn~ le coordinate intere di Pi. Eseguendo 
allora salle ). la sostituzione lineare 

si otterra. 
/r 

ik i 

essendo i uumeri p~ inter[ positivi. Iudieando con a il modulo delia sostituziolm (a), a valor[ 

inter[ detle ~, eorrispondouo per le X~ valor[ raziona|i col denomilmtore a, eio~ delia forma ~ .  

Ed allora ad uua soluzione hltera della (6) eorrispoade una soluzione intern delia 

Ma quest'ultima, dovendo essere p~ Y~ ~ ~p ~' (i = t, ~ . . . .  , t'), ammette un numero 
finito di soluzioai; duaque ~ fiaito anehe il nttmero deHe soluzioni della (6). 
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13. Una  corr ispondenza  biunivoca U di periodo m soddisfa all 'equa- 
zione U +'+-- I =  0; se dunque  ~ (U)-~-0 ~ l 'equazione minima di U, dovr~ 
essere ~ (z) un divisore di z" - -  1 (~), e le radiei di ,~ (z) = 0 saranno radici m +'° 

dell 'unith. 
Preso ora un  divisore 3 del periodo m (m = n 3), si separ ino le radici 

di ~ (z) = 0 in due gruppi, pouet]do nel 1.° gruppo le radici p, p~...  p~ (r ~ 0) 
appar tenent i  a l l 'esponente  ~ o ad un  esponente  divisore di 3, nel 2. ° gruppo 
le r imanent i  radici 0, 0~. . .  0+. Si indichi con n l 'omografia immagine  di U, 
con A, A~ . . .  A,. gli spazi fondamenta l i  di ~ associati aIle radici del 12 gruppo, 
con B, B : . . .  B+ quelli associati alle radici del 2.0 gruppo, e si consideri  la 

corr ispondenza 

f (U) = I + U+ + U ~ + .  • • + U( '*-1)~, 

cio~ l ' involuzione ciclica I,, genera ta  (]alia corr i spondenza  U z. 

Poich~ '~ mani fes tamente  

f(p,) = f ( ~ )  . . . . .  f(p,.) = n, f(O,) = f(O~) . . . . .  f(O~) = 0 ,  

l 'omografia f ( n )  immagine  di f (U)  saff~ singolare ed avr'~ come l ° spazio 
singolare lo spazio B congiungente  BI B2 . . .B+,  e come 2 0 spazio singolare 

quello A congiungente  A, A~. . .A~.  [ due spazi B eel A sa ranno  dunque  
razionali, incidenti ad :¢ ~¢o e polari Funo delFaltro rispetto al s istema nutlo .,4. 
Se aUora 2 = - - 1 ,  ~ ( p - - r : )  - -  l i n d t c a n o l e  dimensioni  di A e d i B ,  cib si- 

gnitica the  t ' involuzione 1,, ~ di livello costante  per un sistema regolare 
t'iducibile costituito da p - - =  integral[ di I a specie, ed ~ quind[ di genet'e ¢:. 

Si osset'vi d 'al tra par te  che l'S,~_, comune  ad A e ad ~0 (~ lo spazio 
congiungente  gti spazi comuni  ad :¢o e ad A, A 2 . . . A , . ,  e che se A, ha (:o- 
m u n e  con ~0 un  S~,_1 ( m , ~  1), - -p ,  r isulta una  valenza di U della dimen- 

sione m,. Si ha dunque  la proprietfi.: 
Se U ~ ul+a corrispondenza biunivoca di periodo m e ~ ~ un divisore di m, 

( m ~ n  ~), la somma delle dimensioni delIe valenze di U che cambiate di 

segno dartno origine ce radici m '~° dell'u~+ild appartenenti (dl'esponente 3 o a 

un esponente divisore di ~, uguaglia il genere dell'involuzione ciclica I,, ge- 

nerc~ta da U ~. 

Ne segue che l ' involuzione I .  sar5 razionale o i, 'razionale secondoch~ 

(u6) C. RosA'r,, loc. cit. (1) b). 
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l ' equazione + ( z ) = 0  non  a m m e t t e  ovvero a m m e t t e  radiei appa r t enen t i  at- 
l ' e sponen te  ~ o a u n  e sponen te  divisore di 3. 

In  part icolare,  pe r  3 ~ 1, si ha  il r i su l ta to :  
L'involuzione eicliea generata da un(t corrispondenza biunivoca U ~ razio- 

hale o irrazionale secondo~h~ la U non ammette o~wero ammette la pwrziale 

valenzct - -  |. Nel 2 0 easo la dimeusione di quesla valenza uguaglia ~l genere 

dell' involuzione. 

14~. Pub  u n a  cor r i spondenza  b iun ivoca  U essere s immetr ica  o emi- 
s immetr ica?  Se U ~ s immetr ica ,  dow'~ essere U - -  U- '  ~ 0 e quindi  U ~ - - I ~  0. 
Suppos to  p > 1, la U", di valenza o rd inar ia  - -  1, sar'~ l ' ident i th ,  ed U genera  
un ' i nvo luz ione  del 2 ° ordine  (razionale o irrazionale).  Se U ~ emis immetr ica ,  
dovr'~ essere U-4- U - '  = 0, e quindi  U'~ -t- I ~ 0. La curva ~ d u n q u e  iperel- 
littica e la U '~ ~ defini ta dalla sua  g~; inol tre  t ' equazione m i n i m a  di U 
z~-4 -1 -~-0 ,  e la U p o s s i e d e  le due  valenze ~ i .  Ma allora U ', di valenza 
ord inar ia  - - 1 ,  ~ l ' identitfi,  e la U genera  u n a  involuzione ciclic.a de1 4 0 or- 
dine razionale.  D u n q u e :  

Le corrispondenze biunivoche simmetriehe sulle curve di genere p :> 1 sono 

a periodo 2; le corrispondenze bimtivoche emis~mmetriehe ~on possono esistere 

ch~ sulle curve iperellittiehe, so,so ce periodo ~, e generano i~voluzio~i razionali. 

§ 5. L~ CORRISPONDENZE COSTITUENTI UN OI~IDINE, 

PROPRIET)k DEGLI ORDINI. 

15. Si consi(leri sulla curva C u n a  co r r i spondenza  singolare T e sia 

~(T)-..~ T"-~-a~ T "-~ -~-.. ~-~a,,_, T - ~ - a ~ I ~ O  

la sua  equazione  minima.  Facc iamo l ' ipotesi,  alia quale sempre  ci a t te r remo,  
che l ' equazione  + ( z ) - - 0  sia priva di radici multiple.  La  omograf ia  ~ imma- 
gine di T ~ in tal caso gene, 'ale e ta T possiede valenze tu t te  seniplici (2~). 

L 'equaz ione  + ( z ) ~  0 pub  essere r iducibile o i, 'riducibile nel campo as- 
so lu to  di razionalit'~. Se ~ riducibile,  e se A (z) ~ un  fat tore  di ~ (z), la cor- 

(27) C. ROSATI, 1OC. cit. (1) b) v). 
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r i spondenza  A (T), funzione  razionale  di T, avendo  per  immagine  l 'omograf ia  
s ingolare  A (n), ~ speciale. S u p p o n i a m o  inve r samen te  che esista u n a  corri- 
spondenza  speciale S funzione  razionale di T, cio~ tale che sia l S = f ( T ) .  
Dette ?, ¢~.. .  ~, le radici di f (z) = 0, l 'omograf ia  f (P.) = (n - -  ?, I )  (n - -  ~ I ) . . .  
... ( f l -  5 I )  deve essere singolare,  e sar~ perci5 s ingolare uno  a lmeno  dei 
fattori  h - -  ~,/. L 'equaz ione  f ( z ) = 0  ha d u n q u e  qua lche  raMice c o m u n e  con 

(z) = 0  senza essere f(z) divisibile per  + (z). I1 M. C. D. di [(z) e +(z) 
allora un  po l inomio  a coeflicienti interi  di grado < n ,  e perci5 l ' equazione 
+ (z) = 0 ~ riducibite.  Dunque  : 

L'equazione minima di una corrispondenza T ~ riducibile o irriducibile, 
secondoch~ esistono o no corrispondenze speciali funzioni razionali di T. 

16. Sia ? ( z ) = 0  l ' equazione  carat ter is t ica di n e s u p p o n i a m o  che 
+(z) = l ) s i a  irriducibile.  Poich~ ~ ( z ) = 0  a m m e t t e  per  radici tu t te  e sole 
quelle di + ( z ) =  0, dovr~ essere 

= [+ 

e quindi  2 p = n q .  Le radici di ? ( z ) = 0  h a n n o  d u n q u e  tu t te  la s tessa  mol- 
teplicit'~ q, donde  segue che gli spazi fondamen ta l i  di g~ h a n n o  tut t i  la s tessa 
d imens ione  q - - 1 .  Sia S~_, u n o  di quest i  spazi e ? la radice cor r i spondente  
del l 'equazione caratterist ica.  Se ? ~ reale, sarfi q = 2 q', l'Sq_, ~ un  R~q,~ reale 
incidente  agli spazi dei periodi,  e - -  ~ ~ u n a  valenza di T della d imens ione  q'. 
Se ? ~ immaginar ia ,  l'S~_, cong iunge  un  S,~_, con tenu to  in ~ con un  S,_, 
di ~0 (m, n ~ 0, m + n = q) e - -  ? ~ valenza della d imens ione  n. Alia radice 
immagina r i a  con iuga ta  ~o cor r i sponde  u n  S~_, cong iungen te  un  S~_, di :¢ con 
u n  SO_, di ~o, e - -  ?o ~ valenza della d imens ione  m. I1 n u m e r o  q ha  d u n q u e  
ques t6  s ignif icato:  esso uguagl ia  la s o m m a  delle d imens ioni  di due  valenze 
di T immagiaa r i e  coniuga te  o il doppio  della d imens ione  di u n a  valenza 

reale. 
Quando  invece l 'equazione min ima  di T ~ r idueibile  e 

5 (T)-----A~ ( T ) .  A~ ( T ) . . .  A~(T) ~ 0 

l 'equazione stessa decompos ta  nei  suoi fattori irriducibili ,  sf a.vr~t 

(z) = [A1 (z)]", [A, (z)]~. . .  [A, (z)] q,, 

e se m, indica il grado di A, (z) sar'h 2p--~m,  q, + m ~  q~ + ....... ~m~q~. 
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A ciascuna radice ~, di A, ( z ) =  0 ~ associato uno spazio fondamentale 
di o. di dimensione q , - - l ,  onde q, sar~ il doppio delia dimensione delia 
valenza --~,  se p, ~ reale, o la somma delle dimensioni delia valenza --  ~, e 
della immaginaria coniugata, se t~, ~ immaginaria. L'omografia singolare A, (n), 
immagine della corrispondenza speciale A,(T),  ha per 1 ° spazio singolare 
l'S,,,q,_, congiungente i suddetti spazi fondamentali;  esso dovr'h dunque essere 
razionale, di dimensione dispari e incidente ad :~ :¢o. Segue di qui c h e i  
sistemi d'integrali associati alle valenze --t~, appartengono a u n  sistema 

! 
regolare di-~-m, q, integra]i riducibili. 

OSSERVAZm~:. Si consideri una corrispondenza speciale S funzione ra- 
zionale di T e sia 1 S = f ( T ) .  II polinomio f(z)  dovrfi, contenere una o pifi 
voile qualcuno dei fattori irriducibili di ~ (z). Se si ha ad es. 1S ~ A~ (T) ~ , . . .  
• .. A, (l')k~B (T), in cui 6 1 - ~ r  < l  e B (T) ~ una corrispondenza uon spe- 
ciale, si vede facilmente che il sistema regolare riducibile per cui 6 di livello 
costaute la S ~ quelio che ha per immagine la stella d'iperpiaui uscenti da 

e contenenti gli spazi ibndamentali di n associat] alle radici dei rima- 
nenti fattori A.+~ (z ) , . . . ,  A, (z). Si deduce di qui the i sistemi regolari riducibili 
per cui sono di livello costante le corrispoJtdenze speciali funzioni razionali 

i d i  T s o n o  i n  n u m e r o  d i  _ -~- - ~  • • .  - ~  ~ -  2 ~ ~ 2. 
k 

17. Date sulla curva C m corrispondenze indipendenti T, T , . . .  I ; ,  
l ' insieme delle corrispondenze S che dipendono ]inearmente da quelle, cio~ 
tall che sin 

si d i ce  u n a  re t e  d i  s p e c i e  m .  

Se T ~ una corrispondenza quatsiasi di C ed n ~ il grado della, sun 
equazione minima, l ' insieme delle corrispondenze funzioni razionali di T, 
cio~ delle corrispondenze S tail che 

1 S ~ f ( T )  

costituisce manifestamente una fete di specie n. Le corrispondenze di questa 
fete sono due a due permutabili e si riproducono, oltre che per addizione 
e sottrazione, auche per moltiplicazione; in essa sono poi contenute tutte 
le corrispondenze a valenza. A questa rete daremo il nome di ordine e si 
indictmr~ con o (T); la corrispondenza T si dir~ generatrice delI'ordine, ed 

Anna l i  di  Matematica, Serie IiI,  Tomo XXXI. 4, 
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n i l  suo grado. Un ordine Si dice riducibile o irriducibile secondoch~ ~ ri- 
ducibile o irriducibile l 'equazione minima della corrispondenza generatrice. 

Se una  corrispondenza S ~ funzione razionale di T, l 'ordine o(S) 
contenuto nell 'ordine o (T); due corrispondenze funzioni razionali l 'una del- 
l 'altra generano lo stesso ordine. 

Si pub ora dimostrare che: 
Se l'ordine o (T) ~ irriducibile, ogni ordine o (S) in esso contenuto ~ pure 

irriducibile ed ha per grado un divisore di quello di o (T). 

La irriducibilith di o (S) ~ conseguenza immediata  di ci5 c h e s i  (~ detto 
;~l n ° 15. Si ossevvi ora che, essendo S funzione razionale di T, ogni spazio 
ibndamentale  dell 'omogralia ~' immagine di S ' o  coincide con uno dell'omo- 
gratia ~ immagine di T, o congiunge pi~ spazi fondamen|a l i  di questa. Ma, 
per la irriducibilith delle equazioni minime di T e di S, ~ e ~' ha nno spazi 
fondamentali  tutti  deUa stessa dimensione (n o 16); ne segue che gli spazi 
ibndamentali  di ~' congiungono k a k quelli di o.. Se dunque  n, n' indi- 
cano i gradi di o (T) e d i o  (S), sarh n----~k n'. 

18. Alia ricerca di ulteriori proprieth degli ordini giova premettere  la 
seguente  proposizione fondamentale:  

In  ogni rete di specie k contenuta in un ordine di grado n (k < re) si p u s  

ia infiniti modi scegliere un.a corrispondenza di cut tutte le corrispondenze della 
rete sono funzioni  razionali. 

Nel caso k--~ 1 la propriet'h ~ evidente, essendo le corrispondenze della 
rete due a due dipendenti .  

Supposto k > 1, si indichi con T l a  corr ispondenza generatrice dell'or- 
dine, con 0~ 0~.. .  0. le radici della sun equazione minima e con Sq,-1 Sq~_~ Sq._~ 
gli spazi fondamental i  dell 'omografia ~, immagine di T, associati a quelle 
radici. Se S, S~ . . .  S~ sono k c o r r i s p o n d e n z e  indipendenti  della rete consi- 
derata, dovr~ aversi l, S, ~ f, (T). Si ponga allora f7 + ~ f, (0~) - -  L (0~) e si 

scrivano le n ( n - - 1 )  relazioni lineari 
2 

x, f F  ) ~- x~ f~) -+-.. .  ÷ x~ f l  ") = 0 (r, s = 1, %.. . ,  u). (7) 

Queste non sono tutte identit/~ nelle x, ch~, altrimenti,  si avrebbe 

1 1 0 1 
lZ f' (o,) ---- -C f' . . . . .  -C f' (or) (i = 1, ~,. . . ,  n), 

e tut te  le S,, avendo per  immagine l'identit'h, sarebbero a valenza. 
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Se dunque si interpretano le xl x3 . , .  x~ come coordinate omogenee di 

nn S~_,, le (7 )sono  le equazioni di m ipe rp ian i -  (1 ~ m  ~ _ n ( n  2 1))-, di que- 

sto spazio. Si prenda allora in S~_, un punto razionale non situato in alcuno 
dei detti iperpiani e siano ;~1 ),3...),~ le sue coordinate intere; dico che la 
corrispondenza 

S - ~  F (T) =) , I  f, (T) -t- )~ f~ (T) - t -  . . . --t- )~ f~ (T) 

soddisfa alia eondizione richiesta. Invero, poich~ 

F (0~) - -  F (0J = ),, f~') ÷ ),3 f~" ÷ " -  -4- ;~ f~') (r, s ---- 1, 2,..., n), 

si vede che per ogni coppia (r, s) per cui ~ F(0,)~--F(0,) dovr~ aversi 
f ~  = f l  "*) . . . . .  f~*) = 0 .  Cib significa cile se due spazi Su,_1 Sq,_l fonda- 
mentali di n sono contenuti nello stesso spazio fondamentale dell'om0gratia 
immagine di S, sono contenuti anche nello stesso spazio fondamentale delle 
omografie immagini di S, S~. . .  S~.; e dunque l'omografia immagine di S ha 
gli spazi fondamentali contenuti o coincidenti con quelli delle omografie im- 
magini di S, S~ . .-  S~. Le corrispondenze S, $3 . . .  S~ sono dunque funzioni 
razionaii di S, e quindi ogni corrispondenza della rete ~ funzione razionale 
di S. 

19. Dal teorema dimostrato discendono varie notevoli eonseguenze: 
a) Le corrispondenze simmetriche contenute in un  ordine o (T) costitui- 

scono un  ordine. 
Poieh~ le corrispondenze a valenza sono contenute in qualsiasi ordine, 

chiaro che ogni ordine contiene sempre corrispondenze simmetriche; e sic- 
come ogni combinazione lineare di pifi corrispondenze simmetriche ~ pure 
una corrispondenza simmetrica, si deduce intanto che le corrispondenze sim- 
metriche dell 'oMine o (T) formano una rete Z. Per il teorema precedente pub 
scegliersi in Z una corrispondenza H tale che le corrispondenze di Z sono 
tutte funzioni razionali di H; ta fete Z ~ dunque contenuta nell 'ordine o (H). 
Ma poich~ ogni funzione razionale di una corrispondenza simmetrica H 
pure simmetrica e l'ordine o (H) ~ contenuto in o (T), si deduce che o (H) 
formato da corrispondenze simmetriche di o (T), cio~ o (H) ~ contenuto in Z. 
Ne segue e h e l a  rete )~ coincide con l'ordine o (H). 

Se dunque l 'ordine o (T) ~ irriducibiie, dovdt essere il grado di o (H) un 
divisore del grado di o (T). Dal che segue il corollario: 
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Un ordine irriducibile the ha per grado un numero primo o ~ tutto di 
corrispondenze simmetriche, o le corrispondenze simmetriche contenute in esso 
sono a valen'za. 

b) Le corrispondenze comuni a due ordini costituiscono un ordine. 
Poich~ un ordine ~ una fete, ~ chiaro ehe le corrispondenze comuni a 

due ordini formano una rete. Indichiamo con Z la rete delle cori'ispondenze 
comuni agli ordini o (T) o {T,), e in essa si scelga una corrispondenza H 
tale che tutte le corrispondenze di Z siano funzioni razionali di H. La rete 

~ contenuta in o (H), m a o  (H) ~ contenuto in o (T) e in o (T1) e quindi 
in Z; dunque ~ e d  o (H) coincidono. 

20. Siano o (T) o (T-')  gli ordini generati da due corrispondenze l 'una 
inversa dell'altra e si indichi con o (T, T -~) l 'ordine costituito dalle corri- 
spondenze comuni. Se le corrispondenze T, T -~ sono l 'una funzione razio- 
nale dell'altra, si ha o (T) ~ o (T -1) - -  o (T, T-I). In ogni caso o (T) e o (T- ')  
sono biunivocamente riferiti, essendo omologhe due loro corrispondenze in- 
versa l 'una dell'attra, e in questo riferimento o(T,  T -1) corrisponde a se 
stesso; o (T, T -~) contiene cio~ l'inversa di ogai sua corrispondenza. S i p u b  
inoltre provare the ogni corrispondenza di o (T, T- ' )  ~ funzione razionale 
della sua inversa 

Si considerino ini'atti due corrispondenze S S -I, l 'una inversa dell'altra, 
di o (T, T-~); siano I" r '  le omografie immagini di queste corrispondenze e 
indichiamo con Sq,_~ Sq~_,... S~,_, gli spazi fondamentali dell'omografia ~ im- 
magine di T associati alle radici 01 0~ . . .  0, della sua equazione minima. Sup- 
posto I S = f ( T ) ,  V S - ~ = ? ( T ) ,  1o spazio Sq,-1 ~ contenuto in due spazi 

1 1 
fondamentali di r r ' ,  associati alle radici t f(03' T ~ (03 delle rispettive 

equazioni caratteristiche (n. ° 5); ed ~ anche contenuto in due spazi fonda- 
mentali delle omografie P +  l ~', P -  P' corrispondenti alle radici 

1 1 1 1 
T f (o,) + T ? (o,), T f (03 - -  T ? (03. 

Ma essendo P + V  immagiae della corrispondenza simmetrica S + S - ' ,  e 
r -  [,i immagine delia corrispondenza emisimmetrica S -  S -l, queste ultime 
radici dovranno risultare l 'una reale, l'alti'a immaginaria pura;  donde segue 

1 1 
che ~-f(0,),  "F ~ (0,) sono humeri  imlnaginari coniugati. Si deduce di qui 
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ehe se :¢ ~' sono due spazi fondamenta l i  di I" r '  associati  a radici immaginar ie  
conjuga te  delle r ispett ive equazioni  carat ter is t iehe,  ogni  spazio fondamen ta l e  
d i n  c on t enu to  in :¢ ~ anche con tenu to  in ~' e viceversa.  E poich~ gli spazi 

• fondamenta l i  d i n  eon tenu t i  in :¢ e in £ a p p a r t e n g o n o  a quest i  spazi, dovrgt 
essere ~ = ~,.'. Ma allora .p F ~ h a n n o  comun i  gli spazi fondamenta l i  e perci6 
S ed S -~ sono l ' u n a  funzione  razionale dell 'altra.  

]~ chiaro inve r samen te  c h e s e  u n a  eor r i spondenza  S di o (T) ~ funzio~e 
razionale di S -~, sar~ anche  funzione  , 'azionale di T -~ ed appar t i ene  quindi  
ad o (T, T-*). L 'ordine  o (T, T- ' )  eont iene  d u n q u e  tu t te  e sole le eorr ispon- 
denze di o ( T )  funzioni  razional i  delte loro inverse. 

COROLLAmO. In part icolare,  we T ~ funzione  razionale di T - ' ,  si ha :  
Se un ordine o ( T) coincide col suo inverso, ogni ordine contenuto in o ( T) 

coincide pure col suo inverso. 

21. Nella r appresen taz ione  geometr iea ,  ehe abb iamo data  al t rove (~8), 
nella quale  le cor r i spondenze  della curva C sono rappresen ta te  dai punt i  
razionali  di uno spazio l ineare x, i due  ordini  o (T) o (T - ' )  h an n o  per  Jmma- 
gine due  S,._~ cor r i sponden t i  ne l l 'omograf ia  involu tor ia  I t h e  ha pet" spazi 
di pun t i  uni t i  l'8f,,_, e I'S,~_~ immagini  delle reti delle cor t ' i spondenze sim- 
metr iche ed emis immet r i ehe  di C. 

L 'ordine  o(T,  T -*) 6 rappresen ta to  dallo spazio S,,,_,, t rasformato  in s6 
da I,  in tersezione dei suddet t i  S,,_,. In  S,,_~ 6 con tenu to  il p u n to  di S~,~_~ 
immagine  delte eorr i spo, ,denze  a valenza. Se d u n q u e  8,~_, non  ~ tut to  con= 
t enu to  in S,,,_,, dovrh  congiungere  un  S,~_~ di 8e,_, con uu &,_, di S,:_, ,  e 
sarh m = v ,  + v ~ .  Segue di qui la Condiziotm perch6 i due ordini  o (T) o (T -*) 
eoincidano ; oeeorre e basta,  perch6 ci6 aw~enga, ehe sia n = ~, + ~,. Dunque  : 

CondizioJ~,e necessaria e sufficiente perch~ uua corrispomte,~za, T sia fu;u- 
zione razionale della sua iJ~versa, ~ ehe il grado detl'equazione min ima di T 
uguagli la somma dei humeri  delle corrispondeuze simmetriche eel emisimme- 

triche indipendenti che sono funzioni razionali di T. 

2~. Vogl iamo ora  stabilire a lcune  propriet~ di un  ovdine o (T) coinci- 
den te  con l ' inverso,  ne l t ' ipo tes i  ehe o ( I ' )  sia irridueibile.  

8ia S una  eor r i spondenza  di o (T) la quale  possegga una  wllenza reale. 
La S - ' ,  ehe ~ funzione razionale di S, avr'a la stessa valenza a s s o d a t a  al 

(2s) C. ROSATI, IOC. cir. 0s). 
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medes imo sis tema d ' integral i  di 1. a specie, e la S - - S  --' avrA una  valenza 

nutla. Ma poich~ S - - S - *  ~ pure  contenuta  in o (T) e l 'ordine  o (T) ~ irri- 
ducibile, dovr~t essere (n. ° i5) S - - S - * ~  0, cio~ la S ~ una  corr ispondenza  
simmetrica.  

In modo analogo si dimostra  che se una  co.rrispondenza S di o (T) 
ammet t e  una  valenza immaginar ia  pura, la S ~ emisimmetrica.  

lnfine si ammet t a  che in o (T) sia con tenu ta  una  corr ispondenza  S, di 
cui una  valenza abbia per modulo v/k, essendo k un intero positivo. La S -* S 
possiede allora la valenza intera - - k ,  cio} S -~ S - - k  l ,  contenu ta  in o (T), 
ha  una  valenza nulla. Ne segue che 8 - ~ S  = k I ,  cio~ la S ~ una  corrispon- 
denza Hermit iana.  Si ha d u n q u e :  

I n  u n  ordine irr iducibi le  o (T)  coincidente con l ' inverso  ogni  corrispon- 

denza che ha  u n a  valenza reale ~ simmers, ira, u n a  corr ispondenza the ha  u n a  

valenzc~ i m m a g i n a r i a  p u r a  ~ emis immetr ica ,  u n a  corr ispondenza di  cui  u n a  

valenza ha  per  modulo  ~ ,  con k intero, ~. Hermi t i ana .  

Abbiamo visto nel n. ° precedente  che un  ordine o ( T ) d e l  grado n coin- 
cidente con l ' inverso,  se non ~ tutto di corr ispondenze simmetriche,  con- 
t iene due reti indipendenti  x, x= di specie v, v=, una  di eorr ispondenze s i m  

metriche,  l 'altra di emis immetr iche  ed ~ n = ~, + v~. Poieh~ la fete x~ ~ un  
ordine,  se o(T) ~ irriducibile, dovr'a essere v, un  divisore d i n  (n. ° 17) e 
quindi  anche  di v~. 

S i  scelga ora in x~ una corr ispondenza  K di cui tut te le eorr ispondenze 
d i  x, siano funzioni razionali, e si consideri  l 'ordine o (K). 

Essendo K una  eorr i spondenza  non speciale, la sua equazione minima 
ammet t e  radici tutte immaginar ie  pure  e nessuna  di esse ~ nutla; il grado 
d i o  (K) sadt  dunque  uu numero  pari a~ h. Se ora S ~ una  eorcispondenza 
di o (K),. sar'a 

l S =_ ao K'~-~ -~  a~ K2~-~ + c~,a K~-'~ q-  . . . + a.~_~ K q -  a,~,~_, I ; (8) 

di qui, r icordando che una  potenza di K ~ s immetr ica  o emisimmetr ica  se- 
condoch~ l 'esponente  ~ pari o dispari, si deduce  

1 S - '  =_ - -  ao K ~ - ~  + a, K2~'-2 ~ c~.a K="-~ + . . . .  a,h_~ K + c~,,_, I ;  (9) 

e dalle (8) (9), sommando  e sot traendo,  si ot t iene 

1 ( S  + S--~) ~ 2 ob~ K ~h-~" + 2 a.~ K 2'-~ - ~ - . .  • + 2 a~h_, I 

1 ( S  - -  8 " )  =__ 2 ao K ~'-1 + 2(.~ K ''-~ + . . .  + ~ a~h_, K .  
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Se ora  ammet t i amo che S sia s immetr ica  ( S - - S  -~ ~_0) ovvero emisim- 

metrica ( S - ~ - S  -~ ~ 0 ) ,  dovrh essere nel I. o caso a0 ~ a~ . . . . .  a~_~ ~ 0 ,  e 
nel 2. ° caso  a~-~ a~ . . . . .  a~_~ ~ 0. Cib significa che uell 'ordine o (K) le 

corr ispondenze s immetr iche ed emisimmetr iche cos t i tu i scond due reti di 
specie h. Ma poieh~ o (K) ~ con tenu to  in o (T) le due  reti sa ranno contenute  

r ispet t ivamente  in ~, z~; si avr~t dunque  h ~ v, h ~ v~. Ma per il modo  con 

cui ~ s ta ta  scelta K, ~ :~ la fete delle corr ispondenze emisimmetr iche di o (K)~ 

e percib h ~ v ~ .  Ma al tora ~ ~, ~ ed essendo v, uu divisore di ~.~, dow'~ 

infine aversi  v~ ~ ~.. Si ott iene dunque  il notevole r i sul ta to :  

I:n un  ordine irriduoibile o ( T) coincidenle con l'inverso, se non ~ tutto di 

corrispondenze simmetriche, il numero delle corrispondenze simmetriche indi- 

pendenti  uguaglia quello delle emisimmetriche. Inoltre co,me ge~eratrice dell'or- 

dine pub  scegliersi una  corrispondenza emisimmetrica, K e le corrispondenze 

simmetriche ed emisimmetriche deU'ordine sono date d~e funz ioni  razionali  con- 

tenenti soltanto pote~,ze par i  o dispari  di K. 

Gli ordini  irriducibili  coiacident i  col loro inversi souo d u n q u e  quelli 

che ammet tono  come generatr ice  o una  corr i spondenza  s immetr ica  o una  
emisimmetr ica .  

6. LA VAR[ETA DI JACOBI Yr" 

a) Le COJTispondenze simmetriche della curva C 

e i sistemi algebrici contenuti in V~. 

23. Si coasider i  la varietal di JAcom (~) reiativa alla curva C, cio~ la 
varietal a lgebr ica  a p dimensioni  V~ i cui pua t i  cor r i spondono  biunivoca-  

mente  senza eccezione alle serie l~neari g~ di ordine p di C. Fissa to  sulla 

r i emann iana  di C un s is tema di retrosezioui ,  si indichino t on  j l  (~), j~ (~),...j~ (~) 

i valori he! punto  generico ~ di C dei p iategrali  normali  di 1 a specie re- 

(e8) Cfr. la Memoria di G. CASTELNUOVO: 8ulle funzioai abeliane [Rendiconti della 
R. Accademia dei Lincei, vol. XXX, serie 5 a (1921)], Nota Ill: Le variet4 di JAcoBI. 
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lativi al detto sistema e sia 

1 0 . . . 0  %~.. . ' r ,p  

0 1 . . . 0  z ~ . . . % ,  

• . ° , . . . .  

0 0 . . .  l % . . . .  %~ 

(lo) 

Ia tabella dei loro periodi. La V~ si pub allora rappresen ta re  uguagl iando 
le coordinate  ear tes iane di un punto di S,÷~ a p + i funzioni abeliane in- 

dipendent i  dei p parametr i  

u , = j , ( ~ ) + j , ( ' ~ , . , )  + - . . .  -/-j,(~,) ( i - -  1 , 2 , . . . p )  

con ta matr iee (10) dei periodi. 

[n V~ esiste un sis tema algebrieo ~ ,  {o1, di variet~ a p - -  l dimen- 
sioni, e iaseuna delle quali si ot t iene annul lando  una  funzione -~ de[ 1 ° ordine 
a earat ter is t iehe nulle delle p variabili u, u.~ .. .  %. [ punti di una  variet'~ o 

J o - - I  rappresen tano  l e g ,  eontenute  in una  g~,_,. Alle ~-' g~_~ aventi  un punto tisso 
corr ispondono variet'~ o (speoiali) eost i tuenti  un  s is tema oc ~ di grado 1 e 

di indiee p, bi raz ionalmente  identieo a C. Le variet~ o speeiali eontengono 
poi tutte la W~,_~ vappvesentante l ' insieme delle g~ speeiali di C. Ogni altra 
variet~ algebriea a p - -  1 dimensioni  ,I, di V~, se non ~ eontenuta  nel sistema 
{(')l o in un  suo multiplo, si ott iene annul lando  una  funzione intermediar ia  
~ . A d  ogni funzione in termediar ia  g assoeiato un  de te rminan te  gobbo sim- 
metrieo di ()Mine ~2p eostituito da iateri  m,~ ( interi  carat ter is t ie i  di ~ ) e  
quindi una  forma bilineare a l ternata  

1.. .2p 
52 m,~x ,y~ .  (11) 
i k  

Le coudizioni cui devono soddisfave gli interi m,~ perch~ siano caratte- 
ristici di un  sistema di funzioni intermediavie di V~ sono state stabilite re- 
cen temente  per via diversa da L~I~SC~nTZ ("~) e da CASTSLSUOVO (~°); net  

(~'0) S. LEFscnm'z, Sur le thdor~me d'existence des fonctions abdliennes [Rendiconfi della 
R. Aceadem~ dei Lincei, vol. XXX, serie 5 ~ (19~i)]. 

(30) G, C&STELNUOVO, SuUe fa~zioui abeliaree; Nota I: Le ¥~uZioni intermediarie [Ren- 
diconti delia R. Aceademia dei Lincei, vol. XXX, serie 5 a (1921)]. 
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caso !m,~ 1 ==0  esse si espr imono dicendo che la forma 

I . . . ~ p  

i k  

reeiproca della (11) si annul la  sost i tuendo in  luogo delle ~ ~ gli elementi 
di due righe qualsiansi della matriee (10) e conserva sempre seguo positivo 
quando in luogo delle ~ -~ si pongano le patti  reali e i eoefficienti dell'unit'~ 
immaginaria  dei periodi di una qualsiasi eombinazione lineare di u, u2...u~. 

Nella uostra rappresentazione geometriea (~) la detta condizione equi- 
vale ail 'aitra ehe i[ sistema uullo ~ definito annul lando la primitiva forma 
Em,~x,y~ t rasforma in s~ 1o spazio :¢ e la forma stessa conserva segno co- 
staute positivo sost i tuendo alle x, y le parti  reali e i coeflicienti dell ' imma- 
ginario i delle coordinate di un punto  variabile in :¢ (~"). Dunque ~ ~ un 
sistema hullo r iemanniano prinoipaIe nel senso che ~ stato defini[o al n o l, 
ed ~ quindi  immagine di una  corrispondenza simmetrica S (e delie infinite 
altre ad essa equivatenti o residue) le cui valenze hanno  tut te  ugual  segno. 

Se poi il determinante  ~m,~ [ 6 nullo e di earatteristiea 2 q, la funzione 
~, con una  oppor tuna  sosti tuzione unimodulare  sui p e r i o d i e  una conve- 
niente trasformazione Iineare dei parametri ,  pub ridursi a contenere soltanto 
q variabili U~ U~ .. U~, le quail costi tuiscono su V, un  sistema regolare 

(3~) Essa differisce da quella di ScoazA in ci5: che per noi Io 'spazio :c dei periodi, 
anzich~ essere que[lo congiungente i punti aventi per coordinate le orizzontali del ia  matcice 
(10), ~ [ ' intersezione degii iperpiani  aventi  le coordinate medesime. 

(a~) La 1 a parte subito si giustifica osservando che come la (12) si annulla  sosti tuendo 
aile ~, ~ le coordinate di due iperpiani per ~, cosi la ([1) si annullerh sostituendo nile x, y 
le coordinate di due punti di a. Per dimostrare  la 2a parte, si consideri in ~ un punto di 
coordinate x,. ~ x'r ~ i x% e siano ~,.-= ~'r ~- i~"r  le coordinate del stto iperpiauo polare nel 
s is tema hullo z. Si avr~ atlora 

e la condizione 
' r  8 

si t rasforma nel l ' a l t ra  

E Mi~ Z m~r m~s x'r x"s Z X'r x"s Z m~s Z M~k m~r ~ [ mik  [ Z mrs x'r x"s ~ 0 
i/¢ r s  r s  k i ,rs 

e quindi nelta 

perch~ I m;~ I ~ ~mtoriamente positivo. 

A n n a t i  d i  M a t e m a t i c a ,  Serie III,  Tomo XXXi. 5 
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r iducibile d ' in tegra l i  di 1 a specie. La V, cont iene al lora una  congruenza  ~ '  
di indiee uno  di variet~ algebriehe w~_~ e la ~ si r iduee a u n a  funzione 
in termediar ia  della variet~ abel iana  W~ immagine  di de t ta  eongruenza .  

La m e d e s i m a  sosti~uzione u n i m o d u l a r e  esegui ta  sulle x, y m u t a  la 
fo rma ~,m,~x ,y~  in un 'a l t ra  con tenen te  so t tan to  due  serie di 2 q  variabili,  
la quate,  riferita alla Wq, soddisfa  alle eondizioni  del easo p reeeden temen te  
eonsiderato.  Si conclude  al lora the  iI s i s t ema nul lo  degenere  r appresen ta to  
dal l ' equazione  ~ m , ~ x ,  yk = 0  ~ semi-pr inc ipale  e quindi  immag ine  di u n a  
cor r i spondeuza  speciale S (e di quelle ad esse equivalent i  o residue) la quale 
possiede,  a l l ' infuori  della valenza nulla,  valenze tu t te  di uguaI  segno. 

Si ha  d u n q u e :  
A d  ogni  s i s tema algebrico completo di  variet~ a p - -  J d imens ion i  conte- 

redo iJt V~ si possoJ~o associare sul la  curvc~ C due classi (_+__ S)  di  corrispo~- 

de~ze s immetr iche  dotate di  vctlenze tutte di u g u a l  segno e i~wersamente (33). 

OSSEnVAZ~O~t~: [. II s i s tema algebrico di V~ associa to  alle due  classi di 
eo r r i spoudenze  a vatenza ordinar ia  +__ k ~ man i f e s t amen te  il s i s tema {k o }. 

OssEnvazroxn I[. R i p r e n d e a d o  le consideraz ioni  geomet r iche  esposte  al 
u. ° l, e le notazioni  ivi adopera te ,  si pub osservare  che, se b'-~ e i l  n u m e r o  
base delle cor r i spondenze  s immet r iche  di C, ques te  fo rmano  u n a  rete di 
specie tL, assimiiabi[e a l i ' ins ieme dei pun t i  razionali  di un  S~,_, razionale  
dello spazio E'. Poich~ il pun to  0 di Se,_, immagine  delle cor r i spondeaze  
a valenza ord inar ia  appar t i ene  alla regione I, ~ chiaro (facendo muovere  
con continUit'~ una  retta reale di S,,_, in torno  ad 0) che la sezione di F 
con S~,_, ~ una  ipersuperficie  f di ordine p di questo  spazio con tenen te  
intiniti puut i  tea[i, dei quail  quelli  appa r t enen t i  alla falda F (') cost i tu iscono una  
5dda  reale f(') di f, a t ta  a dividere i punt i  reali di S~_, in due  regioni  i, e 
co r r i sponden t i  alle regioni  I,  E di 2'. 

Da quan to  precede r isul ta  d u n q u e  che i punt i  razionali  di St,,_, in terni  
ad f('~ e quelli  even tua lm e a t e  appa r t eneu t i  ad f(~) sono immagin i  dei s is temi 
a.lgebrici di V~_~ cou teuu t i  in I~,  un  tal pun to  r a p p r e s e u t a n d o  un  s i s tema e 
tutt i  i suoi  multipli .  

(~) PiO preeisamenLe la classe (S) definita, con le notazioni di HURWITZ, dagl'interi 
caratteristici 

g~ = -- g~i = mtk, G~ ~ h~i = m~,p+~, H~ --- -- Hk~ ~ -- m~+~,p+~ (i, k = l, 2 . . . .  p) 

ha le valenze tutte negative; quelia opposta ha le valenze tutte positive. 0mettiamo la facile 
dimostrazione. 
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b) Le corrispondenze della curva C e le trasformazioni unirazional i  di t.~. 

25. Sia data su C una con'ispo,de,~za non speciale I' rappres~uta[a 
datle formole di Hul~WtTZ 

j, (x',) + j ,  -4-. . .  + j ,  (x',) =,,j, (x) + . . .  + (x) -+- 7:, 

= 2 , . . .  p )  

e sia A =1-0 il suo determinante caratteristico. 
noto che, avendo le u, il significato de[ n. ° precedente, le equazioni 

u', ~ ~,, u~ -~ ,~,~ u~ + .  • • ~- 7:,~ u~ -+- ~, (i ~ 1, 2,... p) (13) 

definiscono una trasformazione unirazionale di V~, nella quale al pun to (u) 
cm-risponde u n  punto (u'), e ad (u') corrispondo~to h punti (u). Moltiplicamto 
la detta trasformazione per le tra.si'ormazioni ordit~arie di I a specie di V,,, 
cio/~ variando helle (13) con continuitfi le 7:,, si ottengono ~ "  trasformazioni, 
at cut insieme dat'emo il home di sehiera. Si ha dunque:  

Ad  ogni elasse (T) di  eorrispo~denze sulla eurva C, a verde il deter'miJtal~te 

earatteristieo A =t= O, si  pu6  associate uua  sehiera di tras[brmazioni  unirazio- 

n.ali (l, a) della varietd~ di Jacobi V~ e inversamente.  

Sostituendo alle variabili u, delle nuove variabili U,, che siano conve- 
nienti combinazioni liueat'i detie u,,  b chiaro che alle (13)pub darsi la forma 

[ n u m e r i  p,, che coincidono a meno del segrlo con le valenze d i  T, si 
diranno i moltipl'icatori della trasformazione (13) ed il numero di volte cile 
un moltiplieatore ~ ripetuto helle ([S), cio~ la dimensione della corrispon- 
dente valeaza di T, si dirh la molteplieitd~ del moltiplicatore stesso. Ad un 
moltiplicatore di molteplicit'~ q ~ associato u~l sistema di q variabili, a]le 
quali possono sempre sosfituirsi q loro combinazioni lineari indipenden[i, 
senza che mutt la forma delle (14~). 

Se ['equazione minima d[ T ~ irriducibile, helle (1~) ~ costante la roof 
teplicit~ complessiva di ogni coppia di moltiplicatori immaginari coniugati 
ed [ eguale al doppio della molteplicit'~ di un moltiplicatore reale (n. ° 16). 

La schiera di trasi'ormazioni associa[a alia classe (--  T), si deduce dalla (IS) 
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cambiando il segno ai moltiplicatori,  cio~ molt ipl icandone te t rasformazioni  
per una  t rasformazione ordinar ia  di 2. a specie. Alla classe (T- ' )  ~ associata 
una  schiera di t rasformazioni  unirazional i  (1, a) 

V', = p~°) L ÷ k, (i = 1, % . . . p )  ( t s )  

col moltiplicatovi immaginar i  coniugati  di quelli della schiera (14). 
Due moltiplicato,'i di (15), (15) immaginar i  coniugati  hanno  la stessa 

molteplicith, ma souo diversi i sistemi di variabili ad essi associati. I sistemi 
medesimi coineidono quando e soltanto quando  le corr ispondenze T, T -1 
sono l 'una funzione razionale dell 'altra. 

0SSnnWZmNE. Supponiamo the  T sia speciale, cio~ sia ~ ~ -0  e di carat- 
teristica 2 q; le (1Q assumono allora la forma 

U', = k , , . . ,  g'~ = k~, U'~+, = ~o+, U~+, ÷ k~+~,... U'~ = p~ U~ + k~ 

e i sistemi di variabili ( U , . . .  U~) ( U~+,... U~) costi tuiscono su V~ due sistemi 
regoiavi ridueibili d ' in tegral i  di t. a specie, fra lore complementar i .  La V~, 
contiene alIora due congruenze abeliane di indice uno ;  una  z,_~ di oo ~-~ 
variet~ w, (U~+~=cost., ... U~ ~ cost.), l ' a l t r a ~  di oo" varieth w~_~ ( U, --= cost ..... 
U~ ~ cost.), ed ogni [rasformazione della schiera (1~) riferisce in mode  uni- 
razionale la congruenza z~_~ ed una  variet~ della congruenza z~. 

25. Supposto h=l=O, facendo descrivere al punto  (u') una  varieff~ del 
sistema {6)}, i h punt i  corr ispondent i  nella t rasformazione (13)descr ivono  
una varieth intermediar ia  del sistema {(P}, il quale ~ associate alle classi di 
corr ispondenze s immetr iche ( ±  T T -1) (3~). Se dunque  T ~ una  corrispot~- 
denza Hermi t iana  di ordiue k, cio~ se 7' T -t - ~ k I ,  irl fovza dell 'Ossevva- 
zione I del n. ° 23, il sistema {~1 coincide col sistema lko},  Abbiamo cio~: 

Ad ogni corrispondenza Her,mitiaJtct di ordine k ~ (tssociatet una schierrz 
d~ tras/brmazioJti (1, k ~) di V~ che tr~s['or,ma ogui variet~ deI sistema l(.)} iJt, 
~t,na vctrieti~ del sistemct ! k 01 ; i~ particolctre ~td ogtd oorrispoadettza biuu, ivocct 
siiwolare di C ~, ctssociat(~, una sehieret di tras[brmazion, i biraziona.li singoIari 

di V~ ehe trasformaJw in sb il sistema {o} (~). 

(34) CASTELNUOV-O, 1OC, cit. (11). 
(:55) A. COMESSATTI, Sulle trr~sform~zioni Hermit iane delle wt, r-iet~ di  JACOKI [Atti della 

R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. L (19t5)], 
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c) I1 teorema di Diriehlet sulle unitit dei torpi algebrici 
e te trastbrmazioni birazionali di V~. 

26. Sia dato sulla eurva C u n  ordine irridueibile o (T) e sia 

(T)  = T" q- <t, T .... . . . .  47 a,,_, T -q-= a,, I~_~ 0 

l 'equazione minima della eorrispondenza generatriee. Le radici 0~ % . . .  0,, di 
,+ (z) = 0 sono anehe radiei dell 'equazione earatteristiea di T e d  hanno in essa 
ia stessa molteplieifft q (n. ° 16). 

Si eonsideri ora una torrispondemza S generita di o (T). Se 6 1 S ~  f ( T ) ,  

l 'equazione taratteristiea di S ammette pure, ton la molteptitith q, le raditi  

. l 1 
{'-----TI f(0,), ~ , - - - ( f ( % ) , . . . ,  { " - -T-  f(o,,) .  

e al variare di S in o (T) i numeri ~ ~ . . .  ~., ehe sono iuteri algebrici, va- 
riano nei rispettivi corpi algebrici coniugati individuati da 0, 0 : . . .  0,, ed as- 
sumono inliniti valori i cui insiemi indicheremo con o, o : . . .  o,.  

chiaro ehe l 'insieme o~ (e 1o stesso dieasi per 02. . .  %) gode delle 
seguenti proprietY: 

ct) [n o~ esistoao n uumeri iudipendenti, cio6 non [egati da alcuna 
equazione liueare omogenea a coeflicienti interi; 

b) L'insieme o, si riproduee pet' addizione, sottrazione, moltiplieazione; 
c) In o, esiste l'unita. 

Secondo la denominazione usata nella teoria dei corpi algebriei (:~), 
l 'insieme o, eostituisee dunque un ordine nel eorpo algebrico individuato 
dalla radice 0,; diremo perei6 ehe o, o~. . .  o,, sono gli ordinal coniugcdi asso- 
eiati ad o (T). 

Ogni numero di ol individua una classe di eorrispondenze appartenente 
ad o (T).  Invero, se 8 S" sono due eorrispondenze di o (T)  associate allo 
stesso nmnero { di oI, alia eorrispondenza S - - S ' ,  the 6 pure di o (T),  6 

assoeiato in o, il numero zero. Ma poieh6 in o (T) non esist.ono torrispou- 
denze spetiali, dovr'a essere S - - S '  =_~0, e quindi S S '  appartengono alia 
medesima elasse. E s i t tome ad ogni elasse di eorrispondenze su C si pu6 

(a~) Cfr. ad es. P. BACI¢i~IANN, Allgemeiue A,rithmetik der Z~&leuk6rper (Leipzig, Teubner, 
t905), pag. 54. 
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associare  una  schiera  di t rasformazioni  unirazional i  di V~ (n. ° 24), ogni  nu-  
mero di ot ind iv iduerh  una  tale schiera. Sia ~ = ~, ml  n u m e r o  del l 'ordine 
o = o ,  e ~.0....,,,~ s iano i suoi eor r i sponden t i  negli ordini  coniugat i  o : . . . o , ;  
se S ~. uua corrisponde.nza della classe ind iv idua ta  da ~, l ' equazione  carat- 
I.eristica di S amme[ te  le radiei ~L ~° . . . .  ~,, COil la molteplieit '~ q, ed allora 
il d e t e r m i n a n t e  carat ter is t ico di S sarh. 

A = (~, ~o. . .  ~,)'~ = [ N  (~) p ,  

dove  il s imbolo  N(~) indica la norma del n u m e r o  ~, secondo la, denomina -  
zione e la uo taz ione  della teoria dei corpi algebrici, Si ha  d u n q u e :  

Ogni r~umero ~ deli'ordine o i~dividua su V~ una schiera di tras[brma- 

zioni unirazionali  { 1, [N (~) ]q }. 
Le t rasformazioni  medes ime  r i su l tano d u n q u e  birazionali  q u a n d o  

[N(~) ]~=  1, cio~ q u a n d o  N ( ~ ) =  1 se q 6 dispari ,  N ( ~ ) =  +__ 1 se q ~ park  
Ne! 1 ° caso ~ ~ una  uni t~  di o, di n o rma  posit iva,  nel  2 ° caso 6 u n a  unit'h 
qualsiasi .  Ma q u a n d o  q (~ dispari ,  le radici 0 , . . .  0,, de l l ' equazione fondamen-  
tale + ( z ) = o  sono tul le  immagina r i e  ed ogni  n u m e r o  del corpo {0,}, in 
par t icolare  ogni  uniter di o,, poss iede n o r m a  posi t iva;  si conclude  per tauto :  

Ogni uJ~,it~ dell'ordine o indi.vidua su V,, una schiera di tras['ormazioui 

birazionali. 
In par t icolare  [e unit'h _+ 1 di o ind iv iduano  le due  schiere di t rasforma- 

zioni ord inar ie  di 2 ~" e di l a specie. 
Poich~ le /xasformazioni  di u n a  schiera  si d e d u c o n o  da u n a  di esse mol- 

ti})licandola pet" le t rasfovmazioni  ordinar ie  di 1 a specie, in ogni  schiera esis[e 
u~a t rasformazione  che [ascia fermo un  p u n to  prefissato P di V~. 

Se d u n q u e  G indica l ' i n s i eme  delle t ras formazioni  birazionali  associate 
alle uniter di o e che lasciano fer ,no P, fi'a G e le unifft di o esiste corri- 
spondenza  biunivoca;  e la co r r i spondenza  ~ tale c h e s e  G', G" sono le tra- 
s formazioni  di G cor r i sponden t i  alle unitfi  ~', ~" di o, al l 'uni t~ "d ~" corri- 
sponde  ta t ras formazione  G' G". E poich6 G cont iene l' identitb~ (cor r i spondente  
all'unit'h + I di o) ed insieme ad u n a  t ras formaz ione  cont iene  anche  l ' in- 
versa (perch6 l 'uni t~ reciproca di u n a  unifft di o 6 pure  con tenu ta  in o), si 

conclude  che G ~ un  gruppo. 
La s t ru t tu ra  di ques to  g ruppo  si deduce  aliora iuvocando  il t eorema di 

DIlUCHLET sulle unifft dei corpi algebrici,  il quale  vale, com'~  noto (~'), anche  

(:'~7) p. BACI:IMANN, [OC. cir. (~6), Capitolo 8 °. 
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per gli ordini contenut i  in tall corpi. Indichi. ~ il numero  complessivo delle 

i"adici reali e delle coppie di radici immaginar ie  conjugate del l 'equazione mi- 
nima di T; il t eo rema  di DIRICHLET afferma che, detto m - ~  2 il numero  di 
radici d 'uait~ (unit~ ridotte) contenute  in o, esisie in o un  s is tema di , - - I  
un i t~  f o n d a m e n t a l i  ~, % . . .  ~,_~ tale che tut te  le unit~ ~ di o sono date cia- 
scuna una  sola volta dalla tbrmula  

nella quaie ? indica una radice pr[mitiva m .... dell 'unith, i percort'e i valori 
interi da 1 ad m, ed n, n ~ . . .  n,_, a ssumono tutt i  i possibili vatori interi da 
- - c ~  a -~ oc. Si pub dunque  enunc ia te  il t eo rema:  

S i a  da ta  sul la  eurva  C u n a  corr ispondenza  singoIare T the abbia t'equa- 

zione m i n i m a  irriducibile.  Se v ind ica  il numero  complessivo delle radie i  reali  

e delle coppie di  radic i  complesse conjugate d i  questa equazione, la variet~ di  

JACOBI V, re lat iva a C possiede u n  gruppo  G di t ras formaz ion i  b iraz ional i  

permutab i l i ,  i l  quale  ~ finito e ciclico se ,~ - -  1, ~ inf ini to d iseont inuo se v ~ 1. Tn 

questo 20 caso le t ras fbrmaz ion i  di  G sono date c iascuua  u u a  sota volta d a l ~  

f o rmu la  

G --= g' G~' G ~ ' . . .  ~_~ , 

nella quale  g indi~a, u n a  t ras formaz ione  ciclica d i  V~ avente u n  certo periodo m,  

G, G ~ . . .  G~_, u n  s is tema fondamenta le  di  t ras formaz ion i  aperiodiche, iI nu- 

mero r percorre i valori  in ter i  da  1 ad  m e gli  esponenti  ~ n2 •. • ~.~_~ assumo~o 

tutt i  i valori  in ter i  da  - - o ~  a -4-~z. 

27. All 'ordine o (T -z) inverso di o (T) corr isponde su V~ un altro gruppo 
G t di t rasformazioni  birazionali  avente  la medes ima  s t ru t tu ra  del gruppo G. 
Se la corr ispondenza  T ~ funzione razionale della sua inversa, i due  gruppi  
G G t coincidono, ed allora se in una  qualsiasi  t rasformazione di O si cam- 
biano i moltiplicatori  nei loro immaginar i  coniugati,  si ottiene ancora  una  
t rasformazione di O. 

Se T non ~ funzione razion~le di T- '  i due  gruppi G G 1 sono in  gene- 

raze distinti, e G / si deduce  da G mu tando  ancora  i moltiplicatori  di ogni 
t rasformazione  di G nei loro immaginar i  coniugati ,  ma  al tempo stesso do- 
vranno cambiarsi  i sistemi di variabiti associati  ai detti moltiplicatori.  

Nell 'ipotesi che T non sia funzione razionale di T - ' ,  un caso in cui si 
pub con certezza affermare che i due gruppi G G ~ sono distinti, ~ quando 
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fra le valenze di T n e  esiste a lmeuo  uua  reale. Se infatti la radice 0, del- 
l ' equazione  min ima  di T ~ reale, d i s t r ibu iamo gli ordini  coniugat i  o~ o~ . . .  on 

ill due  g ruppi  A, B p o n e n d o  in A l 'ordine  o, e in B gli ordini  r imanent i .  
Per  il l e m m a  foudamen ta l e  da cui mu o v e  il t e o r e m a  di DIRICttLET, si pU6 
affermare che esiste in o ---- o, una  uni t~ ~ = ~, di m o d u l o  ~ 1 e tale che le 
co r r i spoadeu t i  uuitfi. -~ ~ . . .  -~,, degli  ordini  coniugat i  h a n n o  tu t te  il m o d u l o  ~ 1. 

L 'uui t '3 - , ,  essendo dis t inta  dalle sue coniugate ,  pub assumers i  come 
u u m e r o  genera to re  del corpo algebrico cui appar t i ene  l 'ordine o, ed allora 
una  cor r i spoudenza  H d~ o (T)  associa ta  ad -, pub  assumers i  come genera- 
trice di o (T) ;  si avr~ d u u q u e  o (H) -= o (T )  e quindi  o (H -~) ----o (T-~). Segue 
di qui che la t ras formaz ione  di G ~ co r r i sponden te  ad H - :  non  fa par te  di G, 
ch/~, a | t r iment i ,  dovrebbe  H - '  esser  co n t en u to  in o (H), cio~ o (H -~) ~ o (H), 
e quindi  o (T  -1) = o (T), cont ro  il supposto .  

Si s u p p o n g a  sempre  che T non sia funzione  razionale di T--', e si con- 
sideri  l 'ordine  o (T, T -~) c o m u u e  a o (T)  e ad  o (T-~). Ques to  ~ irr iducibile  
e co iuc ideute  con l ' iuverso ;  se d u n q u e  non  ~ tu t to  di cor r i spondenze  sim- 
metriclle, in esso il n u m e r o  delle cor r i spondenze  s immet r i che  ind ipenden t i  
uguagl ia  quello delle emis immet r i che  (n. o 22). Verificandosi ques to  secondo  
caso, pub  ancora  affermarsi  che G G ~ sono distiati.  Invero  sin ~ il n u m e r o  
delle cor r i spondenze  s immet r i che  ed emis immet r i che  ind ipenden t i  di o (T, T-~); 
(,tovr~t essere ~ ~ u n  divisore del grado  n di o (T),  cio~ n ~ 02 k ~ (k ~> 1). L'e- 
quaz ioue  m i n i m a  di grado  2 ,  della co r r i spondenza  generat r ice  di o (T, T -~) 
(per  la quale  pub  scegliersi u n a  cor r i spondenza  emis immetr ica)  ha  radici 
tu t te  immaginar ie .  Ed auche  quella del la  co r r i spondenza  T che genera  o (T) 
deve avere radici tutte immag ina r i e ;  ch6, se essa ammet t e s se  una radice 
reale, ogni  co r r i spondenza  di o ( T )  avrebbe  a lmeno  u u a  vatenza reale, contro  
l ' ipotesi  che in o (T)  es is tano cor r i spondenze  emis immet r iche .  Se d u n q u e  F 
indica il s o t t og ruppo  c o m u u e  a G e a G ~, cio6 il g ruppo  di t rasformazioni  
birazional i  di V~ associato a[l 'ordine o (T, T - ' ) ,  il s i s tema fondamenta le  di r 

compos to  di v -  I unit~ iud ipendent i ,  men t re  quello di G (o di G ~) 6 com- 
pos to  di k ~ - - 1  unith.  Si conc lude  che F ~ un  so t tog ruppo  proprio di G e 
qu ind i  G e G ~ sono distinti .  

28. Si consider i  in par t icolare  il caso di un ordine  irr iducibile  o (T)  
coiucidente  con l ' inverso. 

Se o ( T )  ~ tut to  di corrispondeLlze s immetr iche ,  gli ordiui  couiugat i  
o, o ~ . . . o ,  sono tut t i  reali. 
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Se o (T) cont iene anehe eorr ispondenze emisimmetr iehe,  il grado di o (2') 
pari (n ~ 2 ~) e gli ordini  ol, o~ . . .  o~ sono due a due immaginar i  coniugati .  

E poich~ o (T) contiene l ' inversa  di ogni sun corr ispondenza,  c iascuno degli 
ordini  suddet t i  contiene, insieme ad ogni suo numero,  l ' immaginar io  coniu- 
gato. Dunque  gli ordini o~, o , . . .  o~, coincidono due a due ; prec isamente  ogni 
ordine coincide con l ' immaginar io  coniugato.  

L 'ordine o = ol possiede nel 1 ° caso le sole unitt~ ridotte ~ 1, nel 2 ° caso 
pub contenere  anche unith ridotte immaginarie.  In ogni caso sappiamo che 
esse sono in numero  pari  2k  e sono comuni  a tutt i  gli ordini coniugati. 
Esse hanno  poi rispetto aUa eurva C un  impor tante  signifieato geometrieo. 
Infatti  dalla propriet~ d imost ra ta  al n. ° 22 si deduce  the  una  eorr ispondenza H 
di o ( T )  assoeiata ad una  unit/~ ridotta di o deve essere Hermi t iana  del 1 ° or- 
d ine;  e allora in una  delle due elassi (___ H)  o in en t rambe,  se la eurva 
iperellittiea, ~ eon tenu ta  una  eorr ispondenza  biunivoea. 

L 'ordine o (T) eontiene dunque  un gruppo finito di corr ispondenze  biu- 
nivoehe;  e l 'ordine di questo gruppo sar~ ~ k ovvero k secondoehg la eurva 

o non  ~ iperellittiea. Si pub ora p ro ra t e  ehe il detto gruppo g eielieo. 

Quando  C g iperellittiea la cosa ~ evidente perehg ad una  unit~ r idot ta  0 
ehe sia radiee primitiva 2k  "° dell 'unit~ ~ assoeiata una  eorr i spondenza  biu- 
nivoea la quale produee  con le sue potenze tut te  le eorr ispondenze del gruppo. 

Se poi C non  ~ iperetlittiea, una  eorr ispondenza biunivoca U sar~ asso- 
eiata ad una  e ad una  sola delle uniter ridotte -+-~. Se dunque  n_~ k ~ il 
periodo di U, dovrb~ sussistere l 'uguaglianza 

( ±  o)- = 1. 

[a questa  dovr~ manifes tamente  prenders i  il segno inferiore, onde si 
avr~ 

F = ( - -  1)". 

Ma allora dovr~ essere n = k ,  e inoltre k deve essere dispari. Si ha 
dunque  : 

Se nell' ordine di numeri  o associato ad un ordine di corrispondenze o (T), 
irriducibile e coincidente con l' inverso, sono contenute 2 k unit6 ridotte, la 

curva C possiede u,n' invoIuzione ciclicct generctta da unit corrisponde~z(,t biu- 

nivoca funzione razionale di T. L'invoIuzione ~, dell'ordine 2 k o deU'ordine k 

secondoch~ la curva ~ o non ~ iperellittica. 
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29. Vog[iamo infine rilevare una  propriefft delle unit'~ dell 'ordine o as- 
sociato ad o . ( T ) ,  sempre  nell' ipotesi che o (T) sia irriducibile, coincidente 
con l ' inverso  e non  costituiLo tutto di corr ispondenze s immetr iche.  

Indichiamo con o, o' , ,  o3 o '~ , . . . ,  o, o'~ gli ordini coniugati  associati ad o (T), 
essendo o'~ l 'ordine immaginar io  coniugato di o~ e sia 

'v- - : t  

una qualsiasi unifft di o, ; rappresent iamo inoltre con "a0 e con (6,)0 i nu,ner i  
immaginar i  coniugat i  di ~ e ~,. Poich~, come abbiamo sopra notato,  i due 
ordini o, o', coincidono, in o, s a r l  con tenu ta  anehe l ' un i t i  

• [ \ I l l ,__  i 
"4o = p-" (%)7' (%)b" " t~,-1)0 

inlinaginaria coniugata  di ~; onde si avrfi l 'uguaglianza 

I<l, l l . , t l ,  V t ~-'" (~,)0 " "" t ~ , - t ) o  - = ?" o'~ ' . . - q ' ~ , - i  
t . v - - 1  06)  

in cui s, m , , . . . ,  m~_, sono convenient i  humer i  interi ;  e questa  con t i nue r l  
a sussistere cambiando l'unit'~ r idot ta  ? e le unit'~ , , n e l l e  loro corr ispondent i  
di uno qualunque  degli ordini coniugati.  

lndicando allora con r,~ il modulo dell 'unith che corr isponde a 6, nel- 
l 'ordine o~, dalla (16) si deduce  

"~-~' "~-'*~- . .  r ~ - 1 - ' ~ - 1  - -  ! (k = 1, 2, ~) ; r ~  k r 2 k  • ~ , - - l , k  - -  " " " 

e di qui, denotando  l,~ il logari tmo di r,~, si ot t iene:  

( m ,  - -  n , )  l ,~ -4- ( m s  - -  n~)  l~k + ' - "  Jr- ( m , _ ,  - -  n , _ ~ )  1,_,,~ = 0 ( k  = 1, 2 ,  . . . .  v). 

Ma poich~, com'~ noto, nella matrice II {1 esiste un determinante  di or- 
dine v - - 1  diverso da zero, dovrg essere 

e allora, la (16) assume la forma 

e si ha  la p rop r i e t i :  
Nel l ' o rd ine  d i  n u m e r i  o assoc ia to  a u n  o rd ine  i r r iduc ib i l e  o ( T) ,  co inc identz  

con l ' i nve r so  e ~wn cost i lu i to  tut to  d i  c o r r i s p o n d e n z e  s immet r i che ,  ogn i  u n i t 4  
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moltiplicata per una conveniente unit~ ridotta produce l'unitd, immaginar ia  

coniugata (,8). 
OSSERVAZ1ONE. Dal r isui tato precedea te  pub  dedurs i  una  conseguenza  

notevole.  Suppos to  c h e l a  curva non possegga corr ispondenze biunivoche sin- 

golari, le sole unitA ridotte dett 'ordine o sa ranno  +--_ 1, e quiudi  ogai  at tra  

unit~ ~ di o, soddisfacendo alia condizione ~0-~ +~ ~, sara  o reale o imma- 

ginaria pura.  In tal caso dunque  ad ogni unit~ di o ~ associata in o ( T)  
una corrispondenza simmetricce o emisimmetrica. 

§ 7. APPLICAZlONE. 

30. Si consider i  una  curva C del genere 2 semplicemente singolare, cio~ 

tale che su di essa  il numero  base  delle corr ispondenze  s immetr iche sia 

F~, = 2. I1 numero  base delle corr ispondenze emisimmetr iche pub allora as- 
sumere  i valori $~ = 0 ,  1, 2 (~), e poieh~ l 'omograi ia  immagiue della corri- 

spondenza  generica nel 1 ° caso ~ biassale, nel ~0 ~ assiale e nel 30 possiede 

qua t t ro  punt i  uniti  (~o), si conclude che sopra  ta curva  C le corr ispondeuze 

cost i tu iscono un ordine, il quale  ~ r ispet t ivamente  del 2 °, del 30 e del 4 ° grado. 

Nel 20 caso, che si presenta  quando  esis tono su C due  integrali ellittici dei 

quail  uno  a moltiplicazione complessa,  [ 'ordine ~ cevto r iducibile;  ~el 1 ~ e 

uel 30 pub essere riducibile o irriducibi[e, secondoch~ la curva poss iede o 

no integrali ellittici. 
Sia F la superiicie di JAcom relativa a C. Sui)pos[o che C non co~lteaga 

b~tegrali eliittici, e quindi si trovi nelle condizioni del 1 ° e 30 dei casi suac- 

cennati,  esiste su  F una  serie intinita 

• . . Z - , ,  Zo, Z , . . .  (1) 

(~s) Si pub giungere piil rapidanieute ai risultaLo nel seguente modo. 
Nell'ordine o ~ contenuta iusieme all'uniter ~ anche l'uuit~t immaginaria couiugaLa % e 

quiudi l'uniff~ ~ .  Ma avendo questa per modulo i, una corrispondenza deil'ordine o (T) ad 

essa associata deve essere Hermitiana del 1 ° ordine (n. ° 22) ; donde segue che ~o ~ una unitit 

ridotta. 
(89) C. ROSATL IOC. cit. (~) a), Parte ~a, n.° t6. 
(40) G. SCORZA, I~toruo allot teoria generale delle matrici  di  Riemam~ e a d  alc~o~,e sue 

applicazioni [Reudico~lti del Circolo Matematico di Palermo, l.omo XLI (1916)], l)at'te 2 a, ii. ° ] I. 
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di sistemi algebrici di d imensione,  grado, indiee e genere  due, eomposti  di 
curve irriducibili prive di punti  multipli, e i sistemi di questa  serie possono 
coordinarsi  alle soluzioni intere (z, k) dell 'equazione di PELL 

z ' - -  A k ' ~__- 

netia quale 5 indica l'i~,varia~te (intero, positivo e non quadrato)  delia re- 

lazione singolare di HUMBERT ehe lega i periodi normal i  g, h, g' della C. E 
se F si t rova helle eoudizioni del 1 ° caso (t~, = %  7-,-~-0), i sistemi (l), o 
sono hltti di era're birazionahuent, e identiehe, ovvero si dis t r ibuiscono in due 
serie distinte di curve bi raz ionahnente  identiehe (di guisa ehe F risulta su- 
pe,'ficie di JAcoB~ di due curve non  identiche birazionalmenie) ,  seeondochg 
la forma z ~ - -  ~x k" pub o non pub rappresen ta re  il numero  - -  4~ (~'). Cerchiamo 

ora di completare  questo risultato esaminando  il caso ~, ~-~-2, y.~ = ~ .  

3J. Quando  g/J., -= 2, 9, ~ 2, le corr ispondenze della curva costi tuiscono 

un ordine irriducibile o ( T )  del 4~ grado, nel quale ~ contenuto  un  ordine 
irriducibile del 2 0 grad() o (S), formato dalle corr ispondenze s immetr iche  di 
o (T). L 'omografia  immagine  di S ~ biassiale ed ha per ret te di punt i  uniti  

due rette distinte, reali e non razionali, appoggiate  alle ret te :¢ ~o dei pe- 
riodi;  l 'omografia immagine  di T ha sol tanto quat t ro  punt i  uniti ne i  punti  
in cui te rette suddet te  si appoggiano ad ~ :%. Le radici dell 'equazione ca- 
rat terist ica di una  corr ispondenza  variabile in o (T)  sono interi  algebrici che 

descr ivono quat t ro  ordini o, o',, o~ o's nei quat t ro  corpi algebrici coniugat i  
definiti dalle radici dell 'equazione minima di T, e l 'ordine o~ coincide col suo 
immaginar io  coniugato o' , ,  e cosi o, coincide con o'~. Le due radici distinte 
del i 'equazione carat ter is t ica di una  corr ispondenza  variabile in o (S),  le quail, 
cambiate  di segno, d~mno poi le valenze h ~ della corr i spondenza  medesima,  

descrivono due ordini ~ ~)' del corpo quadrat ico reale definito dal l 'equazione 
minim~ di S. Poich~ una  corr i spondenza  di o ( T )  che abbia una  valenza 
reale g simmetrica,  o~ sar~ costituito da tut t i  e soli i numer i  reali dell 'ordine 
o, -~ o'~, e cosi co' da tutt i  e soli i humer i  reali del l 'ordine o~ = o'~. E siccome 
ogni cor r i spondenza  s immetr ica  di valenze ~, ~ ne ammet t e  una  (comple- 
mentare)  di valenze t~ t~ (~), si deduce  che o~ coincide con ~' e che quindi 
gli ordini  o, o', o: o'~ contengono gli stessi humer i  reali. 

(4~) Loe. cir. (~). 
(4e) Se infatti $12 + a, Sj -~ ae I - 0 6 l'equazione minima della corrispondenza S~ di o(S) 

avente le valeaze p~ p~, la corrispondenza S~ =--- (S l + al I), eomplementare di $1, possiede 
le valenze p~ Pl. 
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Quando  i due  humeri  ?, ~ corr ispondent i  in ~ oJ sono positivi, esiste 

su C un  s is tema cont inuo di cor r i spondenze  co inc iden t i  con le loro inverse 
dota to  delle valenze ~, ~ ,  cio~ un s is tema cont inuo di serie .(~ con quelle 

valenze;  e se inoltre 6 ~, ~..-----l, cio6 se ~, ~ una  unith positiva e di norma 

positiva dell 'ordine ~, il detto s is tema con t iauo  ha il genel'e virtuale 2, ed 

ha per immagine  su F uno dei sistemi della serie ([), e iuversam'ente (*~). 

I s i s t e m i  ([)possoJt.o d u n q u e  c o o r d i n a r s i  cdle nJdt(~, p o s i t i v e  e di  norma~ 

p o s i t i v a  delI' ordi~te o~ (*'). 

32. Ricerchiamo oca d i re t tamente  sulla curva  i s istemi cont inui  di 

serie -~ ad essa b i raz ionahnente  identiche ed aveut i  il genere vil'Luale 2. 

A tal uopo  si consideri  in o (T)  la classe di corr ispondet lze associa ta  ai 

humeri  ~ ~o ~ ~'o degli ordini coniugati  o~ o~ o~ o'~; in essa quelle soddisfa- 
centi alia condizione di avere il 1 ° iudice uguale  a 2, formano un s is tema 

cont inuo ~2,  (T) ,  (:he induce sulla curva un s is tema cont inuo ~ "  di serie 7~. 
Se h ~ l 'indice della ,{~ generica di ques[o s is tema ed S ~ la cot-rispondenza 

s immetr ica  (h, h) t he  nasce datta serie stessa,  si aw'h 

T - '  T : S  4- h i .  ( |7) 

[o ich~  alia T -~ sono associati  i humeri  ~0", ~'o ~' degli ordini couiugat i  

o, o', o~ o'~, la T - '  T avrh le va]enze --~-~o,  - -~ '~ 'o  ed allora, per una  nora 

relazione ('~), sar'h ~ ~o ~ ~' ~'o il difetto di equivalenza della ~'~. Ma questo,  

per  il fatto c h e l a  ~'~ ~ stata scelta gener icamente  nel suo  s is tema continuo,  

coincide con l' indice, onde si avr~ h ~---~ ~o-~-~'~'0 ; dalla (17) allora si deduce  

cbe le valenze di S cioe della 7~ sono 

Se ora  suppon iamo  che il s is tema cont inuo di ~[~ indot to  da ( T )  abbia  
il genere virtuale ~, dovrfi aversi  

~ ~ ~-'~'~'o ~ ~o  ~ l ,  

cio~ ~ dovr~ essere  una  unit'~ dell 'ordine o (~), e iaversamente .  Dunque :  

(4:3) C. ROSATI, IOC. cit .  ('~), n. ° 4. 

(4~) Nel caso 71 ~ 2, ~2 ~ 0 il risultato di COMESSATTI e mio pub dunque enunciarsi cosi : 
I sistemi (I) so,so tutti di curve birazionalmente identiche o si distrib~tiscolm in due serie distinle 

di curve birazionalmente identiche, secoudoch~ esislono o no nell'ordiue o~ u~tit& di norton negativa. 
(~') C. RosA',',, toc. cir. (~)d), t~.° 8. 
(~6) Si avverta che, essendo i corpi coniugati cui appartengono gli ot'diHi o~ o' 1 o..~ o'. 2 tutti 

immaginari, ogni unit~ di o ha norton positiva. 
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I s is temi  cont inui  (T)  che inducono sis temi cont inui  di  -f~ di  genere vir- 

tuale 2, sono tutt i  e soli quelli associati  alle un i t~  ~ deU'ordine o; le y~ di un  

tal s is tema continuo hanno pot  neU'ordine ¢o lq valenza (~ "~o)-~. 

]~ pot chiaro che lo s tesso s i s tema con t inuo  di ~,~ ~ pure  indot to  da 
tut t i  e soli i s is temi associat i  alle uni t~  the  si deducono  mol t ip l ieando ~ per  
u na  qualsiasi  unittt  r idot ta  del l 'ordine o, 

33. Si t ra t ta  ora di deeidere se i s is temi  di ~,, indott i  dai s is temi  (T) 
esaur i scono  o no tut t i  i s is temi di y, di genere  vir tuale  2. Conviene  percib 
d is t inguere  due  cast, secondoch~ C n o n  poss iede ovvero poss iede corrispon- 
denze b iunivoche  singolari .  

l .o CAso : L a  cur.vc~ C non posseggct corrispondenze biunivoche singolari.  

[,e uni t~  del l 'ordine o sono allora espresse dalla fo rmula  

e poieh~, in virt~ del t 'osservazione in fine al n. ° 29, l 'uni th fondamenta le  
deve essere o reale (e in tal caso pub suppors i  senz 'al t ro positiva) ovvero 
immaginar ia  pura ,  ~ o p p o r t u n o  suddiv idere  ques to  caso nei seguent i :  

a) L'unitd~ ~bndame~dale z s ia recde (positiva) ed abbia nell 'ordine ~o 

norma negativa. 

I s istemi cont inu i  (T), di cut si ~ det to  p receden temente ,  possono  ordi- 
nars i  in u n a  serie infinita 

. . . ( ±  T_,), (±  To), (--+ Td. . .  (l[) 

nella quale  ( ±  T.) indiea i s is temi assoeiati  alle un i th  ± ~"; e poich~ le m~ii, h, 
positive e di n o r m a  posit iva di co sono date  dalla formula  

i s is temi cont inui  di ,(~ aventi  il genere  virtuale 2 possouo  ordinarsi  
serie iniinita 

nelta 

nella quale  (-(~), ~ it s [s tema ]e cut serie h a n n o  in ~o la valenza a~". 
Ma per  cib che si ~ det to  al n. ° 32, i s is temi ( ~ - T , ) i n d u c o n o  sulla 

curva  u n  s is tema con t inuo  di serie avent i  in •, la va[enza (z~ % " ) - 1 ~  z-~"; 
tale s is tema ~ d u n q u e  quello che nella serie (II[) ha l' indice - -  n, e var iando n 

• . . ( Y d - , ,  (Ul )  
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da - - c ~  a 4-~x) si conclude che in ques to  caso tut t i  i s is temi (I) sono co- 
st i tuit i  da curve  b i raz iona lmente  ident iche  a C. 

b) L'unit( t  fondamentale ~ sin reale (positiva) ed abbia nell'ordine o~ 

~tormct positivct. 

Le unit& di o) hanno  ora tu l le  no rma  positiva, e quelle positive song) 
date dalla formula  

Ques to  caso differisce d u n q u e  dal p recedea te  per  il solo fatto che nelia 
serie ([I[) il s is tema (y~). ~ cost i tui to  da serie aventi  in ~) la valenza ~'. Ma 
allora il s i s t ema  indot to  da ( ~  T,,) ~ quello che in (IIl) ha l ' ind ice  - -  2 n, e 
var iando n da - - c ~  a -4-oc si conclude  che in (lII) sono b i raz ionalmente  
ident iche  a C tu t te  e sole le serie con indice part. 

Se poi si cons idera  la curva r' i cut pun t i  co r r i spondono  ai g ruppi  di 
u n a  serie del s i s tema (y~),, si vede c h e r  non  ~ b i raz iona lmente  ident ica  a C 
possiede la s tessa  superficie di JACOBZ F, ed a r sono b i raz iona lmente  iden- 
tiche le serie che in ([[[) h a n n o  l ' indice dispart.  I s is temi ( [ ) s i  r ipar t i scono 
d u n q u e  in due  serie dis t inte  di curve  b i raz iona lmente  ident iche.  

c) L'uni f f t  fonda mentale ~ sin immaginar ia  pura .  

Le unifft di ~, esseudo associate  a cor r i spondenze  s immet r iche  t h e  sono 
quadra t i  di cor~'ispondenze emis immet r iche ,  h a n n o  tu t te  no rma  positiva, e 
quelle che sono iaoltre posit ive sono espresse  dalla formula  

¢ = ( -  1)o  o; 

dobb iamo  d u n q u e  suppor re  che nella serie ( I I I ) i t  s i s tema (y,),, sin cost i tui to  
da serie che h a n n o  in ~ la valenza  ( - - l ) ' ¢ r  ~'. Ma il s i s tema indo t to  da 
( +  T.) ~ cost i tui to  da serie che h a n n o  in co la valenza  (a" ~,)-1 ~__ ( _  1)_. _~.; 
tale s i s tema ~ d u n q u e  quel lo che in (III) ha  l ' indice - - n ,  e va r i ando  n da 
- -  oc a -i- ~ si conc lude  in ques to  caso che i s is temi  (I) sono tut t i  di curve 
b i raz ionalmente  ident iche a C. 

2. ° Caso :  Lc~ curva C possegga corrispondenze biunivocke singolari. 

]~ nolo clm una  curva di genere  2, che sia priva d ' integral i  ellittici e 
possegga  cor r i spondenze  b iunivoche  singolari ,  ~ necessa r i amente  quella ine- 
rente  al radicale quadra t ico  ~/~-}-1  ('~). Sopra  una  tal curva  i h u m e r i  base 

(47) G. Hu~lBmrr, S~r les fonctions abdlienn~s si.ttguli~'es [Journal de Math~matiq.ues pures 
et appliqu4es, 5 m' s~rie, ~ M~moire, t. VI (i900), nn. ~31 e seguenti. 
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delte eorr ispondenze s immetr iche  ed emis immetr iche  sono r ispet t ivamente 
,~., - -  2 t'-, ----- 2, ed essa possiede aria invotuzione ciclica genera ta  da una  cor- 
r ispondenza biunivoca a periodo 10. 

Le unittt di o sono allora date  da 

= ¢ ¢', (18) 

(love ? iudica una radice 10 m. primitiva dell'unit'g, ~ l'uniffl, fbnda.mentale, r 
varia da l a 10 ed ,~, percorre tutt i  gl 'interi da - - ~  a 4-e~.  

Poich~ ogni unit'a di o, moltiplieata per  una  conveuiente  unit,a ridotta,  
pro(lace l'unittt immaginar ia  coniugata  (n o 29), si dovrt~ avere la relazione 

ao = ~; z.  ( 1 9 )  

Dico the  in ques ta  l 'esponente i deve essere pari. 
Cerehiamo infatti la formula  che esprima tut te  le unit.a dell 'ordine ~. 

Perch~ nella {iS) -a t'isulti reale dovr~t aversi 

da cui, per la (19), si ottiene 

e quindi 
i u ~  2 r  (rood. 10). 

Se dunque  i fosse dispari, dovfft essere n-----2m ed r ~ i m  (rood. 5), 
cio~ r = i m-4- 5 v, essendo v u n  intero qualsiasi. Le unit'h di ~ sarebbero 
dunque  date dalla formula 

Se ora H indiea una  eorr i spondenza  di o (T)  associata a ~, alia corri- 
spoudenza  s immetr ica  H - '  H ~ associato q ao; e poich~ le vatenze di H - '  H 
sono di ugual  segno (n. ° 3), se ne trae che (~ ~o) e quindi [utte le uniter d i ~  
aw'ebbero no rma  positiva. 

D'altra parle  g noto (48) che, con una  scetta conveniente  dei periodi nor- 
mall di C, la relazione di H~'~aBERT che fega i periodi stessi assume la forma 

(4s) G. Ht!MIIERT, lot'., t i t .  (4% 
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g ~ h-~-g '  ed ha per invar iante  5. Poich~ la forma z " - - 5  k ~ pu6 rappresen-  
tare - ~ ,  si deduce  c h e ~  coutiene unith di no rma  negativa. 

La contradizione cui s iamo giunti  prova dunque  che i deve essere purl. 
Posto allora i =  21, uoi po t remo assumere  in o t o m e  unit'~ fondamenta le  
l 'unith reale ?~z, cio~ supporre  t he  in (18).~ sia reale. Allora ~ risulta uni th 
fondamenta le  di ~, e dovr~t quindi  avere in ~ norton negativa. Si conclude 
per tan to  che le unit'~ di ~ che sono positive e di norton positiva sono espresse 

dalla formula  

Allora, t o n  rag ionamento  anaiogo a quello dei casi precedenti ,  si ot t iene che 
i sistemi ~., della serie (I) sono in questo taso tutti  di curve bi raz ionalmente  

identiche. 
Il r isul tato a cui conduce la precedente  d is tuss ione  6 dunque  il se- 

guente  : 
S i n  F la superfieie di  J.~com di  una curvc~ C p r i v a  d ' in tegral i  ellittiei e 

col h u m e r i  base ~., ~ 2 ~ ~ 2, e si considerino i due ordini  o ed ~ rispetti- 

vamente  assoeiati  a tutte le corrispondenze e alle corrispondenze s immetriche 

di C. Se le unit& d i o  sono tutte reali  (cio~ eoineidono con quelle di  ~) ed hanno 

in ~ norton posi t iva,  la F ~ pure  superficie di  JAcom per  un 'a l t ra  (ed una  

sola) eurva F non birazionalmente identica a C; diversamente,  F ~ superficie 

di  JACOB~ per  la sola eurva C. 

Pisa, settembre 1921. 
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