Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche
fra i punti di una curva algebrica.

(Di Caruo Rosari, @ Pisa.)

La teoria delle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva al-
gebrica C del genere p, secondo !'indirizzo da me tenuto in vari precedenti
lavori (*), e che muove da una suggestiva interpretazione geometrica delle
classiche equazioni di Hurwitz, pud ricevere qualche utile contributo, ove
insieme ai metodi della geometria proiettiva iperspaziale si applichino alcune
importanti teorie aritmetiche, come quella deli numeri e dei corpi algebrici.
{l riavvicinamento delle teorie medesime & reso possibile dall’introduzione
della nozione di equazione minima di una corrispondenza e dall’estensione
del concetto di valenza. EE I'importanza delle due nozioni risulta manifesta,
quando si pensi che 'equazione minima esprime il modo come una corri-
spondenza dipende dalle sue potenze e che le valenze della corrispondenza
sono interi algebrici che, soddisfacendo a meno del segno alla detta equa-
zione minima, sono invarianti sia rispetto alle trasformazioni birazionali della
curva, sia rispetto al gruppo delle retrosezioni sulla relativa riemanniana.

Nel presente lavoro trovasi appunto, insieme ad altri risultati, 'applica-
zione alla teoria delle corrispondenze di uno dei pitt profondi teoremi della
teoria dei corpi algebrici: il teorema di DrricHLET sulle unita.

(1) C. Rosami, a) Sulle corrispondenze fra i punii di una curve algebrica e in particolare
fra i punti di una curva di genere due |Aunnali di Matematica pura e applicata, serie 3%,
vol. XXV (1915)]; b) Sulle corrispondenze plurivalenti fra ¢ punti di wna curve algebrica
[Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. LI (1915-1916)]; c) Sulle valenze delle
corrispondenze algebriche fra i punti di una curve algebrica [Atti della R. Accademia delle
Bcienze di Torino, vol. LIIT (1917)]; d) Sulle corrispondensze algebriche fra i punti di due curve
algebricke |Annali di Matematica pura e applicata, serie 3%, vol. XXVIII (1918)].
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Prima perd di procedere alla detta applicazione, ho creduto utile di pre-
cisare ed approfondire alcune proprietd delle valenze.

E noto che due corrispondenze T e T~', 'una inversa dell’altra, hanno
le valenze immaginarie coniugate e che una valenza di T e 1'immaginaria
coniugata di T~', pur avendo la stessa dimensione, sono in generale asso-
ciate a sistemi distinti d’integrali di 1* specie; ed & pur noto che le valenze
delle corrispondenze simmetriche sono reali e quelle delle corrispondenze emi-
simmetriche sono immaginarie pure.

Nel § | sono caratterizzate le corrispondenze simmetriche le cui valenze
hanno tutte il medesimo segno, e vien dedotta da c¢id una nuova dimostra-
zione del classico criterio di GAsTELNUOVO per la equivalenza dei gruppi di
punti di una serie algebrica.

Alla questione di decidere quando le valenze di una corrispondenza T
e le immaginarie coniugate di "I sono associate agli stessi sistemi d’inte-
grali di 1? specie, si risponde nel § 3; cid avviene quando e solo quando T
e T7' sono I'una funzione razionale dell’altra.

Alla famiglia delle corrispondenze che sono funzioni razionali delle loro
inverse appartengono, oltre che le simmetriche e le emisimmetriche, le cor-
rispondenze Hermitiane, cioé quelle di cui le corrispondenze laterali sono
dotate di ordinaria valenza. Nel § 4, dopo aver provato ché una corrispon-
denza Hermitiana del 1° ordine & equivalente o residua di una corrispon-
denza biunivoca, si did una semplice dimostrazione aritmetica del noto teo-
rema secondo cui una curva di genere p > 1 non pud ammettere che un
numero finito di corrispondenze biunivoche, e vengono infine esposte alcune
proprietd delle involuzioni cicliche.

Segue l'applicazione, di cui sopra si & fatto cenno, della teoria dei corpi
algebrici,

Data sulla curva C una corrispondenza singolare T, si consideri 1’ in-
sieme delle corrispondenze che sono funzioni razionali di T, cioé delle cor-
rispondenze § tali che si abbia 1S =f(T), dove I & un intero ed f indica
un polinomio a coefficienti interi. Al variare di S nel detto insieme, una va-
lenza di & varia nel corpo algebrico definito da una valenza di T, ma non
assume in generale per valori tutti gli interi (algebrici) di quel corpo, bensi
descrive un insieme o che soddisfa alle condizioni di un ordine. Per tal ra-
gione all’insieme delle corrispondenze § si di pure il nome di ordine e si
indica con o(T); grado dell’ordine si chiama il grado dell’equazione minima
di T, e 'ordine si dice riducibile o irriducibile secondocheé @& riducibile o ir-
riducibile la detta equazione minima (nel campo assoluto di razionalitd).
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II § 5 & dedicato a stabilire varie proprietd degli ordini. Si dimostra ivi
che le corrispondenze comuni a due ordini costituiscono pure un ordine, si
trovano le condizioni perché un ordine coincida col suo inverso e si studiano
in particolare gli ordini irriducibili coincidenti coi loro inversi.

(Gio premesso, si applicano (§ 6) le cose precedenti alla varietd di Jacosr.

Sia dato sulla curva C un ordine irriducibile o (7').ed o sia Pordine di
numeri ad esso corrispondente. Poiché ad ogni corrispondenza di C si puo
associare una {rasformazione unirazionale della relativa varietd di Jacos1 V,,
ogni numero di o individua, a meno di trasformazioni ordinarie di 1.2 specie,
una tale trasformazione unirazionale; e questa risulta poi birazionale quando
il detto numero & una unifs dell’ordine o. Invocando allora il teorema di
DiricHLET sulle unitd dei corpi algebrici, il quale vale, com’® noto, anche
per gli ordini contenuti in detti corpi, si deduce che 'esistenza sulla curva C
di una corrispondenza singolare T porta all’esistenza su V, di un gruppo @,
in generale infinito discontinuo, di trasformazioni birazionali due a due per-
mutabili. La struttura di questo gruppo, cioé il numero delle trasformazioni
generatrici costituenti un sistema fondamentale, dipende dal numero com-
plessivo delle radici reali e delle coppie di radiei immaginarie coniugate del-
Pequazione minima di 7. Un altro gruppo &, avente la medesima struttura
di G, nasce dalla considerazione della corrispondenza inversa T'; e i due
gruppi G @, quando T e T~ non sono funzioni razionali l'una dell’altra,
sono in generale distinti. Alle unitd ridotte dell’ordine o corrispondono tras-
formazioni cicliche del gruppo G; quando gli ordini o (T), o (T™") coincidono,
e quindi coincidono i due gruppi G G/, le dette trasformazioni cicliche risul-
tano Hermitiane, e quindi sono associate a corrispondenze biunivoche della
curva C. In tal caso la curva C possiede una involuzione ciclica, generata da
una corrispondenza biunivoca funzione razionale di T.

Segue infine un’applicazione del concetit suesposti alle curve ¢ di ge-
nere 2 semplicemente singolari, cioe tali che su di esse il numero base delle
corrispondenze simmetriche & p, = 2. Le corrispondenze esistenti su queste
curve costituiscono un ordine rispettivamente del 2°, 3° 4° grado, secondo
che il numero hase delle corrispondenze emisimmetriche & p, =0, 1, 2. Nel
2° caso Uordine & certo riducibile, nel 1° e nel 3° supposta la curva priva
d’integrali ellittici, il detto ordine risulta irriducibile. In questa ipotesi, la
superficie di Jacost F relativa a C contiene infiniti sistemi ¥ di dimensione,
grado, indice e genere due, composti di curve irridueibili prive di punti mul-
tipli. Ora possono presentarsi i due casi seguenti: o pud avvenire che i si-
stemi ¥ siano tutti di curve birazionalmente identiche, ovvero 1 sistemi stessi
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si ripartiscono in due serie distinte di curve birazionalmente identiche, di
guisa che F' risulta superficie di Jacosr di due curve birazionalmente distinte.
Le condizioni aritmetiche per il verificarsi dell’'uno o dell’altro di questi casi
furono gia stabilite per via diversa da ComessarTi e da me nell’ipotesi g, =2
v, = 0(*). Qui appunto si completa quel risultato, prendendo in esame il caso
=2 p, =92

§ 1. SULLE VALENZE DELLE CORRISPONDENZE SIMMETRICGHE,

{. B noto (*) che una corrispondenza simmetrica T (cio& equivalente
alla sua inversa T7') sopra una, curva C di genere p ha le valenze semplici
e reali. Vogliamo ora stabilire una ulteriore proprietd di queste valenze, la
quale ci condurrd a una nuova dimostrazione dell'importante criterio di Ca-
sTELNUOVO sulla equivalenza dei gruppi di punti di una serie algebrica.

Rieorriamo percio alla rappresentazione geometrica che abbiamo tante
volte utilizzato nelle nostre ricerche. Si consideri cioé entro uno spazio S,,_,,
in cui sia fissato un sistema di coordinate proiettivite omogenee, I'S,_, im-
maginario, che indicheremo con «, sostegno della stella d’Iperpiani aventi per
coordinate i periodi degli integrali di 1* specie di €. Lo spazio « ed il suo
immaginario coniugato « si diranno gli spazi dei periodi della curva C e per
brevitd diremo incidente ad a «, uno spazio reale R,,_,, quando congiunge
un S, , di « col suo immaginario coniugato §7_, contenuto in «,.

Si indichi ora con Y il sistema lineare oo?' dei sistemi nulli di §,,_,
aventi « «, per spazi autoconiugati, e consideriamo in esso solamente i si-
stemi nulli reali.

Un sistema nullo reale di ¥, che non sia degenere, si dird principale,
quando il relativo complesso lineare non contiene alcuna retta reale incidente
ad «a«,; ed un sistema nullo reale di ¥ degenere di specie l, e quindi dotato
di un RB,,_, singolare incidente ad « %,, si dird semi-principale, se il relativo

@) A. Comussarry, Sulle superficie di Jacosr semplicemente singolari [Memorie della So-
cietd italiana delle Scienze, serie 3%, tomo XXI (1919)].

C. Rosari, Intorno alle corrispondenze simmetriche singolari sopra una curva di genere 2
[Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XLIV (1920)].

) C. Rosarr, loc. eit. (1) ¢).
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complesso lineare non contiene alcuna retta reale incidente ad « «,, allin-
fuori di quelle contenute in R, ,. Si vede allora subito che un sistema nullo
reale di Y degenere di specie p — | & senz’altro semiprincipale. Infatti il com-
plesso lineare ad esso relativo & costituito da tutte e sole le rette appoggiate
al suo spazio singolare R,,_,, e una retta reale incidente ad ««, ed aveunte

\

con R,, ; un punto comune e eontenuta in questo spazio (*).

(id premesso, riferiamo proiettivamente e in modo reale gli elementi di
¥ al punti di uno spazio lineare ¥ a p* — 1 dimensioni; nasce allora in ¥
una ipersuperficie /' di ordine p, immagine della totalitd dei sistemi nulli
degeneri di ¥. Questa ipersuperficie & stata studiata da Scorza (*), che ne ha
messo in luce le importanti proprietd topologiche. Occorre qui, per ragioni

() E facile stabilire la condizione analitica equivalente alla suddetta coundizione geo-
metrica.
Si indichi percid con
I g %5 Yk 48]

la forma bilineare alternata il cui annullarsi definisce un sistema nullo reale 8 di 2, e si
immagini che in (1) le ®, y rappresentino le parti reali e i coefficienti dell’unitd immaginaria
di un punto P dello spazio «. Si pud allora provare che, al variare di P entro «, se Z &
principale, la (1) conserva sempre segno costante; e se I & semiprincipale la (1), quando
non ¢ nulla, conserva segno costante.

Infatti se wp=—a', + 2"y sono le coordinate di P, le Pre==&'r &’y — " 2's sono le co-
ordinate Grassmanoiane della retta che congiunge il punto P col suo immaginario coniu-
gato Py, e si avra

Bt i ' == 2 e Vik . (‘2)

Si vede subito allora che, variando P entro z, quando 8 & prineipale, la (2), non an-
nullandosi mai, conserva sempre il medesimo segno. Supposto S semi-principale, si indichi
con Ry, lo spazio singolare di S, congiungente un Sp—; di « col suo immaginario coniugato
8%, di «,. B chiaro che la (2) si annulla quando e soltanto quando P cade in 8g-1. Sicon-
siderino ora due punti P, ¢ di «, di coordinate x»=x's 4 i 2", yr=1'» + i ", esterni a S;,
e siano Py Q, i loro immaginari coniugati situati in =,. Le due rette sghembe P @,, P, 9,,
immaginarie coniugate, sono assi di una congruenza lineare contenente una oo? reale di gene-
ratrici reali, della quale al piti una giace in Ry—; (e ¢id quando la retta P Q abbia con S,
un punto comune). Sard dunque possibile variare con continuitd una generatrice 1eale di
detta congruenza dalla posizione iniziale P P, alla finale @ @, senza passare per la eventuale
generatrice contenuta in Ryy.;. La (2) passerd dunque con continuitd dal valore I m &’ 2"
al valore Zmu yiy"r senza mai annullarsi, e percid questi valori avranno ugual segno.

(3} G. Scorza, Il teorema fondamentale per le funzions abeliane singolari |Memorie della
Societa italiana delle Scienze, serie 3%, {omo XIX (1916)].
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di chiarezza e per l'applicazione che dovremo farne, richiamare alcune di
quelle proprieta.

Ricordiamo percid che i punti reali di F si distribuiscono in due falde
FO, F®: | punti della 1* falda F® sono immagini dei sistemi nulli dege-
neri semj-principali, quelli di F® dei rimanenti sistemi nulli reali dege-
nerl. Le due falde hanno comuni i punti reali della varietd di Seere (di
2* specie e di indici uguali a p — 1) immagine della totalitd dei sistemi nulli
di ¥ degeneri di specie p — 1; e la falda F'® divide lo spazio reale 3’ in due
regioni I ed E, la regione I rappresentando l'insieme dei sistemi nulli prin-
cipali, e la regione E (a cui appartiene la falda F®) l'insieme dei rimanenti
sistemi nulli reali. Inoltre una retta reale contenente un punto di I ha.in
comune con F due punti e soltanto due punti, e questi la dividono in due
segmenti, dei quali uno (tolti gli estremi) & contenuto in 7, e 'altro (tolti gli
estremi) & contenuto in E. Si ha dunque la proprietd:

Se in un fascio di sistemi nulli reali trasformanti in sé « «, esiste un si-
stema nullo principole, al fascio appartengono due e due soli sistemi nulli semi-
principali, i quali-dividono il fascio stesso in due lralli, uno dei quali ¢ co-
stitwito da tuili e soli. i sistemi nulli principali del fascio.

9. Sia ora T una corrispondenza simmetrica della curva €. Se Q indica
Pomografia immagine di 7, si avrd, com’e noto (°), 0 =8 4, essendo A il si-
stema unullo fondamentale, ed § un sistema nullo riemanniano di G, cioé un
sistema nullo razionale trasformante in se gli spazi « «, dei periodi. Rappre-
sentando con I l'omografia identica, le valenze di T sono date dai valori di &
(tutti reali) per cui I'omografia Q + kI risulta singolare; e poiché si ha
Q+kI=(S+ kd) 4, le stesse valenze saranno i valori di k corrispondenti
a sistemi nulli degeneri del fascio § + & 4. Ma il sistema nullo 4 del fascio
(dato dal valore % ==o0) & principale ("); esistono dunque nel fascio stesso

“due sistemi nulli degeneri distinti 8 + vy, 4, 8 + v, 4 (v, <y.) semiprincipali,
e i sistemi nulli dati dai valori di & esterni all'intervallo (y,...y,) saranno
tutti e soli i sistemi nulli principali del fascio. I rimanenti eventuali sistemi
nulli degeneri corrispondono dunque a valori interni all'intervallo stesso e
non saranno semi-principali; donde segue che y, e y, sono le due valenze
minima e massima di 7. Se ora si osserva che il sistema nullo § & princi-
pale o semji-principale quando e soltanto quando il valore k=0 & esterno
all'intervallo (y,...y.) o coincide con un suo estremo, si ottiene:

) C. Rosari, loc. cit. (%) @), n.° 6.
(M C. Rosamy, loc. cit. (1) a), n.o 8, nota a pié di pagina.
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Le valenze (reali) di una corrispondenza simmetrica T sono (all’infuori
di una eventuale valenza nulla) fulle dello slesso segno, quando e soltanio
quando il sistema nullo S, immagine di T, ¢ principale o semi-principale.

3. Sia data su C una serie algebrica y. di indice v e genere @ e si in-
dichi con I una curva birazionalmente identica alla serie stessa. Fra C e I'
intercede allora una corrispondenza (n, v), e se T, T~' indicano le operazioni,
I'una inversa dell’altra, che conducono da un punto di I" agli » punti omo-
loghi di C, e da un punto di € ai v punti omologhi di I, & noto (*) che le
corrispondenze T7' T della curva C e TT™' della curva I' posseggono, al-
Pinfuori di una eventuale valenza nulla, le stesse valenze reali p,p,...p,;; €
ciascuna di esse ha per le due corrispondenze la medesima dimensione. Se
q:9;...¢, sono queste dimensioni e si pone ¢g=¢,+ ¢, +----+gq,, sard 2q
la caratteristica delle due matricidi T e di 77, onde si avrd q=<7p, ¢=wo.
Supposto, per maggiore generalitd, ¢<p, ¢<w e indicando con aa, gl
spazi dei periodi di C, con v, quelli di I, nell’S,,_, relativo a C si avranno
due spazi razionali indipendenti R,,_,_,, R,,_, incidenti ad ««,, e nell'S;s_,
relativo a I' due spazi razionali pure indipendenti B,&_,_, Ry, incidenti a
T7,. I primi sono polari 'uno dell’altro rispetto al sistema nullo fondamen-
tale 4 di C, gli altri sono polari rispetto al sistema nullo fondamentale A’
di r. La relazione che la T induce fra i cicli di I' e quelli di € si traduce
in una omografia razionale o che trasforma Eq_, in B,,_,, e nella quale si
corrispondono i due spazi in cui i suddetti si appoggiano ai rispettivi spazi
del periodi; ed una analoga omografia ’, traducente la relazione che la 7
induce fra i cicli di C e quelli di I', sussiste fra R,,_, ed R—.,q_l. Indicando
poi con A% i sistemi nulli sezioni di 4.4 coi due spazi R,,_, Eq_,, le cor-
rispondenze simmetriche ™' I, T T~ hanno per immagine i sistemi nulli
degeneri S, §’ ottenuti proiettando rispettivamente da R,,_,,_, il sistema nullo
s=0'Vo'"" e da Ra_,_ il sistema nullo ¢ =wle™'. Poiché¢ i complessi
lineari relativi a ¥ 2 non posseggono rette reali incidenti agli spazi dei pe-
riodi, altrettanto avverrd per quelli relativi ai sistemi nulli ¢’ trasformati
dei primi mediante le omografie razionali o' 0™, ¢ quindi i sistemi nulli
S, 8’ sono semi-principali. Segue di qui, in forza della proprietda sopra di-
mostrata, che le valenze o, p,...p, hanno tutte il medesimo segno.

(®) Per questa e per le altre affermazioni di questo n.o tengasi presente: C. Rosati, loe.
cit. (1) d).
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Per vedere quale sia questo segno, si osservi che se h,, gu., H., Ga
(i=1, 2,..., p; k=1, 2,..., @) sono gli interi caratteristici della corrispon-
denza data (n, v), una corrispondenza, certo esistente, che sia equivalente ad
essa, ciod possegga gli stessi interi caratteristici, ed in cui il 1.° indice sia p,
ha come 2° indice il numero ¥ (I, G, — H, g,) (*); dovrd dunque essere

E: (h’ah Gik - }[,k g:k) = 0.

E poicheé fra le valenze p,p,...5 e i suddetti interi caratteristici sussiste
la relazione

- (Pl ¢+ e:q. + o Qz) =Y (hik G — Hy gu),

si conclude che ¢, p,...9, sono negative. Dunque:

Le valenze che le corrispondenze T™' T, T T~ posseggono, all’'infuori della
eventuale valenza nulla, sono tutle negative.

Indicando con H la corrispondenza simmetrica indotta su O dalla serie
1+, dalla proprietd ora dimostrata e dalla relazione

T TI'=vI+H

si trae che: Le valenze della corrispondenza simmelrica indotfla da una serie
algebrica v, sono tulle minori’ o uguali all’indice della serie.

(%) Infatti, se la corrispondenza (p, #) & rappresentata mediante gl’integrali normali di
1% specie u;, vp delle eurve C, T' mediante le formule di Hurwirz

1od
ur{y) +... Fur(yp)= I mmei() -+ 72 k=1, 2,..., p)
essa pud essere definita anche dall’equazione
Lo
3 [Wa @) — T mrivi(x)— Clc] =0,
i

dove il simbolo % indica la funzioue & del 1° ordine a caralteristiche nulle cosiruita coi pe-
riodi degli integrali ws. Ed allora il numere z dei punti @ di T corrispondenti a un fissato
punto y di C & dato da

1
zm‘z—”fcl log &

I’ integrale essendo esteso al contorno della superficie di Rigmany I' resa semplicemente con-
nessa mediante i tagli alle retrosezioni. Eseguendo I"integrale, si ottiene facilmente

1o
ur () — T mpi vy (Vi) — Ck] ,
1

2==% (hgp Giz — Hix 9:x).
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Se ora d indica il numero dei punti doppi della serie y;, si ha, com’®
noto, la relazione

dev(n—}—pm 1)"*’”9(91 g+ ‘+91Q1)-
Da questa, in forza della proprietd precedente, consegue
dé%v(n«{—p-— 1)’

e 'uguaglianza si avra nel solo caso g, =p, =---=p,=0, cioé¢ quando T T

¢ una corrispondenza a valenza zero. Cio significa che l'insieme dei v gruppi

di v, uscenti da un punto « di C, si muove, al variare di «, in una serie

lineare; ed allora, per un feorema di Severi, di cui fu data una dimostra-

zione basata sulla teoria delle corrispondenze (*°), la y. & costituita da gruppi

equivalenti. Abbiamo cosi ritrovato il criterio di CasTeLNUOVO.
OsservazIoNE. L’equazione di grado p

(g — ) (g (£ )t =0

che pud dirsi Uequazione delle valenze della corrispondenza T~' T ha dunque
i primi g coefticienti tutti positivi e i rimanenti nulli. Tali coefficienti, come
ha mostrato recentemente CasterNvovo (*'), sono poi degli interi che hanno
un significato geometrico importante: essi sono cioé i caratteri introdotti da
ComessATTI per la serie y,. Poiché 'equazione delle valenze della T 77 &

27— )t (g — )2 (2 —p) =0

si conclude che le serie v, v, indotle dalla corrispondenza (n,v) sulle curve ¢
e T hanno i medesimi caralteri di COMESSATTI.

(1) Rosami, loc. cit. (1) d), n.° 5.
(1) G. CastsLyvovo, Sulle funzioni abeliane, Nota [V: Applicazioni alle serie algebriche

di gruppi sopra una curva [Rendiconti della R. Accademia dei Lineei, Vol. XXX, serie 5%,
(1921)].

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 2
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§ 2. ALCUNE PROPRIETA DELLE OMOGRAFIE DI UNO SPAZIO S,.

4. Occorre ora premettere alcune osservazioni sulle omografie di uno
spazio §,, che avranno nel seguito frequente applicazione.

TeoreMAa I. Se un punto P & comune o due spazi fondamentali delle
omografie A, B di S,, i quali corrispondono alle radici p e 6 delle rispettive
equazioni caratteristiche, appartiene pure ad uno spazio fondameniale dell’o-
mografia prodotto A B, dato dalla radice p8 della sua equazione caratle-
ristica ('*).

Nel caso in cui alcuno dei numeri p, 6 & nullo, la dimostrazione della
proprietd & immediata. Invero se & p=20, il punto P, essendo singolare per
A, deve essere singolare per il prodotto di 4 per una omografia qualsiasi,
e quindi anche per 4 B; se & poi p==0, #=0, il punto P, unito per 4 e
singolare per B, dovrd essere singolare per 4 B.

Supponiamo ora p e § entrambi diversi da zero e si indichi con I la
sostituzione identica. Il punto P, essendo singolare per 'omografia 4 —p I,
sard singolare anche per

Q=(4—pI)(B+8I)=AB—pB+064—p01;

e poiche P & unito per l'omogratia 41 e singolare per B — 0 I, sard
singolare per

O, =(A+pl)(B—0I)=AB+pB—084—p0T

Ma allora P & singolare anche per

Q+0,=2(4AB—p01),

cioé appartiene ad uno spazio fondamentale di A4 B, corrispondente alla

radice p8 dell’equazione caratteristica.
11 teorema si estende poi immediatamente al prodotto di un qualsivoglia

numero di omografie.

{12) Per la precisione di questo e degli enunciati che seguono, occorre avvertire che delle
omografle che si considerano si intendono fissati i rispettivi moduli. Inoltre con la denomina-
zione di spazio fondamentale di un’omografia intendiamo significare non solo nno spazio di
punti uniti, ma anche uno spazio di punti singolari, corrispondente ciog alla radice zero
dell’equazione caratteristiea.
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5. TeoreMa II. Se un punto P é contenuto in uno spazio fondamentale
di uw’omografia A, corrispondente alla radice § dell’equazione caratteristica,
appartiene pure ad uno spazio fondamentale dell’omografia f(4), funzione
razionale intera di 4, corrispondente alla radice f(8) della sua equazione
caratteristica,
Ammesso infatti che sia

fE=a7"4+o,""+ - G0, 2+ a,=a,2—8){z—8) - (z—8,),
si dovra avere

fAy=a,1(A—s,I)(4d —s,1)- (d—s, ).

Allora, poiché per 'omografia identica a,I il punto P & unito e corri-
sponde alla radice a, dell’equazione caratteristica, e per 'omografia 4 — s, I
(¢=1,2,...m) & un punto di uno spazio fondamentale corrispondente alla
radice 9 — s, in forza del Teor. I dovra appartenere ad uno spazio fonda-
mentale di f(4), corrispondente alla radice a,(6 —s,)(8 —s,)--- (0 —s,) =7 (9)
della sua equazione caratteristica.

Osservazions [. Ragionando sulle omografie inverse operanti sugli
iperpiani, le cul sostituzioni sono le trasposte di quelle delle omogratfie
considerate, si giunge alle proprietd correlative riguardanti iperpiani appar-
tenenti a stelle fondamentall.

Osservazione II. Dal Teor. II si deduce che ogni spazio fondamentale
di 4 o coincide o & contenuto in uno spazio fondamentale di f(4). Se
dunque 4 & un’omografia generale, se cioé i suoi spazi fondamentali appar-
tengono ad §,, anche B =f(4) sard generale, ed ogni suo spazio fonda-
mentale o coincide con uno di 4, o congiunge pil spazi fondamentali di 4.
Si ha ora inversamente:

Teorema IIL. Se ogni spazio fondamentale di un’omografia generale A
o coincide o & confenuto in uno di B, 'omografia B é funzione ragionale di A.

Infatti, essendo k il numero degli spazi fondamentali di 4, I'equazione
minima (**) di 4, avendo per radici semplici tutte e sole quelle della sua
equazione caratleristica, sard di grado k, e percid le omogralie I, 4, 4%, ... 4*!
sono linearmente indipendenti mentre le potenze successive 4%, A", ... di-

(8} G. RosaTi, loc. cit. (1) b).
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pendono linearmente da quelle. Ne segue che le omografie funzioni razionali
di 4 costituiscono un sistema lineare oo*"'.

D’altra parte, scrivendo il modulo di 4 sotto forma canonica e facendo
variare con continuitd i £ parametri in esso contenuti, si ottengono i moduli
delle omografie i cui spazi fondamentali coincidono o contengono quelli di
A. ¥ dunque quest’altime omogratie costituiscono pure un sistema lineare co*'.

Poiche, in virtl della precedente osservazione, ogni omografia del primo
sistema lineare & contenuta in questo, si deduce che i due sistemi coincidono
e percid B & funzione razionale di 4.

CoroLLARIO. Due omografie generali A, B con gli stessi spazi fondamen-
tali sono funzioni razionali Vuna dellalira.

§ 3. LE CORRISPONDENZE FUNZIONI RAZIONALI DELLE LORO INVERSE.

6. Si considerino sulla curva € due corrispondenze T, T, l'una in-
versa dell’altra, ed ammettiamo che 7' sia funzione razionale di T sussista

cioé la relazione
LT = f(T), (1)

in cui I & un intero positivo ed f indica un polinomio a coefficienti interi. Se
n € il grado dell’equazione minima di 7, il grado di f pud ridursi =n — ;
allora se, come & lecito supporre, nessun divisore di ! divide tutti i coeffi-
cienti del polinomio f, Uintero I e i coefficienti stessi saranno dalla 7 indi-
viduati. [nvero, se oltre alla (1) si avesse anche

'T =1 (1),

VF(T) —Lf (T)=0.

dovra essere

E indicando con a, o/, i coefficienti in ff, della stessa potenza di T, si
avrebbe Va,=1a’, (i=1,2,...,n); da cui dividendo per il M. C. D. § di
LU(l=2932 V=23%),si ottiene %' a,= X o/,. 11 numero \’ (divisore di V) deve
quindi dividere tutti i coefficienti o', e } (divisore di I) tutti i coefficienti a,;
ne segue dunque A=%=1, cioé I=10e a,=a/,.

I poi chiaro che, insieme alla (1) si ha pure laltra relazione

LT=f(T™),

cio¢ il legame che abbiamo supposto sussistere fra T e T™' & simmelrico.
Siano ora Q, Q' le omografie dello spazio S,,_, immaginidi T e di 77,
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poiche si ha
;1 Lo
V=) 0= [(2),

Q e o dovranno possedere gli stessi spazi e le stesse stelle fondamentali
(n® b, Teor. II). Indichiamo con §,., ¥, , uno spazio fondamentale e la
stella coniugata comuvi ad @ @, e siano 9 p le radici corrispondenti delle
rispettive equazioni caratteristiche.

Le omografie @+, @ — Q" sono funzioni razionali di Q; dunque
S, ¥,« coincideranno o saranno contenuti in spazi e stelle fondamentali
di quest'ultime, associati alle radici 6 +p, 8 —p delle rispettive equazioni
caratteristiche. Ma le radici dell’equazione caratteristica di @ -+ €', immagine
della corrispondenza simmetrica T-+T7", sono tutte reali, e quelle dell’e-
quazione caratteristica di @ -— @/, immagine della corrispondenza emisimme-
trica T— T-' sono, all’infuori di una eventuale radice nulla, immaginarie
pure (**). Segue di qui p==9,, essendo 0, il numero immaginario coniugato
di 8. Le radici delle equazioni caratteristiche di Q, @', assoclate allo stesso
spazio e alla stessa stella fondamentali, sono dunque immaginarie coniugate.

D’altra. parte, indicando 4 il sistema nullo fondamentale della curva
C, ed 07" Pomografia, inversa di Q, operante sugli iperpiani, fra Q" sus-
siste, com’e noto ('*), la relazione

Q=dQ"" 4; 2)

e questa dice che gli spazi e le stelle fondamentali di @ vengono da A
trasformati nelle stelle e negli spazi fondamentali di @/, essendo corrispon-
denti in A uno spazio (o una stella) di @ e una stella (o uno spazio) di
0’ associati alla medesima radice delle rispettive equazioni caratteristiche.
Denotando allora con 8°,_, ¥°,_, lo spazio e la stella fondamentali di @ as-
sociati alla radice 8, (i quali coincideranno con S, , ¥,_, quando # e reale),
da questa e dalla precedente osservazione si deduce che il sistema nullo 4
trasforma S°_, ¥°,_, rispettivamente in ¥,_, S,_,.

La proprietd ora dimostrata, ove si introduca il coniugio K di S,
pud enunciarsi semplicemente cosi:

Se una corvispondenza T ¢ funzione razionole della sua inversa, Iomo-
grafia @ immagine di T gode delle proprieta che ogni suo spazio fondamen-

p—19

(*%) C. Rosarti, loc. eit. (1) b).
(%) C. Rosari, loe. cit. () a), n.° 7.
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tale & trasformaio nella stella coniugata dall’ antireciprocila K A, prodotio del
coniugio per il sistema nullo fondameniale.

7. Il precedente risultato pud facilmente invertirsi. Supponiamo in-
fatti che unellomografia © immagine di una corrispondenza T ogni spazio
fondamentale venga trasformato nella stella coniugata dall’antireciprocitd K 4.
Essendo © reale, K muterd ogni spazio o stella fondamentali di @ in uno
spazio e in una stella pure fondamentali; dunque A trasformera ogni spazio
o stella fondamentali di @ in una stella e in uno spazio pure fondamentali;
da cio, tenendo presente la (2), si deduce che @, @’ hanno comuni gli spazi
e le stelle fondamentali. Ed allora, in virtt dell’osservazione in fine al n°® 5
si potrd concludere che @, @’ e quindi T, 7' sono I'una funzione razionale
dell’altra, quando si provi che @ & un’omografia generale, che cioé ogni
suo spazio fondamentale & indipendente dal sostegno della stella ¢oniugata.
Ora & facile giustificare quest'ultima affermazione.

Invero, siano S,_, ¥,_, lo spazio e la stella fondamentali di © assoeciati
alla radice 8. Supposto 6 reale, ¢ dovrd essere pari (g=2¢’), e tanto §,_,
come il sostegno di ¥, , saranno due spazi reali R, _,, B,,_,,_, ncidenti
ad « «,; e poiche R, ,, R,,_, .. sono, per lipotesi fatta, polari 'uno del-
'altro rispetto a 4, dovranno essere indipendenti (). Se poi § & complesso,
si considerino, insieme ad S,_, ¥, ., lo spazio e la stella fondamentali §°,_,,
¥°,_., immaginari coniugati dei precedenti, associati alla radice 6,.

Se lo spazio §,_, avesse comune col sostegno §,,_,_, della stella coniu-
gata un S,_, (1>>0), lo spazio 89_, avrebbe comune un S;_, col sostegno
S3,_,_, della stella coniugata. Ed allora, tenuto conto che §,, ,_, contiene
Sy, ed S%,_,_, contiene §,_,, lo spazio reale R, _,, congiungente S, , S;_,,
e lo spazio reale R,,_,_,, intersezione di S,,_,._, S%,_,_,, avrebbero comune
lo spazio reale R,,_, che congiunge S, , con S}_;; e cid & assurdo, perche,
come & subito visto, B,,_, R,,_,_, sono incidenti ad « «, e polari I'uno del-
I'altro rispetto a 4. Abbiamo dunque:

Se nell’omografia Q immagine di wna corrispondenza T ogwi spazio
fondamentale & trasformato nella stella coniugata dall antiveciprocito K A, O
& un’omogrofin generale e la corrispondenza T & funzione razionale della
sua inversa.

(*¢) C. RosaTi, loc. cit. (7).
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8. I risultati precedenti assumono forma pit espressiva, quando si
prendano in considerazione le valenze della corrispondenza.

E noto che due corrispondenze T, T7' l'una inversa dell’altra hanno va-
lenze immaginarie coniugate, e che una valenza di T e la immaginaria con-
tugata di T, pur avendo la stessa dimensione, sono in generale associate
a sistemi distinti d’integrali di 1* specie. Orbene, si puo ora dimostrare che:

Condizione necessaria e sufficiente perché uno corrispondenza T sia fun-
zione razionale della sua inversa T', é che ciascuna valenza. di T e la im-
maginaria coniugata di T~ siano associate allo stesso sistema d’inlegrali di
17 specie.

Ma per procedere con chiarezza, sard bene anzitutto richiamare alcune
proprietd riguardanti la nozione di valenza.

Ricordiamo percid che le valenze di T, cambiate di segno, sono le ra-
dici dell’equazione caratteristica di Q, cui corrispondono spazi fondamentali
o contenuti o appoggiati ad «,: precisamente se S,_, ¥,_, sono lo spazio e
la stella fondamentali associati alla radice 6, ed S,_, ha comune con «, un
S,_, (I>0) e quindi ¥, , ha comune con la stella («) una stella ¥,_,, il nu-
mero — f & una valenza di T di dimensione [, ¢ ¥,_, & l'immagine del si-
stema d’integrali ad essa associato. Sappiamo inoltre che trasformando §,_,
mediante Vantireciprocitd K A, si ottiene una stella ¥, ,, contenuta nella
stella («), la quale & immagine del sistema d’integrali associato alla valenza
— 6, di 77" (")

Cid premesso, la necessitd della condizione espressa nel precedente enun-
ciato risulta immediata, perche se T & funzione razionale di T7', nelle omo-
grafie 0, O’ immagini di T e di T coincidono gli spazi e le stelle fonda-
mentali associati a radici immaginarie coniugate delle rispettive equazioni
caratteristiche.

Per dimostrare la sufficienza della condizione medesima, basterd far ve-
dere che, supposta soddisfatta, nell'omografia © immagine di T ogni spazio
fondamentale vien mutato dall’antireciprocitd K A nella stella coniugata. Siano
dunque S,_, ¥,.., lo spazio e la stella fondamentali di @ associali alla ra-
dice 6. Se S,_, ¢ contenuto in «, e quindi T,_, nella siella («), la proprieta
& conseguenza immediata dell’ipotesi. Se §,_, & contenuto in « e quindi %, ,
nella stella (=,), si considerino lo spazio Sj_, e la stella ¥; , associati alla
radice #,. Per lipotesi, K A trasforma 8, in ¥ ,; dunque muterd anche

(19 C. RosaTi, loe. cit. (1) ¢).
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S, in ¥,_,. Ammettiamo infine che S, , congiunga un §,_, di « con un
S,_, di «,, e quindi ¥,_, congiunga una stella ¥, , appartenente ad («) con
una stella ¥,,_, appartenente ad («,). L’antireciprocitd K A trasforma ora §,_,
in ¥, ,; se dunque & & reale, e quindi m =n, poiche §,_, ¥,._, sono imma-
ginari coniugati di S,_, 3¥,.,, K4 trasformerda pure S,_, in ¥, , e quindi
S,., in ¥,_,. Se poi § & complesso, si considerino lo spazio Sy_, e la stella
Yo, associati alla radice 6,: S_, si appoggia ad «, nell’SS_, immaginario
coniugato di S,_,, e X5, ha comune con la stella («) la stella Y3 _, imma-
ginaria coniugata di ¥,,_,, e K 4 trasformerd S%_, in ¥3_,. Ma allora K 4
muterd ancora §,_, in ¥,_, e quindi §,_, in },_,. La proprietd & dunque
dimostrata.

OsservazionNe. Quali sono le corrispondenze che dipendono linearmente
dalle loro inverse 2 Se T & una tale corrispondenza, si avia [ T '=a T+ b1
e quindi IT=a T+ bl da cui, sommando, si deduce (a — 1) (T+ T7")+
+2bI=0. Ed allora o sard a =1, b=0 e quindi T= 7", ovvero dovra
2b essere divisibile per a —1 e quindi T+ I =k I. Dunque:

Le corrispondenze dipendenti linearmente dalle loro inverse sono le corri-
spondenze simmetriche e quelle che aggiunte alle loro inverse danno origine o
corrispondenze a valenza ('*) (in particolare le emisimmetriche).

§ 4. CorrispoxDpeNZE HermiTIANE. CGORRISPONDENZE BIUNIVOCHE.

9. Due corrispondenze S, T della curva C si dicono permutabili quando i
prodotti S T, T S sono corrispondenze equivalenti, cioé quando S 7' — 78 =0.
Se due corrispondenze sono permutabili, saranno permutabili le sosti-
tuzioni lineari associate e quindi le omografie immagini. Ma si pud inver-
samente provare che se le omogratie immagini di S, 7 sono permutabili,
anche le corrispondenze sono permutabili. In altri termini, se i prodotti
ST, TS sono dipendenti, sono addirittura equivalenti. Invero se @, Q' sono

le sostituzioni lineari associate ad S, 7, avendosi dall’ipotesi 2 Q Q' =p 0’0,

(%) Le corrispondenze indipendenti soddisfacenti a questa condizione sono in numero
di s -+ I, indicando @, il numero base delle corrispondenze emisimmetriche. Gfr. (.. Rosari,
Sulle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva algebrica [Rendiconti della R. Ac-
cademia dei Lincei, vol. XX1I, serie 5%, (1910)], Nota 11, n. 11.
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si deduce che le equazioni caratteristiche delle sostituzioni-lineari Q @, @' Q
hanno le radici proporzionali. ‘Ma, per un noto teorema (*°), i determinanti
che costituiscono i moduli di tali sostituzioni hanno uguali le somme dei
minori prineipali dello stesso ordine; ne segue che le radici suddette sono
addirittura uguali, e quindi & A = p.

Si abbiano sulla curva C due corrispondenze S, T soddisfacenti alla
condizione TS=E%I, in cui & & un intero non nullo. Le corrispondenze
S, T'saranno allora non speciali; inoltre dovrd pure essere S T' =k I, perche
le omografie immagini, 'una inversa dell’altra, sono permutabili. Due cor-
rispondenze nelle condizioni suddette si dicono complementari.

Di una corrispondenza non speciale 7' esistono infinite complementari,
ma & tacile provare che queste sono tra loro due a due dipendenti. Invero
dalle due relazioni

TS=kI, rs==r1
si deduce
TS —kS)=0.

E poiché 'omografia immagine di 7' ¢ non singolare, 2’ S — kS8’ avrd
per immagine 'omografia nulla, cioé
ES—RkS =0

Dimostriamo ora la proprieta:
Due corrispondenze complementari sono funzioni razionali U'nuna dell’ altra.
Sia infatti

™"+a T+ - Ha,_  T+a,l=0 (8)

I'equazione minima di 7, nella quale, supponendosi T non speciale, sari
a,=|=0. Poiché la (3) pud mettersi sotto la forma

T(Tﬂ-l —‘}’ @ :[m—-z + T ’{" @, Z) =-—4a, I,
si deduce che la corrispondenza

S=T"4+a T +...4a,_, I (%)

& complementare di T: ed ogni eorrispondenza complementare di 7, dovendo
dipendere da S, sarad funzione razionale di T.

(#%) Cfr. ad es. E. Pascai, «I determinanti...» Manuale Hoepli, 1897, pag. 69.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 3
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Si pud inoltre osservare che se T & simmetrica, la §, come combina-
zione lineare di pilt corrispondenze simmetriche, & pure simmetrica. Se in-
vece T & emisimmetrica, la (3) avendo radici tutte immaginarie pure e nes-
suna nulla, conterra soltanto potenze pari di 7, e nell’espressione (4) della
§ saranno contenute soltanto potenze dispari. La § ¢ allora combinazione
lineare di pilt corrispondenze emisimmetriche, e quindi & emisimmetrica.
Dunque:

Ogni corrispondenza complementiare di una corrispondenza simmelrice o
emisimmetrica & pure simmetrica o emisimmelrica.

10. Una corrispondenza non speciale T che sia complementare della
sua inversa, cioe tale che si abbia

T T=*%]I,

N -

st dird una corrispondenza Hermitiana ; e I'intero k che, come si & visto al
n.% 3, deve essere positivo, si dird ordine della corrispondenza Hermitiana.
Se #, v sono gllindici di 7 e di T7', ed §, 8’ sono le corrispondenze laterali
della corrispondenza data (w,v), cioé le corrispondenze simmetriche in cul
sono omologhi due punti apparteneuti rispettivamente allo stesso gruppo
delle serie v/, vy, indotte su C da I' e da T, dalle relazioni

I T=8S+4~1I TT7"=84nl

si deduce che le corrispondenze Hermitiane sono quelle che hanno le cor-
rispondenze laterali dotate di ordinaria valenza. Se dunque la curva & priva
di corrispondenze simmetriche singolari, ogni corrispondenza & necessaria-
mente Hermitiana.

Una corrispondenza Hermitiana & funzione razionale della sua inversa,
e se k &7t suo ordine, le sue valenze hanno tutte ugual modulo, che & k.
Si ha ora inversamente:

Una corrispondenza T che sia funzione razionale delln sua inversa e di
cui le valenze abbion tulle ugual modulo, ¢ Hermiliona.

[nfatti la 7' T, venendo a possedere, rispetto all’intero sistema d’in-
tegrali di 1.* specie, un’unica valenza reale — k&, uguale al quadrato di detto
modulo cambiato di segno, avrd per immagine un’omografia 0 nella quale
sono uniti tutti gli iperpiani uscenti dagli spazi « «, dei periodi, e quindi
tutti 1 punti degli spazi medesimi. Ma poiche 'equazione caratteristica di Q,
per il fatto che la valenza di T™' T & reale, non puo avere due radici im-
maginarie coniugate, si conclude che @ & l'identitd e quindi 2 & un intero.
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11. Consideriamo ora in modo particolare le corrispondenze Hermi-
tiane del 1.° ordine, soddisfacenti cioe alla condizione

T T=1. (5)

Una corrispondenza biunivoca & manifestamente Hermitiana del 1.° or-
dine; si pud ora inversamente provare che:

Data sopra una curva C di genere p > 1 una corrispondenza Hermiliana
del 1° ordine T, in una delle due classi (&= T) é contenuta una ed una sola
corrispondenza biunivoca. Se C & iperellittica, e solo allore, in entrambe le
classi & contenuta una fale corrispondenza.

Se T & una corrispondenza a valenza (necessariamente ugualea = 1) la
proprietd risulta subito osservando che sopra una curva di genere p>1 le
sole corrispondenze biunivoche non singolari sono l'identitd, che ha la va-
lenza — 1, e, quando la curva & iperellittica, la corrispondenza di valenza
—+ 1 definita dalla sua g: (*).

Quando invece T & singolare, la proprieta medesima discende da un noto
teorema di R. Torerur (*'), il quale afferma che avendosi sopra C una serie
algebrica v, di ordine, indice e geneve p, priva di gruppi speciali e non di
livello costante per aloun integrale di 1* specie, nella classe di vy, esiste UVinvo-
luzione del 1" ordine data doi punti della curva.

Si consideri infatti nella classe (T') il sistema continuo oo di eorrispon-
denze aventi il 1° indice = p. [ndichiamo ancora con T la corrispondenza
generica di questo sistema continuo e sia y, la serie da essa indotta su C.
Poiché T, soddisfacendo alla (b), & non speciale, la y; non & di livello co-
stante per alcun integrale di 1* specie di C. Inoltre la vy, & birazionalmente
identica a C ed ha quindi il genere p. Infatti non pud il gruppo generico
di v, corrispondere ad ¢ > 1 punti di C, che, altrimenti, la serie indotta da

(#y Che sopra una curva di genere p > | una corrispondenza biunivoea di valenza — |
& necessariamente !"identild pud provarsi con le seguenti semplici considerazioni. Ammesso
che C possegga una corrispondenza biunivoca non identica di valenza — 1, si indichi con
(4 4"y una coppia fissa e con (X X') una coppia variabile di punti omologhi. Si avrd allord
A—A4A=X—X, e quindi 4'+ X =4+ X Il gruppo 4"+ X in cui X & variabile ammette
dungue un gruppo equivalente contenente A4, e quindi distinto da esso; percio la eurva,
possedendo infinite gs. sara ellittica o razionale.

®) R. Torurri, Sulle varietd di Jacopi, Nota I [Rendiconti della R. Accademia dei
Lincei, serie 5%, vol. XXII (1913)].
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T~* sarebbe composta con una involuzione I, ed ogni integrale di C per
cui la I, & di livello costante darebbe somma costante nei gruppi di que-
st'ultima serie, onde T~' sarebbe speciale. Infine la y,, per il fatto che T &
stata scelta genericamente nel suo sistema continuo, & priva di gruppi spe-
ciali; il suo indice coincide percio col difetto di equivalenza (**), il quale &,
in forza della (5), uguale a p. Valgono dunque per la vy} le ipotesi del teo-
rema di ToreLLr; ne segue allora che un gruppo G, variabile in y, individua
su ¢ un punto P’ tale che G, P’ varia in una serie lineare. E poiché si
¢ supposto T singolare, il punto P’ dovrd essere distinto dal punto P che
ha nella T il gruppo G, per corrispondente. Se allora si indica con U la
corrispondenza biunivoea nella quale P ha per omologo P/, dovrad essere
T+ U=0 e quindi U= = T, cioé nella classe (4+ T') o nella classe (— T)
esiste la corrispondenza biunivoca U.

Ed & chiaro che nella stessa classe non pud esser contenuta un’altra
corrispondenza biunivoca. Se infatti V fosse una tale corrispondenza, dovra
essere U— V=0, e quindi U V™' —T1=0; e siavrebbe su C una corrispon-
denza biunivoca non identica U V™' di valenza — [, il che & assurdo, es-
sendo p>1 (Vedasi la nota (*9)).

Nel caso iperellittico si vede subito che entrambe le classi (== T') con-
tengono una corrispondenza biunivoca, perché moltiplicando U per la cor-
rispondenza definita dalla ¢ si oftiene una corrispondenza U’ residua
di U (*).

12. Dal precedente risultato pud dedursi una semplice dimostrazione
aritmetica del noto teorema, secondo il quale una curva di genere p > 1
non pud possedere che un numero finito di corrispondenze biunivoche.

Abbiamo visto infatti che le corrispondenze Hermitiane del 1.° ordine
sono tutte e sole le corrispondenze non speciali 7 le quali inducono sulla
curva serie algebriche aventi uguale a p il difetto di equivalenza. I numero

(22) R. TowrkLny, Sulle serie semplicemente infinite di gruppi di punti appartencnti a
una curvae algebrica [Rendiconli del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVII (1914)], n° 4.

(23) Pil in generale, se sopra una curva di genere p > 1 si hanno due corrispondenze
biunivoche U, V fra loro dipendenti, la curva & iperellittica e una corrispondenza si deduce
dall’altra moltiplicandola per la corrispoudenza G definita dalla gi. Seinfattid A V4p U=0,
si avrd AU-'V+pI=0; e la corrispondenza non identica UV, dipendendo dall’identita,
sard dotata di valenza. La curva & dunque iperellittica ed ¢ V=UG.
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delle corrispondenze biunivoche possedute da una curva C di genere p>1
uguaglia dunque il numero delle corrispondenze soddisfacenti alle condizioni
suddette o & la metd di questo, secondoché C & o non & iperellittica. Sia
ora (T, T,... T,) una base minima per il sistema di corrispondenze esistenti
sulla curva, «, B; v, indichino rispettivamente gl'indici e il grado virtuale di
T; e v, il numero delle coppie comuni a 7;, T,. Ponendo allora

o, =8, o b —v, (";s k=1, Q,..., f“")’

¢ noto (**) che la corrispondenza T=% T+ 2 T, + - - -+ 3, T, induce sulla
. . . I -
curva una serie il cui difetto di equivalenza & 5 o Moy Segue da cio
I 1
che O possiede corrispondenze biunivoche quando e soltanto quando I'equa-
zione

pIp IR mikzgp (6)

ammette soluzioni intere, le quali siano associate a corrispondenze non spe-
ciali; ed il numero di tali soluzioni uguaglia il numero delle corrispondenze
biunivoche di C o & il doppio di questo, secondoché C & o non & iperellittica.

Poiche la forma ¥, %, w0, & definita positiva, il numero delle soluzioni
intere della (6) & finito (**), ed & quindi finito il numero delle corrispondenze
biunivoche di C.

249 C. Rosari, loe. cit. (18), n® 9.
25} Si counsideri infatti una urle polare della quadrica EXMlzwz=0, i cui vertici
p q
Py Py... Py siano punti razionali e indichino ¢;. .. cu le coordinate intere di P;. Eseguendo
allora sulle ) la sostituzione lineare

Lop )
1,‘:-" Z Gika ('::“" L {29 ceny f‘) ((l}

si otterrd :
2 kg g _ E#ﬁf X,
ik i
essendo i numeri p; interi positivi. Indicando con 4 il modulo della sostituzione (a), a valori
interi delle 3; eorrispondono per le X; valori razionali col denominatore 4, ciod della forma %— .
Ed allora ad una soluzione intera della (6) corrisponde una soluzione intera della
Zpe Y =%p Az

Ma gquest’ultima, dovendo essere p; Y2=3pA! (=1, 2,...,p), ammette un numero
finito di soluzioni; dunque & finito anche il numero delle soluzioni della (6).
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13. Una corrispondenza biunivoca U di periodo m soddisfa all’equa-
zione U" —I=0; se dunque ¢ (U)=0 & lequazione minima di U, dovra
essere ¢ () un divisore di 2” — 1 (*%), e le radici di ¢ (2) =0 saranno radici m™
dell’unita.

Preso ora un divisore § del periodo m (m ==nd), si separino le radici
di ¢ (2)=0 in due gruppi, pouendo nel 1.° gruppo le radici p,p,...p, (r=10)
appartenenti all’esponente § o ad un esponente divisore di 3, nel 2.° gruppo
le rimanenti radici 8,6,...8,. Si indichi con @ Pomografia immagine di U,
con 4, 4, ... 4, gli spazi fondamentali di @ associati alle radici del 1.° gruppo,
con B, B, ... B, quelli associati alle radici del 2.° gruppo, e si consideri la
corrispondenza

fU)y=I+ U4 U¥+ ... 4 U1,

ciod l'involuzione ciclica I, generata dalla corrispondenza U°.
Poiché ‘& manifestamente

f(Pl)zf(92)= : =f(9, =N, f(O,):f(eg)z -=f(68)=0,

omogratia f(Q) immagine di f(U) sard singolare ed avrd come [° spazio
singolare lo spazio B congiungente B, B, --- B,, e come 2° spazio singolare
quello 4 congiungente A4, 4,--- A,. [ due spazi B ed 4 saranno dunque
razionali, incidenti ad = «, e polari 'uno dell’altro rispetto al sistema nullo .
Se allora 27— [, 2(p — =) — 1 indicano le dimensioni di 4 e di B, ¢i0 si-
gnifica che l'involuzione I, & di livello costante per un sistema regolare
riducibile costituito da p — = integrali di 1* specie, ed & quindi di genere =.

Si osservi d’altra parte che I'Sx_, comune ad 4 e ad «, & lo spazio
congiungente gli spazi comuni ad «, e ad 4, 4,--- 4,, e che se A, ha co-
mune con o, un Sp,_1 (m;=1), —p, risulta una valenza di U della dimen-
sione m,. Si ha dunque la proprieta:

Se U ¢ una corrispondenza biunivoca di periodo m e 8 & un divisore di m,
(m=n3), la somma delle dimensioni delle valenze di U che cambiate di
segno danno origine a radici m™ dell’ unitc appartenenti oll’esponente 8 o a
un esponente divisore di O, uguaglic il genere dell’ involuzione ciclica I, ge-
nerata da US.

Ne segue che I'involuzione I, sari razionale o irrazionale secondocheé

(26) C. Rosari, loc. cit. (1) b).
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I'equazione ¢ (2) =0 non ammette ovvero ammette radici appartenenti al-
I'esponente § o a un esponente divisore di 3.

In particolare, per 8 == 1, si ha il risultato:

L involuzione ciclica generata da una corrispondenza biunivoca U ¢ razio-
nale o irrazionale secondoché la U non ammelle ovvero ammelte la poarziale
valenza — 1. Nel 2° caso la dimensione di questa valenza uguaglia il genere
dell’ involuzione.

14, Pud una corrispondenza biunivoca U essere simmetrica o emi-
simmetrica? Se U & simmetrica, dovrd essere U— U~ =0 e quindi U* —-I=0.
Supposto p>1, la U? di valenza ordinaria — 1, sara l'identita, ed U genera
un’involuzione del 2° ordine (razionale o irrazionale). Se U & emisimmetrica,
dovrd essere U+ U7 =0, e quindi U*+ I=0. La curva & dunque iperel-
littica e la U*® & definita dalla sua gi; inoltre l'equazione minima di U &
2+ 1=0, e la U possiede le due valenze *+4. Ma allora U* di valenza
ordinaria — 1, & l'identitd, e la U genera una involuzione ciclica del 4° or-
dine razionale. Dunque:

Le corrispondenze biunivoche simmetriche sulle curve di genere p > 1 sono
a periodo 2; le corrispondenze biunivoche emisimmetriche non possono esistere
che sulle curve iperellittiche, sono « periodo %, e generano involuzioni razionali,

§ 5. LE CORRISPONDENZE COSTITUENTI UN ORDINE.
PROPRIETA DEGLI ORDINI.

15. Si consideri sulla curva C una corrispondenza singolare T e sia

(=T 4+a, T+ 4a, , T+a,I=0

la sua equazione minima. Facciamo l'ipotesi, alla quale sempre ci atterremo,
che 'equazione ¢ (2) =0 sia priva di radiet multiple. La omografia @ imma-
gine di T & in tal caso generale e la T possiede valenze tutte semplici (*").

L’equazione ¢ (z) =0 pud essere riducibile o irriducibile nel campo as-
soluto di razionalitd. Se & riducibile, e se 4 (2) & un fattore di ¢ (z), la cor-

(*" C. Rosatr, loc. cit. (1) d) ¢).
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rispondenza 4 (T), funzione razionale di 7, avendo per immagine P'omografia
singolare 4 (Q), & speciale. Supponiamo inversamente che esista una corri-
spondenza speciale 8 funzione razionale di T, cioé tale che sia I8 =f(T).
Dette p, p, . . . p, le radici di f(2) =0, I'omografia f(0)= (@ —p, I} (2 —p, I)...
.. (@ —p, I) deve essere singolare, e sard percid singolare uno almeno dei
fattori Q@ —p, I. L'equazione f(2) =0 ha dunque qualche radice comune con
§ (#) =0 senza essere f(z) divisibile per ¢ (2). Il M. C. D. di f(2) e ¢(2) &
allora un polinomio a coefficienti interi di grado <=, e percid l'equazione
§(2) =0 & riducibile. Dunque:

L’equazione minima di una corrispondenza T & riducibile o irriducibile,
secondoche esistono o no corrispondenze speciali funzioni razionali di T.

16. Sia ¢ (s) =0 l'equazione caratteristica di @ e supponiamo che
U (2) =0 sia irriducibile. Poiché ¢ (2)==0 ammette per radici tuite e sole
quelle di ¢ (2) ==0, dovra essere

p(e)=[¢()f

e quindi 2p=mng¢. Le radici di ¢(z) =0 hanno dunque tutte la stessa mol-
teplicitd g, donde segue che gli spazi fondamentali di @ hanno tutti la stessa
dimensione ¢ — 1. Sia S, , uno di questi spazi e p la radice corrispondente
dell’equazione caratteristica. Se p & reale, sarh ¢=2¢/, I'S,_, & un B, reale
incidente agli spazi dei periodi, e — ¢ & una valenza di T della dimensione ¢
Se p & immaginaria, I'S,_, congiunge un §,_, contenuto in « con un §,_,
di «, (m, n=0, m+n=gq) e —p & valenza della dimensione n. Alla radice
immaginaria coniugata p, corrisponde un 85 , congiungente un §;_, di « con
un S%_, di «,, € —p, & valenza della dimensione m. 1l numero ¢ ha dunque
questd significato: esso uguaglia la somma delle dimensioni di due valenze
di 7 immaginarie coniugate o il doppio della dimensione di una valenza
reale.
Quando invece l'equazione minima di T & riducibile e

(TYy=A4,(T). 4,(T)... 4,(T)=0
& lequazione stessa decomposta nei suoi fattori irriducibili, si avra
o (2) =[4, ()] [4: ()] .. [4, (2)]",

e se m, indica il grado di 4, (2) sard 2p=m,q, + M @ + -+ M ¢,.
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A ciascuna radice p;, di 4,(#)=0 & associato uno spazio fondamentale
di 0 di dimensione ¢,— 1, onde ¢, sara il doppio della dimensione della
valenza —p, se p, & reale, o la somma delle dimensioni della valenza — p, e
della immaginaria coniugata, se p, @ immaginaria. L’omografia singolare 4, (),
immagine della corrispondenza speciale 4,(T), ha per 1° spazio singolare
P'Simgi—1 congiungente i suddetti spazi fondamentali; esso dovrd dunque essere
razionale, di dimensione dispari e incidente ad « ,. Segue di qui che i
sistemi d’integrali associati alle valenze —p, appartengono a un sistema
regolare di % m, ¢, integrali riducibili.

Osservazione. Si consideri una corrispondenza speciale § funzione ra-
zionale di T e sia [.S=/f(T). Il polinomio f(z) dovrd contenere una o piu
volte qualcuno dei fattori irriducibili di ¢ (2). Sesiha ad es. IS= A4, (T) % .-
« - ATy B(T), in cui & 1=r<l e B(T) & una corrispondenza non spe-
ciale, si vede facilmente che il sistema regolare riducibile per cui ¢ di livello
costante la § & quello che ha per immagine la stella d’iperpiani uscenti da
« e contenenti gli spazi fondamentali di Q associati alle radici dei rima-
nenti fattori 4,,, (2),..., 4,(2). Si deduce di qui che i sistemi regolari riducibili
per oui sono di livello costante le corrispondenze speciali funzioni rozionali

di T sono in numero di(“—l—(é)—}—---%—( ! )=9’~——‘2.
.y l1—1

17. Date sulla curva C m corrispondenze indipendenti 7, 7T,...T,,
I'insieme delle corrispondenze S che dipendono linearmente da quelle, cioe
tali che sia

1IS=0\T, +23T, 442, T,

st dice una rete di specie m.

Se T & una corrispondenza qualsiasi di C ed »n & il grado della sua
equazione minima, l'insieme delle corrispondenze funzioni razionali di T,
cioé delle corrispondenze S tali che

IS =f(T)

costituisce manifestamente una rete di specie ». Le corrispondenze di questa
rete sono due a due permutabili e si riproducono, olire che per addizione
e sottrazione, anche per moltiplicazione; in essa sono poi contenute tutte
le corrispondenze a valenza. A questa rete daremo il nome di ordine e si
indicherd con o (T); la corrispondenza T si dird generatrice dell'ordine, ed

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXXI. %
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n il suo grado. Un ordine si dice riducibile o irriducibile secondoché & ri-
ducibile o irriducibile 'equazione minima della corrispondenza generatrice.

Se una corrispondenza S & funzione razionale di 7, Pordine o(S) &
contenuto nell’ordine o (T'); due corrispondenze funzioni razionali 'una del-
laltra generano lo stesso ordine.

Si puo ora dimostrare che:

Se Vordine o(T) ¢ irriducibile, ogni ordine o (S) in esso contenuto é pure
irriducibile ed ha per grado un divisore di quello di o (T).

La irriducibilita di o(S) ¢ conseguenza immediata di ¢id che si & detto
al n° 15. Si osservi ora che, essendo S funzione razionale di 7, ogni spazio
fondamentale dell’omografia @' immagine di S o coincide con uno dell’omo-
grafia @ immagine di 7, o congiunge pil spazi fondamentali di questa. Ma,
per la irriducibilita delle equazioni minime di Te di S, @ e @ hanno spazi
fondamentali tutti della stessa dimensione (n® 16); ne segue che gli spazi
fondamentali di Q' congiungono k a k quelli di 0. Se dunque », »' indi-
cano i gradi di-o(7) e di 0(S), sard n=~kwn

18. Alla ricerca di ulteriori proprietd degli ordini giova premettere la
seguente proposizione fondamentale:

In ogni rete di specie k contenuta in un ordine di grado n (k<n) si pud
in infiniti modi scegliere wna corrispondenza di cui tutte le corrispondenze della
rete sono funzioni razionali.

Nel caso k=1 la proprietd & evidente, essendo le corrispondenze della
rete due a due dipendenti.

Supposto k> 1, si indichi con T la corrispondenza generatrice dell’or-
dine, con 6, 6, ... 9, le radici della sua equazione minima e con Sg—1 Sg,—1 Sq.—1
gl spazi fondamentali dell’omografia 0, immagine di 7, associati a quelle
radict. Se §,8,...8, sono k- corrispondenze indipendenti della rete consi-
derata, dovra aversi I, S,=/,(T). Si ponga allora f{¥ =7, (8,)—/f.(9,) e si

ni{n—1)

serivano le — relazioni lineari

X f e Y A =0 (r, s=1, 2,..., n). (7)

Queste non sono tutte identitd nelle », che, altrimenti, si avrebbe

TRO)= 1 )= =T i0) (=1, 2.0 )

H ¥

e tutte le S;, avendo per iminagine 'identita, sarebbero a valenza.



fro i punti di una curve olgebrica. 27

Se dunque si interpretano le @, »,.,.®, come coordinate omogenee di
ST . .. n{n—1)\ ..
un S,_,, le (7) sono le equazioni di m iperpiani (1 =m = JT)) di que-
sto spazio. Si prenda allora in S,_, un punto razionale non situato in alcuno
dei detti iperpiani e siano %, %,...%, le sue coordinate intere; dico che la
corrispondenza

SEF(T} =)‘xfx (T)+lsfz (T)“!'“ +)‘kfk(T>
soddisfa alla condizione richiesta. Invero, poiché &
FO)—FO) =20 +N 0+ 0 ff?  (r,5=1,2,.., n),

si vede che per ogni coppia (r, s) per cui & F(8,)=F(9,) dovrda aversi
[ =f0 =...=f =0. Cid significa che se due spazi S,,_, S,,_, fonda-
mentali di @ sono contenuti nello stesso spazio fondamentale dell’omogratfia
immagine di S, sono contenuti anche nello stesso spazio fondamentale delle
omografie immagini di S,8,...8,; e dunque 'omografia immagine di S ha
gli spazi fondamentali contenuti o coincidenti con quelli delle omografie im-
magini di S,S,...8S,. Le corrispondenze S, S,...8, sono dunque funzioni
razionali di S, e quindi ogni corrispondenza della rete & funzione razionale
di S.

19. Dal teorema dimostrato discendono varie notevoli conseguenze:
a) Le corrispondenze simmetriche contenute in un ordine o (T) costibui-
scono un ordine,
Poiché le corrispondenze a valenza sono contenute in qualsiasi ordine,
& chiaro che ogni ordine contiene sempre corrispondenze simmetriche; e sic-
come ogni combinazione lineare di pilt corrispondenze simmetriche & pure
una corrispondenza simmetrica, si deduce intanto che le corrispondenze sim-
metriche dell’ordine o (T) formano una rete 3. Per il teorema precedente pud
scegliersi in ¥ una corrispondenza H tale che le corrispondenze di ¥ sono
tutte funzioni razionali di H; la rete ¥ & dunque contenuta nell’ordine o (H).
Ma poiché ogni funzione razionale di una corrispondenza simmetrica H &
pure simmetrica e l'ordine o (H) & contenuto in o (T'), si deduce che o (H) &
formato da corrispondenze simmetriche di o(T), cioé o (H) & contenuto in ¥.
Ne segue che la rete ¥ coincide con 'ordine o (H).
Se dunque Pordine o (T) & irriducibile, dovra essere il grado di o (H) un
divisore del grado di o (7). Dal che segue il corollario:
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Un ordine irriducibile che ha per grado un numero primo o é tuito di
corrispondenze simmelriche, o le corrispondenze simmelriche contenute in esso
sono a valenzuo.

b) Le corrispondenze comuni a due ordini costituiscono un ordine.

Poiché un ordine & una rete, & chiaro che le corrispondenze comuni a
due ordini formano una rete. Indichiamo con ¥ la rete delle corrispondenze
comuni agli ordini o(7) o (7)), e in essa si scelga una corrispondenza H
tale che tutte le corrispondenze di ¥ siano funzioni razionali di H. La rete
Y & contenuta in o (H), ma o(H) & contenuto in o(T) e in o (7T,) e quindi
in ¥; dunque ¥ ed o (H) coincidono.

20. Siano o (T) o(T™") gli ordini generati da due corrispondenze I'una
inversa dell’altra e si indichi con o (7T, T™) l'ordine costituito dalle corri-
spondenze comuni. Se le corrispondenze T, T™' sono l'una funzione razio-
nale dell’altra, si ha o (T)=0(T™")=0 (T, T"). In ogni caso o (T) e o(T™")
sono biunivocamente riferiti, essendo omologhe due loro corrispondenze in-
versa I'una dell’altra, e in questo riferimento o (T, T~') corrisponde a se
stesso; o (T, T7') contiene cio¢ I'inversa di ogni sua corrispondenza. Si pud
inoltre provare che ogni corrispondenza di o (T, T™') ¢ funzione razionale
della sua inverse

Si considerino infatti due corrispondenze § S7’, 'una inversa dell’altra,
di o (T, T7'); siano I'T’ le omografie immagini di queste corrispondenze e
indichiamo con S,,_, S,,_, ... S, gli spazi fondamentali dell’omografia 0 im-
magine di T associati alle radici 6, 9,... 6, della sua equazione minima. Sup-
posto IS =f(T), ' 87" =0¢ (T), lo spazio Sg—1 & contenuto in due spazi
fondamentali di I I”, associati alle radici —}«f(ﬁ,), % ¢ (8,) delle rispettive
equazioni caratteristiche (n.° 5); ed & anche contenuto in due spazi fonda-
mentali delle omografie ' 4+ I, I — IV corrispondenti alle radici

L ! 1 1
TFO)+5e0), 5 70)— 0

Ma essendo I' 4-I” immagine della corrispondenza simmetrica S+ 87, e
I —I'” immagine della corrispondenza emisimmetrica § — 87!, queste ultime
radici dovranno risultare I'una reale, Paltra immaginaria pura; donde segue

che —%—f(e,.), -2,- ¢ (6,) sono numeri immaginari coniugati. Si deduce di qul
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che se « 2’ sono due spazi fondamentali di I’ I’ associati a radici immaginarie
coniugate delle rispettive equazioni caratteristiche, ogni spazio fondamentale
di @ contenuto in « & anche contenuto in «’ e viceversa. K poiché gli spazi
fondamentali di @ contenuti in « e in ' appartengono a questi spazi, dovra
essere « ==’ Ma allora I I” hanno comuni gli spazi fondamentali e percid
S ed §7' sono T'una funzione razionale dell’altra.

E chiaro inversamente che se una corrispondenza S di o (T) & funzione
razionale di 7%, sard anche funzione razionale di 7™ ed appartiene quindi
ad o(T, T™Y. L'ordine o (T, T™') contiene dunque tutte e sole le corrispon-
denze di o(T) funzioni razionali delle loro inverse.

Cororrarto. In particolare, se T & funzione razionale di T~ si ha:

Se un ordine o(T) coincide col suo inverso, ogni ordine contenuto in o (T)
coincide pure col suo inverso.

21. Nella rappresentazione geometrica, che abbiamo data altrove (**),
nella quale le corrispondenze della curva ¢ sono rappresentate dai punti
razionali di uno spazio lineare ¥, i due ordini o (T) o (7 ') hanno per imma-
gine due S,_, corrispondenti nell’omografia involutoria I che ha per spazi
di punti uniti I'S,,_, e I'S,,_, immagini delle reti delle corrispondenze sim-
metriche ed emisimmetriche di C.

Lordine o (T, T~') & rappresentato dallo spazio S,_,, trasformato in sé
da I, intersezione dei suddetti §,_,. In S,_, & contenuto il punto di S,_,
immagine delle corrispondenze a valenza. Se dunque S,_, non ¢ tutto con:
tenuto in Sy,_,, dovrd congiungere un S._, di S,_, con un §,,_, di S,,_,, e
sard m==v, +v,. Segue di qui la condizione perche 1 due ordini o (T) o (T")
coincidano; occorre e basta, perche cio avvenga, che sia n=yv, +v,. Dunque:

Condizione necessaria ¢ sufficiente perché uno ecorrispondenza T sia fun-
zione razionale della sua inversa, & che il grado dell’equazione minima di T
uguagli la somma dei numeri delle corrispondenze simmelriche ed emisinine-
triche indipendenti che sono funzioni razionali di T.

292. Vogliamo ora stabilire alcune proprietd di un ordine o (T) coinci-
dente con I'inverso, nell’ipotesi che o (T') sia irriducibile.
Sia § una corrispondenza di o (T) la quale possegga una valenza reale.

P

La 87!, che & funzione razionale di S, avrd la stessa valenza associata al

() C. BRosarr, loc. eif. (18).



30 BRosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

medesimo sistema d’integrali di 1.% specie, e la §— 8™ avra una valenza
nulla. Ma poiché § — S~ & pure contenuta in o (T) e l'ordine o(T) & irri-
ducibile, dovrd essere (n.° 16) S— 87 =0, cio¢ la § & una corrispondenza
simmetrieca.

In modo analogo si dimostra che se una corrispondenza 8 di o (T)
ammetie una valenza immaginaria pura, la S & emisimmetrica.

Infine si ammetta che in o (T) sia contenuta una corrispondenza S, di
cui una valenza abbia per modulo \/k, essendo & un intero positivo. La ™' §
possiede allora la valenza intera — &, cioé §™' S — kI, contenuta in o (T),
ha una valenza nulla. Ne segue che S S=Ek1I, cioé la § & una corrispon-
denza Hermitiana. Si ha dunque:

In un ordine irriducibile o (T) coincidente con U inverso ogni corrispon-
denza che ha uno valenza reale & simmetrica, una corrispondenza che ha una
valenze inumaginaria pure é emisimmetrica, una corrispondenza di cui una
valenza ha per modulo \/17;» con k intero, & Hermiliana.

Abbiamo visto nel n.° precedente che un ordine o (7') del grado » coin-
cidente con l'inverso, se non & tutto di corrispondenze simmetriche, con-
tiene due reti indipendenti ¥, ¥, di specie v, v,, una di corrispondenze sim-
metriche, laltra di emisimmetriche ed & n =v, +v,. Poicheé la rete %, & un
ordine, se o(T) & irriducibile, dovrd essere v, un divisore di » (n.° 17) e
quindi anche di v,.

-Si scelga ora in ¥, una corrispondenza K di cui tutte le corrispondenze
di- 3, siano funzioni razionali, e si consideri Pordine o (K).

Essendo K una corrispondenza non speciale, la sua equazione minima
ammette radici tutte immaginarie pure e nessuna di esse & nulla; il grado
di o (K) sard dunque un numero pari 2. Se ora S & una corrispondenza
di o(K), sara

ZS——_—G’GI 2”“’*5—0611 2h*2+“2K2b‘3+”'—i_a"Zh_zK_{_a’Zh—iI; (8)

di qui, ricordando che una potenza di K & simmetrica o emisimmetrica se-
condoché 'esponente & pari o dispari, si deduce

lS—l = — O KWIWI + , K B L2 th”g + s g g K+ op_y I; (9)
e dalle (8) (9), sommando e sottraendo, si ottiene

IS+ 8Y=2a, K +20a, K - - 4+ 20, [
IS —8")=2a, K" +2a, K"+« +2a,_, \.
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Se ora ammettiamo che S sia simmetrica (§ — 8~ =0) ovvero emisim-
metrica (S+ 8™ =0), dovra essere nel 1.2 caso gy =a, = - =0a,,_,=0, e
nel 2° caso o, =a,=---=a,,_, =10. Ci0 significa che nell’ordine o (K) le
corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche costituiscond due reti di
specie k. Ma poiche o (K) ¢ contenuto in o (T) le due reti saranno contenute
rispettivamente in 2, 2,; si avrd dunque h=v, h =v,. Ma per il modo con
cui & stata scelta K, & 3, la rete delle corrispondenze emisimmetriche di o (K),
e percid h==v,. Ma allora & v, =v, ed essendo v, un divisore di v,, dovrd
infine aversi v, ==v,. Si ottiene dunque il notevole risultato:

In un ordine irriducibile o (T') coincidente con U inverso, se non é tutto di
corrispondenze simmelriche, il numero delle corrispondenze simmelriche indi-
pendenti uguaglia quello delle emisimmetriche. Inoltre come generatrice dell’ or-
dine pud scegliersi una corrispondenza emisimmetrica K e le corrispondenze
simmetriche ed ewmisimmetriche dell’ordine sono date du funzioni razionali con-
tenenti soltanto potenze pori o dispari di K.

Gli ordini irriducibili coiacidenti coi loro inversi sono dunque quelli
che ammettono come generatrice o una corrispondenza simmetrica o una
emisimmetrica.

§ 6. La varieTA b1 Jacosr V,.

o) Le corrispondenze simmetriche della curva (

¢ i sistemi algebrici contenuti in V,.

23. Si consideri la varietd di Jacos! (*°) relativa alla curva C, cioe la
varietd algebrica a p dimensioni V, i cui punti corrispondono biunivoca-
mente senza eccezione alle serie lineari g, di ordine p di (. Fissato sulla
riemanniana di C un sistema di retrosezioni, si indichino con j, (§), j. (£),...5,(©)
i valori nel punto generico { di ¢ dei p integrali normali di 1* specie re-

(#) Gfr. la Memoria di G. CasteLnvovo: Sulle funzioni abeliane [Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, vol. XXX, serie 5% (1921)], Nota 1ll: Le varietd di Jacos:.
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lativi al detto sistema e sia

1 0...0 =,...7,
0 1...0 7,...%

s Ry

(10)

0 0.1 =Ty
la tabella dei loro periodi. Lla V, si puo allora rappresentare uguagliando
le coordinate cartesiane di un punto di S,., a p + | funzioni abeliane m-
dipendenti dei p parametri

Uu, =" (Z:i) +.71 (‘Q‘.’) + - +]: (Cp) (l: 17 %7 p)

con la matrice (10) dei periodi.

[n V, esiste un sistema algebrico oo’ {©}, di varieth a p— | dimen-
sioni, ciascuna delle quali si ottiene annullando una funzione S del 1° ordine
a caratteristiche nulle delle p variabili w, u,...u, I punti di una varietd ©
rappresentano le g, contenute in una g2=}. Alle g,2-! aventi un punto fisso
corrispondono varietd © (speciali) costituenti un sistema oo’ di grado 1 e
di indice p, birazionalmente identico a C. Le varietd ® speciali contengono
pot tutte la W,_, rappresentante I'insieme delle g, speciali di C. Ogni altra
varieta algebrica a p — 1 dimensioni ¢ di V,, se non & contenuta nel sistema
{®} 0 in un suo multiplo, si ottiene annullando una funzione intermediaria
o. Ad ogni funzione intermediaria & associato un determinante gobbo sim-
metrico di ordine 2p costituito da interi m,, (inferi caratieristici di ¢) e
quindi una forma bilineare alternata

1...%p

L omu oy, (11)

ik
Le condizioni cui devono soddisfare gli interi m, perché siano caratte-
ristici di un sistema di funzioni intermediavie di V, sono state stabilite re-
centemente per via diversa da Lrrscaetz (*°) e da CasteLNUvovo (*°); nel

(#) 8. Lerscuerz, Sur le théoréme d'existence des fonctions abéliennes [Rendiconti della
R. Accademin dei Lincei, vol. XXX, serie 5* (1921)].

(3 G. CasteLNoovo, Sulle funzioni abeliane; Nota 1: Le funzioni infermediarie [Ren-
diconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XXX, serie 5* (1921)].
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caso | m,

==0 esse si esprimono dicendo che la forma

1o..2p
% ‘B[sk g.’ ki (12)

reciproca della (11) si annulla sostituendo in luogo delle £ 4 gli elementi
di due righe qualsiansi della matrice (10) e conserva sempre segno positivo
quando in luogo delle £ 4 si pongano le parti reali e i coefficienti dell’'unitd
immaginaria dei periodt di una qualsiasi combinazione lineare di w, u,...u,.

Nella nostra rappresentazione geometrica (*') la detta condizione equi-
vale all'altra che il sistema nullo ¥ definito annullando la primitiva forma
Y m, .y, trasforma in sé lo spazio « e la forma stessa conserva segno co-
stante positivo sostituendo alle x, y le parti reali e i coefficienti dell’imma-
ginario ¢ delle coordinate di un punto variabile in « (**). Dunque ¥ & un
sistema nullo riemanniano principale nel senso che & stato definito al n° 1,
ed & quindi immagine di una corrispondenza simmetrica S (e delle infinite
altre ad essa equivalenti o residue) le cui valenze hanno tutte ugual segno.

Se poi il determinante !m, | & nullo e di caratteristica 2¢, la funzione
%, con una opportuna sostituzione unimodulare sui periodi e una conve-
niente trasformazione lineare dei parametri, puo ridursi a contenere soltanto
g variabili U, U, .. U,, le quali costituiscono su V, un sistema regolare

(%) Essa differisce da quella di Scorza in cid: che per noi lo 'spazio « dei periodi,
anziche essere quello congiungente i punti aventi per coordinate le orizzontali della matrice
(10}, & Pintersezione degli iperpiani aventi le coordinate medesime.

() La 1* parte subito si giustifica osservando che come la (12) si annulla sostituendo
alle £, 2 le coordinate di due iperpiani per «, cosi la (11) si annullerd sostituendo alle x, y
le coordinate di due punti di «. Per dimosirare la 2* parte, si consideri in « un punto di

coordinate wr =o'y -+ < 2" e siano & =&+ i le coordinate del suo iperpiano polare nel
sistema nulle 2. 8i avrd allora

By == 2 Mg 0, E'% = L mgp 2,
r &

e la condizione
EMin i8>0
si {rasforma nell’altra

E M T Wiy mps 'y s == 2 00y "5 2 g B Mip mar = | iz | £ g X'y 2" >0
ik o8 s ke i s
e quindi nella

I s £ 2"g >0,

s

percheé | mi | & noloriamente positivo.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXXI. 5
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riducibile d’integrali di 1* specie. La V, contiene allora una congruenza oo?
di indice uno di varietd algebriche w,_, e la ¢ si riduce a una funzione
intermediaria della varietd abeliana W, immagine di detta congruenza.

La medesima sostituzione unimodulare eseguita sulle x, y muta la
forma ¥ m, x,y, in un’altra contenente soltanto due serie di 2¢ variabili,
la quale, riferita alla W, soddisfa alle condizioni del caso precedentemente
cousiderato. Si conclude allora che il sistema nullo degenere rappresentato
dall’equazione Ym, x4, =0 & semi-principale e quindi immagine di una
corrispondenza speciale S (e di quelle ad esse equivalenti o residue) la quale
possiede, all’infuori della valenza nulla, valenze tutte di ugual segno.

Si ha dunque:

Ad ogni sistema algebrico completo di variett @ p — 1 dimensioni conte-
nuto in 'V, 8i possono associare sulle curva C due classi (= 8) di corrispon-
denze simnetriche dotate di valenze tulte di ugual segno e inversamente (*°).

Osservazionr [ Il sistema algebrico di V, associato alle due classi di
corrispondenze a valenza ordinaria * k% & manifestamente il sistema (ko]

Osservazione II. Riprendendo le considerazioni geometriche esposte al
n.’ 1, e le notazioni ivi adoperate, si pud osservare che, se g, & il numero
base delle corrispondenze simmetriche di C, queste formano una rete di
specie u, assimilabile all’insieme dei punti razionali di un S,,_, razionale
dello spazio Y. Poiche il punto O di S,_, immagine delle corrispondenze
a valenza ordinaria appartiene alla regione I, & chiaro (facendo muovere
con confinuitd una retta reale di S,_, intorno ad 0) che la sezione di F
con Sp_, & una ipersuperticie f di ordine p di questo spazio contenente
infiniti punti reali, dei quali quelli appartenenti alla falda F® costituiscono una
falda reale f di f, atta a dividere i punti reali di S,,_, in due regioni i, e
corrispondenti alle regioni I, E di ¥.

Da quanto precede risulta dunque che i punti razionali di S,,_, interni
ad f e quelli eventualmente appartenenti ad f sono immagini dei sistemi
algebrici di V,_, contenuti in V,, un tal punto rappresentando un sistema e
tutti i suoi multipli.

(%) Pid precisamente la classe (S) definita, con le notazioni di Hurwirz, dagl’ interi
caratteristici

Git = — Gri == Mik, Gik==hpi= Wipir, Hpx=— Hpi=— tppipe G, k=1,2,...p)

ha le valenze tutte negative; quella opposta ha le valenze tutte positive. Omettiamo la facile
dimostrazione.
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(w1

b) Le corrispondenze della curva C e le trasformazioni unirazionali di V,.

24. Sia data su C una corrispondenza non speciale T rappresentata
dalle formole di Hurwitz

Jo@) @) 4 (@) = m g (') - m g, ()
(i=1,2,...p)

e sia A=|=0 il suo determinante caratteristico.
E noto che, avendo le u, il significato del n.® precedente, le equazioni

W= Ty Uy~ Ty Wo -+ Ty U+ 7, (=1, 2,... p) (13)

definiscono una trasformazione unirazionale di V,, nella quale al punto (u)
corrisponde un punto (u'), e ad (u’) eorrispondono A punti (u). Moltiplicando
la detta trasformazione per le trasformazioni ordinarie di 1* specie di V,,
ciog¢ variando nelle (13) con continuitd le =, si ottengono oo® trasformazioni,
al cui insieme daremo il nome di schiera. Si ha dunque:

Ad ogni classe (T') di corrispondenze sulla curva C, avente il determiicile
caratteristico A =|=0, si pud associare una schiera di lrasformazioni wiirazio-
nali (1, A) della varieta di Jacobi V, e inversamente.

Sostituendo alle variabili «, delle nuove variabili U,, che siano conve-

nienti combinazioni lineari delle u,, & chiaro che alle (13) puo darsi la forma
UlexPi U,+k, (i‘i‘)

[ numeri p,, che coincidono a meno del segno con le valenze di T, si
diranno i moltiplicatori della trasformazione (13) ed il numero di volte che
un moltiplicatore & ripetuto nelle ((4), cioé la dimensione della corrispon-
dente valenza di T, si dira la molleplicita del moltiplicatore stesso. Ad un
moltiplicatore di wolteplicitd ¢ & associato un sistema di ¢ variabili, alle
quali possono sempre sostituirsi ¢ loro combinazioni lineari indipendenti,
senza che muti la forma delle (14).

Se l'equazione minima di 7' & irriducibile, nelle (14) & costante la mol-
teplicitd complessiva di ogni coppia di moltiplicatori immaginari coniugati
ed & eguale al doppio della molteplicitd di un moltiplicatore reale (n.> 16).

La schiera di trasformazioni associata alla classe (— T'), si deduce dalla (14)
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cambiando il segno ai moltiplicatori, cioé moltiplicandone le trasformazioni
per una trasformazione ordinaria di 2.2 specie. Alla classe (T') & associata
una schiera di trasformazioni unirazionali (1, A)

V=@V, k, (i=1,92...p) (15)

coi moltiplicatori immaginari coniugati di quelli della schiera (14).

Due moltiplicatori di (14), (15) immaginari coniugati hanno la stessa
molteplicitd, ma sono diversi i sistemi di variabili ad essi associati. [ sistemi
medesimi coincidono quando e soltanto quando le corrispondenze T, 7'
sono 'una funzione razionale dell’altra.

OsservazioNe. Supponiamo che T sia speciale, cioé sia A =0 e di carat-
teristica 2 ¢q; le (14) assumono allora la forma

Ull =kl’ T Ulqqu’ U'q+l == Pat1 Uq+l +kq+17" : U/mzpp Uzﬂ+k10

e i sistemi di variabili (U,...U) (U, ... U,) costituiscono su V, due sistemi
regolari riducibili d’integrali di 1.2 specie, fra loro complementari. La V,
contiene allora due congruenze abeliane di indice uno; una %, , di oco™*
varietd w, (U,,,=cost,, ... U, = cost.), I'altra 2, di co? varietd w,_, (U, = cost.,...
U, =cost.), ed ogni trasformazione della schiera (14) riferisce in modo uni-
razionale la congruenza %, , ed una varietd della congruenza X,.

25. Supposto A==0, facendo descrivere al punto («’) una varietd del
sistema {©®}, i A punti corrispondenti nella trasformazione (13) descrivono
una varietd intermediaria del sistema {®], il quale & associato alle classi di
corrispondenze simmetriche (== 7 7T7') (**). Se dunque T & una corrispor-
denza Hermitiana di ordine %, ciogé se TT7'=EkI in forza dell’Osserva-
zione [ del n.° 23, il sistema {®] coincide col sistema {k®©}. Abbiamo cioé:

Ad ogni corrispondenza Herwmitiana di ordine k ¢ associato una schiera
di trasformazioni (1, k*) di V, che trasforma ogwi varietd del sistema (0] in
una varieto del sistema 1k ®!; in particolare ad ogni corrispondenza biunivoca
singolare di C & associate una schiera di trasformazioni birazionali singolari
di V, che trasformano in sé il sistema [©}(*°).

() GastELNvove, loc. cit. ().
(") A. Comsssatri, Sulle trasformazioni Hermitiane delle varietd di Jacomt [Atl della
R. Accademia delle Seienze di Torino, vol. L {1915)].
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¢) Il teorema di Dirichlet sulle unita dei eorpi algebrici
e le trasformazioni birazionali di V,.
96. Sia dato sulla eurva C un ordine irriducibile o (7T') e sia
YO =1"+a,T" +- da,_, T+a l=0
l'equazione minima della corrispondenza generatrice. Le radici #,8,...6, di

{ (2) == 0 sono anche radici dell’equazione caratteristica di 7' ed hanno in essa
la stessa molteplicita ¢ (n.” 16).

Si consideri ora una corrispondenza S generica di o (T). SeelS=f(T),
Pequazione caratteristica di 8 ammette pure, con la molteplicita ¢, le radici

1 . 1 1
E;Z“l—f‘\ex)s Qz‘—:‘l”f(az)""’ E’:ﬂ:Tf(e”};

e al variare di S in o (T) i numeri &, &,...¢,, che sono interi algebrici, va-
riano nei rispettivi corpi algebrici coniugati individuati daf,8,...9,, ed as-
sumono infiniti valori 1 cui insiemi indicheremo con o0, 0,...0,.

E chiaro che linsieme o, (e lo stesso dicasi per o,...0,) gode delle
seguenti proprieta:

@) In o, esistono » numeri indipendenti, cio¢ non legati da alcuna
equazione lineare omogenea a coefficienti interi;

b) L’insieme o, si riproduce per addizione, sottrazione, moltiplicazione;

¢) In o, esiste Vunita.

Secondo la denominazione usata nella teoria dei corpi algebriei (*°),
Pinsieme o, costituisce dunque un ordine nel corpo algebrico individuato
dalla radice 8,; diremo percid che o,0,...0, sono gli ordini coniugati asso-
ciati ad o (7).

Ogni numero di o, individua una classe di corrispondenze appartenente
ad o (7). Invero, se 8§ 8" sono due corrispondenze di o(T) associate allo
stesso numero & di o,, alla corrispondenza S — 87, che & pure di o(T), &
associato in o, il numero zero. Ma poiche in o (7) non esistono corrispou-
denze speciali, dovra essere § —8'=0, e quindi § S8’ appartengono alla
medesima classe. E siccome ad ogni classe di corrispondenze su (' sI pud

() Cfr. ad es. P. Bacumans, Allgemeine Avithwmetik der Zuhlenkorper (Leipzig, Teubner,
1905), pag. b4
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associare una schiera di trasformazioni unirazionali di V, (n.° 24), ogni nu-
mero di o, individuerd una tale schiera. Sia & =2£, un numero dell’ordine
0o=o, e §,... £, siano i suoi corrispondenti negli ordini coniugati o,...0,;
se § & una corrispondenza della classe individuata da &, Pequazione carat-
teristica di S ammette le vadici £ &, ...%, con la molteplicita ¢, ed allora
il determinante caratteristico di S sara

A=E L. . Ey=[NEI

dove il simbolo N () indica la norma del numero & secondo la denomina-
zione e la notazione della teoria dei corpi algebrici. Si ha dunque:

Ogni numero & dellordine o individua su V, wna schiera di trasforma-
zioni wnirazionali {1, [N (E)]*).

Le trasformazioni medesime risultano dunque birazionali quando &
[N(§)]*=1, ciot quando N(§)=1 se g & dispari, N(€)=x=1 se ¢ & pari.
Nel 1° caso § & una unita di o, di norma positiva, nel 2° caso & una unita
qualsiasi. Ma quando ¢ & dispari, le radici 9,...8, dell’equazione fondamen-
tale ¢ (#) =0 sono tutte immaginarie ed ogni numero del corpo {f,}, in
particolare ogni unitd di o,, possiede norma positiva; si conclude pertanto:

Ogni unita dell’ordine o individua su V, una schiera di trasformazioni
birazionali.

[n particolare le unitd =1 di o individuano le due schiere di trasforma-
zioni ordinarie di 2* e di {* specie.

Poiche le trasformazioni di una schiera si deducono da una di esse mol-
tiplicandola per le trasformazioni ordinarie di 1* specie, in ogni schiera esiste
una trasformazione che lascia fermo un punto prefissato P di V,.

Se dunque G indica 1'insieme delle trasformazioni birazionali associate
alle unitd di o e che lasciano fermo P, fra G e le unitd di o esiste corri-
spondenza biunivoca; e la corrispondenza & tale che se G, G sono le tra-
sformazioni di G corrispondenti alle unitd 2, 2" di o, all'unitd " %" corri-
sponde la trasformazione G’ G". E poiché G contiene I’ identitad (corrispondente
all'unitd 4+ 1 di o) ed insieme ad una trasformazione contiene anche I'in-
versa (perche P'unitd reciproca di una unitd di o & pure contenuta in o), si
conclude che G & un gruppo.

La struttura di questo gruppo si deduce allora invocando il teorema di
DiricyLET sulle unitd dei corpi algebrici, il quale vale, com’é noto (**), anche

(") P. Bacumany, loc. cit. (%), Capitolo 8°.
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per gli ordini contenuti in tali corpi. Indichi v il numero complessivo delle
radici reali e delle coppie di radici immaginarie coniugate dell’equazione mi-
nima di 7; il teorema di DiricELET afferma che, detto m =2 il numero di
radici d'unitd (unita ridotte) contenute in o, esiste in o un sistema di v—1
unita fondamentali a, s, ...0,_, tale che tutte le unitd » di o sono date cia-
scuna una sola volta dalla formula
n=pai' 6’ a7,

nella quale ¢ indica una radice primitiva m”* dell’'unitd, ¢ percorre i valori
interi da 1 ad m, ed »,n,...n,_, assumono tutti 1 possibili valori interi da
— o0 a -+oo. Si pud dunque enunciare il teorema:

Sia data sulle curva C una corrispendenza singolare T che abbia Iequa-
zione minima irriducibile. Se v indico il numero complessivo delle radici reali
e delle coppie di radici complesse coniugate di questa equazione, la varietd di
Jacosl V, relativa a C possiede un gruppo G di trasformazioni birazionali
permutabili, il quale & finito e ciclico se v =1, ¢ infinito discontinuo sev> 1. In

questo 2° caso le trasformazioni di G sono daie ciascuna una sola volta dalla
formula

G=g Grar... @t

y—1i ?

rella quale g indico, una trasformaszione ciclica di V, avenle un cerfo periodo m,
G, Gy ...G_ un sistema fondawmeniale di trasformazioni aperiodiche, il nu-
wmero v percorre © valori interi da | ad m e gli esponenti n, n, ... ¥%,_, ASSUHMONO
tutti i valori interi do — > a -+ 0.

27. Allordine o (T7") inverso di o (T') corrisponde su V, un altro gruppo
G’ di trasformazioni birazionali avente la medesima struttura del gruppo G.
Se la corrispondenza T & funzione razionale della sua inversa, i due gruppi
G @ coincidono, ed allora se in una qualsiasi trasformazione di G si cam-
biano i moltiplicatori nei loro immaginari coniugati, si ottiene ancora una
trasformazione di G.

Se T non & funzione razionale di 7' i due gruppi G G’ sono in gene-
rale distinti, e G’ si deduce da G mutando ancora i moltiplicatori di ogni
trasformazione di G nei loro immaginari coniugati, ma al tempo stesso do-
vranno cambiarsi i sistemi di variabili associati ai detti moltiplicatori.

Nell'ipotesi che T non sia funzione razionale di 7', un caso in cul si
pud con certezza affermare che i due gruppi G G’ sono distinti, & quando



40 Rosati: Nuove ricerche sulle corrispondenze algebriche

fra le valenze di T ne esiste almeno una reale. Se infatti la radice 8, del-
lequazione minima di T' & reale, distribuiamo gli ordini coniugati 0, 0,...0,
in due gruppi 4, B ponendo in 4 l'ordine o, e in B gli ordini rimanenti.
Per il lemma fondamentale da cui muove il teorema di DiricBLET, si puod
affermare che esiste in 0 =0, una unitd » =1, di modulo <1 e tale chele
corrispondenti unitd =, n,... n, degli ordini coniugati hanno tutte il modulo > 1.

L’ unitd =, essendo distinta dalle sue coniugate, puo assumersi come
numero generatore del corpo algebrico cui appartiene l'ordine o, ed allora
una corrvispondenza H di o (T) associata ad # pud assumersi come genera-
trice di o(T); si avra dunque o (H)=10(T) e quindi o (H™")=0(T™"). Segue
di qui che la trasformazione di & corrispondente ad H™* non fa parte di G,
che, altrimenti, dovrebhe H ™' esser contenuto in o (H), cioé o (H ")==10 (H),
e quindi o (T7") =0 (T), contro il supposto.

Si supponga sempre che T non sia funzione razionale di T, e si con-
sideri I'ordine o (T, T'™') comune a o(T) e ad o (). Questo & irriducibile
e coincidente con linverso; se dunque non & tutto di corrispondenze sim-
metriche, in esso il numero delle corrispondenze simmetriche indipendenti
uguaglia quello delle emisimmetriche (n.® 22). Verificandosi questo secondo
caso, pud ancora affermarsi che @ G’ sono distinti. Invero sia v il numero
delle corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche indipendenti di o (T, T7);
dovra essere 2v un divisore del grado » di o (T'), cioé n=2kv (k>>1). L'e-
quazione minima di grado 2v della corrispondenza generatrice di o (7, T'7")
(per la quale pud scegliersi una corrispondenza emisimmetrica) ha radiei
tutte immaginarie. Ed anche quella della corrispondenza T che genera o (1))
deve avere radici tutte immaginarie; che, se essa ammettesse una radice
reale, ogni corrispondenza di o (T') avrebbe almeno una valenza reale, contro
I'ipotesi che in o (7') esistano corrispondenze emisimmetriche. Se dunque T
indica il sottogruppo comune a G e a G, cio¢ il gruppo di trasformazioni
birazionali di V, associato all’ordine o (7, T7'), il sistema fondamentale di
¢ composto di v— 1 unitd indipendenti, mentre quello di G (o di G') & com-
posto di kv— 1 unitd. Si conclude che I' & un sottogruppo proprio di G e
quindi G e G sono distinti.

28. Si consideri in particolare il caso di un ordine irriducibile o (T')
coincidente con linverso.

Se o(T') & tutto di corrispondenze simmetriche, gli ordini coniugati
0,0,...0, sono tutti reali.
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Se o (T) contiene anche corrispondenze emisimmetriche, il grado di o (1)
& pari (n=2v) e gliordini o,, 0,...0, sono due a due immaginari coniugati.
E poiché o (T) contiene I'inversa di ogni sua corrispondenza, ciascuno degli
ordini suddetti contiene, insieme ad ogni suo numero, I'immaginario coniu-
gato. Dunque gli ordini o,, o, ... 0, coincidono due a due; precisamente ogni
ordine coincide con I'immaginario coniugato.

L’ordine 0 = o0, possiede nel 1° caso le sole unitd ridotte == 1, nel 2° caso
pud contenere anche unitd ridotie immaginarie. In ogni caso sappiamo che
esse sono in numero pari 2k e sono comuni a tutti gli ordini eoniugati.
Esse hanno poi rispetto alla curva C un importante significato geometrico.
Infatti dalla proprietd dimostrata al n.° 22 si deduce che una corrispondenza H
di 0 (T) associata ad una unitd ridotta di o deve essere Hermitiana del 1° or-
dine; e allora in una delle due classi (== H) o in entrambe, se la curva &
iperellittica, & contenuta una corrispondenza biunivoca.

I’ordine o (T') contiene dunque un gruppo finito di corrispondenze biu-
nivoche; e 'ordine di questo gruppo sard 2k ovvero k secondoché la curva
¢ o non @ iperellittica. Si pud ora provare che il detto gruppo & ciclico.

Quando C & iperellittica la cosa & evidente perché ad una unitd ridotta p
che sia radice primitiva 2% dell'unitd & associata una corrispondenza biu-
nivoca la quale produce con le sue potenze tutte le corrispondenze del gruppo.

Se poi C non & iperellittica, una corrispondenza biunivoca U sard asso-
ciata ad una e ad una sola delle unitd ridotte *=p. Se dunque n=Fk @ il
periodo di U, dovrd sussistere I'uguaglianza

(Ep)=1.

In questa dovrd manifestamente prendersi il segno inferiore, onde si
avra

r=(=1)

Ma allora dovrd essere n==F, e inoltre k deve essere dispari. Si ha
dunque:

Se nell’ ordine di nwmeri o associato ad un ordine di corrispondenze o (T,
irriducibile e coincidente con U inverso, sono conlenute 2 k unila, ridotte, la
curva C possiede un’ involuzione ciclica generata do wune corrispondenza biu-
nivoca funzione razionale di T. L inwvoluzione é dell’ordine 2k o dell ordine k

.

secondocheé la curva ¢ o non & iperellittica.

Annali di Matematica, Serie I1I, Tome XXXI. 6
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99, Vogliamo infine rilevare una proprieta delle unitd dell’ordine o as-
sociato ad o (T), sempre nell’ ipotesi che o (7) sia irriducibile, coincidente
con I'inverso e non costituito tutto di corrispondenze simmetriche.

Indichiamo con 0,0',, 0,0, ..., 0, 0, gli ordini coniugati associati ad o (T'),
essendo o), Pordine immaginario coniugato di o, e sia

Hymmi

n Hy
n=p"61" 69" - 6"

una gualsiasi unitd di o,; rappresentiamo inoltre con a, e con (s,), i numeri
immaginari coniugati di » e s,. Poiché, come abbiamo sopra notato, 1 due
ordini o, o', coincidono, in o, sard contenuta anche I'unita

—_ 1. Hy
o= p7" (8:)0" (6,0 - - (Fr—t)o” "
immaginaria coniugata di «; onde si avra I'uguaglianza

N (G0 = e (16)
in cui s, m,,...,m,_, sono convenienti numeri interi; e questa continuera
a sussistere cambiando 'unitd ridotta o e le unitd s, nelle loro corrispondenti
di uno qualunque degli ordini coniugati.

Indicando allora con », il modulo dell’'unitd che corrisponde a &, nel-
Pordine o,, dalla (16) si deduce

T e 7 — ¥ W § By .
T e T = | k=1,2,...,v);

e di yui, denotando ¢, il logaritmo di r,, si ottiene:
(i, —w )l (Mg — ) by - (M, — A ) by, =0 (B=1,2,....v).

Ma poiché, com’® noto, nella matrice |1, | esiste un determinante di or-
dine v — 1 diverso da zero, dovri essere

’mlzn,, ”n'2=n2,..., "nu_lzny_l,

e allora la (16) assume la forma

By

Ny =2¢p h,
e si ha la proprieta:
Nellordine di numeri o associato a un ordine irriducibile o (T'), coincidente
con I inverso e non costituito tulto di corrispondenze simmetriche, ogni unitd
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moltiplicata per una conveniente unita ridolla produce Uunild immaginaria
coniugata (*°).

Osservazione. Dal risultato precedente pud dedursi una conseguenza
notevole. Supposto che la curva non possegga corrispondenze biunivoche sin-
golari, le sole unitd ridotte dellordine o saranno ==1, e quindi ogni altra
unitd » di o, soddisfacendo alla condizione mn,= ===, sard o reale o imma-

ginaria pura. In tal caso dunque ad ogni unita di o ¢ associate in o(T)
unae corrispondenza simmelrica o emisimmetrico.

§ 7. APPLICAZIONE.

30. Si consideri una curva C del genere 2 semplicemente singolare, ciod
tale che su di essa il numero base delle corrispondenze simmetriche sia
;== 2. Il numero base delle corrispondenze emisimmetriche puo allora as-
sumere 1 valori g, =0, 1, 2 (*°), e poich® Pomografia immagine della corri-
spondenza generica nel 1° caso & biassale, nel 2° & assiale e nel 3° possiede
quattro punti uniti (*°), si conclude che sopra la curva C le corrispondenze
costituiscono un ordine, il quale ¢ rispettivamente del 2°, del 3° e del 4° grado.
Nel 2° caso, che si presenta quando esistono su C due integrali ellittici dei
quali uno a moltiplicazione complessa, 'ordine ¢ certo riducibile; nel 1° e
nel 3° pud essere riducibile o irriducibile, secondoché la curva possiede o
no integrali ellittici.

Sia F la superficie di Jacosr relativa a C. Supposto che € non contenga
integrali ellittici, e quindi si trovi nelle condizioni del 1° e 3° dei easi suac-
cennati, esiste su F una serie infinita

cer s oy Zaees (hy

(38) Si pud giungere pilt rapidaniente al risultato nel seguente modo.
Nell’ordine o & contenuta insieme all’unitd » anche I'unitd immaginaria coningata », e

quindi Punita % . Ma avendo questa per modulo 1, una corrispondenza dell’ordine o (T) ad

essa associata deve essere Hermitiana del 1° ordine (n.° 22); donde segue che ;0 ¢ una unita

ridotta.

() C. Rosarr, loc. cit. (1) a), Parte 2%, n.° 16.

(40 G. Scorza, Inforno alla teoria generale delle motrici di Riemann e ad alcune sue
applicazioni [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XLI (1916)], Parte 92, n. 011,
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di sistemi algebrici di dimensione, grado, indice e genere due, composti di
curve irriducibili prive di punti multipli, e i sistemi di questa serie possono
coordinarsi alle soluzioni intere (2, k) dell’equazione di PerL

2 — Ak =14

nella quale A indica Uinvariante (intero, positivo e non quadrato) della re-
lazione singolare di HumBERT che lega i periodi normali g, b, ¢’ della C. E
se F si trova nelle condiziont del 1° caso (n, =2, v,=0), 1 sistemi (l), o
sono tutti di curve birazionalmente identiche, ovvero si distribuiscono in due
serie distinte di curve birazionalmente identiche (di guisa che F risulla su-
perficie di Jacosr di due curve non identiche birazionalmente), secondoche
la forma 2* — A k* pud o non pud rappresentare il numero — 4 (#). Cerchiamo
ora di completare questo risultato esaminando il caso ¢, =2, g, =2.

31. Quando & g, =2, ., =2, le corrispondenze della curva costituiscono
un ordine irriducibile o (7T) del 4* grado, nel quale & contenuto un ordine
irriducibile del 2° grado o(S), formato dalle corrispondenze simmetriche di
o{(T). L’omografia immagine di S & biassiale ed ha per rette di punti uniti
due rvette distinte, reali e non razionali, appoggiate alle rette ««, dei pe-
riodi; I'omografia immagine di T ha soltanto quattro punti uniti nei’ punti
in cui le rette suddette si appoggiano ad ««,. Le radici dell’equazione ca-
ratteristica di una corrispondenza variabile in o (T') sono interi algebrici che
descrivono quattro ordini o, o/,, o, 0, nei quattro corpi algebrici coniugati
definiti dalle radici dell’equazione minima di T, e I'ordine o, coincide col suo
immaginario coniugato o’,, e cosl o, coincide con ¢,. Le due radici distinte
dell’equazione caratteristica di una corrispondenza variabile in o (S'), le quali,
cambiate di segno, danno poi le valenze g, p, della corrispondenza medesima,
descrivono due ordini o o del corpo quadratico reale definito dall’equazione
minima di §. Poiché una corrispondenza di o(T) che abbia una valenza
reale & simmetrica, © sard costituito da tutti e soli i numeri reali dell’ordine
0,==0",, e cosl o da tutti e soli i numeri reali dell’ordine 0, =0¢’,. E siccome
ogni corrispondenza simmetrica di valenze p, p, ne ammette una (comple-
mentare) di valenze g, p, (**), si deduce che o coincide con o’ e che quindi
ghi ordini o, 0/, 0, o/, contengono gli stessi numeri reali.

(#9) Loe. cit. (3.

(2) Se infatti 824 a, S, + a, I = 0 & 'equazione minima della corrispondenza Sy di o(S)
avente le valenze p, gy, la corrispondenza 8, = — (S, + a, I), complementare di S;, possiede
le valenze py py.
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Quando i due numeri p, p, corrispondenti in o’ sono positivi, esisle
su ¢ un sistema continuo di corrispondenze coincidenti con le loro inverse
dotato delle valenze p, p,, cioé un sistema continuo di serie yi con quelle
valenze; e se inoltre & p,p, =1, cioé se p, & una unitd positiva e di norma
positiva dell’ordine o, il detto sistema continuo ha il genere virtuale 2, ed
ha per immagine su F uno dei sistemi della serie (I), e inversamente (**).

I sistewni (1) possono dunque coordinarsi alle wnitac positive e di norma
positive dell’ ordine o (**).

32. Ricerchiamo ora direttamente sulla curva i sistemi continui di
serie v, ad essa birazionalmente identiche ed aventi il genere virtuale 2.

A tal uopo si consideri in o (T) la classe di corrispondenze associata al
numeri n n, v’ v, degli ordini coniugati o, o/, 0, 0;; in essa quelle soddisfa-
centi alla condizione di avere il 1° indice uguale a 2, formano un sistema
continuo oo’ (T'), che induce sulla curva un sistema continuo oo’ di serie v, .
Se h & lindice della y, generica di questo sistema ed S & la corrispondenza
simmetrica (h, k) che nasce dalla serie stessa, si avrd

T T=8 +hl (17)

Poiché alla 7' sono associati i numeri n,% 0’ " degli ordini coniugatl
0,0',0,0,, la T7' T avra le valenze —an,, —n'%', ed allora, per una nota
relazione (**), sard nn, +'4', il difetto di equivalenza della y,. Ma questo,
per il fatto che la y, & stata scelta genericamente nel suo sistema continuo,
coincide con !’indice, onde si avrd b =nmn,-+2"',; dalla (17) allora si deduce
che le valenze di § cioe della v, sono

po=h—nn, =77, po=h—n"v,=nn,.

Se ora supponiamo che il sistema continuo di y, indotto da (7T) abbia
il genere virtuale 2, dovrd aversi

prpe="n"nonm, =1,

cioé n dovrd essere una unitd dell’ordine o (*°), e inversamente. Dunque:

(*) C. RosaT, loe. cit. (2), n.° 4,

(#) Nel caso py==9, p,==0 il risultato di Commssart e mio pud dunque enunciarsi cosi:
I sistemi (I) sono tutti di curve birazionalmente identiche o si distribuiscono in due serie distinte
di curve birazionalmente identiche, secondoché esistono o no nell’ ordine o unitis di norma negativa.

(%) C. Rosam, loc. cit. () d), u.° 8.

(*6) Si avverta che, essendo i corpi couniugati eui apparlengono gli ordini o o; v, o’ tutti
immaginari, ogni unitd di o ha norma positiva.
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I sistemi continui (T') che inducono sistemi continui di vy, di genere wir-
tuale 9, sono tulli e soli quelli associati alle unitd v dell’ ordine o; le v, di un
tal sistema continuo hanno poi nell’ordine o lo valenza (nn,)™.

E poi chiaro che lo stesso sistema continuo di Y. € pure indotto da
tutti e soli i sistemi associati alle unitd che si deducono moltiplicando = per
una qualsiasi unitd ridotta dell’ordine o.

33. Si tratta ora di decidere se i sistemi di y, indotti dai sistemi (7))
esauriscono o no tutti i sistemi di y, di genere virtuale 2. Conviene percio
distinguere due casi, secondoché € non possiede ovvero possiede corrispon-
denze biunivoche singolari.

1.° Caso: La curva C non possegga corrispondenze biunivoche singolari.

Lie unita dell’ordine o sono allora espresse dalla formula

=",
e poiche, in virth dell’osservazione in fine al n.? 29, l'unitd fondamentale ¢
deve essere o reale (e in tal caso pud supporsi senz’altro positiva) ovvero
immaginaria pura, & opportuno suddividere questo caso nei seguenti:
a) L'unita fondamentale ¢ sia reale (positiva) ed abbia nell’ordine o
norma negative. ‘
I sistemi continui (7), di cui si & delto precedentemente, possono ordi-

narsi in una serie infinita

LAETL), (=T, (£T)... (I

nella quale (== T,) indica 1 sistemi associati alle unitd == ¢"; e poiche le unita
positive e di norma positiva di o sono dale dalla formula

— pIn
E— o™,

i sistemi continui di y, aventi il genere virtuale 2 possono ordinarsi nella
serie infinita

coe(Ye)ois (Yados (Ye)uy--- (LIT)

nella quale (y,), & il sistema le cul serie hanno in o la valenza &

Ma per cid che si & detto al n.° 32, 1 sistemi (= T,) inducono sulla
curva un sistema continuo di serie aventi in « la valenza (¢" 5,")™" =¢7%";
tale sistema & dunque quello che nella serie (1If) ha I’ indice — #n, e variando »n
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da —oo a + oo si conclude che in questo ecaso tutti i sistemi (I) sono co-
stituiti da curve birazionalmente identiche a C.
b) L'unita fondamentole o sio reale (positiva) ed abbia nellordine o
norma positiva.
Le unitd di » hanuo ora tutte norma positiva, e quelle positive sono
date dalla formula

Fe=o

Questo caso differisce dunque dal precedente per il solo fatto che nella
serie (III) il sistema (y,), € costituito da serie aventi in o la valenza ¢". Ma
allora il sistema indotto da (== T,) & quello che in (III) ha I'indice —2n, e
variandon da —oo a + oo si conclude che in (1II) sono birazionalmente
identiche a C tutte e sole le serie con indice pari.

Se poi si considera la curva T' 1 cui punti corrispondono ai gruppi di
una serie del sistema (y,},, si vede che I non & birazionalmente identica a ¢
possiede la stessa superficie di Jacosr F, ed a I' sono birazionalmente iden-
tiche le serie che in (IlI) hanno I'indice dispari. I sistemi (I) si ripartiscono
dunque in due serie distinte di curve birazionalmente identiche.

¢y Lunita fondamentale s sia immaginaria pura.

L. unitd di o, essendo associate a corrispondenze simmetriche che sone
quadrati di corrispondenze emisimmetriche, hanno tutte norma positiva, e
quelle che sono inoltre positive sono espresse dalla formula

’é:(__ l)n 6211;

dobbiamo dunque supporre che nella serie (IIl) il sistema (y,), sia costituito
da serie che hanno in « la valenza (— 1)"¢*". Ma il sistema indotto da
(&= T',) & costituito da serie che hanno in w la valenza (6" 6} )™ = (— 1)7"¢™*";
tale sistema & dunque quello che in (IIl) ha Vindice —», e variando » da
—oo a 400 si conclude in questo caso che i sistemi (I) sono tutti di curve
birazionalmente identiche a C.
2.2 Caso: La curva C possegga corrispondenze biunivoche singolari.

E noto che una curva di genere 2, che sia priva d’integrali ellittici e

possegga corrispondenze biunivoche singolari, & necessariamente quella ine-

(*} G. Houssrr, Sur les fonctions abéliennes singulidres [Journal de Mathématiques pures
et appliquées, b série, 2m¢ Mémoire, t. VI (1900), nn. 231 e seguenti.
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delle corrispondenze simmetriche ed emisimmetriche sono rispettivamente
v, =2 p, =2, ed essa possiede una involuzione ciclica generata da una cor-
rispondenza biunivoca a periodo 10.

Lle unitd di o sono allora date da

n=gc (18)

dove p indica una radice 10™ primitiva dell'unita, ¢ 'unitd fondamentale,
varia da | a 10 ed n percorre tutti gl'interi da — > a —-oc.

Poiché ogni unita di o, moltiplicata per una conveniente unitd ridotta,
produce l'unitd immaginaria coniugata (n°® 29), si dovrd avere la relazione

6, ==p’ 6. (19)

Dico che in questa l'esponente i deve essere pari.
Cerchiamo infatti la formula che esprima tutte le unita dell’ordine o.
Perche nella (18) = risulti reale dovra aversi

' att

pT e, =g 6",

da ecuy, per la (19), si ottiene

=
e quindi
t1=2%r (mod. 10).

Se dunque i fosse dispari, dovrd essere n=2m ed r =1im (mod. bH),
ciot r=1im -+ Hv, essendo v un intero qualsiasi. Le unitd di » sarebbero
dunque date dalla formula

E e Pim-’—.’)v 62" = -+ (Pi‘az)m = (G’ Go)m-

Se ora H indica una corrispondenza di o (T) associata a ¢, alla corri-
spondenza simmetrica H™* H & associato ¢ ¢,; e poiché le valenze di H* H
sono di ugual segno (n.° 3), se ne trae che (¢g,) ¢ quindi tutte le unitd di-w
avrebbero norma positiva.

D’altra parte & noto (**) che, con una scelta conveniente dei periodi nor-
mali di ¢, la relazione di HumserT che lega i periodi stessi assume la forma

(%) G. Humserm, loe. eit. (#),
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g=h-+g ed ha per invariante 5. Poiché la forma 2° —5%k* pud rappresen-
tare — 4, si deduce che o contiene unitd di norma negativa.

La contradizione cui siamo giunti prova dunque che ¢ deve essere pari.
Posto allora i =21, noi potremo assumere in o come unitd fondamentale
Punita reale ¢'s, cioé supporre che in (18).¢ sia reale. Allora ¢ risulta unitd
fondamentale di w, e dovrd quindi avere in » norma negativa. Si conclude
pertanto che le unita di » che sono positive e di norma positiva sono espresse
dalla formula

E=o"
Allora, con ragionamento analogo a quello dei casi precedenti, si ottiene che
i sistemi 3. della serie (I) sono in questo caso tutti di curve birazionalmente
identiche.

Il risultato a cui conduce la precedente discussione ¢ dunque il se-
guente:

Sia F la superficie di JacoBr di una curva C priva d integrali ellittici e
coi numeri base v, =2 p, =2, e 8i considerino i due ordini o ed o rispelli-
vamente associali a tutle le corrispondenze e alle corrispondenze simmetriche
di C. Se le unita di o sono tutfe reali (cioé coincidono con guelle di w) ed hanno
in o norma positiva, la F ¢ pure superficie di JACOBI per uw'altra (ed wna
sola) curva T non birazionalmente identica a C; diversamente, I & superficie
di Jacosi per la sola curvae C.

Pisa, seltembre 1921,

Annali di Matematica, Serie 11, Tome XXXI. 7



