
Zur aritlnnetisehen Untersuchung der Polynome. 
Von 

G e o r g  Pelya in Ziirich, 

w 

Es sei f (x)  eine g a n z e  rationale Funktion mit ganzen rationalen 
Koeffizien~en, n eine Zevhl d e r  Folge 0, 1, 2, 3, . . .  und P .  der gr6Q~ 
Primfaktor  der Zahl f ( n ) .  E i n  liings~ bekannter, elementarer 8art ~) dot 
Zahlentsheorie l~i~ sich a u f  'folgende Form bringcn: fiir jede nicht- 
konstante ganze r a t i o n a l e  F u n k t i o n  f (x )  ist 

(I) lim P. ----o,.. 

Herr S t S r m e r  ~ ha t ;  (1) ffir drei spezielle Funktionen /'~x), niim- 

lich ffir 
(~) z (x -~-  1 ) ,  x ( x +  2), x ~ + l  

bedeutend versch~rft, i n d e m  er es dutch 

(3) lira P,, = cr 
tr  ~ r162 

�9 ersetzen konnSe. 
Herr T h u e  ~) h a t  m i ~  Hflfe seinem bekannten, wichtigea Satzw 

fiber Diophafitische O l e i o h u n g e n  das Resultat yon Herin S tS rmer ,  in- 

i) Dies kommt bei dem beke, nntam elementaren Beweit Rtr die E~ateat tmtnd- 
lioh vieler Primzahlen in arithmetierhen Progra~onen mit dem Anfangagliede + l 
vet. Vgl. etwa J. Sehur~ Y3 ~ber die Existenz unendlich vieler Primzahlen in eintgtm 
speziellen ari~hmetischen I~rog ressi~ Sitzungsberichte der Berliaer M&th. Geaell- 

11. Jahrg. (1912), S. 40 lois 50. 
sehaf~,, Carl StSrmer, Sur  une  equation ind&ermin(~, C. R. 127 (1898), S, 752 

) 

his 754. a) Axel Thue, I. Bemerkttugen fiber gewi~e Ni~hertmgabriiche algebraiach~t 
Zahlen. Skrifter af Videnskabs-Solskabet i Christiania 1908, Nr. 3. ~ iI. 0m ~n 
.general i store hele tal trlDsb~r liguin~ ebendaselbs~, Nr. 7. -- IlL fiber Annithe- 
rungswerte algebraiseher Zahlen- Jourm fiir Ma~hematik 135 (1909), 10S" 284 his 305. 
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soweit es die beiden ersten Polynome (2) betrifft, weitgehend vera]l- 
gemeiner~. Sein Resul~at l~$t sieh so aussprechen: 

S a t z  I. Ist f (x )  das Produkt zweier wesentlich verschiedenen, 
d. h. nicht nut  um eine multiplikative Konstante verschiedenen ratio- 
nalen Zinear/aktoren, so gilt (3). 

Ist f(x) das Produkt zweier nur unwesentlieh verschiedenen Linear. 
fakCoren, oder hat es allgemeiner die Form 

(4) c (ax  + b) m, 

so ist (3) offenbar.ungiiltig. [Den Fall b ~-0 beiseite gelassen, kann 

(a, b ) ~ l ,  a ~ l ,  b > a  

vorausgesetz~ werden. Setzt man 

b 
n = - (b ~ (~ ~ ~ 1 ) 

a 

we ~----1, 2, 3 . . . .  , so wird P ,  die grSl~e in b c aufgehende Primzahl 
sein, also fiir unendtich viele n denselben Wert behalten.] 

Welche Polyaome sind es, fiir die (3), und welche sind es, fiir die 
nut (1) giiltig ist? Ich will nicht auf naheliegende Vermutungen ein- 
gehen, ich begniige reich heute damit, zu der aufgeworfenen Frage mit 
dem Beweise folgenden Satzes beizutragen: 

S a t z  II.  Ist f ( x )  ein irreduzibles Polynom veto zweiten Grade, 
so gilt (3). 

$atz II enthMt das Resultat yon Herrn S t S r m e r  fiber das letzte 
der Polynome (2). 

w 

Man verdankt Herrn T hu  e ~) den folgenden wiehtigen Satz: 
,,Es sei _~ (x, y) eine irreduzible homogene binKre Form veto drit~en 

oder hSheren Grade mit ganzen rationalen Koeffizi~nten. Dann ha~ die 
Diophantische Gleiehung 

(5) y )  = c 

nur endlich viele versohiedene ganzzahlige LSsungen." 
Demselben Satze hat Herr Thue  5) noeh die fotgende Fassung ge- 

geben: 

,,Ist c ~< 0 und hat die Diophantische Gleichung (5) unendlich viele 
ganzzahlige LSsungen, so muJt die bin~re Form F ( x , y ) P o t e n z  einer 

�9 ) VgL loc. cir. a) HI, Theorem IV, S. 303. 
~) Vgl. lee. cir. 8~ tI, S. 8. 
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Linearform oder einer indefiniten quaclratischen Form sein, oder sie 
unterscheidet sich nut  um eine multiplikative Konstante  voa einer 
solchen Potenz ."  

Diese zweite Fassung ist leicht aus der erstea herzaleiten. -- 
Der Beweis des Satzes I effolgt nun so 6): die beiden linearen Funk.  

t ionen a x  + b und c x  + d seien wesen~lich verschieden, d . h .  es sei 

b d (6) a W < - g .  

Man bezoichne mit P den grSllten Primfaktor dot beiclen Zahlen 
a n + b und c n d-d .  W~re (3) falsch, so kSnnte man gewisse endlich 
viele Primzahlen 

(7) Pl ,  P~ . . . .  P~ 

und unendlieh viele Werte n finden, fiir welche ( a n  + b) (on  + d) durch 
keine yon den Primzahlen (7) verschiedene Primzahl teilbar wiire. Fiir 
diese n w~re 

(8) a n + b - - - -  Pz ~' P~a2 . . .  p~,, cn_~-d_~p~l  c, . . .  p~,. 

Man reduziere al ,  . . .  a i, ci, . . .  c Z rood. 3. Aus (8) folgt dann 

(rl,  . . .  rz, s 1 . . . .  s~ =~ 0, 1 oder 2), 

wo fiir das Zahlensystem r ~ , . . ,  rz, s~ . . . .  s t nut  endlich viele [n~m- 
lich 3 ~z] MSglichkeiten bestehen. 

Jedes n der fraglichen Art liefert uns eine LSsung x, y einer Dio- 
phantischen Gleichung yon der Form 

a T ~ p ~ ,  p~,y8 r, r2 p~lx s = a d  - -  bc . .  - -  c p~  p,~ . . . .  

Die feeble" Seite ist nach (6 )yon  0 verschieden. Die linke Seite ist 
nicht die dri t te  Po~enz einer Linearform yon x, y. Die Annahme, da~ 
unendlich viele n d e r  /raglichen Ar~ exis~ieren, fiihrt also auf einen 
Widerspruch mit  der zweiten Fassung des Thueschen  Satzes, und somit 
ist Satz I bewiesen. 

Dieses Beweisveffahren yon Her in  T h u e  bedarf nur einiger Modi- 
fikation, um auch den Satz I I m i t  seiner Hilfe zu erhalten. 

w  

W ~ o  der Satz II  flit das Polynom 

f ( x ) = a x ~  + b x  + c 

o) V g .  loo . cir. s) I, Satz 12, S. 80. 
10" 
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falsch, so w~re er auch fiir das Polynom 

f * ( x ) =  x~--F-bx--t-ac 

falseh, wegen der Identitiit 

a f (x )  = f * ( a x ) .  

Ieh kann also yon vornhe~ein den hSehsten Koeffizienten yon f (x)  als 1 
annehmen, d .h .  

f ( ~ )  = ( ~ -  ~ ) ( ~  - ~') 

setzen, we a und a' konjugierte ~]anze algebraische Zahlen zweiten Grades 
bedeuben. Ic11 will Ierner beim Beweise den Fall vor Augen behalten, 
we a und a' xeell sind. [Dieser Fall ist etwas verwickelter, wegen de~ 
unendlich vielen Einheiten im reellen quadratisehen K(irper.] 

leh habe einen Widersprueh aus der Annahme abzuleiten daft es 
unendlioh viele rationale ganze n gibt, fiir welehe f (n)  = (n -- a) (n--  a') 
auger den Primzahlen 

(9) P l ,  P~, "'" P,. 

lreine andere Prinffaktoren haL. 
Die Wurzdn a und a' yon f (x)  sollen im KSrper liegen, der dutch 

VD erzeugt ist. Es seien in diesem KSrper: 
1, ~o eine Basis der ganzen ZaMen, 

h die Klassenanzahl, 
e die Grundeinhei~, 

~1, P~, ' . "  Pt s~mtliehe Primidealteiler der Primzahlen (9). 
Konjugierte Gr513en werden dutch Akzent un~ersohieden: a und a', 
fl und fl', p und p' usw. 

Ieh habe einen Widerspruch aus der Annahme zu folgern, da• fiir 
unendlieh viele rationale ganze n das Ideal (n -- a) eine Zerlegung der Ar~ 

zulR$~. Ieh s~tze 

We 
0 ~ r ~ < 3 h ,  0 ~ r ~ < 3 h ,  . . . . .  O ~ r t < 3 h .  

~aa ist die dritte Potenz eines gewissen Hauptideals (x + coy). Daher is~ 

( lo )  n - ~ = ~ ( x  + ~ y )3 ,  

we fl eine gewisse ganze Zahl des KSrpers ist. Fiir das Ideal (fl) be- 
stehen hSchstens 3 ~ h z versehiedene MSgliehkeiten, denn dies ist die An- 
zahl der mSgliehen Zahlsysteme rl ,  r~ . . . .  ft. Ein bestimmtes Ideal (fl) 
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mu• in (10) nur dutch 6 verschiedene Zahlen vertreten werden, n~m- 
lich dureh die Zahlen 

Kurzum, es geniigt zu beweisen, dal~ fiir gegebenes fl die Gleiehung 
(10) nieht unendlich viele versehiedene Aufl6sungen in rationalen ganzen 
Zahlen n, x, y haben kann. Aus 

n - a ' =  + o 'y) 
folgt abet 

(Ii) co'-- a'--a o~ = fl(x +c~ w'-- -- f l ' (x+e~ Y)a= 

we F(x, y) eine homogene bingre Form drit~en Grades mit ganzen ratio- 
nalen Koeffizienten bedeutet. F(x,  y) is$ nicht die dritte Potenz 
elner Linearform, denn die drei Wurzeln der Gleiohung 

F 1) = o ,  
d. h. der Gleiehung 

sind alle verschieden. 8o folgt aus dem Thuesehen Satze, da~ die 
Diophantische Gleichung (11) nicht unendlich viele'Aufl6sungen haben 
kann, und damit die Riehtigkeit unseres Satzes II. 

.&us den Thuesehen Resultaten fiber Diophantisehe Gleichungen 
ergibt sich noeh, dal~ (3) auch iiir das Polynom x~--1 Giiltigkeit be- 
hMt, oder allgemeiner ffir solche Polynome, bei welchen eine gewisse 
Anzahl Koeffizienten, die dem hSehsten Gliede folgen, ----- 0 sind:). Die 
volle Enimeheidung der i m w  1 aufgewoffenen allgemeineren Frage ist 
aber wohl aus einer anderen Quelle zu schSpfen. 

w 

Ich will noeh den 8atz I in einer anderen Fassung aussprechen 
und daran einige Bemer]rungen kniipfen. 

Es seien 
(12) Pl, P~, "'" P~ 

r gegebene Primzahlen, r ~ 2. Man erteile in dem Ausdruck 

~1, ~ . . . .  x~ alle mSgliehe nichtnegative ganzzahlige Wertsysteme. Die 

~) Vgl. loc. eit. l) III, S. 304. 



148 G. PSlya. Ari~hme~ische Untersuch•ng der Polynome. 

SO erhaltenen ganzen Zahlen, nach aufsteigender GrSl]e geordnet, be- 
zeichne man mit 

(13) % ,  a~ ,  a. 2 . . . .  a . . . . .  

Satz I" ist dann ~quivalen~ mit der Tatsache 

(14) lira (a~+ 1 -- a~) = co. 

Denn w~ire lira. inf. (a~+ 1 -- a~) =- k, so w~re (3) fiir das Polynom x(x 4- k) 

ungiiltig. Umgekehrt ist leioht einzusehen, dab Satz I nur fiir die 
Polynome ~ (~ 4- k) bewiesen zu werden braucht. 

Nun lassen sich (14) noch folgende Eigenschaften der Zahlen 
%, a~, a~, . . .  zur Seige stellen: 

lira a~ + 1 = 1, (15) 

(16) lira (l~ = 1 .2  . . .  r logp~ logp~ . . .  log p~. 

Diese Eigenschaiten ~ragen zur besseren Auffassung yon (14) bei, 
liegen aber viel weniger tier. Die Gleichung (15) beruht darauf, dall 
die Linearform 

~1 log Pl 4- ~ log p~ 4- . . .  4- ~ log p~ 

tier ganzzahligeu ~r ~ ,  z ~ , . . .  ~ nie verschwinden kann (ab- 
gesehen yon ~ = ~ . . . . .  x~ = 0) und Iolglich beliebig kleine Werte 
aanimmt. Die Formel (16) folgt aus der Abz~hlung der Git~erpunkte 
in dem dutch die r 4- 1 Uugleichungen 

�9 ~ ~ 0, z~ ~ 0 . . . .  ~ ~ 0, x~ log p~ 4- ~ log ~ ~ . . .  4- x~ log ~o~ ~ log a ,  

abgegrenzten, abgeschlossenen, ebenw~ndigen, r-dimensionalen Bereich. 

(Eingegangen am 4. August 1917.) 


