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wie z. B. ,,HShenfiil~e" start ,,HShenful~punkte". Als sphiirisehe Punktkoordi- 
naten werden gewShnlich die Sinus der sphiirischen Abstiinde e]nes Punktes 
yon den Seiten des recht- oder sehiefwinkligen Aehsendreieekes verwendet, es 
treten jedoch auch Entwicklungen ia G u d e r in a n n schen Achsenkoordinai~en 
auf. Als sphgrische Koordinaten eines gauptkreises benutzt der Yerfasser die 
Sphltrischen Koordinaten seines Poles. Die Hauptgegenst~nde der analytisch- 
geometrisehen Untersuehung bilden die merkwiirdigen Punkte und Haupt- 
kreise des Kugeldreieeks, das Kuge]viereck, die ~ebenkreise, die sphiirisehen 
Kurven zweiter and dritter 0rdnung. 

Da es gerade ffir die Ausbildung des modernen geomeh'isehen Denkens 
kaum ein besseres Mittel gibt, als analoge geometrische Untersuchungen in 
verschiedenen Gebieten durchzufiihren, also z. B. in der Ebene und auf der 
Kug~l, so wfire das vorliegende Bueh insbesondere angehenden Mathem'atikern 
zum Studium zu empfehlen. Sie werden daraus eine Ffille yon Anregungen 
empfangen. 

Wien ,  im Juli 1910. E. Miitler. 

F r a g e n  de r  E l e m e n t a r g e o m e t r i e .  Aufsi~tze yon U. Amald i ,  
F .  Baroni~ R. Bonola,  B. Calb~ G. Castelnuov% A. Conti~ E Daniel% 
F.  Enr iques ,  A.  Giacomini~ A. Guarducci~ G. Vailati~ G. Vi ta l i ;  
gesammel t  und zusammenges te l l t  yon F e d e r i g o  E n r i q u e s ~  ord. 
Professor  an der  Universit~tt  zu Bologna.  Deutsche  Ausgabe  yon 
Dr .  H e r m a n n  F l e i s c h e r .  I I .  T e l l :  D i e  g e o m e t r i s c h e n  
A u f g a b e n ~  i h r e  L ~ s u n g  u n d  L ~ s b a r k e i t .  Mit 135 F ig .  
im Text .  B. G. Teubner~ Le ipz ig  1907. 8 ~ V I - ~ - 3 4 8  S. P re i s :  
geb.  9 M. 

Das im Jahre 1900 unter dem Titel ,Questioni riguardanti la geometria 
elementare" erschienene Originalwerk ist ffir die deutsche Ausgabe in zwei 
Teile zerleg~ worden, yon denen der zweite Tell zuerst erscheint, well er nnter 
anderem bestimmt sein soil, die Schrift v. F. K l e i n  ,Vortrage fiber ausge- 
whhlte Fragen der Elementargeometrie" zu erse~zen, die seit einiger Zei~ ver- 
griffen ist and nicht neu aufgelegt werden soll. 

Der vorliegende Teil behandelt in neun Artikeln die geometrisehen 
Konstruktionsaufgaben.' I Der e r s t e  A r t i k e l  (yon E. B a r o n i )  handelt fiber 
die Methoden, die man zur LSsung yon Aufgaben in der Elementargeometrie 
ausgedacht hat, also fiber denselben Gegenstand, den Ju l .  P e t e r s e n  in 
seinem bekannten Biiehlein in musterhafter Weise dargestellt hat. Der zw e i t  e 
A r t i k e l  (yon E. D a n i e l e )  zeigt die L6sung der Fundamentalaufgaben naeh 
der Maseheronischen Methode und ftihrt nach A. A d l e r  mit Hilfe der Inversion 
den Beweis, daft die Elementaraufgaben auch mit dem Zirkel allein 15sbar 
sind. Der d r i t t e, vollkommeu elementar gehaltene Artikel (yon A. C~ i a c o m i n i) 
behandelt die LSsung von Konstruktionsaufgaben bei alleiniger Benutzung des 
Lineals, wobei aber aueh die Fi~lle beriicksichtigt werden, dal~ man in der 
Zeiehenebene ,eine Fundamentalfigur" gegeben habe, wie z. B. ein Farallelo- 
gramm, ein Quadrat oder einen Kreis saint Mittelpunk/. Ferner werden zum 
SchluB noch die Kons~ruktionen raittels linealer Instrumente (Lineal mit zwei 
parallelen Kanten~ rechter oder schiefer Zeichenwinke]) besproehen, mittels 
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denen man bekann~lich alle Aufgaben 16sen kann, die sich mi~ Hilfe des 
Lineals und Zirkels 15sen lassen. 

Waron die vorhergehenden Artikel rein geometriseher Natur, so trill  
bei den LSsbarkeitsfvagen, mit denen sich die folgenden Artikel beseh~ftigen, 
die Anwendung der Algebra und Analysis auf die Geometric in dea u 
grund. In dem sehr hfibsehen v i e r t e n  A r t i k e l  (yon G. C a s t e l n u o v o )  
werden die Bedingungen daffir aufgesueht~ w~mn eine Aufgabe mit dem Lineal 
allein, nail Lineal und Zirkel oder mit Lineal und Streckeni~bertrager 15sbar 
ist. Zur Charakterisierung de r  angewandten Betrachtungsweise sei eine Stelle 
(S. 127) herausgegriffen. Denkt man sich eine endllehe Anzahl Punkte dureh 
ihre rechtwinkligen Koordinaten 1, a~ b, c, . . . gegeben, so besteht der Satz : 
~Die notwendige und hinreichende Bedingung daffir~ da$ eine geomefrische 
Aufgabe mit dem Lineal und dem Zirkel gel5st werdeu kann~ besteht darin, 
dal~ jede. der Gleicbungen, in denen die Aufgabe sich analytiseh darstellt, eine 
ganze rationale algebraisehe Gleichung ist, deren Koeffizienten dem yon den 
Daten (1, a, b, c . . . )  gebildeten Rationaliti~tsbereiche angehSren, und dag 
aulterdem jede der genannten Gleiehungen entweder yon einem Grade < 2 
oder durch L~Ssung einer in der dargelegten Weise gebildeten Aufeinanderfolge 
yon Gleiehungen zweiten Grades 15sbar ist." 

]m f i i n f t e n  A r t i k e l  (yon F. E n r i q u e s )  wird die Konstruierbar. 
keit der regulfiren Polygone untersucht~ der s e e h s t e  A r t i k e l  (yon 
E. D a n i e l e )  bringt eine Anzahl Konstruktionen des regul~ren Siebzehnecks 
und der s i e b e n t e  A r t i k e l  (yon A. C o n t i )  bespricht die LSsung der Auf- 
gaben dritten Grades, insbesondere die der klassischen Aufgaben : Verdopplung 
des Wiirfels und Dreiteilung des Winkels. Die ausfiihrliche Behandlung der 
ganzen l~eihe yon LSsungen fiir diese Probleme ist vielleicht des Galen zu 
viel. Es hKtte genfigt~ auf manehe der ~lteren Konstruktionen blol~ hinzuwei- 
sen und dafiir die moderne Wendung dieser Frage eingehender zu berfick- 
sichtigen, als es im IlI. Absehnitt dieses Artikels gesehehen. 

Sehr willkommen wird vielen Lesern der a c h t e  A r t i k e l  (yon 
B. Cal5) sein, der sieh mit den transzendenten Aufgaben, insbesondere mit 
der Quadratur des Kreises, also mit dem Beweise der Transzendenz der 
Zahlen w (und e) beseh~ftigt. Trotz aller Bemiihungen des Verfassers ist der 
Beweis natiirlich noeh immer nieht leieht verstKndlich. Eine den Beweisgang 
wesentlieh beeinflussende Bemerkung sei hier zu w 5 beigeffigt, die mir yon 
Dr. H. T i e t z e  (Wien) zugekommen. Bei der auf S. 291 eingefiihr~en Zahl 
M w~ire ~ds wesentlich zu betonen, dab man sic unabh~ngig yon dem yon z 
abh~ngigen System tier Funktionen g i (z) w~hlen kann, z. B.--  iibereinstim- 
mend mif tier ]Jarstellung bei W e i e r s t r a l~ ,  Berliner Ber. 1885, 
2. 1081fl-- gleieh ao~. 

Neu hinzugekommen fiir diese deutsche Ausgabe ist der n e u n t e  Ar-  
t i k e 1 (yon F. E n r i q u e s), der allgemeine B emerkungen fiber die geometrischen 
Aufgaben bringt, wie iiber bestimmte und unbestimmte Aufgaben, fiber Ge- 
sichtspunkte fiir ihre Klassifikation und die Beurteilung der LSsungen sowie 
der LSsungsmethoden. ,,Die LSsung auf elementarem Wege ist nur  im Hin- 
bliek auf den einzelnen Fall die 6konomischste; im H i n b l i e k  a n t  d ie  Ge- 
s a m t h e i t  ist es der Mfihe wert, eine grSSere wissensehaftliche u 
zu erwerben~ um einen FUhrer allgemeiner Art zu erhalten und nieht bei 
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jedem Sehritt auf eine neue Schwierigkeit zu stol]en '~, heii~t es auf S. 338 
SchSne Beispiele hiefiir bieten die w 12--:15, die den Nutzen der Transfor- 
m ationsmethoden zar LSsang yon Konstraktions~ufgaben zeigen. 

Aus diesen Darlegungen diirfte sehon zur Genfige hervorgehen, daft 
dieses Bueh wohl jedem Geometer etwas Interessantes bietet, ffeder der ersten 
acht Artikel behandelt in abgeschlossener Weise ein Teilgebiet nnd  zeigty was 
die moderne Mathematik auf diesem iiber die Altea hinatis Grundlegendes 
geleistet hut. Lebhaft zu wiinschen w~re es, da~ dieses inhaltsreiche und meist 
leieht lesbare Buch im Kreise der Mittelschu]lehrer recht weite Verbreiiung 
fi~nde. 

E. Miitler. 

G r u n d b e g r i f f e  d e r  M e n g e n l e h r e .  V o n  G. H e s s e n b e r g. (S. A. 
~us den  Abb .  de r  F r i e s ' s c h e n  Schule~ I .  Band~ 4. Heft) .  GSt t ingen .  
V a n d e n h o e c k  u. R u p r e c h t '  1906. V I I I .  u. 220 S . ;  P re i s  7 M. 

1. T e l l :  Die G r u n d b e g r i f f e  d e r  T e i l u n g ,  V e r g l e i c h u n g  u n d  
O r d n u n g .  Es werden die Axiome der genannten drei Begriffel zusammen- 
gestelit, das sind die Forderungeny denen ein System yon Dingen za geniigen 
hat, damit man die Aassagen fi~llen kann :  A ist Tell yon B, A ist gleich B 
(i~quivalent I3 ; A o,) B), A ist kleiner als B (A ~ B). Die Ausffihrungen gipfelu 
in Folgendem: an elne Ordnung ist erstens die Forderung, daft A < By A ~ B, 
B ~ A sich ausschliel~en, zweitens die Forderung der T r i e h o t o m i e zu richten : 
eine der drei MSglichkeiten : A ~ B, A cxJ By B ~ A tritt  wirklich ein. Deshalb 
ist die Definition: ,,A ~ B, wenn es einem Teile yon B i~quivalent ist" un- 
zuliissig, da sie im allgemeinen zur v i e r f a c h e n  Disjunktion Anlal~ gibt: 
1. A ist einem Tell yon B, B einem Tell yon A ~quivalent; 2. A ist einem 
Tei[ yon B~ B keinem Teil )~on A i~quivalent; 3. A ist keinem Tei[ yon B, 
B einem Tell yon A ~iquivalent; 4. A ist keinem Tell yon B, B keinem Teil 
yon A ~quivalen~ 2. T e i l :  . ~ q u i v a l e n z ,  T e i h n e n g e y  M i ~ c h t i g k e i t .  Es 
wird gezeigt, dat~ die Definition der Aquivalenz zweier Mengel~ durch die ein- 
deutige Zuordenbarkeit, so~ie die Definition der Teilmenge den Forderun~en 
des ersten Kapitels gentigen. Die vierfache Disjunktion wird bei endlichen 
Mengen darch Ausscheiden des ersten Falles eine dreifaehe; es wird das Ver- 
halten unendiicher Mengen d[esbeztiglictl diskutiert. Den Begriffen ,,endlieh" 
und ,unend|ieh" gegeniiber wird zuniichst der .,.naive" Standpunkt  eingenom- 
men, es sei bekannt, was ,endlich" heifit und jede nicht endliche Menge heist 
unendlich. Doeh kann auf diesem Standpunkte kein Beweis geffihrt werden~ 
dal~ jede unendliche Menge einen ihr ~quivalenten echten Teil hat. Mengen, 
die diese Eigensehaft besitzen, werden daher zun~chst als ,,transfinite" Mengen 
bezeichnet, der Nach~veis aber, daft die Begriffe ,,transfinit ~ und ,unendlich" 
sieh deeken, verschoben, Es folgt ein Abschnitt fiber abzShlbare Mengen, der 
-~quivalenzsatz (dai] im ersten Falle der angeffihrten vierfachen Disjuktion 
_~quivalenz herrseht), der Satz yon der hSheren Mi~ehtigkeit der Menge aller 
Teihnengen und ein Abschnitt fiber das Kontinuum. 3. T e i l :  A h n l [ c h k e i t ,  
A b s e l i n i t t  u n d  O r d n u n g s t y p u s .  In bekannter Weise werden die ge- 
ordneten Mengen und ihre Ordnungstypen eingefiihrt, and nachdem sich 
herausgestell~ hat, da]] ffir die Vergleichung dieser allgemeinen Ordnungstypen 
die Forderung der Triehotomie sich nicht erfiillen li~i]t, tritt Beschri~hkung auf 


