
l~ber orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve 
der komplexen Ebene gehSren. 

Von 

G. Szeg5 in Berlin. 

Einleitur~g. 

Herr F~ber  hat das Problem aufgeworfen, zu einem gegebenen Be~eiohe 
D in der komplexen x-Ebene eine, nut yon diesem Bereiche abh~ngende 
Folge yon Polynomen zu finden, so dal~ ]ede analytische Funktion, die 
sich in dem gegebenen Bereiche regulgr verb(lit, dort in eine, nach diesen 
Polynomen fortsehreitende Reihe entwickelbar ist. Er hat auch mit Hilfe 
konformer Abbildung des Att~engebietes yon D eine L5sung dieser Au~gabe 
gegebenl). 

Herr Fe j~r  hat neuerdings im Zusammenhange mit seinen Unter- 
suchungen fiber Interpolation aueh eine allgemeine LSsung dieses Problems 
gegeben, indem er flit die Wttrzeln. der Polynome, nach denen die En~- 
wickelung fortschreitet, eine einfache Vorschrift angibt~'). 

Vorliegende )~rbeit entstand aus einem Versuch, die Faberszhe  Frage 
auf eine neue Weise zu 15sen. Es sei de~ Einfachheit halber die Begrenzung 
yon D ein einziger regul~r-analytischer Kurvenzug C; ich betraehte die 
Polynome 

Po(~), P1 ( ~ )  . . . . .  Po(~) ,  . . .  

(P~(x) ist veto n-ten Grade and seir~ hSchster Koeffizient ist reell und 

1) Uber polynomische Entwickelungen [Mathematische Ann~len, 57 (1903), S. 389 
his 408]; ferner: Uber polynomisohe Entwiokelungen II. [Mathematische Annalen, 64 
(1907), S. 116--135]. -- Im Falle einer Ellipse ]aat Pieard dieselbe Aufgabe gelSst. 
S. Trait~ d'analyse, Zweite Aaflage, Paris 1905 (Gauthiers- Villars), 2, S. 817. ~ Man 
vgl. auch Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Zwei~ Auflage, Berlin 1878--81 
(G. Reimer), 1, S. 198. 

*) Interpolation und konforme Abbildung (Nachriehten yon der kSnigliohen Gesell- 
schaf~ der Wissenschaften zu GSttingen, Math.-phys. Klasse, 1918, S. 319--381). Man 
vgl. insbesondere w 5. 
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positiv), welehe dureh die Kurve C und durch die folgende Orthogonalitiits- 
eigensehaft eindeutig bestimmt sind: 

t P,~iZ)P,,(~)dG=-e ...... 
c 

d. h. 0 oder 1, je nachdem m ~ n oder m = n i~t (m, n == O, 1, 2, . . . ) ;  
I bezdchnet hisr dis Li~nge, d~ das Bogeu~lement der Kurve C~). 

Die Polynome P,, (x), weldm ich ira folgenden als die ,,zur Kurve C 
geh&rigen orthogonalen Polynome" bezeichnen m5chte, bdsitzsn mehrere 
interessante Eigensehaften. Unter anderen geniigen sis auch der Faberschen 
Forderung: Jede, in dem gegeber~en Bereiche D regul~ire analytische Fur&- 
tion F ( x ) s in eine, nach den orthogonalen Polynomerb fortschreitende 
~eihe entwiekelt werden: 

F ( x )  =, c o P o ( x )  + ~ P ,  (x) + . . .  + c,, P,,(x) + . . . .  

Die Koe//izienten dieser Entwicl~elung lassen sich sogar ein/ach au/ die 
Fouriersche Weise dutch die Formeln 

% ...... o, 2 , . . . )  
U 

ausdri~elcen, 
Ist C der Einheitskreis, so ist 

man hat n~mlich 

,zl J x  "~ ~,"dO .... ~,,~, (~ = e~O; m, n----- 0, 1, 2 , . .  
0 

Die or~hogonalen Polynome sind demnach Verallgemeinerungen der gar~- 
zahligen Potenzen yon x; die Entwickdung naeh diesen Polynomen ist 
demen~sprezhend eine Verallgemeinerung der Potenzreihe. Es gibt, wie 
wir sehen werden, dne ganze Reihe yon Eigensoha~en, die dam eben 
definierte Polynom P~(x) mit x '~ refit, wie denn auch die Entwiekelung 
nazh diesen Polynomen die gr61]te Analogie mit der Potenzreihe aufweist. 

In dem GrenzfMle, we C dam doppelt zu durehlaufende Intervall 
(-- 1,1) ist (entstanden dutch die Verflachung einer Ellipse mit den Brenn- 
punk~en -- 1, 1), reduziert sieh P~ (x) (abgeMehen yon einem konstanten 
Faktor) auf das n-re Legendresehe  Polynom. 

Das I. Kapitel dieser ~krbeit enth~t~t die Definition und die allgemeinen 
Eigenschaften der or~hogonalen Polynome P~ (x). Das IL und III.  Kapitel 
behandeln den merkwiirdigen Zusammenhang, in welchem diese Polynome 

.~) g bezeiehnet die zu'a konjugiert komplexe GrSl]e. 
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mit jenen Funktionen stehen, welche eine schlichte Abbildung des Innen- 
bzw. Aul~engebietes der Kurve G der x-Ebene auf das Innere bzw. J~u~ere 
des Einheitskreises der z-Ebene vermitteln. 

Im II. Kapitel erhalte ich namentlich mit Hilfe der zur Kurve G 
gehSrigen orthogonalen Polynome fiir die Funk~ion 7 (x), welche das Innere 
der Kurve C der x-Ebene auf das Gebiet I z l <  1 sohlich~ abbildet, die 
folgende Daratellung: 

Hier ist 

~,~0 

eine Reihe, die absolut und gleichm~i~ig konvergiert, wenn a und x im 
Innern yon C liegen4); e. bezeichne~ hier eine beliebige Konstante mit'dem 
absoluten Betrage 1, a ist ein beliebiger Punkt im Innern yon G, welchem 
der Mittelpunkt des Einheitskreises, d. h. z = 0 entspricht. Die Integration 
ist auf eine beliebige Kurve zu erstrecken, die yon a naeh x fiihr~ und 
ganz im Innern yon C verl~uft. 

Im III. Kapitel behandle ich dann den Zusammenh~ng der orthogonalen 
Polynome mit der koaformen Abbildung des Auflengebietes. Zu diesem 
Zwecke bestimme ich zun~chst einen asy~nptotischen Ausdruct: yon P~(x), 
der au]~erhalb yon C gilt (w 11 ). Bezeichnet n~mlich z ~ y;(x) die Funktion, 
welche e ine schlichte s des Au]engebietes der Kurve C der x-Ebene 
au_f das Gebiet ] z I > 1 vermittelt, w~hrend die Punkte x == oo und z = co 
einander entsprechen (diese Funktion ist abgesehen yon einem konstanten 
Faktor mit dem absoluten Betrage 1 eindeutig bestimmt), so ist 

~=~ (~ u 2~r 

wo e o eine dutch y,(x) vSllig bestimrate Konstante mit dem absoluten 
Betrage 1 bezeichnet und x irgendein Punk~ auBerha[b yon C ist. Daraus 
ergibt sich unmittelbar eine Beati~n~n~ng der abbildenden _Funktion yJ (x) 
dutch die Polynome /~,~(x). Es ist n~mlieh einfach �9 

z = y~ (x) -~ e o lira _~_~+.~_(.T) 

4) Ich sage im folgenden, daft eine Reihe in einem Gebiete gleichm~ig kon- 
vergiert, wenn sie in jedem abgesch]ossenen Bereiche, we]chef ganz im Innern dieses 
Gebiete~s liegt, gleichm~l~ig konvergiert. 
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ftir alle x, welche au~erhalb yon C liegen. Die abbildende Funktion 
erscheint somit im wesentlichen als Grenzwert des rationalen Quotienten 

Dieser asymptotische Ausdruok gestattet aueh den wahren Konvergenz- 
bereieh der Entwickelung einer analytisehen Funktion $'(x) nach den 
P~,(x) festzustellen (w 12). Dieser Konvergenzbereieh wird dureh ein 
Kreisbild begrenzt. Die Kreisbilder C~ der x-Ebene sind eine Schar yon 
doppelpmlktlosen, geschlossenen Kurven, welehe bei der konformen Abbildung 
des Aui]engebietes der Kurve C der x- Ebene auf das Gebiet ] z ~ ::. 1 den 
konzentrischen Kreisen ]z I := R ::> 1 der z-Ebene entsprechen. Die Ent= 
wickelung nach orthogonalen P olynomen 

.F(x) = Co Po (x) + c~P~(x)+. . .  + c~,P,.,(x) + . . .  

1 

(J 

konvergier~ nun absol~t und gteieh~i/3ig im Innern des gr6~ten Kreis- 
bildes C~o (I~ o > 1), welches in seinem Innern keinen singul~iren Punks 
yon F (x) enth6lt, und stellt dort iv(x) dar; die EnSwickelung divergiert 
]erner ]iPr alle x auflerhalb yon C~o. Es ist 

n . . . . . . . . . . . .  1 

iim" I e,, I = 

[st z. B. U der Einheitskreis, so sind die Kreisbilder konzel~trische 
Kreise mit den Radien :> 1. In dem Grenzfalle ferner, wo G das doppelt 
zu durchlaufende Intervall ( - -1 ,  1) ist, sind die Kreisbilder homofokale 
Ellipsen mlt den Brennpunkten - -1 ,  1. Der obige Satz tiber die Kon- 
vergenz der Entwiekelung einer analytischen Funktion nach orthogonalen 
Polynomen ist in diesen beiden F/illen wohlbekannt. 

Mit diesen Mitteln kSnnen wit auch eine neue LSsung des Problems 
4e~ l~onvergenten InterTolation gewinnen (w 14). Es sei 2 ( x )  regul~- 
analytisch im abgeschlossenen Innenbereich yon C; ich wgr~le als Inter- 
polationsstellen die Wurzeln der orthogonalen Poiynome~). Dann kon- 
vergieren die gew6hnlichen Lagrangeschen Interpolationspolynome, die 
an diesen Stellen mit F(x)  tibereinstimmen, im Innem yon C20 gleich- 
m~iBig und stellen dort F (x) dar; CRo bezeichnet bier, wie oben, das grSBte 
Kreisbild, welches in seinem Innern keinen singul~iren Punl~ yon F(w)  
enth~lt. In den oben angefiihrten speziellen Fs ist dieser Satz wohl- 
bekannt. Ist n~mlich C der Einheitskreis, so sind diese Interpolations- 

~) Die Menge dieser Wurzeln h~t keinen H~ufungspunkt auflerhalb yon C (w 13). 
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polynome identisch mit den Abschnitten der Taylorschen  Entwickelung 
am den Nullpunkt; ist ierner C das Intervall ( - -1 ,  1), so ist diese Inter- 
polation mit  der sog. Gau~schen Interpolation identiseh, deren Stellen 
bekanutlich Wurzeln der Legendre schen  Polynome sind. 

Die Resultate des I. Kapitels gelten nicht nut dann, wenn die Kurve C 
durchggngig analytiseh ist, sondern auch dana, wenn sie blofl 8tetig, ge- 
schlossen und doppelpunktlos ist; sie gelten sogar (nfit Ausnahme vo~l 
Satz VI) aach ira entarteten Falle des Intervalls. Im IL und I[I. Kapitel 
beschri~nke ieh reich hingegen meist auf analytische Kurven. 

Die Resultate des I. Kapitels kSnnen unmittelbar auf gewisse Polynome 
Q,,(x) verallgemeinert werden, die folgenderma~en definiert sind: 

Es sei f(~) eine auf der Kurve C definierte stetige und positive 
Fuaktion. Ieh betraehte eine Folge yon Polynomen 

eo (x), Ql (x) . . . .  , Q,, (x), . . .  

(Q,~(x) ist veto n-ten Grade und sein hSehster Koeffizient ist reell und 
positiv) mit der folgenden charakteristischen Eigensehaft: 

G 

d. h. 0 oder 1, je nachdem m =~ n oder m = n ist (m, n =~' 0, 1, 2, . . . ) .  
Die Funktionen 

V'?(~iQ,,(~) (n .... O, 1 , 2  . . . .  ) 

bildea somit ein normiertes Orthogonalsystem. 
Ist z.B. f ( ~ ) =  1, so ist 

Q,(x )  ..... P , ( x )  ( n - ~ 0 , 1 , 2 , . . . ' ) .  

Ist f($) positiv and stetig, sonst aber beliebig, und ist C der Ein- 
heitskreis, so sind die Q, (x) mit gewissen Polynomen identiseh, welehe ieh 
in meiner Arbeit ,,Beitr~ige zur Theorie der Toep l i t z schen  Formen"") 
untersucht babe. 

Ist f(~) positiv und stetig, sonst abet beliebig und ist (7 das Inter- 
vall (-- 1, 1), so siad die Q, (x) mit gewissen Polynomen identiseh, welche 
in der Theorie der S t i e l t j e s sehen  Kettenbriiehe eine wiehtige Rolle spielen. 
(Sie sind die hV~herungsnenner gewisser Kettenbriiehe.) 7) 

Die Resultate des II. Kapitels kSanen auch auf die Polynome Q~,(x) 
verallgemeinert werden. 

8) Erste Mitteilung, [~athematische Zeitschrift, 6 (1920), S. 167-20'2]; zweite 
~itteilung ist im Erseheinen begriffen. 

~) S. etwa 0. Perron, Die Lehre yon den Kettenbriiehen, Leipzig und Berlin 1918 
(B. G. Teubner), S. 379. 
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In einer sp~teren Arbeit mSchte ich die Theorie der T o e p l i t z s e h e n  
Formen (die sich auf den Kreis beziehen) s) auf beliebige Kurven iiber- 
tragen. Ist  n~mlich f(.~) eine auf der analytischen Kurve C definierte reelle 
und stetige Funktion, so kann man die folgende Schar yon t t e r m i t e s c h e n  
Formen der Variablen to, t~, t~ . . . .  bilden: 

,f H,,(/ ' ; t)= I f (S)! to- .~-ta~:-~. . . - j - t ,~"l 'do ( n = = 0 , 1 , 2  . . . .  ). 
(,; 

Ich betrachte die n - t e  dieser Formen unter der Nebenbedingung 

H,,(t; t)= l'C 

und bezeiehtle d~e ,,Eigenwerte", d. h. die Wurzeln der Determinante der 
Fern1  

H ~ ( f - - t , ;  t)  ..... ~ "/'(f( 
mit 

Iz(n) ~, (~) Lt(n) 

Dann ist 
m g �9 (-) <~ ~I/ ( ~ = 0 ,  1 n;  n = O , 1 , 2 ,  .~, 

wenn m und M das Minimum bzw. Maximum von f(~) auf der Kurve G 
bezeichuen. Die Eigenwerte tz~ nl sind ferner ,,im Durchsehnitt ''9) gleich 
den Werten yon f (~)  in denjenigen Punkten yon C, welche bei der kent 
formen &bbildung des AuBengebietes yon C auf das Xu~e~e des Einheits- 
kreises, in die gquidistanten Punkte  des Einheitskreises iibergehen lo). 

s) S. etw~ a. ~. O. 6). Ebend~ mSehte ieh die Resultate des III .  Kapitels auf die 
Polynome Qn (~) iibertragen. 

9) Die reellen Z~hlen 

sind ,im Durehschnitt" gleleh, wenn: 
a) beide M~ugen besehri~nkt sind 

und 
b) fiir jede stetige Funktion E(c~) die Gleiohung gilt: 

' Z  lira ~ - f  ( F ( z p ) ) -  F(y,!~))) = o �9 
~ ' ~  ~ . 0  

~o) Diese Punktgruppen spielen in den Untersuehungen des Herrn ]~ej~r fiber 
Interpolation eine kardinale Rolle. Vgl. a.~. O. ~), we sie als regelmi~flig verteilte 
Punkte bezeichnet sin& 
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I. Kapitel. 

Definition und allgemeine Eigenschaften der orthogonalen 
Polynome. 

31. 
Definition der orthogonalen Polynome. 

1. 'Es sei C eine stetige, doppelpunktlose und geschlossene rektifizier- 
bar~ Kurve in der komplexen x-Ebene. Ist f(~) eine auf C definierte 
Funktion, so verstehe ich unter dem Integral 

f f(~)d,~, 
G 
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wie gewShnlich, den Grenzwert 

lira Zf( ,)la- a- l; 
' l '~ = r v = l  

~o, ~1 . . . . .  ~,, sind hier der Reihe nach gewisse Punkte auf C, flit wdche 

lim Max ]~:, --  &_,  I = 0 (.~_, = ~,~) 

ist und x~ einen beliebigen Punkt  yon C bezeichnet, der zwischen &- i  
und ~ liege. Man hat offenbar 

d o = l ,  

we 1 die Lgnge von C bezeiehnet. 

2. Die Veranlassung zu meinen Untersuchungen gab die Mgende 
~inimum-Aufgabe: 

ins sei F ( x) regul(ir-analytisch im abgeschlossenen Innenbereich yon C; 
welches ist das Polynom n-ten Grades S,~(x), ]iir welches da.9 Integral 

den kleinsten Weft hat? 
Ich bezeiehne dieses Polynom mit %(x) ;  Existenz und Eindeutigkeit  

desselben folgt nach bekannten Schlul~weisen, etwa nach den Regeln der 
Differentialrechnung 11). ich behaupte nun, dal3 das Polynom n- ten  Gracles 

s,, (x), 

yon einem konstanten Faktor  abgesehen, yon $ ' (x )  unabhdngig ist, einzig 
und allein yon der Kurve C und yon n abhgngt und dutch Mgende 
0r~hogonalitgtseigenschaft zu charakterisieren ist: 

( 0 < , = < n - i ;  n = l ,  2, a , . . . ) l~  

n) Die Aufgabe ist iiquivalent mit dem Aufsuchen des Minimums der Hermite-  
sehen Form: 

0 
unter der Nebenbedingang to = 1. Es gibt bekann~lich ein einziges Wertsyst~em der 
Vagi~beln %, ftir welches dies eintritt. 

~*) Dutch diese n Bedingungen ist din Polynom n.ten Grades (abgesehen yon 
einem konstanten F~ktor) eindeutig bestimmt. 
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In der Tat, aus der ~inimumeigenschM~ yon s,(x) folgt flit alle 
a ~= 0 and flit 0 ~ v ~ n die Ungleichung: 

' l ( l '  I .F (~1 (~ ~')' I ~ O~ c; 7-"<:" I J '  i F (~) ' ,a ) ( ~ ) - e , ,  ..- ~c - -~ , . (~) l  d . .  

.... l' )t o . , )  , /, ,) . 
6' (! 

Also ist 

Nun kann abet eine Ungleichung 

~ , ~ , ~  -+-},,, i ~ ~ , .  () 

nur dann fiir alle ~ =~ 0 bestehen, wenn q 0 ist, d .h .  

l ,  
(, 

Xhnlich folgt f i i r n  ~ 1 

Z (~ .... %' 

Also ergibt sich 

~. ( < , ( S ) -  <, ,(~)) " d ~  
O 

~ J'(F 
0 

w. z. b. w. 

(~ :. o) 

( 0 ~ v ~ n ;  n .  o, 1,'~ 

, ( } ) ) V d .  .... () (() s  I) .  

I.;(_~'(~:) - 8 , , , ( ~ ) ) ~ " d , ,  - 
(7 

( 0 ~ , ~ n  - 1 ;  n ...... 1, 2, 3 , . . . ) ,  

zs) 91x bezeichnet den reellen Teil der komplexen GrSl~e m. 

~.flA,(.~)l~ 
o 

das Integral 
A~,(z) x",+- a~x- "~ -~.-... § a.  

Ich wende dieses Resultat  auf die Faakt ion F ( x ) ~ ,  x" n ~ 1) an. 
Dann ist offenbar 

also 8. (x) " 

es gilt somit der S a t z :  

Es ist /i~r alle Polynome n-ten Grades yon der Form 
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dann und nut dann ein Minimum, wenn A~,(x) die Orthogonalit2its- 
eigenscha/t 

1 ~ A  " l d  ,(~)~ d a = : 0  ( 0 ~ r . ~ n - - l ' ,  n = 1 , 2 , 3 , . . . )  
c 

besitzt. 

3. Ausgehend yon diesen Ergebnissen definiere ich jetzt ein. Ortho- 
gonalsystem yon Polynomen 

Re(x) ,  P, (x), . . . ,  P ,  Cx) , . . .  

mit den folgenden Eigenschaften: 

a) P. ,(x)  ist ein Polynom n- ten Grades. 
b) Der hSehste Koeifizient yon P,,(x) ist positiv. 

(0 i j / ) ( ~ ) l  ~ P, , (~)do == e,~,~ ( m , n = O ,  1 , 2, " . ) .  
/ *  

(Y 

Ich bezeichne (tie P,~(x) als die zur Kurve C geh6rigen orthogonalen 
Bolynome. Die Existenz und Eindeutigkeit eines solchen Systems ist 
naeh dem bekannten Satz yon E. S c h m i d t  fiber die Orthogonalisierung 
eines gegebenen Funktionensystems a priori klar. Die Polynome Pn(x) 
kSnnen aueh einfach dargestellt werden, und zwar auf folgende Weise. 

Es sei 

n~,,, ..... l,-f sv~'*d., 
dann ist c 

~lJ(l ==" ]l, q p 

und die H e r m i t  eschen Formen 
~b 

~, qm0 

sind f ~  a l l e n  positiv definit. 
Form mit D, ,  dann ist also 

Man hat z. B. 

D o hoe .... 1, D l =~" h~176 h~ , . . . ,  D,~ .... 
hlO hll 

(~. q = o, 1,2,  ..~) 

V ~ 2 

Ich bezeichne die Determinante dieser 

D,~>o  (n : :~o ,1 ,2  . . . .  ). 

hoe hol . . . h  o 

hi 0 hli - . .  h l .  

h~o h,, 1 . . .  h ~  
Ieh behaupte nun, da/3 ffir n ~ 1 

hoe h~o . . .  h~o 

P~ 

1 x '  . . .  X '  
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ist, wo r eine spgter zu bestimmende Konstante bezeichnet. In  der Tat ist 

hoo h~o . . .  h~o 

h~ hll "'" h"i I 0 fiir 0_<u_<n- -1 ;  

ao', 
Dio Normierung voa P,~(x) (d. h. die Bestimmung yon %) erfolgt dutch 
die Bedingung b) und dutch die Bedingung 

.... 1 .  

0 

Es ist somit a, > 0 und man hat 

es muB also 

sein, d.h.  

t 
O 

hoo hio . . .  h~o 

1 --~ h~ h l i  . . .  h . 1  
P , , ( x ) = . - ) ~ .  : - ~  - ,~ . . . . .  ;,. . . . . . . . .  �9 . . . .  ( n = 1 , 2 , 3 , . . . ; P o ( x ) = 1 ) .  

' '~O,n-I "~i,~--i ' " ~ "~n,.~t--1 

4. Aus dieser Formel ergibt sioh leicht eine andere Darstellung von 
P , ( x ) .  Es gilt n~mlich der 

Hi l fssa tz .  Sind  A~g beliebige reelte oter  komplexe Grd[3en, dann  gilt 
die Identit(~t: 

A,,o Alo . . .  A,o 

Aoi Al~ . - .  A~l 
. . . . . . . . . . . .  I A~q x - -  A~+I,  q 

Ao ,n -~  A i , n - 1  �9 �9 - A n , n - 1  

1 X . . .  ~,~ 

�9 ~) Die Wurzeln aus positiven GrS~en sind hier und im folgenden ~tets positiv 
zu nehmen. 

~s) Ich bezeichne mit 
] a ~ q  I :  - i  

eine Dot~rmin~nte n - te r  Ordnung mit  den Elementen a~,~ (2, q = 0, 1 , . .  ,, n -- 1). 
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Ich beweise diese Gleiehung etwa mit dem folgenden Verfahre~. Ioh 
addiere die --x-fache n- te  (d. h. vorletzte) Spalte der Determinante auf 
der linken Seite zur n -f- l - t e a  (d. h. letzten) Spalte derselben, weiter die 
- -x-fache n - -  l - re  Spalte zur n-ten,  usw. Es ergibt sich auf diese Weise 
schlief~lich eine Determinante, deren letzte Reihe mit Ausnahme ihres erstel:t 
Elementes aus lauter Nullen besteht. Daraus folgt Ieicht, die Behauptung. 

Ich setze hier A~q-~ hvq; es ist also 

] ] b p + l ,  q ~ P,~(~) ...... i,z),::~:i~:!t%~- Io ' -~  ( ~  .... 1 2 , ; ~ , . . . - P o ( ~ ) = 1 ) .  

Das Polynom P~(x) ist somit flit n ~ 1 abgesehen yon einem l~onstanten 
Faktor gleich der Determinante der Hermi teschen  Form 

�9 ~I j ' ( X - -  ... t ~n-1 leda H~,_~(x-- ; t ) =  $)[to+tt$-~ ,~ -~. ~ _ ~  
c 

~ t ~ l  

p ,q"  0 

Ist C das Intervall (.- 1, 1), so ist 

] fiir gerade p -~- q 

I) fiir tmgera4e p -..t~ q' 
und. r  . . . . . . . . .  

/z~,-.bl X I x  h , : .  P . ( z ) - , ~ V  :~ .... , ~  , (n .... o,i 2 . . ) ,  

wo X~, (x) das n-re Lege.n dresche Polynom bezeichnet. Die Determinanten- 
form, in welcher jetzt ganz allgemein die orthogonalen Polynome erscheinen, 
ist in diesem Falle wohlbekannt. 

Ist C der Einheitskreis, so ist 

t %  = % (p ,  q = O, 1, 2 . . . .  ) 
und 

P ~ ( x ) - ~ x  '' (n .... O, 1, 2 . . . .  ). 

w  

Entwiekehng einer analytisehen ]~hnktion naeh orthogonalen Polynomen. 

5. ~ i t  Heranziehung des Begriffs der orthogonalenPolynome kSnnen 
wir jetzt die Ergebnisse yon 2. in der folgenden Form aussprechen: 

Sa tz  I. Es sei F (x) im abges~chlossenen Innenbereich yon C regulgr- 
ancdytisch; es gibt dann eine ganz bestimmte nach den orthogonalen Poly- 
nomen ]ortschreitende Entwicl~elung 

%to (x) + c~ Pl (z) + . . .  + c~P~(x) + . . . ,  
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deren ,au/einander/olgende Absehnitte 

s , (x)  = coPo(x ) 4- c 1PI ( x) -+ . . . "}- % P,~(x) 

/i~r a l l en  ]o~gende Minimum-Eigenscha/t besitzen: Das Integral 

c 

ist /i~r alle Polynome n-ten Grades S,~ ( x) dann und nur dann m, inimal, 
wenn S~ (x) .... s+~(x) ist. Dieses Minimum ist gleich 

1 f r ~ , i~ " % =  z~l~v( ~)l~d~ '~%: -:e,~ ~-...-,-{~,,]'. 
6' 

2)ie Koe//izienten der obigen Entwickdung 
Fouriersehe Weise dutch die Formeln 

c 

ergeben sich au/ die 

(n o, 1, 2, . . . ) .  

Der ers~e Teil dieses Satzes wurde bereits in 2. bewiesen. 
niimlich flit n ~ 1 

f (  -" 
1 
l 

c 
d. h. 

ES w a r  

(o g , , g n -  1), 

s,, (x) -- s,~-i (x) .... % P , , ( x ) ;  

wo c,~ eine yon F ( x )  abh~ngige Konstante bezeichnet. 
yon % erfolgt a ~  folgende Weise: 

% = T  (s,~(J)--s~_l(~))P,~($ldo=~ ~ s. 
c 6' 

c 6' 
also nach 2. 

0 
~an  hat ferner 

Die Auswertung 

d.  h .  
o C 

c 

== 0, 

w. z. b. w. 
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Es ist somit 

C r162 r 

,--2,~;~ I 'f(~*),%(.*)d. ..... z If(~)~ - '  ' " -  - . i~t . 2 
[ * ' "  

C 

Damit ist Satz I in alien Teilen bewiesen. 

Es gilt ferner der 

Satz .[I. Es ist /iir alle Polynome n-ten Grades yon der Form 

das Integral 

dann und nu t  dann minimal, wenn 

ist. ]9as Min imum ist gleich ~):ID~ . 

Es ist n~mtch naeh 3. 

P~+( ~ ) .~+' V - ~ ?  + . . . .  

6. Die Polynome s~ (x), d.h. die Abschnitte der obigen Entwickelung, 
liefern somit im Sinne der kleinsten Quadrate unter allen Polynomen 
desselben Grades die beste Approximation fiir F (x)~+). Xhnlieh ist .P, (X) 
dutch die im Satz II ausgesproe~ene Minimumeigenschaft ausgezeiehnet. 
In dem speziellen bzw. Grenzfalle, we C der Einheitskreis bzw. das doppelt 
zu durchlaufende Interval ( - -1 ,  1) ist, sind diese Sgtze wohlbekannt. 
Insbes0ndere Satz I driickt dann eine Grundeigensehaft der Potenzreihe 
bzw. der nach L e g e n dre sehen Polynomen fortschreitenden Entwiekelung aus. 

Die obige Entwiekelung hat vorl~ufig nut eine rein formelle Bedeu- 
tung. Ieh bringe dies mit der Bezeichnung 

_v i~) ~ % Be (z) + c~ P~ (z) + . . .  + o~_v (~) + . . .  
g 

zum Ausdruck; dies ist lediglioh ein abkiirzendes Symbol ftir das Bestehen 
der Formeln 

16) Vgl. die FuBnote ~). 
M~thematische Zeitschrl~t. IX. 16 
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7. Satz I gestattet einige, im wesentlichen bekannte Schlfisse zu ziehen. 
Aus des Formel yon % folgt zun~chst die , ,Besselsche Urigleichung" 

(? 
un4 also die Konvergenz der Reihe 

Yi~n karm die Frage stellen, ob das Orthogonalsystem der Polynome 
P~(x) vollst~,ndig ist, in dem Sinne, da~ es keine, ira abgeschlossenen 
Innenbereich yon C regul~ir-analytisehe und nieht identisch versehwindende 
Funktion Fo(x ) gibt, fiir welehe 

f F  o 
O 

w~ire. Dies wird sofort klar, wenn ieh fiir jedes F(x)  die Gleichung 

. . . . . . . .  ~ I~( .~) l~d~,  
a 

oder was damit gleiehwertig ist, 

lira % ~-~ 0 

beweise. Man hat nu~ naeh einem bekannten Satz aus des Theorie her 
aualytischen Funktionen fiir geeignete Polynome P(x)  

und zwar gleiehms im abgesehlossenen Innenbereich yon C, wo 8 eine 
gegebene positive GrSBe bezeichnet17). Danu ist aber 

I fl  ~ < 
0 

woraus die Behauptuag folgt. 

Sa tz  i II .  Es sei 2'( x ) reguld~'r-analy$isch im abg~chlossenen Innen- 
bereich yon C und 

Dann ist 
l f l  I ~ lira 2- I ' ( ~ ) - -  s~(~) d~ ,~  O, 

0 

17) D. H i l b e r t ,  ~ber  die Entwickelung einer beliebigen analytisehen Funktion 
einer Variablen in eine unendliehe naeh ganzen Rationalen fortsehreitende Relhe 
[Nachriehten yon tier kSnigliehen Gesellsehaf~ der Wissensehaften zu GSttingen, Math.- 
phys. Klasse, 1897, S. 6,B-70]. 
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wenn s~(x) die n-te Partialsumme dieser Entwickelung bezeichnet; es 
gilt ferner die , ,Parsevalsche •ormel" 

Das Orthogo~alsystem der Polynome P , (x )  besitzt somit die Voll- 
stdindigkeitseigenscha/t. 

8. Ich beweise nun den folgenden 

H il f s s a t z. Sind die analytisvhen Funktionen F,~ (x) im abgeschlossenen. 
Innen- (Au/3en-) bereich yon C regular und 

lira ; } .F,~(~)ida=.O , 

dann ist im Innern (auflerhalb ) yon O gleichm~i/3ig Is) 

lira F ,  (x) = 0. 

Dieser Satz ist eine einfache Folge des C a u c h y schen In~egralsatzes. 
Ist n~mlich z innerhalb (auBerhalb) yon C, so ist 

1 ~F,, ($) d~ ' 

also 

wenn 8 die minimale Entfernung yon x von den Punkten der Kurve C 
bezeichnet. Daraus folgt die Behauptung. 

Dieser Hilfssatz wird im f01genden mehrmals beniitzt. Es sei bier 

F.(x) 
dann ergibt sich der 

Sa~z I V . . E s  sei ~ ( x ) regulS/r-analytisch im abgeschlossenen Innen- 
bereich yon C und 

.F(x ) , . ,~%Po(x )+e~P~(x  ) + . . .  + c,~P,,(x) + . . . .  

Dann konvergiert diese Entwickelung glei&md[3ig im Innern yon C und 
stellt dort E ( x ) dar. 

Eine wesentliche Ergi~nzung dieses Satzes werde ich in w 12 beweisen. 

is) Vgl. die Fuflno'~e a). 
16" 
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w 3. 

~ber  eine 'Ext remum-Aufgabe .  

9. Es sei F(x )  regul~r-analytiseh im abgeschlossenen Innenbereich 
yon C mad 

F (z) -,, %Po (z) + c~ P~ (z) + . . .  + c,, P,, (z) r . . .  

Der n - r e  Absehm~t dieser En~wiekelung ist in (let' folge)lden Form za 
schreiben: 

s. (x) :~-. % Po (~) + ~ PI (x) + . . .  + o,,P,, (x) 

~ l J ' F ( ~ ) ( P o ( ~ )  Po(x)"~ " P t ( * ) P ,  ( x ) +  ....~.. P,, (Z) P,,(x))dz .  
C* 

Der , ,Kern" dieses In~egralausdruckes ist 

K,(~,x)=E,-(~iPo(x)-+-Pi'($)P~(x)-+-....+o.P~,(Z)P,(x) (n - 0 ,1 ,2 , . . . ) .  

Dies ist ein Polynom n- ten  Grades yon ~ und x; man bat ferner 

K,, ( Z , x ) ,, I(�88 ~v". i )  . 

Ist  g der Einheitskreis, so ist 

K o ( ~ , x ) - , ~ '  " ' ...... ., 
[ x '  1' - (~ z) '~ t 

~,~,,~o 1 - -  Z x 

Ist C das Inte~vall ( ..... 1, 1), so ist bekanatlich 
~t  

wo X~Iz ) das n-~e Legendresche Polynom bezeichne~. 
10. Xhnlich wie P,~(x)~) ist aueh die Funktion K,(~, x) dadurch 

ausgezeichnet, dab sie die L6su~g 'einer Extremum-Aufgabe liefert. Es 
gilt n~mli'ch cler 

S a t z  V. Es aei a beliebig u nd G,~(x) ein Polynom n-ten Grades 
yon de*" Eigenscha/t 

Dann lot das Maximum yon ]G, , (a ) ] '  

~ I G o ( a ) l "  ~,,~ K, , (a ,  a)  Z [~ , , (~ l t~  - 

Die~ wird /is die Polynome 

~)  Vgl .  S~tz '  I i .  
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(und nu t  /i~r diese) erreicht, wo , eine beliebige Konstante mit  dem 
absoluten Betrage 1 bezeichnet. 

In der Tat sd 

G,,(x) =~ to Po (x  ) -].~ t l l ~ ( x  ) .q- . . .  ! t,,P,~,(x), 
dann ist 

t IG , (~ ) l "d~  ...... it,, ,ftl . . . .  t-...-.t.-]t,~-; 
r  c 

die A.ufgabe ist, somit das ~aximum vml 

] toPo(a)  -}. t,_P, (a ) - [ - . . . - } -  t , ,P, ,(a)[e 
zu bestimmen, wiihrend 

i to {'-' ~ .., , + i t ~ I  . ~ : . . . + i t , ~ [  ..... 1 

ist. Dies ist abet nach der Schwar, zschen Ungleichheit gleich 

lPo(a) ]~ ~.~ iP~ (a)]" ' t ' . . .  -!" iP,~(a) !~ =~ K,~(a, a) 

und es wird fiir 
-P. ia) 

t , , ~ - s  . . . . .  . ......... ( , ' = 0 ,  1 , . . . , n ;  I s l = l )  
'K (a, e~) 

errdch$, w. z. b. w. 

Daraus folgt der 

Satz  V'. Es ist liar alle Polynome n-ten Grades [;,~(x) m4t der 
Eigenscha/t I;, ( a ) =.-1 das Integral 

(; 

dann und nur dann minimal,  wenn 
& ( a , x )  

1 
ist. Das M i n i m u m  ist gleich "h',(a, a)" 

11. Es sei Y(x)  reguliir-analytisch im abgeschlossenen Innenbereieh 
yon C und a sei im Innern yon C. Dann ist nach 8. 

~ f l~'(e)tdo, 
o 

w~an r die miuimale Entfernung zwischen a und den Punkten von C be- 
zeiehnet. Ich setze hier F(x)=.= (G,,(x)) ~, wo G,~(x) irgendein Polynom 
n-ten Grades mit der Eigenschaft 

-~ft Go(#) I'do =- ~ 
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bezeichnet. Dann ist 

und also nach Satz V 

G. Szeg& 

l 

l 
M~ I a.(~) I~ = x . (~ ,  a) = Z  IP.,(~)i '~ 4+~,~  

und zWar f fir a l len.  Daraus folgt der 

Satz VI. Die Reihensumme 

K (a, a ) =  ] Po(a)I':-~:. IPl (a)l ~ -+~ ...-+~ !P+,(a)i ~ '4 . . .  

ist stets endlich, wenn a i m  Innern yon C liegt. Sie stellt die genaue 
obere Grenze yon ]G(a)]~ dar, wdhrend G (x) die Ge~amtheit der im ab- 
geschlossenen Innenbereieh yon C regul~ir-analytischen zVunktionen mit 
der Bedingung 

a 

durchldu/t. 

Die Reihe 

K (,~,x)= ~o(~) roe) + ~ (~ii & W) + . . .  + &(,~) P. (~)+ . . .  

ist absolut und gleichmgiflig ]convergent, wenn a und x im Innern yon C 
liegen, und stellt dort eine reguldre analytische Funktion yon ~ und x 
dar. Es ist 

Der zweite Teil dieses *Satzes ist eine unmittelbare Folge der 
Schwarzschen Ungleiehheit. Die Berechuung der Reihensumme K ( a , x )  
folgt erst in w 6. Vgl. fiber die Summe K (a, x) auch w 12, 44. 

ist C der Einheitskreis, so sind die Reihen 

K(~, ~) == ~ + [~i ~ + . . ,  + /~ l  '~- + . . .  
bzw. 

X ( a , x ) = l + ~ x + . . .  - + ~ x " + . . .  

iiir lal < 1, !x [ < 1 konvergent. 

w 

t~ber die Wurzeln der Polynome t ~  (~) und fiber die Tsehebyscheff. 
schen Polynome. 

12. Es sei n > I und x o eineWurzel yon P~(x). Dann ist 

X ~ ~0 
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ein Polynom n - - 1 - t e n  Grades, also nach der Grundeigenseh~ft der ortho- 
gonalen Polynome 

~.,~]- a ~ .... xo) O, ~:-~o (~ d~=  
C 

d. h: 

f 2,~ (~) '~ ~ "~0 ~ d~ 
cJ 

f  nio ,zo 
c 

Daraus folgt der 
S a t z  VII. Die Wzerzeln der zur Kurve C geh6rigen orthogonalen 

Polynome P~(x) liegen alle innerhalb des kleinsSen konvexen, abge- 
schlossenen Bereiche8 ~ ,  welcher die Kurve C en$tu~l$. 

N~here Feststellungen fiber die Lage dieser Wurzeln effolgen in w 13. 

Ist C der Einheitskreis, so liegen die Wurzeln yon  P~ ( x ) =  x '~ alle 
im Nullpunkt. 

ist  C das Intervall ( - -1 ,  1), so ist _P~(x) (abgesehen yon einem, 
konstanten Faktor) das n - te  Legendresche  Polynom; die Wurzeln des- 
selben liegen alle in der Tat im Intervalle ( - -1 ,  1). 

13. Herr F ejSr hat .mir eine Beweismethode mitgeteilt, welche nicht 
nut den Satz VII erledigt, sondern aueh erm6glieht, analoge S~tze fiber 
die Wurzeln anderer wiehtiger Polynome abzuleiten. 

Der Beweis stfitzt sich auf die folgende rnerkwfirdige/kuffassung des 
kleinsten konvexen, abgesohlossenen Bereiehes ~,  welcher eine Kurve C 
enth~lt: 

~ besSeh$ aus den]enigen P•nkten der Ebene (und nut  aus leben), 
yon welchen aus es zenrn6glich ist, sich g l e i chze i t i g  a l l en  Puni~en yon & 
zu nSh,ern. 

Liegt niimlich x im Innern von ~ ~nd ist x'  irgendeine neue Lage 
von x, so lege man dutch x eine Gerade, welche senkrecht zu dem Vektor 
z '  -- x liegt. Dann ist geometrisch klar, daJ~ x' yon allen Punkten yon C, 
welohe nieht, in derselbcn Halbebene liegerJ wie x', welter entfernt ist 
als x. •  im Falle, we x am Rande yon ~ liegt, l~13t sieh leicht 
zeigen, daJ] keine Verschiebu~g yon x in x' mSglieh ist, dureh welche 
man sieh allen Punkten der Kurve C simultan n~ihern wiixde. 

Ist abet x aul~erhalb yon ~,  so gibt es immer eine Versehiebung 
yon geeigneter Richtung und GrSl~e, dutch we!ehe man gIeiehzeitig allen 
Punkten yon C ns kommt. Man lege etwa dutch x irgendeine Gerade, 
welehe keinen Punkt  mit ~ gemein hat. Dana ist klar, dag man dutch 
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eine Verschiebung, welche senkrecht zu dieser (}eraden gm'ichtet trod ge- 
' niigend klein !st, gleichzeitig alien Punkten yon C ngher kommt. 

Es gilt nun der allgemeine Satz: 

Ist lc positiv und A~ k) (x) das Polynom, welches unter allen Poly- 
nomen n-ten Grades yon get Form 

A , , ( x )  =. z "  . t - a ~ z  n-~ q . . .  ! a,, 
/i~r daa integral 

o 
den kteinsten Wert lie/err, so liegen die Wurzeln yon A ~ ) ( x ) i n  dem 
kleinsten konvexen Bereiche ~ ,  welcher die Kurve C entMilt. 

Wiirde niimlich eine Wurzel yon A~)(x),  etwa x~, aul]erhalb yon 
liegen, so setze ich dab Polynom 

A2)<~) 
........ ( ~  - < )  
C~--P~ t 

an, wo x; eine solche Stelle bezeichnet, fiir welohe 

ist, w~hrend ~ die Punkte yon C durchlguft. 
keitsgriinden, dal~ sogar 

.~:x, <:#' < 1 
ist, d .h .  

O O 

(k) X was der Definition yon An ( ) ol~enbar widerspricht. 
Es ist naoh 8atz II  

'//~: e , ( x ) ;  .4 r ) ( x ) =  . ~ ) , , _ ;  

daraus folgt somit ein neuer Beweis fiiz Satz VII. 
Ist C der Einheitskreis, so ist fiir alle k 

'a0) M a n  h a t  ngml i oh  

~ *~+ 

o 

u n d  w e n n  

Damus folgt arts 8tetig- 

. 1 ~",4(/~)i 

(,~ 

ajxn-l +.. .  +anlkdo=-,2!~ f l l +~x+. . .  +(s do 
o 

. B ( x ) =  l + a ~ x +  . . .  + a ~ n  
(Fortaetzung dor FuBnote auf der nt~chst~n 8cite,) 
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14. Man kann die, folgende Frage stdlen: 
Es sei A,,(x) ein beliebiges Polynom n-ten Grades yon der ]Form 

A . ( x )  x'~ + a lx  ~'~14- �9 + a,~ 

~nd alas ~axi .~ , ,~  ~on t A,~(*)J au/ C 

Max ]A,,(x)] ---~ M .  
(c) 

Welches ist dann das Polynom n-ten Grades yon der obigen Form, /i~r 
welches 2/I ~ inimal  ist ? 

Ich bezeichne dieses Polynom als das zu clef Kurve C gehSrige n-te 
Tschebysche f f sche  Polynom T~(x). Es sei das Maximum yon T, (x)  
auf C g]eich m,;, dann is~ also fiir ]edes Polynom A, (x )  irgendwo auf C 

I &(~) t_~ ~..'-') 
fiir Ix ] , ( .  1 wm 0 versehieden ist, dann is* offenbar 

0 

~a) Existcnz und Unitgt dioser Polynome folgt aus gewissen Sgtzen yon Tgne l l i .  
Vgl. i polinomi d '  approssimazione di Tsehebychev [Annali di matematic~,, Xu 
(1908), S. 47--119] S. 108. ~ Vgl. auch P. Mon te l ,  LeTons sur les s~ries de poly- 
nomes a une variable complexe, Paris 1910 (Gauthiers-Villars), S. 66-71, sowie 
G. Father ,  Journal fiir Mathematik, 150 (1919), S. 79-106. 

Ieh bemerke hier, dab diese Polynome in gewissem Sinne Gegenstiieko der ortho- 
gonalen Polynome sind. Man kann ngmlieh ganz allgemein unter der Abweichung (6cart) 
dcr o~nalytischen Funktionen f (x )  und g(oa) auf der Kurve C folgendes verstehen: 

O 

dies ist die Abweichung im Sinne der kleinsten Quadrate, oder im Besselschen Sinne. 

(b) ~ a x  I t ' (~)--g(~)  I, 
(o~ 

dies ist die Abweichung im T s e h e b y s e h e f f s c h e n  Sinne (die zweite ist offenbar 
grSBer als die erste). Satz II  sagt nun aus, dab unter den Polynomen n-ten C~rades 
yon der Form 

~ t . ( x )  = x ~ + a ~  ~ - x  + . . .  + a .  

dasjenige, welches van 0 im Besselschen Sinne mSglichs~ wenig abweicht, folgen- 
des ist : 

F .L/n-~. 
und m~n hat 

c 
(Fortsetzung der FuBnote auf der n~chsten Seite.~ 
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Ist z. B. n --= 1 und Tl (x  ) == x -- a, dannist offenbar a der Mittelpunkt, 
m~ der Radius des kleinsten Kreises, welcher die Kurve C v61lig iiberdeckt. 

Ist C der Einheitskreis, so ist 

Is* C das Intervall (-~ 1,1), so ist bekannt]ich 

= oos   coos  

Es gilt nun der l~ej6rsche 8atz: 

Die Wurzeln der zur Kurve C geh6rigen Tschebyeehe/ / schen  Po- 
lynome T , (x )  liegen alle im kleinsten konvexen Bereiche ~ ,  welcher die 
Kurve C enthalt. 

Die hier gegebene Definition sagt anderseits, dab 

A~(x)=r, , (x)  

das Polynom isG welches yon 0 im Tsehebysehef f schen  Sinne mr wenig 
abweicht. Man hat 

Min Max ] A,(x)  ] = ~n.n. 
(O) 

Es ist also 
= ~ /  D,, , .  

Die Benennung , T s c h e b y s c h e f f s o h e  Polynom" hat tibrigens bei T o n e l ] i  eine 
erweiterte Bedeu~ung. So bezeichnet er ngmlieh das Polynom n- ten  Grades ~K,~(x), 
welches yon einer gegebenen analytischen Funkti0n ~(x )  auf der Kurve G im 
Tschebysehef f sehen  Sinne mSglichst wenig abweicht, ls~ 2~ ( z ) = x~ ,  so ist 
offenbar 

~'(~)-K,_~(~)=T,,(~,), 

wenn T,,(x) alas oben definierte, zu der Knrve O gehSrige ~-te T s e h e b y s e h e f f -  
sche Polynom bezeiehnet. 

% Herr F a b e r  hat a. ~. O. ~1) S. 84~86 bewiesen, dab die Tschebysehe f f sehen  
Polynome dieselben sind, wenn C eine Ellipse mi* den Brennpunkten --1, 1 izt. Es 
seien a und b (a~> b) die Halbaehsen dieser E!lipse und I{ dureh die Bedingungen 

1 1 ~ ' + X  ~ - ~  

bestimmt, so ist dann 
1 + 

cos ~ arc cos x ~ "  
/',d ~) ....................... nna ~= 

2"-" 2 '~ 

Ist b = 0, d. h. /~ = 1, so reduziert sich der letzte Ausdruek auf den im Texte an- 
gegebenen.. 
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Wiirde n~mlich eine Wurzel, etwa xi, des Tsehebyschef f schen  Po- 
lynoms T,(x) aul]erhalb yon ~ liegen, so bride ieh alas Po]ynom 

, T,(~) ( ~  .... x;), 

wo x~ die gleiehe-Bedeutung hat wie oben. Dann ist abet 

was der Definition yon T,,(x) widersp~ieht. Daraus folgt  der Satz. 
Auf diese Polynome will ich noeh spiter zurfickkommen (man vgl. w 9). 

w  

?~ber die Wurze ln  der Polynome K, , (a , x ) .  
15. Der Zweck dieses Paragraphen ist die Lage de r Wurzeln yon 

festzustellen. Es gilt zun~eht flit jedes Polynom n- tea  Grades B,,(x) die 
(fiir K,(a,x) cha.~akteristische) Gleichung 

1 F 
1 J g,,(a, ~) R,(~) do =: ~,(a). 

U 
In tier Tat sei 

dann ist nach der. Grundeigenscha~t der orthogonalen Polynome 

~.,~, K~(a,r ]R (~)do=Po(a)to~2~(a)tl- .  ~- ... ~ P,~(a)t~=~,(a), 
0 

~.~.b.w. 
Es sei nun a lest und x o eine Wurzel yon K,,(a,x); dana ist zu- 

niichst x o + a, weft ja 

K , , ( a , a ) = Z t B , ( a ) l ' ~  IBo(a)I :  = 1 

ist. Ieh setze in der obigen Formel 

~ _ ~ o -  (~  - ~), 
dann ist also 

f [  K,, (a, 1 ~ ~ - ~ " T ,~) ~ a o - =  o. 
O 

Aus dieser Gleiehung ist es ersiehtlieh, dab die Vektoren, welehe vom 
Nullpunkt ausgehend die .Zahlea 

~ ~0 
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darstellen, nicht durchwegs in einen Winkelraam v o n d e r  0ffnung < 
hineinfallen kSnnen, wi~hrend ~ die Kurve C durchli~uft. 

Was hat dies fiir eine geometrisehe Bedeumng? Des Argument dieser 
komplexen Zahlen is~ oftenbar des Winkel zwisehen den Strahten ~a und ~Xo; 
es miissen also zwei Punkte ~ , ~ auf C geben, ffir welehe 

<):. a x o :1 ~ a ~ x o 

ist. Die Punkte a, xo, ~', ~" bestimmen dann ein Kreisvierecl~, dessen 
gegeniiberliegende Ecken $' lind ~:" sind. 

Die Wurzeln yon K,,(a, x) haben also stets die folgende Eigenschaft: 
JEs ist x o =~ a und man kann immer durch a und x o einen Kreis schlagen, 
welcher mit  C wenigstens zwei solche Punkte gemein hat, die au/ ent- 
gegengesetzten Seiten der geraden Linie a x o liedlen. Dadurch ist fs die 
Wurzeln x o yon K,~(a,x) ein Bereich der x-Ebene festgeleg~. 

16. Kerr Fe j6r  hat eine merkwiirdige Verallgemeinerung des k]einsten 
konvexen, die Kurve C enthaltenden Bereiehes gegeben, die nine gee- 
metrische Charakterisiemng des soeben definierten Wurze]bereiches gestattet. 

Es sei a sin be]iebiger. Punkt in der komplexen x-Ebene, liege aber 
nieht aaf de~: Kurve C. Die Transformation dareh, reziproke Rad:ielt 

1 1 

bildet die KarveC der x-Ebene auf eine Kurve C' der x '-Ebene ab. ][ch 
bilde nun den kleinsten (ira gewShnlichen Simm) konvexen Bereich ,l?', 
welcher die Bildku~ve C' enthiilt. Dann entspricht dutch die obige Ab- 
bilitang dem Bezeiehe .~' der x'-Ebcne wieder ein ganz bestimmter 
Bereieh ~ ,  in der komplexen x-Ebene and dies ist der yon t{erm Fejdr  
definierte Bereieh, welcher dureh C and a vollsi~ndig bestimmt ist. ' 

Man kann den eben definierten Bereieh ~t', etwa mit  Hilfc der for 
genden Vorschrift konstruieren. Es seien ~' und ~" beliebige Punkte yon C, 
die voneinander und yon a versehieden sind. Man sehlage dutch die Plml~e 

a, ~', ~:" einen Kreis und nehme die Punkte desjenigen Kreisbogen,~ ~', $", 

welcher a nicht enthdilt. ~ ie  Gesamtheit diezer, yon den I~reisbSgen $ '~"  
beschriebenen Punkte der JEbene, wghrend ~' und ~" unabh(ingig von- 
einander die Kurve C durchlau/en, ist der Bereich ,f[~, ~ ~8). 

~a) Dies folgt aus dem Umstande,  d~It bei der obigen Transformation Kreise 
(Geraden) in Kreise fibergehen. Liegt a auf tier Kurve C~ so wende ieh. eine ~hn- 
liche Konstruktion an und reehne den Punkt  a aueh zu S~,,. 

Ist a auBerhalb von C, so enth~lt ~ ,  stets den abgeschlossenen Innenbereiah 
voa G; ist abet  a i m  Inaern yon G, so kann dies niemals der Fs.ll sein, dt~ dana 
z. ]3. eine geniigend kleine Umgebung yon a nizh~ zu ~. gehSr~. 

Ist a ~uilerhalb yon ~,  so ist ~ ,  stets ein endlioher Bereieh. Ist  a im l~nnern 
yon ~,  so ist ~a ein unendlicher Bereieh. 
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Ist a im Unendliehen, so ist der FejGrsche Bereich ~,, identisch 
"mit ,~, wo ~,  wie oben, den kleinsten konvexen Bereich bezeiehnet, wel- 
chef die Kurve C enthglt. 

Das Folgende ist nun geometrisch klar: ~ besteht aus solchen 
Punkten x ( und nwr avz solchen ), welche so bescha[/en sind, daft man 
dutch a und x immer einen Kreis schlagen kann, 'welcher mit der 
Kurve C wenigstens zwei solche Punkte gemein ]~at, die auf entgegen- 
gesetzten Seiten der geraden Linie ax liegen. 

Es gilt somit der 

Sa tz  V[II. Die Wurzeln des Polynoms 

*:,,(a, >'o(*) + (a) + . . .  + P,, (x) 
liegen alle im oben definierten Bereiche ~'~).  

17. Herr FejGr hat diesen Satz mit Hilfe der Transformation durch 
reziproke Radien erhalten. Mit derselben Methode erhglt man auch die 
tolgenden Sgtze: 

I~s sei k eine beliebige Tositive Zahl; ich betrachte die Gesamtheit 
der JPolynome n-ten Grades U,i(x ), /i~r welche U,,(a)= t is t .  Mit u(~)(x) 
bezeichne ich das]enige unter diesen Polynomen, /i~r welches 

o 

Dann liegen s~imtliche Wurzeln yon u~)(x) in dem Be- minimal ist. 
reiche ~, .  

Es ist offenbar 
(~, ~) 

Ferner: 

Bezeichne ich mit %(x)  dasjenige unter den Polynomen n-ten 
Grades U,,(x) mit der Nebenbedingung U,~(a) .... 1, /i~r welches 

V~axl V,, (x)', 
(o) 

minimal ist. Dann liege n sdmtliche Wurzeln yon % (x) in dem Be- 
reiche ~, .  

18. Es sei C der Einheitskreis. Liegt a i m  Innern yon C, sQ ist 
~ ,  offsnbar der abgesehlossene At~enbereick yon C; is~ a auflerhatb yon 
C, so ist ~a der abgesehlossene Innenbereieh yon C. Lieg~ endlieh a 
auf C, so bes~eht ~a aus s~m~lichen Ptmkten yon C. 

~) Darius ~olgt leicht ein neuer Beweis yon Satz VII. Vgl. 18. 
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Man hat in diesem Falle 
K~(a, x)---- 1-(e*x)n+l 

1 - -~x  ' 

SO daii, in diesem speziellea Falle, Satz VIII leicht zu bestgtigen ist. 
Es sei C das InterVall ( -- 1, 1). Ist a nieh~ reell, so ist geometriseh 

ldar, daft der Bereich ~a folgendermaBen zu gewinnen is~. Man schlage 
dutch die Punkte a, - - 1 ,  1 einen Kreis, (lessen Flgche yon der Strecke 
( -  1, 1 ) ia zwei Segmente zerlegt wird. ~a ist dann dasjenige dieser 
8egmente, welches den Punkt a nicht enth~,ilt. Siimtliche Wurzeln des 
Polyno~s 

n+ l .,G( a) x, ,+,(z)-  X,,+1( a) x~(z) Z>- 2 x,,(.) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  

*'=:0 

liegen also naoh 8atz VIII  in diesem 8egmente; X~(x) bezeichne~ hier 
das n-te  Legendresohe Polynom. 

Ist a reell und !a I ~ 1 ,  so ist ~a das Intervall ( - - 1 ,  1). Ist a 
reell und l a / <  1, so ist }= die ganze reelle Aehse. Die Wurzeln des 
Polynoms 

X , (  a) X,,+, (x) -- X,~+, ( a) X~, (x) 

sind also sgmtlich reell, sobald a reell is~; is~ hierbei ]a I ~ 1, so liegen 
sie sogar im Intervalle ( - - 1 ,  1). 

Im Grenzfalle, wo der imagini~re Teil yon a ins Unendliche riickt, 
geht das Segment ~ in das Intervall ( - -  1, 1) fiber. Es is~ ferner 

lira X,, ((~)'X~+~ (x) - X,,+~ (a) X, (z) 

so dab wir auf diese Weise dea bekannten Satz fiber die Wurzeln der 
L e g e n d r e schen Polynome herausbekommen. 

I1. Kapitel .  

(' ber die konforme Abbihlung des Innengebietes. 

w 
Darste l lung der abbildenden F u n k t i o n  im Innern  y o n  C.  

19. Es sei C eine gesehlossene und doppeltpunktlose aualytische 
Kurve in der komplexen x-Ebene. Dann gibt es nach der Theorie der 
konformen Abbildung eine Funktion 

welche das Inhere der Kurve C der x-Ebene schlicht auf das Gebiet 



Uber or~hogona]e Polynome. 245 

I z ] ~  1 der z-Ebene abbildet, w~hrend der Nullpunkt einem gegebenen 
Punkte x ~ a im Innern yon C entspricht. D.h.  

= o .  

Durch diese Forderung ist ~, (x) (abgesehen yon einem konstanten Faktor 
mit  dem absoluten Betrage 1) eindeutig bestimmt. /kus der Voraus- 
setzung, dal~'C eine anatytische Kurve ist, folgt dana, dal~ 7 (x) auch in 
einem grSBeren, die Kurve O in seinem Innern enthalten4en Gebiete 
reguli~r and schlicht ist~'). 

Es gibt bekanntlich immer eine und nu~r eine Funktion 

= g 

welche fiir t zI "~ 1 regul~r 
vorigen Abbfldung liefert. 
bezeichnen, 

es ist also 

und schlicht ist und die Umkehrung der 
Man hat, wenn x und z zugehSrige Werte 

r'(x) § o bzw. g' (z) + 0. 

Hier bezeichnen x und z beliebige Stellen im abgeschlossenen Innenbereich 
yon C bzw. im Bereizhe I z l ~  1. 

Die im I. Kapitel definierten orthogonalen Potynome gestatten nun 
eine merkwiirdige Darstellung der abbildenden Funktion ~, (x). Es gilt der 

Sa tz  IX. Es sei G eine ana~ytische Kurve ~n der komplexen 
x.Ebene und ~(x) bezeichne eine Funktion, welche das Innere der 
Kurve C der x-Ebene schlicht au/ das Gebiet ]zl.< 1 der z-Ebene ab- 
bildet, w~ihrend der NuUpunkt z ~ 0 einem gegebenen Punkte x ~-a im 
inner~, yon C entspricht ; dann i~t im Innern yon C 

fa 

q, 

wo e eine Konstante rait dem absoluten Betrage 1, l die L~inge yon C und 

i~t. P,~(x) bezeichnet bier das zur Kurve C geh6rige n-re orthogonale 
JPolynom. (Die Reihe K ( a ,  x) konvergiert nach Satz VI immer ,  wenn 
x im Innern yon C liegt. ) 

i~0. Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich aui den folgenden einfachen 

Hi l f s sa t z .  Es sei K(z )  eine~ analytische Funktion, welche /i~r 
]zl ~ 1 reguldr "und yon 0 verschieden ist. 1oh betrachte die Gesamt- 

~) Vgl. etwa Pioard,  Trait6 d'an~]yse, 2. Aaflage, Paris 1905 (Gauthiers- 
Vfilars) 2, S. 30]~307. 



246 G. Szeg~'~. 

heir der analytischen Funktionen E ( z ), die /~r I z i ~ 1 regul~ir sing urwl 
der Bedingung 

2~  

~; iK(z) '~(:z) t  d O - . 1  (~ .... e,o) 
0 

genugen. Es sei endlich a o ]est und i a o ] <  1 ; dann iat das .Maximum 

vo,~ IE(ao)i ~ 
1 1 

Max i E (a o) ! =, 
1 - I c~,, t ~ 11c ('o) I ~" 

Ich setze 

K ( z ) ~ ( z )  == t o-~- t , z -F- . . ,  q~ t~z u . t . . . . ;  

dann ist 1ant der obigen Vorausse~zung 

ltol ~ ..+. p t~ t~ + . . . - ! - - ; t , , l  ~ +. ...... 1, 

also mit Riicksicht auf die S ohwarzsche Ungleichheit 

1 'a \ ~  1 1 

"lE(ao)l"~jl:.(ao)l~ Jt,,I ~ la~ tK(ao)l '" 

(Dieses Maximum wird dann und. nut da,_n erreie, ht, wenn fiir alLen 

d. h. wenn 

ist. Nun ist 

Daraus folgt somit 

und also 

C 

K ( z ' l Z ( z )  ..... ::--noZ 

i f ~o : ( z . = e , , ) .  

',/I ~iaol ~ 1 
E ( z ) =  e * -  aoz" X(~) (J"] "'" 1)' 

21. Fiir a o ..... 0 liefert dieser Hilfssatz den fol.genden: 

A. Es sei K(z )  liir I z [ ~ l  regul&-analytisch und yon 0 ver- 
schieden; ich betrachte sdimtliche analytische ~unk, tio~en E ( z), welche fgr 
I z l ~  1 reguld;r sind und der Bedingung 

2zr 

0 

geniigen. Dann ist 

M a , : / ~ ( o ) l "  ........ k ..... 
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Ferner gilt 

B. B~ sei a ein 9egebener Punkt  ira Inneru der Kurve C. Ich 
betrachte sdimtliche analytische Funktionen G ( x ) , welche im abgeschlos- 
~enen Innenbereich yon C reguld~r sind und der Bedingung 

G 
geni~gen. Dann ist 

Max iG(a)I s -= K ( a ,  a), 

wo K ( a ,  x) die obige Bedeutung hat~'~). 

Diese S~tze liefern die LSsungen je einer Extremum-Aufgabe, welche 
sich auf die Funktionenklassen E(z)  bzw. G(x)  beziehen. Ich setze 
nun in A. 

wo g(z) die Abbildung lie~ernde Funktion in 19. ist. 

und also 
G (x )  = G ( g ( z ) )  = E ( z ) .  

Dann sind E (z) arid G (x) gleichzeitig regular. 

also 

do 
do =~ I g' (e' o)] dO ..... I t '  (~)-i" 

Es sei ferner 

Man hat ferner au~ C 

(~ = g (e~e)), 

2~ 2x~ 

0 0 O 

Es ist endlich 

so dab 

d . h .  

E ( 0 )  = v ( ~ ) ,  

M~x i E ( o ) t  s = ~ a x  I a ( a ) l  ~, 

1 ~l e l  1 , 

22. Nach diesen Vorberei~ungen bilde ich das Integral 

r  + f ixo(o, eo, 
G 

~a) Vgl. Satz VL 
~) Es ist g' (z) :-I= 0 fiir I z l < I ; ein jeder Zweig yon V/gT(-'~) ist also dolt 

r6guliir-analybisch. ~hnliches gilt fiir 1/Y' (x) ira abgeschlossenen Innenbereich yon G. 
Mathemattache Zeitsch~ift. IX- 17 
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wo K~ (a, x) die obige Bedeutung hat ~s) and" ~ eine sparer zu bestimmende 
Konstante bezeichnet. Man hat 

~.. K,(a,~)l'd(~=K,,(a,a), 
(7, 

ferner 

es ist endlich 

-{-I v'(~) I d,~ 2:~ 
C o 

O 0 

= 

o 

Nun ist die Funktion von z 

regul~r-analytisch fiir I z t< :  1; das letzte Integral ist somit gleich 

D . h .  
j~ 2 :r K,, (a, a) 2 

.s+, = K,, (<~, a) - 2 ~ - r  "ix7.+(~-$ .... I-. I,t I" 2 
Ich setze hier 

darm folgt 
l Y' a,, = ,~, I (<,) 1 - s q ( a ,  <.), 

d. h. nach dem obigen Resul~ate 

Z , 
lira J~ == ~-~17 (a)] -- g (a, a) =. 0. 

~s) Vgl. w 8. 
~9) Ist fC z) regular fiir l z l ~ l  , so is~ 

o 

Ist  f ( z )  regult~r fiir ! z ! ~  1, so ist 
8~ 

(i 

g ~:~ eiO).  
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Also 

Die Funktion unt~er dem Zeichen des absohten Betrages ist aber reguls 
analygiseh, wenn ~ im abgesehlossenen Innenbereieh yon C liegt. I)araus 
~olgt naeh dem HiIfssatz in 8., dal~ 

lira K,, (a, x) ::: K (a, x)== I V-i;;-(a =) 1/7(x) 

ist ffir alle x, welche im Innern yon C liegen. Man hat ferner 

l 7, _K (a, a) =--= ~ l  (a)!,  

so daf3 
(.~;(a,=))" ?( , i )  z 
�9 A'(a, a) . . . .  I y' (a)'l 2"~ y' (x)~ 

woraus die obige Darste]lung yon y(x)  folgt'~~ 

w 

Bemerkungen. 

23. [ch bemerke, daL~ der obige Beweis die Existenz der" abbildenden 
Funktion Z (x) voraussetzt; er liefert also kein Existenztheorem fiir 7 (x), 
sondern gibt lediglich eine neue Darstellung derselben. 

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, dab man mit Hilie yon Satz.IX 
die abbildende Funktion t, (x) unmit~elbar dutch Polynome anns kann. 
Ich setze n~mlich 

r,'(X) =: e2[ ~ K,,(a, a) (K,,(a, ~))~d~; 
t~ 

dies ist ein Polynom 2n ~- 1-ten Grades, dessen Auswertung kei~e prin- 
zipiellen Schwierigkeiten aulweist. Man ha~ nun im Innern. yon C 

Es sei z. B. C der Einheitskreis, dann ist 

also 

1 --a~" 

~9 E ne andere Darstellung yon y (x) werde ich in w 11 geben. 
17" 
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Man erhhlt somit 

f d~ x ~-a ~(~) ...... ~ ( 1 - - I ~ i  ~) i ~ : _ . ~ ) ~ = ~ _ , , ~ .  (i~I ...... 1), 
a 

ein bekanntes Resultat. 

24. Ieh bezeiehne jetzt die obige Funktion 7(x) mit 7 (a ;  x), d. h. 
7(a;  x) sei die Funktion, welche das Inhere der Kurve C der x-Ebene 
sehlieht auf das Innere des Einheitskreises der z-Ebene abbildet und der 
Bedingung' 

genfigt. Es sei a o ein beliebiger, abet fester Punkt im Immrn yon C, so 
vemi t te l t  die Funktiou 

r (a(,; x ) -  ~, (no: a) 
1 - - ? ( a o ; a ) 7 ( a o  x) 

ebenfalls eine sehlichte Abbildung des Inneren der Kurve C auf das Innere 
des Einheitskreises, w~hrencl x ...... a in z := 0 fibergeht. Sie muf$ also 
(abgesehen yon einem kons~anten Faktor mit dem absoluten Betrage 1) 
mit 7 (a; x) iibereinstimmen, d. b. 

;, (a;  z )  : ~2 r (ao ;  z )  . . . .  ' ; '  ( " o ;  c~) 
1 ,--~ (ao; a) r(~,,; z) 1 ). 

Daraus folgt 

also 

. I~"(ao;a)  l ~.)  

'z~ l - i t(no; a) i ~" 

Aus dieser Formel folgt, daf~ K(a ,  a) im Inne~n yon C nicht be. 
schr~nkt bleibt. 

25. Satz IX gestattet eine Antwort auf die in Satz VI often gelassene 
Frage fiber die Bedeutung von K ( a ,  x) zu geben. Es ist n/imlioh 

1 2~r y,,,  
, ~ ' ( a ) [  i~ ' (6)  1 

alas VergrSl~erungsverhiiltnis (oder die Verzerrung) der Abbildung ira Punkte 
x == a; ferner 

K (a, z )  = 

26. Man kann auch (wie es in der Theorie der konformen Abbildungen 
iiblich ist) die folgende Frage stellen: 

Welche ist die 2unktion, welche das Innere der Kurve C der x-Ebene 
schlivht au] das lnnere eines Kreises der $. Ebene abbildet, Wdihrend ein 

8~) ?'~(a; x) ist di~ Ableitung naoh x. 
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gegebener Punkt a i m  fnnern yon C dem Mittelpunkt des Kreises ent- 
spricht und das Vergrgfieru~&sverhdltnis im Punkte a gleich 1 ist~. 

Diese Funktion ist 

~'*(x)=(K(,, -a] (I;(a'~l)~a~ (I~I=1), 
d.h. 

l 1 ~,*(x) ~ K((~, a) ~'l~')" 

Daraus folgt, dab der Radius dieses Kreises 

l ] 

ist. 
Nahert sich a der Kurve C, so ist nach dem vorstehenden 

lira R (a) = 0, 

d. h. das Bild yon C sehrumpft zu einem Punkte zusammen. 
yon C ist dann am grSgten, wenn die Summe 

K ( ~ ,  a).-..= ~712%(~)1 ~ 
n=*0 

minimal ist. 

Das Bild 

Ist z. B. C der Einheitskreis, so tritt dies flit a 0 ein. 

IIL Kapitel. 

Uber die k()nforme Abbildung des AuBengebmtes. 

w 

Hilfss~itze. 

27. Der Zweok dieses Kapitels ist den Zusammenhang der orthogonalen 
Po]ynome mit der Theorie der konformen Abbfldung weiter zu unter- 
suehen. 

Es sei C eine gesehlossene und doppelpunktLose analytische Kurve in 
der komplexen x-Ebeue. Dana gibt es nach der Theorie der konformen 
Abbildung eine Funktion 

z = W (~), 
welche dab J~u~ere der Kurve O der x-Ebene sohlioht aaf das ~uBere des 
Einheitskreises der z-Ebene abbildet, ws die Punkfe x ~ co und z = oo 
einander entspreehen. Diese Funktion ist (abgesehen yon einem konstan~en 
Faktor mi~ dem absoluten Be~age 1) eindeutig bestimmt. 

Ieh bezeichne die inverse Fuvl~tion yon z = y, (x) mit 
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Dann ist, wenn x und z zugehSrige Werte bezeichncn, 

v/(x) 1; 
es ist also auBerhalb yon C bzw. flit I z I >  1 

v/ (z )#o  
Die Ftmktion ~ (z) hat dabei die ~olgende Form 

T 1 T~ 

wo der Konvergenzradius dot Potenzreihe 
co 

grSBer als 1 ist. 

Aus der Voraussetzung, dab C eine analytische Kurve ist, folgt be- 
kanntlich die Existenz einer Zahl ~ (0 < e < 1) yon der Eigenscha~t, dab 
die Funktion x = ~o (z) nicht nut das Gebiet I zl :> 1, sondern sogar das 
Gebiet I z l >  ~ schlicht auf das XufSere einer Kurve C(, abbildet, welche 
ganz im Innern yon C verlguft. Dann konvergiert die obige Entwicke- 
lung flit l z l > . ~ .  Es ist ferner 7/(z)+O,fiir Izl>-O und y/(x)+O, 
wenn x auBerhalb yon C L, liegt. 

Diese Abbildung fiberfiihrt die konzentrischen Kreise mit den Radien 
R > ~ der z-Ebene in eine Schar yon Kurven C~ dcr x-Ebene, welche 
ich Kreisbilder nennen will. Es ist oi~enbar C~ =-: C und wenn 0 < R'  ~,'" R" 
ist, so ist Ca, ganz im Innern yon Ca,, enthalten. 

Ist C der Einheitskreis, so ist ~o(z)== z und die Kreisbilder sind 
konzentrische Kreise. 

Im Grenzfalle, wo C das doppelt zu durchlaufende Intervall ( ....... 1,1) 
ist, hat man 

1 

and also 

z = v, ( x )  = x + 

C 1 ist in diesem Falle das doppelt zu durchlaufende Intervall ( - -1 ,  1) 
und die Kreisbilder Ca (R > 1) sind homofokale Ellipsen mit den Brenn- 
punkten - -  1, 1 . ,  

w 

~ber die Tschebyschef~schen Polynome. 

'28. In 14. babe ich die Tschebyschef fschen  Polynome definiert; 
ich komme jetzt wieder auf diese Polynome zuriick, da sie flit unsere 
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~r Ziele yon entscheidender Bedeutung sind. Ich zitiere den yon 
g e r r n  F a b e r  herriihrendea 

S a t z  X. Es sei C eine analytische Kurve in der komplexen 
x-Ebene und T,~(x) das zugehdrige n-re Tschebysche f[sche  Polynom; 
es sei /erner das M a ~ m u m  yon IT , ( x )  I au] C 

Max t 
(o) 

1st 
~t Tn 

x= e(z)=~Z+~o+-~ + . . . + ~  + . . .  (~+0) 

eine Funktion, welche das Gebiet l zI > 1 sehlicht auf das Auflere der 
Kurve C abbildet, wa'hrend die Punkte z ~-~ cc und x = oc einander ent- 
sprechen, so iet 

lira m~_ = 1. 
.=~ I~l ~ 

Ist also I ~ r :, ~ I, so hat man 

lira m~ = oo. 

lim m,  = 1, 

und ist endlieh I ~ t . : 1, so hat man 

Hm rn,, = 0. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung /i~r eine analytische 
Kurve C, daft es Polynome 

A , ( x ) = x n  + % x , - 1 - ~  ...-~-a,~ 

gibt, /iidwelehe die Abweichung yon 0 au/ der Kurve C (ira Tschebysche] f -  
schen Sinne):~), d .h .  daft 

Max tA.(o )t 
(o) 

beliebig klein werden kann, ist somit die, daft I * ] <  1 ist38). 

�9 8,) Vgl. die FaBnote ~1). 
aa) F ~ b e r  ~. a. O. ~1) S, 86--88, Diese notwendige und hlnreiehende Bedingung 

gilt auch dann, wenn C nioht analy~isch, sondern eine beliebige stetige und doppel- 
punktlose Kurve ist. (Die Gleiehtmg 

l im m_~_ = 1 

is t  indessen in diesem F~lle nieht  Mlgemein gtiltig. Vgl. $1.) 
(~'or~setzung der ~'ul~'note auf der n~chaten Seite.) 
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Ich  beweise  bier  d iesen Se tz  m i t  einer  Methode,  d ie  auch be i  Satz  X I  

zum Z[ele f i ihren wird.  Es  is t  zun~chst  fiir jedes P o l y n o m  yon der  

obigen F o r m  

A,~(x)~- .(q~(z))~+al(qJ(z))~-~ + . . . - ~ - a , ~ = . ~ " z ~ r ( z )  (x  . 7,(z)) , 

wo r(z)  fiir  iz! ~ 1 r e g u l a r  und  r ( c o ) =  1 ist.  Also 

~O) I z l ) l  ~ 
d . h .  

I ch  wil l  anderse i t s  P o l y n o m e  von  der  F o r m  

A , , ( x )  = x~' - t  - a , x " - ~  - + ~ . . .  -I .~ a ,  

bi lden,  fi ir  welche 

Max IA,~(x)I = l z ] ' ( 1  - + - o ( 1 ) ) ~ )  
(r 

Ist C eine geradlinige Strecke yon der Ls162 l, so ist 

l 

es ist also dann und nur dann lira mn= O, wean 1 < 4 is~. 

Ist G ein Kreisbogea yore Radius /~ und mit dem Winkel 9~, so ist 

Iv] =2~ sin-~; 

ist also dana und nur dana lira m= =- 0, wenn /~ sin 7 ~ < 1 ist. e s  

Ist z. B. G ein Halbkreis (~ = # ) ,  so mult R<~/'2 sein, 
Ist 6' ein symmeSrisehes Kreisbogenzweieek mit der Sehne It und mit dem 

Winkel 2k~  ( k < l ) ,  so ist 
h 1 

h 
es ist also dann und nut dann lira m ~ = 0 ,  Wean ~ L . k < 4  ist. 

Ist C eine Halbkreisflgche (begrenzt durch einen Halbkreis uad einen Dureh- 
messer yon der Lgnge 2R) ,  so ist 

4 R  

s ~/:~" ist. es ist also dana and nur dann lira m~ = 0, wenn / / <  ' - 4  
n ~ a ~  

a~) Ist f(z) reguli@ ffir I zl s 1, so is~ 

Max lf(z)l ~ t f (o ) l .  
lzl=i 

Max I f(z) I ~ ] f(oo) I- 
Izl=~ 

a~) Ieh bezeichne mit O (a,,).und o (a , )  eine Gr6fle, die dutch a,, dividiert, mi$ 
wachsendem n beschr~nkt bleibt,, bzw. nach 0 konvergiert. 
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ist. Aus diesen zwei Ergebnissen folgt offenbar der Satz X. Zu diesem 
Zwecke brauche ich aber einen Hitfssatz, welcher im n~chsten Absehnitt dar- 
gel egt wird. 

~9, Hil~ssatz. Es  sei  0 ..: r .:~ l und  

M ( u )  ' % + ~' + . . . . + .  ~" § 

sei regul(ir /iir '~u] ~ r; ich setze 
2.*r 

u,! '~'~ r e  n ( "~ . . . .  1, 2 ,  n ;  n : -  1, '~ 3 ,  .). 

D a n n  ist  bekannt l ich 

lira ...................... =-: . . . . . . . . . . . . . . . . .  - C~o. 

E s  ist abet  8ogar 

In de~ Tat hat man 

es ist aber 

so c~at~ 

(,~, j =nc~  o + o(1). 

-t M ( u ~  j = n % §  + . . . ;  

~b . . . . . . . . . . .  

l-ih  Yl I < r ,  

% = 0 (,~"r"), 

we 0-< '8 < 1 und v ~ yon n unabhgngig ist. Man hat also 

woraus die Behauptung folgt.' Es ist sogar fiir jedes k 

3/(u~ j+M( ,~ . .  ) + . . . + M t u ~  ~=nC~o+ ~ �9 

Es ist klar, da$ diese ganze Sehlul]weise ihre Riehtigkeit aueh dana 
beibeh~lt, wean die Koeffizien~en % Funktionen einer Ver~nderliehea z 
sind, welche fiir Izf ~_ r regul~ir bleiben uad der Bedingung a m == O(Onr'~), 
we 0 <: 'b ~< 1 und '0. yon z und n unabhgngig ist, gleiehmiilBig geniigen ~). 
Die Konvergeaz finder dann flit I z] ~ r gleiehmiiBig start. 

s~) Dies wird offenbar stets erffillt, sobmld die Funk~ion yon zwei Variabeln 
M(~)=M(u,z) fin' lul~r,  lz l~r  regular ist. Man hint nKmlich 

wo die Integration fiber ein#n Kreis I~ f ~- ~ r  (0 < '#<  1) zu erstreeken ist. Nun ist 

M ( ~ , z ) = O 0 )  

und zwar gleiehmgliig flit t u ! ~ ~ r und I z t ~ r .  Also 
~. = 0 (~" r"). 
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30. Es sei nun 0 < r < 1, wo ~) die gleiche Bedeutung hat,  wie 
in 27. Die Funktion q~(u) ist dann regular und sehlieht fiir i'u! ~ r .  
Ich betraehte die folgenden Punkte  in der komplexen x-Ebene  

wo u, (n~ die obige Bedeutung hat. Diese Punkte liegen alle au~ dem Kreis- 
bilde Q ,  d. h. im Innern yon C: Ieh  bilde das Polynom n - t e n  Grades 

(n) ( X 
~ ~ V 2 ) �9 . . ~ ~ 

welches of Eenbar die Form w. (x) == x 'n ~ - . . .  hat. Ich behaupte dann, dal~ 

~Iax ] e'),~(~)l = I~1~( 1 @ o (1)) 
(a) 

is t ,  d .h .  die Polynome c%(x)  geniigen der in 28. ges~ellten Forderung. 
Ieh setze n~mlich im vorigen Hilfssatz 

M (u)  = M (u,  z ) ~  log ~ ( u ) -  ~,(z) 

Diese Funktion ist regul/ir fiir l u[ ~ r, I zl ~ r, da wegen der ,.chheht- 
heir ~ (u) =J= ~o (z), wenn u ~ z ist; sie ist aueh ira Unendliehen regular, da 

ist. ~an hat nun 

. (n) ~ ,~,, (x) 
,. z -, ul, n) log z" r" '  

wenn x und z dureh die Relation x :::. q~ (z) miteinander verbut~d~m sin& 
Es ist ferner 

q, ! ~ )  _ q' (~)  

% = lira log u u . . . . . . .  z ...... log ~, 

also u 

lira ~, z '~ - '  ("; . . . . . . . . . .  (f 

und z~ar  gleichm~J]ig fiir ] z ] ~  r. [Man hat sogar ~iir alle k 

Daraus folgt 
I o~,, (~) 

lira .;~- ~ .............. t (x .-. q~ (z)), 

und zwar gleiohm~J~ig fiir I z]:> r'> r. Es ist also insbesondere 

lim 1 Max [~b.(x)[ ..... 1. 

Damit ist Satz X vollst/indig bewiesen. 

a~) V g l .  d i e  F u i ] n o t e  ~0). 
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31. Es sei z. B. C eine Ellipse mit den Brennpunkten -- 1, 1 and mit 
den Halbachsen a and b (a 3> b). Ist dann R dureh die Bedingungen 

bestimmt, so ist 

1 1 
R +  ~; R - ~  

a==---.~ , b = - - q  ....... ( R >  1) 

] ~z  . 1 

q~ ( z)  = ..~- -t- ri~~,. 
Man hat  also 

r , =  q =  -2 ~ , d .h .  lira \ 7 + g /  m , ~ - l .  

In  der Tat, es ist nach Fu_Snote ~=) 

a + b  r~ .~ = + ~ 

Im Grenzialle, we C das doppdt  zu darehlaufende Intervall ( - -1 ,  1) 
ist, verliert Satz X seine Giiltigkeit. Dann ist ngmlieh ss) a == 1, b-----0, also 

1 COS '~'~, gro OOS ;~ 1 
I r I I ..... y und T. (x) - ..... ,~_ ,  , m ,  == ~~-:'i, 

d.h. 

lira . _~ 'L  ..= 2 

und nicht i, wie es nach Satz X sein miiBte. 

w 10. 

~ in  Grenzwertsatz fiber die Determinanten 1 ) . .  

32. l,ah komme jetzt meinem Ziel mit einem Sehritte n~her, indem 
ieh mit l-]lille des Vorhergehenden einen Grenzwertsatz tiber die Deter- 
minanten / ) ,  ~) beweise. D,, ist die Determinante der positiv definiten 
I - Ie rmi t  esohen Form 

1 F n 2 . 
H , ( 1 ; t ) - = - T o  I t ~  l d o ,  

c 
es ist also stets 

D . > o  (n .... o, 1 ,2  . . . .  ). 
Es gilt nun der 

8 a t z  XI. Es sei C eine analytische Kurve in der komTlexen 
x-Ebene und D~ die Determinante der Hermiteschen Eorm 

n,,(1;t) ..... Ito+~+ .-.-l"do (n .... 0, I,2,..). 
0 

~)  Vgl. 14. 
8~) Vgl. 8. 
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i s t  

eine Eunktion,  

G. Szeg&' 

z -,-: m~z)::= , z  + ~o + ~'7 +. . . . -~ .  ~,,'" -~-..., (~ # o) 

welche das Gebiet i zi ::~ 1 sch, licht au/  da,s z~uflere der 
Kurve C der x-Ebens abbildet, wdhrend did Punkte  z ~,.--c~ und x = oc 
einander entsprechen, dann ist 

1 D,, 2 .  .,, ,/Y. ~ i ,r 
lira 1 �9 ]~--~:~-~ b,:L-: == -7-' d .h .  lira - - 

Die Zahlen / z  und m,~ sind somit, asymptotisch gleich 4o). 

33. Es ist zunachst naeh Satz I I  

o 

wo A,, (x) ein beliebiges Polynom n- ten  Grades yon der Form 

A~ (x)== x" + al x'*-a -~- ...--~-a,, 

bezeichne~. Man hat aber nach 28. 

A .  (~) = ~" z" r  (z) (z  = <; (z)), 

wo r (z )  fiir I z l > l  regular und r (oo)  ..... 1 ist. Es ist ferner auf C 
2 ~r 

G " 0 

Nun ist die Funktion 

~(') V'~' ( ' i  ") 
r egu la r  ~iir lz]  > l uncl fur z = co gleieh Vz; daraus folgt fiir alle A , ( x )  ' 

-~ f l  , , ( ~ ) / ~ d o ~  z ~ 
o 

~o) VII. die :Fulhlote 2~). Es ist n~mentlioh 

, n ~ z v  'D'~r t v l " 

41) Vgl. 22. 
4~) Ist f(z)  regulgr ffir I z l ~ l ,  so ise 

u 

Ist f.(z) regular fiir l z l ~  1, so ist 
2 z  

0 
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d . h .  

" / ) - -1  ~ i 

Ich beweise anderseits, dal3 ffir geeignet gew~hlte P<~lynome A.(x) 
yon der obigen. Form 

- d ~ =  (1 + e )  lira i~l~.+ ~ 1 j  A ' ($) I  l 

ist, wo e eine gegebene, dem absoluten Betrage nach beliebig kleine 
GrSBe bezeiehnet. Aus diesen Ergebnissen folgt dann der Satz XL 

34. Es sei 
1 fl~ #,,,+ ( ~ ) ;  

diese Funktion ist regul~r fiir !z I >  O. Ieh setze 

.... #o + +, 
z 

dann ist 
2,7 

6' 0 

wo e,,=~.o(1) ist. Es sei nun v eine feste Zahl und n~>~,; ich setze 

wo w.(x)  die obige Bedeutung (30.) hat. Dies ist ein Polynom n-ten 
Grades yon der Form A ~ ( x ) =  x"+ . . . .  Man hat ferner 

1 A,~(x)  fl~ 
..................... Z_ = g" (=) ( x  = ~ ( z ) ) ,  

lira ~ z" : . . . . . .  #o flo 

and zwar gleiehm~l~ig flit I zl ~ r' > r ~;. e. D . h .  

"'- '~ l ' i ~  o ~ " : # ~  . . . . . . .  z l#~ 
( ~ = ~ ( ~ ) ) ,  

woraus offenbar die Behauptung folgt. Damit ist Satz XI vollst~indig 
bewiesen. 

3~. Im Grenzfalle, wo G das doppelt zu durchlaufende Intervall 
( ~  1, 1) ist, ist Satz XI nicht mehr mehr giiltig. Dann hat man n~mlioh 
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we I% den hSehsten Koeffizient des n - t en  L e g e n d r e s e h e n  Polynoms 
X~(x)  bezeichnet. Nun ist 

(2n)! 2 ~ /c , ,==~:2 n. -~ ( I§  
also 

~:3-;  = 2~.§ (1 § o (1)), 
d . h .  

1 /)n 
lim . . . . . . . . . . . . . . .  ~, 

und nicht ~ -,~-, wie es nach Satz XI  sein mill]re. 

w 11. 

t~ber einen asymptotischen Ausdruck der orthogonalen Polynome. 

36. Ich bestimme jetzt einen asymptotisehen Ausdruek der ortho- 
gonalen Polynome P , ( x ) ,  der aufterhalb yon C giiltig ist; es gilt der 

S a t z  XII.  Es sei C eine analytische Kurve in der komplexen 
x- Ebene und 

T~t I 

eine FunCtion, welche das Gebiet ]z I >  1 schlicht au] das ~[uflere der 
Kurve C der x-Ebene abbildet, wdhrend die Punkte ~ ~ e,z und x co 
einander entspreehen ; es sei endlich z == ~p (x) die inverse Funl~tion van 
x = ~(z ) .  Dann gilt /i~r die zur Kurve C gehSrigen orthogonalen Po- 
lynome der asymptotisvhe A usdruck 

u. zw. gleichm(fflig auflerhalb yon C. 
Daraus /olgt /4r die abbildende Funktion ~,(x) auflerhalb yon C 

die /olgende 1)arstellung : 

y, (x) == e-~'~ lira/~'+~ (x) 4:~). 
n=~ it;, C~) 

~) Ffir die Tschebyscheffschen Polynome T,L(x) gilt eine &hnliche asym- 
ptotische Formel. (Vgl. Faber ,  ~. a. O. ~), S. 88-92). Es ist flit ~lle z aul~erhalb 
yon C 

T fx ~ 
~=:: (~,v,(~)/~ 

setze  ich also 

#n J 

d. h. ist -P* n (x) das n-re orthogonale Polynom, so normiert, dab sein h6chster 
Koeffizient gleich 1 sei, so hat man 

2 " ( ~ )  . . . .  
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Ich beweise diesen Satz dutch Berechnung des Integrals 

wo die Konstante ~,, sparer bestimmt wird. Mall hat 
2 : r  

I ' 
C o 

ferner 

es ist endlich 

f I"' f 1 P"(~)-.,, d~  ]i I -P,,(~)l~~ 
z @,(~)) c, 

I" ,, ' I (2,,(q~(z)) Iq~'(z) l dO P"(~) Vv (~)d~ . . . . . . . .  ,, 

c, (,I,(~))" z J  z" " " , o q~;-(~) 
2,'r 

t f:e. (,p~,, (*)) V;?;{~)dO 
o 

Nun ist die Funktion 
x(z) ~ ~"(~(~)) v ' ~ ' / i j  

2t n 
iregulgr flit ! z l ~  1 und man hat 

Es ist also 

,7: 
Ich setze bier 

dann folgg 

d. h. nach Satz XI 

= 1 ;  

lira J '  =-~ n O. 
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Es ist also 

lira ] J '  2:c /.D,=~ ~ , ~ + , ~  ' d o - ~ 0 .  
o 

Die Fmlktion unter dem Zeiohen des absoluten Be~rages ist abet 
reguliir-analytisch, wenn ~ im abgesehlossenen AuSenbereioh yon 0 liegt. 

~4) Vgl, die FuSnote ~o), 
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Daraus folgt nach dem Hilfssatz in 8., dal~ ffir alle x, 
yon C liegen, 

lira v D,, (~j, (x))n 

is~, d. h. nach Satz XI  

lira e -'i(~+'D'~ _I~,• ..... ~/ t 
~=~ (~,,,(z))" " "  2~ V'~/,'(x), 

37. 

d. h. nach 4. 

W O  

ist. 

welche auL~erhalb 

w. z. b. w. 

Liegt x aul~erhalb yon C, so ist V, ' ( x )+  0; man hat, also 

,/,(x)-:= e -~" lim :l',,F.,!x) 
,.:~ 1;, ( x )  ' 

y, (x) .:. e lim ]//9,~::, ]h~q :~ - h~,+,,q I, 7,, 

Is].-.-.:l, hi, ~ .... ~ ~ do ,  D , , "  i i,, 

Mit Hills diessr Formel kann man die abbildende Funktion mi~ 
rationalen Funktionen approximieren. 

38. Dieses Resultat  liefert auch zur Darstellung der Funktion y(x)  
sin neues Mittel, welche das Innere der Kurve O der x -Ebene  auf das 
Gebiet I z I < 1 der z- Ebene sohlicht abbildet, ws eia gegebener Punkt 
x -~ a des Innern yon C in z = 0 iibergeht (w 6). Man kann ns mit 
Hilfe der Transformation dutch reziproke Radish 

1 X t ~ .  . . . . . . . . . .  

das Inhere de~ Kurve C der x-Ebene  auf das ~Lul~ere eine~ Kurve C' der 
x ' -Ebene abbilden; die Funktion der z'=: !II(x'), welche das letztere 
Gebie t  auf das Gebiet I z' I > 1 der z ' -Ebene abbilde~, steht dann mit 
7(x)  im folgenden Zusammenhang: 

1 

In der Tat sei z ' ~ l  dann ist 
2' ' 

z ' =  und z = r ( x ) ,  
also 
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Es sei nun der Einfachheit halber a =~ 0; ich setze 

ht C' 

r /" do 

und 

Dann ist also 

r(z)  
/ - - t  . - P  . r  -~, - -1 

1 - ~,' x lira 1/2)~+~ I_ . !~A-  a~.P_1:!~j~ ..... (,) , , , o 

flit alle x im [nnern yon C. 
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(i~'I=1) 

w 12. 

Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogonalen Polynomen. 

39. Als wichtigste Anwendung des Satzes tiber den asymptotischen 
Ausdruck der orthogonalen Polynome behandle ich die Frage fiber die 
Konvergenz der Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogo- 
nalen Po]ynomen. Wit haben bereits in w 2 gesehen, dal~ jede analytisehe 
Funktion F(x),  welehe im abgeschlossenen Innenbereich yon C regular 
ist, eine EntMckelung nach orthogonalen Polynomen gestattet 

F ( x )  ,--, ~oPo (x) -+-~ P~ (~,) + . . .  + q., P,~ (x) + . . . ,  

deren Koeffizienten sich auf die Fouriersche Weise ergeben: 

1 ~  . ~ p  ~ , , 
r  ,,(r ( n = 0  1 2 , . . . ) .  

c 

Diese Entwickelung konvergiert im Innera yon C and steltt dort F (x) dar. 
Was nun die Konvergermverh~ltnisse am Rande and aa/~erhalb ~von C 

betrifft, besteht eine vollstiincllge Analogie zu den Potenzreihen. Es gilt 
n~mlich der 

Satz XlIl. Es sei F(x) im abgeschlossenen Inr~enbereich der ana- 
lytische~ Kurve C reguldr-analytisch un~l 

.~'~x) ~ Co Po (~) + c~ p~ (~) + . . .  + c, P,,(x) + . . .  
ihre Entwickelung naeh 'orthogonalen Polynomen. Ease i  C~ o (R o > 1) 
das gr6flte Kreisbild (bei der konforrne~ Abbildung des Auflengebietes 
yon C)~),  welches keinen singutdren Punks yon F(x )  ir~ seinem ]nnern 
entMilt. Da~n konvergiert die obige Entwickelung abaolu$ und gleich- 

'~) VgL w 8. 
Msthematische Zoitachrlft, IX. 18 
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md[3ig im Innern yon C~o ~) und stellt dort F (x) dar. Die Entwickelung 
divergiert ]erner au/3erhalb yon C~o. Sie hat somit CRo als echten Kon- 
vergenzbereich. 

Man hat i~brigens 
..... n ~ 1 47). 
lira V ] = K 

40. Es sei zaniichst im allgemeinen 

( i )  aoVo(x) + a ,  PI (x) + " -  + a.~P.(x)-l.-. 
irgendeine ]ormell aufgeschriebene, nach den Polynomen P , ( x )  fort- 
schreitende Reihe, fiir welehe 

19 9 .@ 
lao! @ l a l l  . �9 . -~- la,,l'2@ . �9 . 

konvergent ist. Es sei 

9g=~ 

Ieh behaupte dann, dab die Reihe (A) das Kreisbild C~ als echten I~on- 
o~ 

vergenzbereich besitzt, d. h. sie konvergiert im Innern yon C~ absolut und 

gleiehmgifiig und stellt deft eine reguldre Funktion dar; sie divergiert hin- 
gegen 4berall auflerhalb yon C~. 

Ist ~ = 1, so folgt aus Satz VI, dab die Reihe (A) stets absolut und 
gleiehmiil~ig konvergiert, wenn x im Inr~ern "con C~ == C~ liegt. Sic stellt 
deft  ferner eine regul~ire Funktion dar. 

Es sei jetzt a < 1. Liegt x aul]erhalb yon C, so ist nach Satz XI[  

g' < /~"z~ ) < g,,, 

we die Veriinderliehen x und z miteinander durch die Relation 

verkniipft sind; g' und g" bezeictmen hier positive, yon n unabhiingige 
Konstanten, die sogar aueh yon x bzw. z uaabhgngig sind, wenn ] z I ~ R* 
ist, we _R*> 1 eine feste Zahl bedeutet. Die Potenzreihe 

q'n 2~ 

1 absolut und gleichm~il]ig konvergent; die Reihe (A) ist nun fiir [ z t < - ~  

konvergiert somit absolut und gleiehmgl]ig, wena x auf irgendeinem Kreis- 

4~) Vgl. die FaBnote 4). 
4~) Auf dem Kreisbilde C~o , welches den Konvergenzbereich der Entwickelung 

begrenzt,, liegt somit wenigstens ein singulErer Punkt  yon _~(x). 
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/ ] \  

bilde C/~ l l  < /~  < -~)liegt. Daraus folgt aber naeh einem Weierstral]schen 

Theorem4S), da~ sic im Innern yon C~ (also auch in C) absolut und 

gleichms konvergiert und dort eine regul~re Funktion darstellt. 
Liegt anderseits z aul~erhalb yon C~, wo wieder a ~ 1 ist, so ist 

Cx 

1 d.h. 

und also 

woraus die Divergenz yon (A) folgt. 

41. Es sei nun F ( ~ )  eine im abgesehlossenen Innenbereieh yon C 
regul~r-analytisehe Funktion und 

F (z} ~ ~o eo (z) + c~ P, (z) + . . .  + c,~ P~ (x) + . . . ,  
d. 'h. 

1 
C'n ~ l ' " " 

c t /  

Dann konvergiert naeh Satz III  die Reihe 

I~o! ~ + i c ~ i ~ + . . . + l ~ l ~ +  - . . -  
Ieh setze 

1 
dann behaupte ich, da~ c =: )~o ist, wenn C~o (-8o ~ 1 ) das graltte Kreisbild 

bezeiehnet, welches in seinem Innem keinen singuliiren Punkt yon ~'(x) 
enths (es ist also c <: 1); d. h. die Entwickehng yon F ( x )  besitzt C~ 
als eehten Konvergenzbereich. 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sieh zun~chst, dal] diese Entwiekelung 
im Innern yon C~ absolu~ und gleiehm~13ig konvergiert und dort eine 

C 

regulKre Funktion darstellt. Diese Funktion mull fibrigens mit J~ (x) fiber- 
einstimmen, da wit bereits naeh Satz IV wissen, da~ die Entwiekelung 
im Innern yon C die Funktion F (x )  darstellt. Daraus folgt naeh der 
Definition yon /~0, dal~ 

ist, 

42. Ich beweise anderseits, dab 
1 

c < R 0  

48) Vgl. etwa Mon~el, a. a. O. ~i), S. 16. 
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lst; dies wird jeden/alls dargetan, wenn ieh flit alle R ( 1 .  
Absehatzung 

beweise. Daraus folgt niimlieh., 

1 

R . "  12o) die 

und alsb, da R beliebig nahe zu R o liegt, 

Diese Abseh~tzung folgt aber aus dem folgenden Hilfssatz: 

Es sei )g (x) reguldr-analytisch im abgeschlossenen Innenbereich des 
Kreisbildes C~ (R)> ] ); es existieren dann Polynome n-ten Grades V ,~ ( x ), 
/iir welche 

B 

ist, wenn x au] der Kurve C liegt; B bezeichnet bier dine yon n und x 
unabhdngige Konstante. 

In der Tat folgt danu mit Bezug auf die ()r~hogonalit~tseigenschait 
der Polynome Pn(x),  dait 

o,,~-'=~-/F(E)P,,I~ d~:~: I f  , t (E($) ..... Q(E))P, , (Z)d~ 
r 

ist, we Q(x) din beliebiges Polynom n ..... 1-ten Grades bezeiehnet. 
ist also insbesondere 

& 

und also 

Es 

d.h. nach der 8ehwarzsehen Ungleiehheie 

V f ....... 
1 B. 

6' 

womit die verlangte Absch~tzung geliefert wird. 

43. Es bleibt uns noeh iibrig, den obigen Hilfssatz zu beweisen. 
Dies gesehieht z.B. dutch Heranziehung gewisser Interpolationspolynome, 
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indem man a]s !nterpolationsstellen, nach dem Vorgange yon Herrn 
Fe jd r  4~,), etwa folgende w~ihl~: 

v~ "1 q,(re ~' ' : ) .  ( , ' - - = 1 , 2 , . . . , n ;  n = - 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  

we die vJ nl dieselbe Bedeutung haben wie in 30'~~ Dann werden, wie 
dort ausgeffihrt wurde, die Polynome 

folgem]e Oleichung erfiillen: 

lira "~" (~') 

und zwar gleichm~ltig flit I zt ~ r '  ~. r. 
naeh einer bekannten Formel 

l,],(X),--- I-  O F { S ) ( 1 -  
2 ~ i J ~ - - X  

U R 
dann ist 

Es sei nun x auI C. 

uil(] 

Ieh setze 

, ] ; F(Z) 

OR 

(~ ...... I, ,,,') ..., n) 

Nun ist abet gleichmiil]ig 

wenn x auf der Kurve C und ~ auf dem Kreisbilde OR lieg~. Daraus 
folgt der Hilfssatz. I)amit ist Satz XII I  vollst~ndig bewiesen. 

44. A ls Anwendung betraeh~e ich den Spezialfall 

w e  a ein innerer Punkt yon C ist and z ~:, y (x) (wie in w 6) die Fanktion 
bezeichnet, welche das Innere der Kurve C der x-Ebene sehlieht auf 
l z l . 2 1  abbildet, w~hrend x = , a  in z .  0 iibergeht. Dann ist $T(x) 
offenbar regul~ir in eiuem Gebiete, welches die Kurve C gauz in seinem 

~) Vgl. die FuBaote ~). 
~o) Man ks, nn zu diesem Zwecke auch die Interpola~ionspolyflome des w 14 be- 

nutzen. 
, ~1) Vgl. etwa Montel, a. a. 0. ~1), S. 49. 
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Innem enth~lt; sie ist also jedenfalls regular auf der Kurve C. Man hat 
abet nach w 6 

' v?-i~ vY(~)=K(a)-po(~)+ K(-~i-s~(~)+ + K(-g-iv,,(~)+ ~ . . . . . .  , 

also konvergiert diese Entwickelung nicht nut im Innern yon C (wie es 
in w 3, Satz VI bewiesen wurde), sondem auch auf C and sogar auch in 
einem Kreisbilde C~,  we R -  1 eine geniigend kleine positive Zahl ist, 
und stellt deft F (x )  dar. Es ist ferner 

d.h.  
i t ( a  ) ..... 0 (e"), 

wo e < 1 ist. (Aus Satz VI folgt nut l imI%(a)= ,  0.) ~) 

w 13. 

~ber die Wurzeln der orthogonalen Polynome. 

45. Ich will jetzt eine Versoh~rfung yon Satz VII aussprechen, welehe 
aus 8atz XII  unmittelbar folgt. 

S atz  XIV. Es sei C eine anatytische Kurve in get komplexen x-Ebene, 
_P,,(x) das zugehdrige n-to orthogonale Polynom und 

~"~,  ~"~ . . . .  , ~:'~ ( ~ ~ , 2,  3 . . . .  ) 

die Wurzel~, deseelben. Die M enge die~er Wurzeln [iJr a l l e n  hat keinen 
Hdufungspunkt au[3erhalb yon 'U. 

Dieser Satz hat nach Satz VII nur dann Interesse, wenn C nieht 
durehweg konvex ist. 

46. Satz XII  gestattet auch weitere Folgerungen fiber die Wurzeln 
der orthogonalen Polynome zu ziehen. Aus dem asymptotisehen Ausdruek 
yon P , (x )  folgt ngmlich dutch logarithmisehe Differentiation 

.q/(z)) I , / / ' ( x )  
l im  
n=~ \Pn(x) .............. " 

D.h.  

Es sei nun 2'(x) eine beliebige analytisehe Funktion, welche sieh im ab- 

~) Die in w 6 gegebene Darstellung yon ~, (~) gilt somit auch auf der Kurve G. 
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geschlossenen Innenbereich yon C regulir verhilt, dann folgt aus dieser 
Formel dutch Multiplikation mit ~ ( x )  und dutch Integration 

(n)~ __ % a )  --~ b lira (F  (x~ ~' ) + F (x~ ~>) §  + ~' (x ,  , ,~, 

wo der Ktirze halber 

' 2~73 ~ JV"(~) 
OR CB 

gesetzt wird. Die Integration bezieht sich auf ein Kreisbild C~, wo 
R -  1 eine geniigend kleine positive GrSJ~e ist. Dann folgt abet naeh 
dem. Cauchyschen Integralsatze, daJ~ 

0 
ist. 

also 

Man hat insbesoadere 
2 :z  

~ ~ := ~ ;  f (e":J)) dO, 
Izl = 1  0 

2 ~  
.~ F ' x  (n)~ ~. 

limF(x~"))~-~'(x~"l)+ ... - t , ,  ) 1 / ~ ,  (eiO))clO 
. . . .  V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ ; : , J ~ '  t<p 

~:~ av 0 

w 

Anwendung auf Interpolation. 

47. Satz  XV. Es sei C eine analytische Kurve in tier komplexen 
x- Ebene und F ( x ) reguldr-analytisoh im abgeschlossenen Innenbereich 
yon C. Es seien, wie oben, die Wurzeln der zu C geh6q'igen orthogonalen. 
Polynome 

x: "~, ~2 '), . . . ,  ~2) (~ = 1, 2, 8 , . . . ) .  

Ich bilde die Interpolationspolynome 

Qo(x), QI(w), . . . ,  Q~-l(x) . . . . .  

de/iniert dutch die Forderung 

Q,_l(x[,"))==F(x~ ~)) (~=- l ,  2, . . . ,  n ;  n = 1 , 2 , 3  . . . .  )'a). 

~) ~'(x) ist offenbar regulir in einem Kreisbilde C R, wo R- -1  eine geniigend 
kleine positive Zahl ist, Die Wurzelh yon P , ( x )  liegen dann, yon einem bestimmten 
n an, im Innern yon G/~. Die Polynome Qn_l(x) sind natiirlich blol3 fiir diese Werte 
yon n definiert. 
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Dann  ist 
lira Q, (x) F ( x )  

(und zwar 91eichm~i/3ig) ion Innern  des grdflten Kreisbildes C m ( R o '  1), 
welches in  seinem Innern  keinen singuldren P'a, nkt  von F ( x ) entMilt. 

Es sei ngmlieh I < R < : R  o, dann ist, wenn x im Innern yon Cll 
liege, fiir geniigend grol3e n 

OR 
also 

d.h. 

Nun ist 

.F(x) ~- Qn-t(x)== 1 ('F(~) P,,(X)dZ ' 
2~iJ~.. .  z P,, (~) 

1 ; F ( ~ )  " P, ,(z)  rl, cf 

lim f-'d.x-) ~" 
Lz' 

(~) , 

so dal~ 
P" (,< = o (,')") 
P,,  ( ~ )  � 9  

wenn x im Innern und ~ auf Ui~liegt; hier hat man 0.  :~9 .:1, und # 
isg yon n und ~ unabhgngig. Hieraus folgt 

womit Satz XV bewiesen isg. Auch die Gleichm~6igkeit der Konvergenz 
liiBt sich leieht bestgtigen. 

Dieser Satz liefer~ eine Verallgemeinerung der gewShnlichea Gau6- 
schen Interpolation, bei welcher die Interpolationsstellen die Wurzeln der 
Legendreschen Polynome sin& Die liegen alle im Intervalle (-- I, 1). 
Die Kreisbilder sind dann homofokale Ellipsen mit den Brennpunkten 
- - 1 , 1 .  

~) Vgl. die Ful~note ~1). 

(Eingegangen am 9. Februar 1920.) 


