Uber orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve
der komplexen Ebene gelioren.

Von
(. Szegb in Berlin.

Einleitung.

Herr Faber hat das Problem aufgeworfen, zu einem gegebenen Bereiche
D in der komplexen z-Ebene eine, nur von diesem Bereiche abhdngende
Folge von Polynomen zu finden, so dal jede analytische Funktion, die
sich in dem gegebenen Bereiche reguldr verhdlt, dort in eine, nach diesen
Polynomen fortschreitende Reihe entwickelbar ist. Er hat auch mit Hilfe
konformer Abbildung des Aulengebietes von D eine Losung dieser Aufgabe
gegeben?).

Herr Fejér hat neuerdings im Zusammenhange mit seinen Unter-
suchungen iiber Interpolation auch eine allgemeine Losung dieses Problems
gegeben, indem er fir die Wurzeln der Polynome, nach denen die Ent-
wickelung fortschreitet, eine einfache Vorschrift angibt?).

Vorliegende Arbeit entstand aus einem Versuch, die Fabersche Frage
auf eine neue Weise zu losen. Es sei der Einfachheit halber die Begrenzung
von D ein einziger reguldr-analytischer Kurvenzug C; ich betrachte die
Polynome

Py(z), P, (z),..., P (2),...

(P,(x) ist vom n-ten Grade und sein hochster Koeffizient ist reell und

1) Uber polynomische Entwickelungen [Mathematische Annalen, 57 (1908), 8. 389
bis 408]; ferner: Uber polynomische Entwickelungen II. [Mathematische Annalen, 64
(1907), 8. 116—185]. — Im Falle einer Ellipse hat Picard dieselbe Aufgabe geldst.
8. Traité d’analyse, Zweite Auflage, Paris 1905 (Gauthiers-Villars), 2, 8. 817. — Man
vgl. auch Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Zweite Auflage, Berlin 187881
(G. Reimer), 1, S. 198.

*) Interpolation und konforme Abbildung (Nachrichten von der kéniglichen Gesell-
schaft der Wissenschaften zu Gottingen, Math.-phys. Klasge, 1918, S. 319—881). Man
vgl. insbesondere § 5.
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positiv), welche durch die Kurve ¢' und durch die folgende Orthogonalitats-
eigenschaft eindeutig bestimmt sind:

.;AJ'P?M('Z':)PM (f)d()’ €
¢

d. h. 0 oder I, je nachdem m == n oder m=nigt (m,n=0,1,2,...);
! bezeichnet hier die Lénge, do das Bogenelement der Kurve O2).

Die Polynome P, (x), welche ich im folgenden als die ,,zur Kurve C
gehorigen orthogonalen Polynome* bezeichnen mdchte, besitzen mehrere
interessante Eigenschaften. Unter anderen geniigen sie auch der Faberschen
Forderung: Jede, in dem gegebenen Bereiche D reguldre analytische Funk-
tion F (x) kann in eine, nach den orthogonalen Polynomen fortschreitende
Reihe entwickelt werden:

F{x)==cy Py(x)~+¢, P (2)+...+¢c, P (2)+....
Die Koeffizienten dieser Entwickelung lassen sich sogar einfach auf die
Fouriersche Weise durch die Formeln

oy =4 [ F (&P, (o (n=0,1,2,...)
é
ausdriicken,
Ist C der Einheitskreis, so ist
P, (2) ="
man hat némlich
D

Zlnjx”’ F*d0 =6, (v=e8m,n=0,1,2,...).
0

Die orthogonalen Polynome sind demnach Verallgemeinerungen der ganz-
zabligen Potenzen von z; die Entwickelung nach diesen Polynomen ist
dementsprechend eine Verallgemeinerung der Potenzreihe. Hs gibt, wie
wir sehen werden, cine ganze Reihe von Eigenschaften, die das eben
definjerte Polynom P, (z) mit &™ teilt, wie denn auch die Entwickelung
nach diesen Polynomen die groBte Analogie mit der Potenzreihe aufweist.
In dem Grenzfalle, wo C das doppelt zu durchlaufende Intervall
(—1,1) ist (entstanden durch die Verflachung einer Ellipse mit den Brenn-
punkten —1,1), reduziert sich P,(x) (abgesehen von einem konstanten

Faktor) auf das n-te Legendresche Polynom.
Das I. Kapitel dieser Arbeit enthéalt die Definition und die allgemeinen
Eigenschaften der orthogonalen Polynome P, (z). Das IL und IIL. Kapitel
behandeln den merkwiirdigen Zusammenhang, in welchem diese Polynome

%) & bezeichnet die zu o konjugiert komplexe GrifBe.
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mit jenen Funktionen stehen, welche eine schlichte Abbildung des Innen-
bzw. AuBengebietes der Kurve C' der z-Ebene auf das Innere bzw. AuBlere
des Einheitskreises der z-Ebene vermitteln.

Im II. Kapitel erhalte ich namentlich mit Hilfe der zur Kurve ¢
gehdrigen orthogonalen Polynome fiir die Funktion y (), welche das Innere
der Kurve ¢ der z-Ebene auf das Gebiet |z| < 1 schlicht abbildet, die
folgende Darstellung:

2=y (&)= s—zlﬁff—z%:“&)fu{(a, £)"d¢.
Hier 1st

-]

K(a,z)= 2] P,(a)P,(2),

n=0

eine Reihe, die absolut und gleichméBig konvergiert, wenn ¢ und z im
Innern von C liegen*); e bezeichnet hier eine beliebige Konstante mit 'dem
absoluten Betrage 1, @ ist ein beliebiger Punkt im Innern von ¢, welchem
der Mittelpunkt des Einheitskreises, d. h. z == 0 entspricht. Die Integration
ist auf eine heliebige Kurve zu erstrecken, die von a nach z fihrt und
ganz im Innern von C verlauft.

Im III. Kapitel behandle ich dann den Zusammenhang der orthogonalen
Polynome mit der konformen Abbildung des Awufengebietes. Zu diesem
Zwecke bestimme ich zunichst einen asymptotischen Ausdruck von P, (x),
der auBerhalb von C gilt (§11). Bezeichnet ndmlich z ==y (%) die Funktion,
welche eine schlichte Abbildung des AuBengebietes der Kurve C der z-Ebene
auf das Gebiet |z| > 1 vermittelt, wihrend die Punkte # == oo und 2 == 0o
einander entsprechen (diese Funktion ist abgesehen von einem konstanten
Faktor mit dem absoluten Betrage 1 eindeutig bestimmt), so ist

. nt} ii(‘?_)- _ :i: ey
r{rlalg S0 (v (w))" \/2::‘/'(/) (m)’

wo g, eine durch y(x) vollig bestimmte Konstante mit dem absoluten
Betrage 1 bezeichnet und z irgendein Punkt auBerhalb von C ist. Daraus
ergibt sich unmittelbar eine Bestimmung der abbildenden Funktion v (z)
durch die Polynome P, (z). Es ist ndmlich einfach -

P

()= g lim S

%) Ich sage im folgenden, daBl eine Reihe in einem Gebiete gleichmiBig kon-
vergiert, wenn sie in jedem abgeschlossenen Bereiche, welcher ganz im Innern dieses
Gebietes liegt, gleichméfig konvergiert.
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fiir alle x, welche auBlerhalb von C liegen. Die abbildende Funktion
erscheint somit im wesentlichen als Grenzwert des rationalen Quotienten

P (2)

By (a)

Dieser asymptotische Ausdruck gestattet auch den wahren Konvergenz-
bereich der Entwickelung einer analytischen Funktion F(x) nach den
P, (z) festzustellen (§ 12). Dieser Konvergenzbereich wird durch ein
Kreisbild begrenzt. Die Kreishilder Cp der z-Ebene sind eine Schar von
doppelpunktlosen, geschlossenen Kurven, welche bei der konformen Abbildung
des AuBengebietes der Kurve C der x-Ebene auf das Gebiet |2z| - 1 den
konzentrischen Kreisen |2z| = R - 1 der 2-Ebene entsprechen. Die Eni-
wickelung nach orthogonalen Polynomen

F(-"U)‘*‘“COP0<$:)+CLP1($)-P~..,-—{-—cnP”(x)_l__”
((J” - } 'fﬁv(g)P;LvEéﬂ)do; n=0,1,2,.. >
g

konvergiert nun absolut und gleichmdfig im Inmmern des gréfiten Kreis-
bildes Cp, (B, > 1), welches in seinem Innern keinen singuldren Punki
von F (x) enthdlt, und stellt dort F(z) dar; die Entwickelung divergiert
ferner fir alle x auferhald von Cp,. Bs ist

}:EI::V I Gy l = 1;0

Ist z. B. ¢ der Einheitskreis, so sind die Kreisbilder konzentrische
Kreise mit den Radien > 1. In dem Grenzfalle ferner, wo C' das doppelt
zu durchlaufende Intervall (—1, 1) ist, sind die Kreisbilder homofokale
Ellipsen mit den Brennpunkten —1,1. Der obige Satz iiber die Kon-
vergenz der Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogonalen
Polynomen ist in diesen beiden Fillen wohlbekannt.

Mit diesen Mitteln kénnen wir auch eine neue Losung des Problems
der konvergenten Interpolation gewinnen (§ 14). Es sei F () reguléir-
analytisch im abgeschlossenen Innenbereich von C; ich wdhle als Inter-
polationsstellen die Wurzeln der orthogonalen Polynome®). Dann kon-
vergieren die gewdhnlichen Lagrangeschen Interpolationspolynome, die
an diesen Stellen mit F(z) iibereinstimmen, im Innern von Cg, gleich-
m#Big und stellen dort F (z) dar; Cp, bezeichnet hier, wie oben, das grofte
Kreisbild, welches in seinem Innern keinen singuliren Punkt von F ()
enthilt. In den oben angefithrten speziellen Fillen ist dieser Satz wohl-
bekannt. Ist nimlich ¢ der Einheitskreis, so sind diese Interpolations-

L e ——

% Die Menge dieser Wurzeln hat keinen Haufungspunkt auflerhalb von C (§ 18).
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polynome identisch mit den Abschnitten der Taylorschen Entwickelung
um den Nullpunkt; ist ferner C' das Intervall (—1,1), so ist diese Inter-
polation mit der sog. GauBschen Interpolation identisch, deren Stellen
bekanntlich Wurzeln der Legendreschen Polynome sind.

Die Resultate des I. Kapitels gelten nicht nur dann, wenn die Kurve ¢
durchgéngig analytisch ist, sondern auch dann, wenn sie blofi stetig, ge-
schlossen und doppelpunkilos ist; sie gelten sogar (mit Ausnahme von
Satz VI) auch im entarteten Falle des Intervalls. Tm IIL und IIL Kapitel
beschrinke ich mich hingegen meist auf analytische Kurven.
~ Die Resultate des I. Kapitels konnen unmittelbar auf gewisse Polynome
@, () verallgemeinert werden, die folgendermallen definiert sind:

Es sei f(&) eine auf der Kurve C definierte stetige und positive
Funktion. Ich betrachte eine Folge von Polynomen

Q(z), @, (2),...,Q,(x), ...

(@, () ist vom n-ten Grade und sein héchster Koeffizient ist reell und
positiv) mit der folgenden charakteristischen Eigenschaft:

ff m E (’)do’m&mn’

d. h. 0 oder 1, je nachdem m ==n oder m =n ist (m, n=0,1, 2,...).
Die Funktionen
VI€)Q.(£) (n - 0,1,92,...)

bilden somit ein normiertes Orthogonalsystem,
Ist z. B. f(&)==1, so ist

Qn(x)'mp'n(x) (nm(),l,f?,,..."i.

Ist f(&) positiv und stetig, sonst aber beliebig, und ist ¢ der Ein-
heitskreis, so sind die @, (#) mit gewissen Polynomen identisch, welche ich
In meiner Arbeit ,Beitrige zur Theorie der Toeplitzschen Formen®)
untersucht habe.

Ist f(&) positiv und stetig, sonst aber beliebig und ist O das Inter-
vall (—1,1), so sind die @, (z) mit gewissen Polynomen identisch, welche
in der Theorie der Stieltjesschen Kettenbriiche eine wichtige Rolle spielen.
(Sie sind die Naherungsnenner gewisser Kettenbriiche.)?)

Die Resultate des II. Kapitels kénnen auch auf die Polynome @, (%)
verallgemeinert werden. ‘

% Krste Mitteilung, [Mathematische Zeitschrift, 6 (1920), S.167-202]; zweite
Mitteilung ist im Erscheinen begriffen.

") 8. etwa O.Perron, DieLehre von den Kettenbriichen, Leipzig und Lerlm 1918
(B. G. Teubner), 8. 379.
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In einer spiteren Arbeit méchte ich die Theorie der Toeplitzschen
Formen (die sich auf den Kreis beziehen)®) auf beliebige Kurven iiber-
tragen. Ist ndmlich f(&) eine auf der analytischen Kurve C definierte reelle
und stetige Funktion, so kann man die folgende Schar von Hermiteschen
Formen der Variablen ¢,,1,,¢,, ... bilden:

. . i - P
2,07 0= ) [FOlbas+ 448 e (n=0,1,2,...).
4
Ich betrachte die n-te dieser Formen unter der Nebenbedingung

H, (1;8)= }J|t(,+t1$—|-...+tn§”[2dnm1

und bezeichne die ,Higenwerte, d. h. die Wurzeln der Determinante der
Form

2]

*do

mit
wm, wm, L a
Dann ist
mEum <M (v=0,1,...,n;,n=0,1,2,...),

wenn m und M das Minimum bzw. Maximum von f(£) auf der Kurve ¢
bezeichnen. Die Eigenwerte u® gind ferner ,im Durchschnitt«®) gleich
den Werten von f(&) in denjenigen Punkten von C, welche bei der kon-
formen Abbildung des AuBengebietes von (' auf das AuBere des Einheits-
kreises, in die aquidistanten Punkte des Einheitskreises tibergehen 1°).

% . otwa a. a. Q. ¥). BEbenda mdchte ich die Resultate des ILL. Kapitels auf die
Polynome @, (x) libertragen.

9 Die reellen Zahlen

2™l und {y™ (v=0,1,...,0; #=0,1,2,..)
v i

sind ,im Durchschnitt“ gleich, wenn:

a) beide Mongen beschriinkt sind

und
b) fiir jede stetige Funktion F(«) die Gleichung gilt:

n

i L My _ B (™Y — 0
Jim oy & (@) =Fh) =0,

19) Djese Punktgruppen spielen in den Untersuchungen des Herrn Fejér iber
Interpolation eine kardinale Rolle. Vgl a.a. 0.%), wo sie als regelmiflig verteilte

Punkte bezeichnet sind.
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Inhalt.

1. Kapitel. Definition und allgemeine Eigenschaften der
orthogonalen Polynome.

§ 1. Definition der orthogonalen Polynome.

§ 2. Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogonalen
Polynomen.

§ 3. Uber eine Extremum-Aufgabe.

§ 4. Uber die Wurzeln der Polynome P, (x) und iiber die
Tschebyscheffschen Polynome.

§ 5. Uber die Wurzeln der Polynome K, (a,x).

II. Kapitel. Uber die konforme Abbildung des Innen-
gebietes.

- §6. Darstellung der abbildenden Funktion im Innern von C.
§ 7. Bemerkungen.

IL Kapitel. Uber die konforme Abbildung des Aulien-
gebietes.

§ 8. Hilfssitze.
§ 9. Uber die Tschebyscheffschen Polynome.
§ 10. Ein Grenzwertsatz iiber die Determinanten D, .
§ 11. Uber einen asymptotischen Ausdruck der orthogonalen
Polynome.
§ 12. Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogonalen
Polynomen.
§ 13. Uber die Wurzeln der orthogonalen Polynome.
§ 14. Anwendung auf Interpolation.

I. Kapitel.

Definition und allgemeine Kigenschaften der orthogonalen
Polynome.

§ L

Definition der orthogonalen Polynome.

1. 'Es sei C eine stetige, doppelpunktlose und geschlossene rektifizier-
bare Kurve in der komplexen z-Ebene. Ist /(&) eine auf C definierte
Funktion, so verstehe ich unter dem Integral

ff(f)do,
C
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wie gewdhnlich, den Grenzwert

lim D f(%,)& — &es

Me= oy e
&, &5 .., &, sind hier der Rejhe nach gewisse Punkte auf C, fiir welche

lim Max Jév""fv——l,::o (5_1 =£m)
m=w 0K v m
ist und x, einen beliebigen Punkt von C bezeichnet, der zwischen &,_;
und &, liegt. Man hat offenbar

dfdaml,

wo [ die Linge von C bezeichnet.

2. Die Veranlassung zu meinen Untersuchungen gab die folgende
Minimum-Aufgabe:

s sei F (x) requldr-analytisch im abgeschlossenen Innenbereich von C ;
welches ist das Polynom n-ten Grades S,(x), fir welches das Integral

-i—éfw@)wn(f)i“do

den kleinsten Wert hat?

Ich bezeichne dieses Polynom mit s (z); Existenz und Eindeutigkeit’
desselben folgt nach bekannten SchluBiweisen, etwa nach den Regeln der
Differentialrechnung **). .Ich behaupte nun, daf8 das Polynom =-ten Grades

8n<x> = Spy (x):

von einem konstanten Faktor abgesehen, von F (%) unabhdngig ist, einzig
und allein von der Kurve C und von » abhingt und durch folgende
Orthogonalitatseigenschaft zu charakterisieren ist:

1 v ¢
TJ(%(S) s (E)E do=0 (0<r<n—1;n=1,2,38,..)m).

1) Die Aufgabe ist #quivalent mit dem Aufsuchen des Minimums der Hermite-
schen Form:

%«J|tOF(§)+t1+t25+,..-}-t,,hs"[”da
¢
unter der Nebenbedingung #,=1. Es gibt bekanntlich ein einziges Wertsystem der
Vogiabeln ¢, fiir welches dies eintritt.
2) Durch diese 7 Bedingungen ist ein Polynom n-ten Grades (abgesehen von
einem konstanten Faktor) eindeutig bestimmt.
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In der Tat, aus der Minimumeigenschaft von & (x) folgt fiir alle
a0 und fir 0 <» < n die Ungleichung:

,.;..J‘I‘.F(E)—ws‘”(f)--~~1<$"' 2d ;ju«"(s)wan(fs)|”dn.
g &

Also igt .
AR f(F(g) s, (&) E"do -+ “‘,’[ £ da = 019),
& :

bt
Nun kann aber eine Ungleichung

oRag-+letp 0 (p > 0)
pur dann fiir alle ¢ == (0 bestehen, wenn ¢ - 0 ist, d. h.

P —s,@)Edo=0  (0Lr<min 0,12,
¢

Ahnlich folgt fiir n > 1

;J(F(S) 8, ((E))Edo - 0 (0Zr<n—1).
J

Also ergibt sich

%’ ..[ (871(5) - 8, 1(E)>gyd6 - z'f(_lf“’(f) -8, (5))g1‘d0 .
(o]
1

WWZJ(F(E) - 811(5”‘5’”(20 e 0 Cogw§n 15 W s 13 23 3: . ')v
4}

w. Z. b. W,

Ich wende dieses Resultat auf die Funktion F(x)=-a" (n 21) an.
Dann ist offenbar

also

es gilt somit der Satz:
Es ist fir alle Polynome n-ten Grades von der Form

4,(x) xr4a x4 40

"

dus Integral
F 14, Pao
é

W) R bezeichnet den reellen Teil der komplexen GréBe w.
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dann und nur dann ewn Minimum, wenn A (z) die Orthogonalitits-
esgenschaft

fAn(SE do==( 0grEn—1;n=1,2,8,...)
besitzt.
3. Ausgehend von diesen Ergebnissen definiere ich jetzt ein. Ortho-
gonalsystem von Polynomen
P,(z), P (z), ..., P, (), ...

mit den folgenden Eigenschaften:

a) P, (x) ist ein Polynom #n-ten Grades.

b) Der hochste Koeffizient von P, (x) ist positiv.

fP,,,as P,(§)do =, (m,m=0,1,2,7.).

Ich beaexchne die P,(x) als die zur Kurve C gehdrigen orthogonalen
Polynome. Die Existenz und Eindeutigkeit eines solchen Systems ist
nach dem bekannten Satz von E. Schmidt iiber die Orthogonalisierung
eines gegebenen Funktionensystems a priori klar. Die Polynome P, (x)
kénnen auch einfach dargestellt werden, und zwar auf folgende Weise.

Es sel
v
p![ o f&p‘g’dd

) mhqp (pog=0,1,2,...)

rq

dann ist

und die Hermiteschen Formen

2" ”qtl’t‘l = f[%‘%ﬂf“lm...-Jrf,ﬂg"[?da

gind fiir alle » posww definit. Ich bezeichne die Determinante dieser
Form mit D,, dann ist also

n

D, 0 (m=0,1,2,...).
Man hat z. B.
hOO kOl t hOn
hoo P
Dy = g =1, Dy 30ty Dy Bt B B
10 11

Ich behaupte nun, daB fiir » > 1

PR SR A
hO:l hll kfnl
Pm(“’)’“":“n .................. x wm,“.n-Dn_lx -+
0, n— h_l n—-1 °° hn,n 1
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ist, wo «, eine spiter zu bestimmende Konstante bezeichnet. .In der Tat ist

hoo ko v by
. ) hou Py By 0 fir 0Zv<n—1;
T Pn(;;.)g dG"'—d:*‘”(I .................... e « D fur y =,
9 hﬂ,nﬂ. hl neel : h‘n,n' 1 e

hor  hiw i Py

Die Normierung von P, (z) (d.h. die Bestimmung von «,) erfolgt durch
die Bedingung b) und durch die Bedingung

f’ da:::-

Es ist somit «, > 0 und man hat

f Py, da w (ty D1 = l fP (&) ’g’,"do**- ¢y Dp1 Dy

es mull also

1 14
“= 9y, D,
sein, d. h.
I hyo R
L e by
P(x)—._v‘./w,,_..‘D e e e s e e e (nml,g’:‘}"__;Po(x)ml).
n v hO B-1 hl,n~1 e hn,.n—l
1 x ot

4. Aus dieser Formel ergibt sich leicht eine andere Darstellung von
P,(x). Es gilt ndmlich der

Hilfssatz. Sind A,  beliebige reelle oder komplexe Groflen, dann gilt
die Identildt:

Auo Am L Ano

Aol A11 ---»Anl -1 13
- =4 e —A e )

A0n 1A1n 1 An,n-—i
1 x ...x”

) Die Wurzeln aus positiven Griéfien sind hier und im folgenden ktets positiv
zu nehmen.

18) Ieh bezeichne mit

n—1
tapylg

eine Determinante n-ter Ordnung mit den Elementen a,, (p,¢=0,1,...,n~—1).
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Ich beweise diese Gleichung etwa mit dem folgenden Verfahren. Ich
addiere die — z-fache m-te (d. h. vorletzte) Spalte der Determinante auf
der linken Seite zur » 4 1-ten (d. h. letzten) Spalte derselben, weiter die
— z-fache n— 1-te Spalte zur n-ten, usw. Hs ergibt sich auf diese Weise
schlieBlich eine Determinante, deren letzte Reihe mit Ausnahme ihres ersten
Elementes aus lauter Nullen besteht. Daraus folgt leicht die Behauptung.

Ich setze hier 4, = h,,; es ist also

P (@)= ’]);TI—) ih}’fl =Py, q\n b (ne=12,8, 5 Py(w)=1).

Das Polynom P, () ist somit flir n 2 1 abgesehen von einem konstanten
Faktor gleich der Determinante der Hermiteschen Form

Hyy (3 5 8) = 4 J (2= &) tg-tt E4 oo b s 870 o

¢
n-1
Bi -
e 2/ (hpr]x o hp ~I’1,q) tp tq'

»mae- §)
Ist C dag Intervall (- 1, 1), so ist

p+agil (p,g==0,1,2,...)

p { ! g fir gerade p -+ ¢
() . ~rw
l 0 fiir ungerade p -}- ¢

und

P(wym\”flxgx (n=:0,1,2,...),

nh

wo X, (x) das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. Die Determinanten-
form, in welcher jetzt ganz allgemein die orthogonalen Polynome erscheinen,
ist in diesem Falle wohlbekannt.

Ist ¢ der Einheitskreis, so ist

ILP(IQ:.‘SPQ (p>q::03 192,“-)
und
P, (@)~ 2" (n=0,1,2,...).
§ 2.

Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogonalen Polynomen.

5. Mit Heranziehung des Begriffs der orthogonalen Polynome kénnen
wir jetzt die Ergebnisse von 2. in der folgenden Form aussprechen:

Satz 1. Es sei F(x) im abgeséﬂlo&senen Inmenbereich von C reguldr-
analytisch; es gibt dann eine ganz bestimmie nach den orthogonalen Poly-
nomen fortschreitende Entwickelung

¢ Py ()¢, P (x) 4.+, P(z) ...,
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deren .aujfeinanderfolgende Abschnitte
-S'"(W) = COPO(x) + cl Pl(m) V+ et Jf“ cnPn(:x)

fiir alle n folgende Mimimum-Bigenschaft besitzen: Das Integral
1 ey 12
117 -8, )P
¢

ist fir alle Polynome n-ten Grades S, (%) dann wnd nur dann minimal,
wenn S, (%) ==s,(x) ist. Dieses Minimum ist gleich

1 ) @ o2 , 2 o2
o“uxﬂl.jilﬂ(s) do“fcoi Mfcl! '_“""W“’n] .
c

Die Koeffizienten der obigen Entwickelung ergeben sich auf die
Fouriersche Weise durch die Formeln

o, = _‘}_fﬁ(s)}');"("f)'da (- 0,1,2,...).

cC

Der erste Teil dieses Satzes wurde bereits in 2. bewiesen. Hs war
némlich fir » > 1

ij(sn(f)»—sn._l(é-'))gvdov 0 (0<rZn—1),
d. h. ¢
sn (x) - &,,,..1(03) = an Pn(x);

wo ¢, eine von F(x) abhingige Konstante bezeichnet. Die Auswertung
von ¢, erfolgt auf folgende Weise:

o =-}f(sn(s> — 8n-1(8)) P, (§)do= %fsn(*i?i?",l(f)d”

¢ ¢
IR A C N AGLEE Y PO NOPA
also nach 2, ¢ ¢

6=+ f PP [Edo.
Man hat ferner ¢

%!(F(E) — 5 (§))do = ~H(F(§) 6y )do =<0,
¢

d. h.
o = %« F(&)do, w.z. b.w.
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Es ist somit

j P (&)~ s,(£)|* do - ZJ]F

T jF E)d(rm-f{F(E)}“’damgcoi\‘——icli"’w...—-{c
(4]

do

o

2

ni

Damit ist Satz I in allen Teilen bewiesen,
s gilt ferner der
Satz [I. Bs ist fur alle Polynome n-ten Grades von der Form

A, (x) =" 4 a2t b Aoa,
das Integral

Hidue s
(9]
dann und nur dann minimal, wenn
-
4, (2) = V2 Py(2) <, P, (2)

) L . . D, ;
ist. Dag Minimum ist gleich o=

n=~1

s ist némlich nach 3.

P, (@)~ VE=at ...

6. Die Polynome s, (z), d. h. die Abschnitte der obigen Entwickelung,
liefern somit im Sinne der kleinsten Quadrate unter allen Polynomen
desselben Grades die beste Approximation fiir ¥ («)*%). Ahnlich ist P, (x)
durch die im Satz II ausgesprochene Minimumeigenschaft ausgezemhnet
In dem speziellen bzw. Grenzfalle, wo C der Einheitskreis bzw. das doppelt
zu durchlaufende Intervall (—1,1) ist, sind diese Sitze wohlbekanns.
Insbesondere Satz I driickt dann eine Grundeigenschaft der Potenzreihe
bzw. der nach Lie gendreschen Polynomen fortschreitenden Entwickelung aus.

Die obige Bntwickelung hat vorliufig nur eine rein formelle Bedeu-
tung. Ich bringe dies mit der Bezeichnung

IFim)wao o)+ P(x)+...+¢c, P, (x)F...

zum Ausdruck; dies ist lediglich ein abkiirzendes Symbol fiir das Bestehen
der Formeln

cn,m_}.JF(g)ﬁ;@’jda (n=0,1,2,...).

1) Vgl. die FuBnote 2%).
Mathematische Zeitschrift, IX. 16
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7. Satz I gestattet einige, im wesentlichen bekannte Schliisse zu ziehen.
Aus der Formel von o, folgt zunichst die ,»Besselsche Urigleichung*

e e, S wﬂ )[*do
und also die Konvergenz der Reihe
S N T SO S 30 L S
Man kann die Frage stellen, ob das Orthogonalsystem der Polynome
P, (z) vollstéindig ist, in dem Sinne, daB es keine, im abgeschlossenen

Innenbereich von ¢ regulir-analytische und nicht identisch verschwindende
Funktion F,(z) gibt, fir welche

wm«fﬁ’(f" Ydo =0 (n==0,1,2,...)

wire. Dies wird sofort klar, wenn ich fiir jedes F(z) die Gleichung

@
do,

2 St 2 1 .
ol o P L= [ F )
d
oder was damit gleichwertig ist,

lim g, == 0
o= ac

beweise. Man hat nun nach einem bekannten Satz aus der Theorie der
analytischen Funktionen fiir geeignete Polynome P (z)

| F(z) — P(a)| <e,
und zwar gleichméfBig im abgeschlossenen Innenbereich von C, wo & eine
gegebene positive GroBle bezeichnet’?). Dann ist aber

J{F B[ do < o2,

woraus die Behauptung folgt.
Satz III. Es sei F (x) reguldr-analytisch im abgeschlossenen Innen-
bereich von C und

F(x)~c,Py(z)+ ¢, Py(w)+...+c, P, (2)+...

Dann st
11m-~f{ )~ s, (& 1 do= 0,

17y D. Hilbert, Uber die Entwickelung einer beliebigen analytischen Funktion
einer Variablen in eine unendliche nach ganzen Rationalen fortschreitende Reihe
[Nachrichten von der kéniglichen Gesellschaft der Wissengchaften zn Gottingen, Math.-
phys. Klasse, 1897, S. 63-—-70].
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wenn 8, (vm:) die n-te Partialsumme dieser Entwickelung bezeichnet; es
gilt ferner die ,,Parsevalsche Formel*

W ~—~~f1F(s)yd

.
le

Das Orthogonalsystem der Polynome P, () besitzt somit die Voll-
standigkeitseigenschaft.

8. Ich beweise nun den folgenden

Hilfssatz. Sind die analytischen Funktionen F (%) im abgeschlossenen
Innen- (Auflen-) bereich von C regulir und '

lim f[F &) |do==0,

NneE o

dann ist im Innern (auferhalb) von O gleichmdfig*®)

lim 7, (x)=0.

15 60

Dieser Satz ist eine einfache Folge des Cauchyschen Integralsatzes.
Ist nimlich « innerhalb (auBerhalb) von C, so ist

also

FAOIES>

‘M

Fy
?%wd(,g@%gafwﬂ(&)ldm

wenn 8 die minimale Entfernung von z von den Punkten der Kurve C
bezeichnet. Daraus folgt die Behauptung.

Dieser Hilfssatz wird im folgenden mehrmals bentitzt. Es sei hier
F () = EE)z @)
dann ergibt sich der

Satz IV. Es ses F(z) reguldr-analytisch im abgeschlossenen Innen-
bereich von C und

F(z)~ ¢, Py(x)+c, P ()+....+onP"(a;)+...

Dann konvergiert diese Entwickelung gleichmdfig sm Innern von C und
stellt dort F (x) dar.

Eine wesentliche Erginzung dieses Satzes werde ich in § 12 beweisen.

1) Vgl. die FuBnote 4).
16%
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§ 3.
Uber eine Extremum-Aufgabe.

9. Es sei F(z) mgular analytisch im abgeschlogsenen Innenbereich

von C und
F(z) ~ ¢oPy () + ¢, P {x)4... ¢, P, (2) § ...

Der n-te Abschnitt dieser Entwickelung ist in der folgenden Form zu
schreiben.:
8, (%) == c0 (x)—}—qP (x) o -4—0 Pb(w}z

Der ,,Kern“ dieses Integralausdruckes ist
Dies ist ein Polynom n-ten Grades von & und #; man hat ferner
K, (&) K,(28).
Ist ¢ der Einheitskreis, so ist

"

T ] (Eg)BF!

K, (&) - Y e A EH0
yiQ 1—&g

Ist C das Intervall (-—1, 1), so ist bekanntlich

>

(£, 2) *‘”2 r+ly X, (&) . %;&Xu(““ + 1(«2:% wor (§) Xu ()
y=()
wo X, (z) das m-te Legendresche Polynom bezeichnet.

10. Ahnlich wie P, (%)) ist auch die Funktion K, (&, z; dadurch
ausgezeichnet, dafl sie dle Losung einer Extremum- Aufgabe liefert. Hs
gilt namlich der

Satz V. Es sei a beliebig und G, (%) ein Polynom mn-ten GQrades
von der Eigenschaft

]L.:fl Gn<$> “}do wer |
¢

Dann ist das Mazimum von |Gf“(a)}2
i n

Max |G, (a)|” = K, (a, a) - A[P(“l,-
e )
Dies wird fir die Polynome
K (a,2)
e 1L(x) & - VKH(“ a)

1) Vgl Satz 11,
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(und nur fir diese) erreicht, wo & eine beliebige Konstante mit dem
absoluten Betrage 1 bezeichmet.

Tn der Tat sel
G, (@)=t Py ()¢, P (2)+ ... }-t P, (),

n [

dann ist

PR : 2 9
do= ity 1t ]

die Aufgabe ist somit das Maximum von
| t() PO (a> -+ tl 'Pl ((1:) W}’ ek tn Pu (a) ‘2
zu bestimmen, wihrend
ol [ b 1
ist. Dies ist aber nach der Schwaxrzschen Ungleichheit gleich
[Po(@)]* + [Py (@) .. 4+ 1P (@) [* = K, (a, a)

und es wird fiir

9
BB 1

. Lrial

el =0, e =1)

erreicht, w. z. b. w.
Daraus folgt der

Satz V'. Es st fiir alle Polynome n-ten Grades I',(x) mit der
Eigenschaft I' (a) == 1 das Integral

e ras
C

dann und nur dann minimal, wenn
() = Fn (2, 2)
L) = @)
. .o . . 1
ist. Das Minimum tst gleich B (a,d)"
11. Es sei F(x) regulér-analytisch im abgeschlossenen Innenbereich
von O und @ sei im Innern von C. Dann ist nach 8.

P@I <55 [1FE) 0,
¢

wenn ¢ die minimale Entfernung zwischen ¢ und den Punkten von C be-
zeichnet. Ich setze hier F ()= (G, (2))", wo @, (=) irgendein Polynom
n-ten Grades mit der Higenschaft

Hie@rao=1
4
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bezeichnet. Dann ist

und also nach Satz V

Msx |6, (a)[* = K, (0, a) = 2 | P(a)i* <, 1

und zwar fiir alle n. Daraus folgt der

Satz VI. Die Reihensumme
K(a,a)=|Po(a)[*+ Py (a)[" + ... + [P (a) " ...
st stets endlich, wenn a im Innern von C liegt. Sie stellt die genaue
obere Grenze von |G (a)|" dar, wikrend G (x) die Gesamtheit der im ab-

geschlossenen Imnenbereich wvon C  reguldr-analytischen Funktionen mat
der Bedingung

Hle@rdo=
4
durchlduft.

Die Reihe
K(a,z)== P, (d) P, (%) + ﬁl (a')' P, (x)4...4- P, (a) P,(2) ...

18t absolut und gleichmdfig konvergent, wenn a wnd x m Innern von C
liegen, uwnd stellt dort eine regulire amalytische Funktion von & wund
dar. Hs ist

K (a, z) -~ K (z, ).

Der zweite Teil dieses Satzes ist eine unmittelbare Folge der
Schwarzschen Ungleichheit. Die Berechnung der Reihensumme X (a,%)
folgt erst in §6. Vgl tiber die Summe K (a, x) auch § 12, 44.

Ist C der Einheitskreis, so sind die Reihen
E(@ a)=1+a]’+...4|a[*" 4.

Ela,2)=14dx4 ... - a"a" 4 ...
fiir |a| <1, |z| <1 konvergent.

bzw.

§ 4.
Uber die Wurzeln der Polynome P, (2¢) und iiber die Tsohebyschelt-
schen Polynome.

12. Es sei n > 1 und =, eine Wurzel von P, (). Dann ist
Py ()

x— @,
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ein Polynom 7 — 1-ten Grades, also nach der Grundeigenschaft der ortho-
gonalen Polynome

fP "(“d ﬂ (£)
N g

f}wao

Satz VII. Die Wurzeln der zur Kurve C gehorigen orthogonalen
Polynome P, (x) liegen alle innerhalb des kleinsten konvexen, abge-
achlossenen Bereiches §, welcher die Kurve C enthdlt.

Nahere Feststellungen iiber die Lage dieser Wurzeln erfolgen in §13.

Ist C der Rinheitskreis, so liegen die Wurzeln von P, (z) =" alle
im Nullpunkt.

Ist ¢ das Intervall (—1,1), so ist P,(x) (abgesehen von einem
konstanten Faktor) das m-te Legendresche Polynom; die Wurzeln ‘des-
selben liegen alle in der Tat im Intervalle (— 1, 1).

E — %) do =0,
d. b

do

Daraus folgt der

13. Herr Fejér hat .mir eine Beweismethode mitgeteilt, welche nicht
nur den Satz VII erledigt, sondern auch ermdglicht, analoge Sitze {iber
die Wurzeln anderer wichtiger Polynome abzuleiten.

Der Beweis stiitzt sich auf die folgende merkwiirdige Auffassung des
kleinsten konvexen, abgeschlossenen Bereiches &, welcher eine Kurve C
enthilt:

R besteht aus denjenigen Punkten der Ebene (und nur aus jenen),
von welchen aus es unmdglich ist, sich gleichzeitig allen Punkten von C
zu ndhern. '

Liegt némlich z im Innern von § wund ist z' irgendeine neue Lage
von z, so lege man durch x eine Gerade, welche senkrecht zu dem Vektor
z' - x liegt. Dann ist geometrisch klar, da z' von allen Punkten von C,
welche nicht. in derselben Halbebene liegen wie z’, weiter entfernt ist
als #. Auch im Falle, wo 2z am Rande von & liegt, 148t sich leicht
zeigen, daB keine Verschiebung von z in »’ moglich ist, durch welche
man sich allen Punkten der Kurve O simultan ndhern wiirde.

Ist aber z auBerhalb von ®, so gibt es immer eine Verschiebung
von geeigneter Richtung und GréBe, durch welche man gleichzeitig allen
Punkten von ¢ niher kommt. Man lege etwa durch z irgendeine Gerade,
welche keinen Punkt mit & gemein hat. Dann ist klar, da8 man durch
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eine Verschiebung, welche senkrecht zu dieser Geraden gerichtet und ge-
- niigend klein ist, gleichzeitig allen Punkten von C néher kommt.

Es gilt nun der allgemeine Satz:

Ist I positiv und AY (z) das Polynom, welches unter allen Poly-
nomen n-ten Grades von der Form

A, (x)=a"-l-ax" ' ...} a

f\A kcla

den kleinsten Wert liefert, so liegen die Wurzeln von AP (x) in dem
kleinsten konvexen Bereiche &, welcher die Kurve C enthdlt.

Wiirde ndmlich eine Wurzel von A.,(,,"”(w), etwa @,, aullerhalh von &
liegen, so setze ich das Polynom
A(lc) (.’I:)

e

fir das Integral

(z — =1)

an, wo x; eine solche Stelle bezeichnet, fiir welche
| E— 2y
| &

ist, wihrend & die Punkte von C durchliuft. Daraus folgt aus Stetig-

keitsgriinden, daB sogar

-—.a’l

&—awf

I ET

ist, d. h.

%JiA’(‘k)(s) E—

was der Definition von 4,”(x) offenbar widerspricht.
Es ist nach Satz II

<" (148 @) rao- 1[4 (8 fas,
] &

@\ ) Do .
(@) = Vg2 P,()
daraus folgt somit ein neuer Beweis fiir Satz VII.
Ist C der Einheitskreis, so ist fiir alle %

Bg) = 2" ),

20) Man hat némlich

2
1
"2—nf|xn+a1$"_1+...+an’kd6=~‘;ﬁfll-|—dlw+...—{«(Z,Lmﬂlkdﬁ (wgnz?“,)
0 0

und wenn
B(z)=1+a,x+ ...+ duo0n

(Fortsetzung der FuBinote auf der nichstsn Soite)
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14. Man kann die folgende Frage stellen:
Es sei A,(x) ein beliebiges Polynom n-ten Grades vom der Form |

A, (z) x"H-ax* 4 toa,
wnd das Mazimum von |4, (%)| auf C
Max |4, (z)| =~ M.
)

Welches ist dann das Polynom n-ten Grades von der obigen Form, fiir
welches M mainimal ist?

Ich bezeichne dieses Polynom als das zu der Kurve C' gehérige n-te
Tschebyscheffsche Polynom T, (x). Es sei das Maximum von 7, (2)
auf O gleich m,;, dann ist also fiir jedes Polynom 4,(z) irgendwo auf C

|4, (2)| 2 m, ™)

fiir |z |- 1 von 0 verschieden ist, dann ist offenbar
2
5 f B(ei0)|" 6> B(O)F=1.
]
2y Ixistenz und Unitit dieser Polynome folgt aus gewissen Sitzen von Tonelli.
Vgl. I polinomi d’ approssimazione di Tschebychev [Annali di matematica, XV
(1908), 8.47—119] RB. 108. — Vgl auch P. Montel, Legons sur les séries de poly-
nomes u une variable complexe, Paris 1910 (Gauthievs-Villars), 8. 66—71, sowie
G. Faber, Journal fiir Mathematik, 150 (1919), 8. 79—106.
Ich bemerke hier, dafl diese Polynome in gewissem Sinne Gegenstiicke der ortho-
gonalen Polynome sind. Man kann nimlich ganz allgemein unter der Abweichung (écart)
der analytischen Funktionen f(z) und g(x} auf der Kurve C folgendes verstehen:

(a) ‘/ J.lféf ~g(&)) da,

dies ist die Abweichung im Sinne der kleinsten Quadrate, oder im Besselschen Sinne,
(b) Max | f(2)~g(z) |,

©
dies ist die Abweichung im Tschebyscheffschen Sinne (die zweite ist offenbar

grofer als die erste). Satz II sagt nun aus, daf unter den Polynomen n-ten Grades
von der Form

Ap(x) = 2"+ a, 8" .+ an

dasjenige, welches von 0 im Besselschen Sinne moglichst wenig abweicht, folgen-

des ist:
OV
yn=Min‘/ -“flA (;;i“;;“/;n_j

(Fortsetzung der FuBnote auf der nichsten Seite.)

und man bat
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Ist z. B. n = 1 und 7, (z) == & — «, dannist offenbar « der Mittelpunks,
m, der Radius des kleinsten Kreises, welcher die Kurve C véllig iiberdeckt.

Ist C der Einheitskreis, so ist
T (z)=z" m,=1.

Ist C das Intervall (— 1,1), so ist bekanntlich

T(x)mcosnarcoosw (m-ﬁ/?r-:'f) (aa \/ac‘~’—~1) 1 ‘m)

e , m. . .- -
LN zn-—l 9% n 9=l

Es gilt nun der Fejérsche Satz:

Die Wurzeln der zur Kurve C gehérigen Tschebyscheffschen Po-
lynome T, (z) liegen alle im kleinsten konvexen Bereiche R, welcher die
Kurve C enthdlt. '

Die hier gegebene Definition sagt anderseits, daB
Ap(z) = Ty(x)

das Polynom ist, welches von 0 im Tschebyscheffschen Sinne moglichst wenig
abweicht. Man hat

Es ist also ‘
D n

' /
My = R w My
Dn -1

Die Benennung ,Tschebyscheffsche Polynom*“ hat lbrigens bei Tonelli eine
erweiterte Bedeutung. So bezeichnet er nidmlich das Polynom n-ten Grades K,(z),
welches von einer gegebenen analytischen Funktion F(z) auf der Kurve ¢ im
Tschebyscheffschen Sinne moglichst wenig abweicht. Ist F(»)=an, so ist

offenbar
. Flo)— Ky, (2)=T,(z),

wenn T,(x) das oben definierte, zu der Kurve C gehorige n-te Tschebyscheff-
sche Polynom bezeichnet.

) Herr Faber hat a.a. 0. 2t) 8. 8486 bewiesen, daBl die Tschebyscheffschen
Polynome dieselben sind, wenn C eine Ellipse mit den Brennpunkten — 1,1 ist. Hs
seien a und b (a>>b) die Halbachsen dieser Ellipse und R durch die Bedingungen

1 1
R4 = R—
a= ._M.‘Ww{.i., b= ....‘.N.;_,.‘.;@ (R e 1)
- . 2 2
bestimmt, so ist dann
CO8 N Rn+i31x b b AN
87 &rc COS ¥ a @ —

n=Tmres oy B ()", (o)

Ist 5=0, d. h. R=1, 80 reduziert sich der letzte Ausdruck auf dem im Texte an-
gegebenen.
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Wiirde némlich eine Wurzel, etwa x,, des Tschebyscheffschen Po-
lynoms T, () auBerhalb von & liegen, so bilde ich das Polynom
T, ’
T (@) = 50 (2 = a)),

wo x, die gleiche Bedeutung hat wie oben. Dann ist aber
Max | Tn(z)| = Max | T, ()] <dm, <m
(©) (©)

n?

R
%~ 2,

was der Definition von 7' (z) widerspricht. Daraus folgthder Satz.
Auf diese Polynome will ich noch spéiter zuriickkommen (man vgl. §9).

§ 5.
Uber die Wurzeln der Polynome K, (a,x).
15. Der Zweck dieses Paragraphen ist die Lage der Wurzeln von

K, (0,2) = B (@) Py(o) + PLP(5) + ..+ B) P, (3)
festzustellen. Es gilt zundcht fiir jedes Polynom n-ten Grades R, (x) die
(fir K, (a,z) charakteristische) Gleichung

LK 8B, d0 = B,(0).
In der Tat sei ¢
R, ()= tyPy(x) 4 t, P (2)+ ... +1,P, (),
dann ist nach der Grundeigenschaft der orthogonalen Polynome

w:llf 'K;(zzm’ E)Rﬂ(f)dd = PO(“} tO +‘P1(a> £ e Pn(a’) , = Rn(“)’

4
w.2. b, w.

Es sei nun a fest und x, eine Wurzel von K (a,x); dann ist zu-
nichst z, == a, weil ja

E,(a,a) = |P,(a)]* 2 |P,(a)

P2

‘L’ml

ist. Ich setze in der obigen Formel

R, ()= ﬁf‘fl(m —a),
dann ist also

1 —
g, @8 P =L do=o.
(]

Aus dieser (leichung ist es ersichtlich, daB die Vektoren, welche vom
Nullpunkt ausgehend die -Zahlen

E—xo
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datstellen, nicht durchwegs in einen Winkelraum von der Offnung < »
hineinfallen kénnen, wahrend & die Kurve € durchlauft.

Was hat dies fiir eine geometrische Bedeutung? Das Argument dieser
komplexen Zahlen ist offenbar der Winkel zwischen den Strahlen g und &z ;

%

es miigsen also’ zwei Punkte &, £ auf C geben, filr welche

S atx,— v at'y, =x
ist. Die Punkte a, z,, &, £” bestimmen danu ein Kreisviereck, dessen
gegeniiberliegende Ecken &' und &” sind.

Die Wurzeln von K, (@, z) haben also stets die folgende Kigenschaft:
Es ist xy == a und man kann tmmer durch a und %, einen Kreis schlagen,
welcher mit C wenigstens zwei solche Punkte gemein hat, die auf ent-
gegengesetzten Seiten der geraden Linte azx, liegen. Dadurch ist fir die
Wurzeln z, von K, (a,z) ein Bereich der z-Ebene festgelegt.

16. Herr Fejér hat eine merkwiirdige Verallgemeinerung des kleinsten
konvexen, die Kurve C enthaltenden Bereiches gegeben, die eine geo-
metrische Charakterisierung des soeben definierten Wurzelbereiches gestattet.

BEs sei @ ein beliebiger Punkt in der komplexen x-Ebene, liege aber
nicht auf der Kurve €. Die Transformation durch reziproke Radien

' 1 1

Wy et g

bildet die Kurve C' der z-Ebene auf eine Kurve ¢ der z’-Ebene ab. Ich
bilde nun den kleinsten (im gewohnlichen Sinne) konvexen Bereich §”,
welcher die Bildkurve C' enthélt. Daun entspricht durch die obige Ab-
bildung dem Bereiche &' der x’-Ebene wieder ein ganz bestimmter
Bereich ®, in der komplexen x-Bbene und dies ist der von Herrn Fejér
definierte Bereich, welcher durch ¢ und @ vollstindig bestimmt ist. '

Man kann den eben definierten Bereich §t, etwa mit Hilfe der fol-
genden Vorschrift konstruieren. Hs seien & und &” beliebige Punkte von C,
die voneinander und von @ verschieden sind. Man schlage durch die Punkte

oy
”o . . . . . ’ ”

a,&, & einen Kreis und nehme die Punkte desjenigen Kreisbogens & &,
TN

welcher @ nicht enthdlt. Die Gesamtheit dieser, von den Kreisbogen g
beschriebenen Punkte der Hbene, wikrend & und & unabhdngig won-
esnander die Kurve C durchlaufen, ist der Bereich §,%).

%) Dies folgt aus dem Umstande, dafi bei der obigen Transformation Kreise
(Geraden) in Kreise iibergehen. Liegt a auf der Kurve ¢, so wende jeh eine ihn-
liche Konstruktion an und rechne den Punkt ¢ auch zu §,.

Ist @ avBerhalb von C, so enthilt ®, stets den abgeschlossenen Innenbereich
von O; ist aber ¢ im Innern von O, so kann dies niemals der Fall sein, da dann
z. B. eine geniigend kleine Umgebung von a nicht zu £, gehért.

Ist @ auBerhalb von ®, so ist ®, stets ein endlicher Bereich. Ist @ im Tnnern
von &, so0 ist ®, ein unendlicher Bereich.
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Ist & im Unendlichen, so 1ist der Fejérsche Bereich &, identisch
‘mit §, wo &, wie oben, den kleinsten konvexen Bereich bezeichnet, wel-
cher die Kurve ¢ enthilt.

Das Folgende ist nun geometrisch klar: &, besteht aus solchen
Punkten x (und nur aus solchen), welche so beschaffen sind, daff man
durch a und = immer einen Kreis schlagen kann, welcher mit der
Kurve C wenigstens zwei solche Punkte gemein hat, die auf entgegen~
gesetzten Seiten der geraden Linie ax liegen.

Es gilt somit der

Satz VIII. Die Wurzeln des Polynoms

K,(a,%) = Py(a)Py(2)+ P,(a) P, (z)+ ... + P,(a) P, ()
liegen alle im oben definierien Bereiche R,%*).

17. Herr Fejér hat diesen Satz mit Hilfe der Transformation durch
reziproke Radien erbalten. Mit derselben Methode erhélt man auch die
folgenden Sétze:

Es ser k eine beliebige positive Zahl; ich betrachte die Gesamtheit
der Polynome n-ten Grades U (x), fir welche U, (a) = 1 ist. Mit uP (z)
bezeichne ich dasjenige unter diesen Polynomen, fir welches

S EACIEY
¢]

minimal ist. Dann liegen similiche Wurzeln von u,(x) in dem Be-
reiche .

Es ist offenbar
(2)(w) Kn(”’:ji)

T Ka, @)

Ferner:

Bezeichne ich mit w,(x) dasjenige unter den Polynomen n-ten
Grades U, (x) mit der Nebenbedingung U, (a) =1, fir welches

Max | U, ()]
(o]

minimal ist. Danm liegen similiche Wurzeln von wu,(x) sn dem DBe-
reiche §,.

18. Es sei O der Einheitskreis. Liegt ¢ im Innermn von (', sa ist
®, offenbar der abgeschlossene AuBenbereich von C; ist o auBerhalb von
C, so ist §, der abgeschlossene Innenbereich von . Liegt endlich o
auf C, so besteht £, aus sémtlichen Punkten von C.

%) Darans folgt leicht ein neuer Beweis von Satz VIL Vgl 18.
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Man hat in diesem Falle
1-(&@”*1

K, (a, )=~

1—~dz

so daB, in diesem speziellen Falle, Satz VIII leicht zu bestitigen ist.

Es sei O das Intervall (— 1, 1). Ista nicht reell, so ist geometrisch
klar, daB der Bereich &, folgendermaBen zu gewinnen ist. Man schlage
durch die Punkte @, — 1,1 einen Kreis, dessen Fliche von der Strecke
(—1,1) in zwei Segmente zerlegt wird. &, ist dann dasjenige dieser
Segmente, welches den Punkt a nicht enthalt Samtliche Wurzeln des
Polynoms

n

K,(a, )= ‘;:?.;J X, (a) X, (z) =
liegen also nach Satz VIII in diesem Segmente; X, (x) bezeichnet hier
das n-te Legendresche Polynom.

Ist @ reell und | =1, so ist &, das Intervall (—1,1). Ist a
reell und |a| <1, so ist &, die ganze reelle Achse. Die Wurzeln des

Polynoms
XnQa) X'n-f-l (m) - Xn+1 (a) Xn (%)

sind also simtlich reell, sobald a reell ist; ist hierbei |a|> 1, so liegen
sie sogar im Intervalle (— 1, 1).

7”/+1 Xn(ﬁ')X"I-l(w)"‘XnM(a")X (m)
&

Im Grenzfalle, wo der imagindre Teil von @ ins Unendliche riickt,
geht das Segment &, in das Intervall (— 1, 1) iiber. Es ist ferner

. Xll i 1 - n+1
lim X (4 Xus <xa>zn+1 1 (DX(D) o x () (e + 0),

so daf wir auf diese Weise den bekannten Satz iiber die Wurzeln der
Legendreschen Polynome herausbekommen,
II. Kapitel.
Uber die konforme Abbildung des Innengebietes.
§ 6.
Darstellung der abbildenden Funktion im Innern von C.

19. Es sei C eine geschlossene und doppeltpunktlose analytische
Kurve in der komplexen z-Ebene. Dann gibt es nach der Theorie der
konformen Abbildung eine Funktion

z=y(x),
welche das Innere der Kurve C' der x-Ebene schlicht auf das Gebiet
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lz| < 1 der z-Ebene abbildet, wihrend der Nullpunkt einem gegebenen
Punkte z == ¢ im Innern von C entspricht. D.h,

y(a)=10.
Durch diese Forderung ist y (x) (abgesehen von einem konstanten Faktor
mit dem absoluten Betrage 1) eindeutig bestimmt. Aus der Voraus-
setzung, daB C eine analytische Kurve ist, folgt dann, daB y(x) auch in
einem groBeren, die Kurve C in seinem Innern enthaltenden Gebiete
regulir und schlicht ist "),
Es gibt bekanntlich immer eine und nur eine Funktion

=g(2),
welche fiir |2| <1 regulsir und schlicht ist und die Umkehrung der
vorigen Abbildung liefert. Man hat, wenn x und 2 zugehdrige Werte
bezeichnen,

y'(%) g (2)=1;

' (z)=0 bzw. g'(2)=0.
Hier bezeichnen z und z beliebige Stellen im abgeschlossenen Innenbereich
von ¢ bzw. im Bereiche |2]| L 1.
Die im I. Kapitel definierten orthogonalen Polynome gestatten nun
eine merkwiirdige Darstellung der abbildenden Funktion y (z). Es gilt der

Ratz IX. Es ses O eine analytische Kurve in der komplexen
w-Bbene wnd y(x) bezeichne eine Funktion, welche das Innere der
Kurve O der x-Ebene schlicht auf das Gebiet |z| <1 der z-Ebene ab-
bildet, wihrend der Nullpunkt z = 0 einem gegebenen Punkte »=a im
Innern von C entspricht; dann ist im Innern von C

z

97 1 :
(%)= EW{E K(a,a)f(K (a,8))" d&,
[

es ist also

wo & eine Konstante mit dem absoluten Betrage 1, 1 die Linge von C und
K (a, %)= P,(a) Py(2)+ P;(a) P,(2)+ ... + P,(a) P, (&) + .-
ist. P, (x) bezeichmet hier das zur Kurve C gehorige n-te orthogonale
Polynom. (Die Reihe K (a,z) konvergiert nach Satz VI immer, wenn
z im Innern von C liegt.)
20. Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf den folgenden einfachen
Hilfssatz. Hs sei K(z) eine analytische Funktion, welche fir
|2| <1 reguldr und won O verschieden ist. Ich betrachie die Gesami-

%) Vgl. etwa Picard, Traité d’analyse, 2. Auflage, Paris 1905 (Gauthiers-
Villars) 2, S. 801--307.
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heit der analytischen Funktionen B (2), die fir |2 = | requldr sind und
der Bedingung

B
0

geniigen. Hs ser endlich a, fest und |ay| < 1; dann ist das Mazximum
von | B (a,)!” 1 l

Max | E(a,)!" = .
* o). T—lay|* | K (ag)]”
Teh setze

K()E(z)=t,+t,z-... b, 2%} ...,

dann ist laut der obigen Voraussetzung

)

TN A S N L S
also mit Riicksicht auf die Schwarzsche Ungleichheit
| 2 1 SIPEEIRS 1 1
B (a)]” = Z\MZ.EI%VQ”W

= Ew)tE & 1=l [* 1 K (g0)|*
(Dieses Maximum wird dann und nur dann errcicht, wenn fir alle n

e »mn
£, = Cdy
d. h. wenn

K(z)B(2)= °©

Tty 2
ist, Nun ist

i ae 1
e | e vt e o apee v @00 ),
2”!|1”'“‘dozlﬁ 1‘”‘!“0]2 (2= )
Daraus folgt somit -

o] ¥1—[a"
und also
Viejg” 1

E<Z)m3 1_‘&02‘ 1{(3) (IG!W" 1)'

A. Es sei K(z) fir |2| <1 reguldr-analytisch und wvon () ver-
schieden, ich betrachte sdmitliche analytische Funktionen B (z), welche fir
{2| £ 1 regulir sind und der Bedingung

*d0- 1 (2= et0)

2
1
& f1& @B )
0
gentigen. Dann st

Max |E(0)]" = 1K(16w)1*
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Ferner gilt

B. Es sei a ein gegebener Punkt im Innern der Kurve C. Ich
betrachte sdmiliche analytische Funkiionen G(x), welche vm abgeschlos-
senen Innenbereich von C reguldr sind und der Bedingung

jl ‘ drfxl

Max |G(a)|® = K (a, a),
wo K (a, z) die obige Bedeutung hat®*).

Diese Sitze liefern die Losungen je einer Extremum-Aufgabe, welche
sich auf die Funktionenklassen F(z) bzw. G(x) beziehen. Ich setze
nun in A.

geniigen. Dann 1st

V@) 7,
wo g(z) die Abbildung liefernde Funktion in 19. ist. Es sei ferner
B (2)= E(y (#)) =G (%)

G (x)=G(g(2))=E(z).
Dann sind B (z) arid G(z) gleichzeitig reguldr. Man hat ferner auf C

und also

do=|g'(e56)| a0 = - s (&=g(eso)),
also

K(2)E(2)|"d0=|1g'(2)| | B(z)"d0=7
if |

(z==eib).

Es ist endlich
E(0)=G(a),
g0 dafl
Max | B (0)]® = Max | G(a)i”,
d. h.

' I
K(a:“)“r}(‘(‘)‘)’t T T3T0Y] l?’( a)|-

29. Nach diesen Vorbereitungen bilde ich das Integral

7= 1Ko (a, &) = 1 V7 E)  de,
]

20) Vgl. Satz VI —

) Bs ist g'(z)~j=0 fir |2|<1; ein jeder Zweig von Vg' () ist also dort

régulir-analytisch. Ahnliches gilt fiir vy’ (x) im abgeschlossenen Innenbereich von C.
Mathematische Zeitschrift, IX. 17
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wo K (a, z) die obige Bedeutung hat®®) und- . eine spiiter zu bestimmende
Konstante bezeichnet. Man hat

(1K, (@ §)[*do = K,(a, a),
[¢)

ferner

es ist endlich
H R @ VrBao = [K, (@ g £ ap
& o & Vg’ (2)
- &, @ g0 Vg (a8 (s o).
0

Nun ist die Funktion von z

E,(a,9()Vy (2)
regular-analytisch fiir [2]| < 1; das letzte Integral ist somit gleich

R g O)VT0) = T ) ),
D. b
JﬂmK"(a,a)-—zsﬂﬁ“‘"(“ “> 2P %
\

Tch setze hier

dann folgt

d. h. nach dem obigen Resultate

lim 7, = 5*) 7 (a) | — K (a, &) = 0.

%) Vgl. § 8.
) Jst f(2) regulir fiir (2|1, so ist

L Fiei®)do=

o[ Pl do=ri0).
0

Ist f(2) reguliiv fiir |2[2>1, so ist

2
Zl_;fmw)de:f(oo).
0
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Also

BE;; fg K, (a, &)~ z',é%.{/:;—lf(l‘ij"\/yl‘(g do=0.

a

Die Funktion unter dem Zeichen des absoluten Betrages ist aber regulir-

analytisch, wenn & im abgeschlossenen Innenbereich von ¢ liegt. Daraus
folgt nach dem Hilfssatz in 8., daff

lim K, (a, z) -«:K(a,x)w» Vo (@)Vy @ ()

nw

igt fiir alle a, welche im Innern von C liegen. Man hat ferner

K(a,a)= |y (a)]

2
i

go dal

(K(a, -'L')) y(a) L,
E(a.a) "y (a)]F=" (@),

woraus die obige Darstellung von y(m) folgt®").

§ 7.
Bemerkungen.
28. Ich bemerke, dal} der obige Beweis die Ezistenz der abbildenden

Funktion y(z) voraussetzt; er liefert also kein Existenztheorem fiir y (z),
sondern gibt lediglich eine neue Darstellung derselben.

Es ist vielleicht nicht ohne\ Interesse, daf man mit Hilfe von Satz IX
die abbildende Funktion y () unmittelbar durch Polynome annahern kann.
Tch setze namlich

u(z)= e’} Kn(z,a)f(K,.(a,E))gdé;

dies ist ein Polynom 2n - 1-ten Grades, dessen Auswertung keine prin-
zipiellen Schwierigkeiten aufweist. Man hat nun im Innern:von C

lim 7, (2) = 7 (2).
Es sei z. B. O der Einheitskreis, dann ist

P, (x)=2a"
algo

%) Kine andere Darstellung von y (x) werde ich in § 11 geben.
17*



250 (. Szegd.

Man erhilt somit

(@) - 1” a‘ )f(l . 1--m((ar (l"ll),

("‘)
ein bekanntes Resultat.
24, Ich bezeichne jetzt die obige Funktion y(z) mit y(a;2), d. h.
7 (a; ) sei die Funktion, welche das Innere der Kurve C' der z-Ebene
schlicht auf das Innere des Hinheitskreises der z-Ebene abbildet und der
Bedingung’
y(a;a) -0
geniigh. Hs sel a, ein beliebiger, aber fester Punkt im Innern von O, so
vermittelt die Funktion
v (ays &) =7 (ag; @)
L=y (uo; @)y (ay; )
ebenfalls eine schlichte Abbildung des Inneren der Kurve ¢ auf das Innere
des Einheitskreises, wihrend z =~ ¢ in z==0 iibergeht. Sie muf also
(abgesehen von einem konstanten Faktor mit dem absoluten Betrage 1)
mit y(a; ) iibereinstimmen, d. h.

¥ (g3 @) =y (dy; @) :
(s X e L : .l .
D folot 7ia; %) " =7 (g3 @)y (g5 @) )
araus folg ’
"la;a)| - 17 (a3 0) | a1y
1 i7'(a;0)] 1--]y (ag; a)|®
also
K ( Loody'(ag;a)]
K ) @) ==, °
(% &) Zﬂl""‘l?’(%’“)f
Aus dieser Formel folgt, daBl K (a, a) im Innern von C nicht be-

schrdnkt bleibt.
25. Satz IX gestattet eine Antwort auf die in Satz VI offen gelassene
Frage iiber die Bedeutung von K (a, #) zu geben. BEs ist ndmlich
V(@)= gy = T K (@ a)
das VergréBerungsverhdltnis (oder die Verzerrung) der Abbildung im Punkte
x == @; ferner

I —
E(a,z)=g5-Vy'(a) Vy ().
26. Man kann auch (wie es in der Theorie der konformen Abbildungen
iiblich ist) die folgende Frage stellen:

Welche ist die Funktion, welche das Innere der Kurve C der x- Hbene
schlicht auf das Innere eines Kreises der z- Ebene abbildet, wdhrend ein

#) »'(a; z) ist die Ableitung nach 2.
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gegebener Punkt o tm Innern von C dem Mittelpunkt des Kreises ent-
spricht wnd das Vergréferungsverhdlinis im Punkte a gleich 1 ist?

Diese Funktion ist
Z

B

AT R, EVN7 A / ﬁ:-;
7w (K(a,a))gaf(K(a’“)) a§ ([ei=1),

d. h.
\ L1 .
(@) 5 k(w07 )

Daraus folgt, dafl der Radius dieses Kreiges

i 1

E(a)- 27 K{a, a)

ist.
Niahert sich ¢ der XKurve C, so ist nach dem vorstehenden
lim R{a)==0,

d. b. das Bild von O schrumpft zu einem Punkte zusammen. Das Bild
von O ist dann am groften, wenn die Summe

E(a,a) 3| P,(a)]’

N0

minimal ist. Ist z. B. ¢ der Hinheitskreis, so tritt dies fiir ¢ 0 ein.

lL Kapitel
Uber die konforme Abbildung des AufBlengebietes.

§ 8.
Hilfssétze.

27. Der Zweck dieses Kapitels ist den Zusammenhang der orthogonalen
Polynome mit der Theorie der konformen Abbildung weiter zu unter-
suchen.

Es sei O eine geschlossene und doppelpunktlose analytische Kurve in
der komplexen x-Ebene. Dann gibt es nach der Theorie der konformen
Abbildung eine Funktion

z =y (x),
welche daB AuBere der Kurve C' der z-Ebene schlicht auf das Auflere des
Binheitskreises der z-Ebene abbildet, wihrend die Punkte x == co und 2 = oo
einander entsprechen. Diese Funktion ist (abgesehen von einem konstanten
Faktor mit dem absoluten Betrage 1) eindeutig bestimmt.
Tch bezeichne die inverse Funktion von 2 ==y (%) mit

z=p(z).
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Dann ist, wenn z und 2z zugehorige Werte bezeichnen,
W ()9’ (2) = 1;
es ist also auBerhalb von O bzw. fiir [z| > 1
W' (2) =0 bzw. @' (2)=0.
Die Funktion ¢ (z) hat dabei die folgende Form

ngg(z)_:.'ﬂz-}—v'o—]-zz‘—{-»%:',il (1==0),
wo der Konvergenzradius der Potenzreihe
4—7 T’n z’-n
n=0

groBer als 1 ist.

Aus der Voraussetzung, dal C eine analytische Kurve ist, folgt be-
kanntlich die Existenz einer Zahl ¢ (0 < ¢ << 1) von der Eigenschaft, da8
die Funktion # = @ (2) nicht nur das Gebiet |z| > 1, sondern sogar das
Gebiet |z|> o schlicht auf das AuBlere einer Kurve C, abbildet, welche
ganz im Innern von C verlduft. Dann konvergiert die obige Entwicke-
lung fiir [2] > o. Es ist ferner ¢’(2)==0.fiir [z|> ¢ wnd v’ (z) <40,
wenn 2 auBerhalb von C, liegt.

Diese Abbildung iiberfithrt die konzentrischen Kreise mit den Radien
R > ¢ der 2-Ebene in eine Schar von Kurven Cp der z-Ebene, welche
ich Kreishilder nennen will. Es ist offenbar O, = € und wenn ¢ <~ R’ < B”
ist, so ist Cps ganz im Innern von (g~ enthalten.

Ist C' der Einheitskreis, so ist @ (2z)==2 und die Kreisbilder sind
konzentrische Kreise.

Im Grenzfalle, wo ¢ das doppelt zu durchlaufende Intervall (- 1,1)
ist, hat man

und also -

z=y (2)=x+ Vel —1;
C, ist in diesem Falle das doppelt zu durchlaufende Intervall (—1, 1)
und die Kreisbilder Op (R > 1) sind homofokale Ellipsen mit den Brenn-
punkten — 1, 1.,
§ 9.
Uber die Tschebyscheffschen Polynome.

28. In 14. habe ich die Tschebyscheffschen Polynome definiert;
ich komme jetzt wieder auf diese Polynome zuriick, da sie fiir unsere



Uber orthogonale Polynome. 253

weiteren Ziele von entscheidender Bedeutung sind. Ich zitiere den von
Herrn Faber herriihrenden
Satz X. FEs ser C eine analytische Kurve in der komplexen

x-Bbene und T, (xz) das zugehorige n-te Tschebyscheffsche Polynom;
es sei ferner das Maximum von |T,(z)| auf C

M&X !Tn(x)lmmn'
©
Ist
B p(B) =2t r 2 (v=0)

eine Funktion, welche das Gebiet |z| > 1 schlicht auf das Aufere der
Kurve C abbildet, wihrend die Punkle z = co und x = oo einander ent-
sprechen, so ist

Ist also |7| -1, so hat man

lim m,, =
Ist {z|=1, so ist
limm, =1,

k]

und ist endlich |v| -1, so hat man

lim m, = 0.
Bz o
Die notwendige und hinreichende Bedingung fir eine amalytische
Kurve C, daf3 es Polynome

4, (x)=a"+a,a" 14+ ...+ a,

gibt, jir welche die Abweichung von 0 auf der Kurve C (im T schebyscheff-
schen Sinne)®), d. h. daf

Max |4, (=)]
©
beliebig klein werden kann, ist somit die, daff |v| <1 ist®).

. 8) Vgl die Fafinote ).

%) Faber a8 0. 29 S.86—88, Diese notwendige und hinreichende Bedingung
¢ilt such dann, wenn (' nicht analytisch, sondern eine beliebige stetige und doppel-
punktlose Kurve ist, (Die Gleichung

lim 2 =1
n=w |7|
it indessen in diesern Falle nicht allgemein giltig. Vgl 3L.)
(Portsetzung der Fufnote auf der nichsten Seite.)
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Tch beweise hier diesen Satz mit einer Methode, die auch bei Satz XI
zum Ziele fithren wird. Es ist zundchst fiir jedes Polynom von der
obigen Form

A, (@) = (@) +a (p@)" 4 ... +a,=1m27r(z) (.- ¢ (2)),
wo r(z) fiir |2 =1 regulér und r(oco)==1 ist. Also
Max |4, (2)| — || Max [r(z)| 2 |7]" ).
10) 2zl >1

d. h. |
m, 2 |t|",
Ich will anderseits Polynome von der Form
A=) @art b,

bilden, fiir welche
Max |4, (z)] =|z[*(1+0(1)*)
©

Ist C eine geradlinige Strecke von der Linge I, so ist

[o]=-r;

P

es ist also dann und nur dann lim m, =0, wenn l<4 ist.
nemw

Ist ¢ ein Kreisbogen vom Radius R und mit dem Winkel ¢, #o ist
|7| =R sin %j ;
es ist also dann und nur dann lim m, =0, wehn R sin%< 1 ist.
n= oo
Ist z. B. C ein Halbkreis (¢ =), so muB R<V2 sein,

Ist C ein symmetrisches Kreisbogenzweieck mit der Sehne i und mit dem
Winkel 2kx (k<1), so ist

ok 1
T 41—k
es ist also dann und nur dann lim m, =0, Wwenn iﬁ Ié<4 ist.

n= oo
Ist € eine Halbkreisfliche (begrenzt durch einen Halbkreis und einen Durch-
wesser von der Linge 2 R), so ist

e 4B
3y3’
es ist also dann und nur dann lim m, =0, wenn R<— 4 ist.
nes oo

3 Ist f(z) regulir fiir |z| L1, 8o ist
Max |£(2)| 2 |£(0)].
2| =1
Ist f(=) regulir fiir [2] > 1, so ist

) Ich bezeichne mit O (a,) und o(a,) eine GrdBe, die durch ¢, dividiert, mib
wachsendem % beschrinkt bleibt, bzw. nach 0 konvergiert.
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ist. Aus diesen zweli Hrgebnissen folgt offenbar der Satz X. Zu diesem
Zwecke brauche ich aber einen Hilfssatz, welcher im nichsten Abschnitt dar-
gelegt wird.

29. Hilfssatz. Hs get 027 -1 und

o4y Un

M(w) =t 2 e e
sei reguldr fir 'w|z>r; ich setze
wd” TGM ro(r—=1,2,...,n n=-1,2,8,....
Dann st bekanntlich
M (™) + M (w) .M ()
lim o - Ry
v e 7 0
Es ist aber sogar
M (w4 M(ul™y 4 M () =m0 (1).

In der Tat hat man
My 4 M (™) M () =, 22

rr 72”
es ist aber

so daB
@€, == 0('(9’”7’"’),

wo 0 <% <1 und & von n unabhﬁ,ngig ist. Man hat also
M () + M () 4-. M (ug) = may + O(nd"),
woraus die Behauptung folgt. Es ist sogar fiir jedes k

M (uV) 4 M (u, )WL‘---*FM(u,(;m)mnao—}—o(—s%).

Es ist klar, daBl diese ganze SchluBweise ihre Richtigkeit auch dann
beibehdlt, wenn die Koeffizienten @, Funktionen einer Verdnderlichen z
sind, welche fiir |z| > r regulr bleiben und der Bedingung ¢, = O (4" r"),
wo (0 < @« 1 und ¢ von z und » unabhingig ist, gleichmaBig geniigen *¢).
Dm Konvergenz findet dann fiir [2] =7 glewhmaﬁlg statt.

8y Dxea wird offenbar stets erfiillt, sobald die Funktion von zwei Variabeln
M(u)a= M(w,2) fir |ujZr, |2|2r regulér ist. Man hat nimlich

&y = §‘~3~;;:-fM(\u, z)ur—*du,

wo die Tntegration iiber eingn Kreis |u|=9r (0 <8< 1) zu erstrecken ist. Nun ist
M(u,z)=0(1)

und zwar gleichmiBig fiir |u|2dr und |2]2r. Also
oy = O (92 97).
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30. Es sei nun o <<r <1, wo ¢ die gleiche Bedeutung hat, wie
in 7. Die Funktion ¢ (u) ist dann regulir und schlicht fiir 'w| >y
Ich betrachte die folgenden Punkte in der komplexen z-Ebene

o =g (u®), o = p(u), ..., o =p(ul) (n-=1,2,3,..),
(n)

wo w," die obige Bedeutung hat. Diese Punkte liegen alle auf dem Kreis-
bilde C,, d. h. im Innern von C. Ich bilde das Polynom n-ten Grades

a)n( )"' (x - v(”)) (:t"— v‘ﬁ.n)) “ - (Q’J - 1}7(:‘)) :&7),

welches offenbar die Form w,(z) ~ 2" 4 ... hat. Ich behaupte dann, daf
Max o, (z)]| =|7," (1 + 0 (1))
(©)

ist, d. h. die Polynome w, (x) geniigen der in 28. gestellten Forderung.
Ich setze namlich im vorigen Hilfssatz
P (u)—p(z)
Diese Funktion ist reguldr fiir ful =7, |27, da wegen der Schlicht-
heit @ (u)= @(z), wenn w = z ist; sie ist auch im Unendlichen regulir, da

S B

ist. Man hat nun

‘7’(’) '7’ ”'m) wy,

M (w”) + M (w”) ... 4 M (u”) == log [] ( ) g ),
wenn o und z darch die Relation x = ¢ (z) mltcmandar verbunden sind.
Es ist ferner

o (w) _o(z)
@, == lim log ORI S, log =,
U= 1. 2
also ) ( )u
. wy (%
tm L 205 -

und zwar gleichmaBig fiir |z| > r. [Man hat sogar fiir alle k

lim (1 w"(x)> s ] (- @) |2jr)]

N oo —[71 z 13 7 n
Daraus folgt

lim ,},I‘ ’?’%S;x) s 1 (- (z)),

und zwar gleichmaBig fiir |2 |2¢’ >»7r. Es ist also insbesondere

lim —~ Max |, ()] == 1.

n= w0 f"f
Damit ist Satz X vollstéindig bew1esen.
37) Vgl. die FuBnote ),
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31. Hs sei z. B. C eine Ellipse mit den Brennpunkten — 1, 1 und mit
den Halbachsen a und b (@ >b). Ist dann R durch die Bedingungen

R
a=— ", br_mgw_ (R>1)
bestimmt, so ist

\ Rz 1
¢ (z) = "5- -+ TR
Man hat algo
. 9\
T= =y, dh igx; (7[:{371> m. = 1.
In der Tat, es ist nach FuBnote 22

a0 7 a-—b\"
(5 (55"

Im Grenzfalle, wo C das doppelt zu durchlaufende Intervall (—=1,1)

ist, verliert Satz X seine Giiltigkeit, Dann ist nimlich®*) a=1, =0, also
‘T} = “'12 und T, (=) - R irf 1oosm (S ””?al—"i’i’
, 2 2
d. h.
lim 7% .22
e IT|

und nicht 1, wie es nach Satz X sein miilite.

§ 10.
Ein Grenzwertsatz iiber die Determinanten D,.

32. Ich komme jetzt meinem Ziel mit einem Schritte ndher, indem
ich mit Hilfe des Vorhergehenden einen Grenzwertsatz iiber die Deter-
minanten D, *) beweise. D, ist die Determinante der positiv definiten
Hermiteschen Form

H,ﬂ(l; t) s %f|t0+t15+ —lmtmé"}zdo;
(6}

es ist also stets
>0 (n==0,1,2,...).

n -

Es gilt nun der

Satz XI. Es sei C eine analytische Kurve in der komplewen
x-Bbene und D, die Determinante der Hermiteschen Form

()=t [ttt 8o (10,12,
[#]

) Vgl 14.
) Vgl. 8.
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Ist
e le) = ety 2 b (7+0)

zN

eine Funktion, welche das Gebiet |z| >-1 schlicht auf das Awpere der
Kurve C der z-Ebene abbildet, wihrend die Punkte 2 =oc und x - oo
etnander entsprechen, dann ist

1 Dn 2n {1y . 2n|r’
Hm - e ot o= 22 d he lm - VT
n~ao| ] ntt D, [ N o |-r \/ l

Die Zahlen wx, und m, sind somit asymptotisch gleich *).
33. Es ist zuniichst nach Satz IT

U = 42 o Min fA

wo A (z) ein beliebiges Polynom n-ten Grades von der Form
A, (z)=x"++a 214 ... 4a,
bezeichnet. Man hat aber nach 28.
4,(z)=1"2"r(2) (x =g (2)),
wo r(z) fiir [z| =1 reguldr und 7 (co) =1 ist. Es ist ferner auf ¢

2z

“}Of}An (S)Ifzdamhgf’ffﬁr(z) -

Y

z)|do (2 ==ei0),

Nun ist die Funktion o
r(2)V o' (z) *)
regulér fiir 2| = 1 und fiir 2 == oo 'gleich Vz; daraus folgt fiir alle 4, (x)

fIA” (‘a dUZ ‘ 1‘2n+1 42)

40) Vgl. die FuBnote ). Es ist namentlich

lim _‘.l.l'_.(f, = g:{;‘:‘l.?j..
w00 mn l ’

1) Vgl. 27,
%) Ist f(z) regulir fiir |2|K 1, so igt

2o
oz 17 a0z i7"
Ist f.(2) regulér fiir |z|>1, so ist

27
“él',;flﬂew) ["dex|f(co) .
0
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.D,, - 2.77, 2n
‘Dn__l ;wnf—}“ri n—ll.
Ich beweise anderseits, dafB fiir geeignet gewshlte Polynome A4, (x)

von der obigen' Form
_2x
fim e 1400 5 (14

ist, wo ¢ eine gegebene, dem absoluten Betrage nach beliebig kleine
GroBe bezeichnet. Aus diesen Ergebnissen folgt dann der Satz XL

34. Es seil
sy P (B0 51

z?l

\/CP (z)

diese Fanktion ist regulér fiir |z]> ¢. Ioh setze

B,

gv(z); Bo + il"f* T

dann ist z
g

1 (2 1, 2, .
@“;f]g,.(@i 4o = "g;.;J!g,.(Z)I ¢ (2)]d0 = 1t (z=y(E)z=ei0),
o 0

wo & =:0(1) ist. Hs sel nun » eine feste Zahl und = > »; ich setze

Bo om (@) + By rwm—z (@) ...+, " on—v (z)
4,(5)="" ) ”,
[
wo w,(x) die obige Bedeutung (30.) hat. Dies ist ein Polynom =-ten
Grades von der Form 4 (x)==2"- .... Man hat ferner

K ﬂ‘l ﬂ"

.1 A, () Pot et 2 9, (%)

lm =t s T (=g (2)),
A Bo

n n
nmw T z

und zwar gleichmiafig fir (2| =7 >7r>9. D. h

2 | g,(2 )! 2rc 1~!—-F1 JJ:W
1 A ]d ey e e 1 1!
w7 i””ﬁ f ol AL (1te)
(zm"// ):

woraus offenbar die Behauptung folgt. Damit ist Satz XI vollstindig
bewiesen.

35. Im Grenzfalle, wo O das doppelt zu durchlaufende Intervall
(=1, 1) ist, ist Satz XI nicht mehr mehr giiltig. Dann hat man nimlich
l7|=%, =4 und

1 2 1 1
"’“"b——;:;"*"Mln f(A 27“‘"5”;; 1(Xn(x)) dz=;ﬂ;2w+l
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wo k, den hdchsten Koeffizient des n-ten Legendreschen Polynoms
X, (z) bezeichnet. Nun ist
(2n)!

by = S22 — = (14-0(1),
27 n!
also D
D“;i‘"m in+l(1+ )
d. h. . . D, _ i
nem 1 Izn-i-:l D" — 1
und nicht wie es nach Satz XI sein miiite.

2 2
§ 11.
Uber einen asymptotischen Ausdruck der orthogonalen Polynome.

36. Ich bestimme jetzt einen asymptotischen Ausdruck der ortho-
gonalen Polynome P, (z), der auflerhalb von O giiltig ist; es gilt der

Satz XII. Bs ses C eine analytische Kurve in der komplexen
x- Bbene und

Z==@(z)=T12- }«104—"-}— +Y”—+ (7= 0; v==|7et¥)

eine Funktion, welche das Gebiet |z| > 1 schlicht auf das Aufere der
Kurve C der x-Ebene abbildet, wdhrend die Punkte z = oco und z . oo
einander entsprechen; es sei endlich 2 =1y (x) die inverse Funktion von
2= (2). Dann gilt fir die zur Kurve C gehorigen orthogonalen Po-
lynome der asymptotische Ausdruck

P, (2) = e+ Dy Ly () (v @) (1 4+ 0(1),

u. 2w. gleichmifig auPerhalb von C.
Daraus folgt fir die abbildende Funktion y(x) auferhalb von C
die folgende Darstellung :

Py (%) 13)

'l/!(x.) =g~ Jim Py (a)

N oo

) PFiir die Tschebyscheffschen Polynome I, (%) gilt eine #hnliche agym-
ptotische Formel. (Vgl. Faber, a. a. 0. #), 8. 88-92). Es ist fiir alle z auBerhalb

von C T
lim —2288)
. n== (vy(2))
setze ich also .
Dy, Pyl
P =V B =t

d. h. ist P, (¢) das m-te orthogonale Polynom, $0 normiert, daB sein hdchster
Koeffizient gleich 1 sei, so hat man

 Pu(#) e
I G I
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Ich beweise diesen Satz durch Berechnung des Integrals

! 1 ! / Pn(s)
Iy f V' (& PSP
i )

wo die Konstante 1, spéter bestimmt wird. Man hat

L 1 25
sz (&)l do ~;~fd6=--f,

¢ 0

(1 Py 1M, 1
120 Faom s
¢

2

ferner

g v (8)

es st endlich
-4

Ps Vi L[ Pulp(e)) |9 (2)]
fm,‘ v () do )

2

P,L e (
zf AR TUBEL:
0

do

Nun ist die Funktion

reguldr fiir 2|z | und man hat

OO) o \/Dﬁ:;l sy

’ .24 9 D”~ ,'
Jn = 'Zzlf‘u‘n,zmz%ln 1 \/ A “)

2r Dn—-1 g
'Inu 1 \/ME;"".':% é?

Es st also
Ich setze hier

dann folgt

. ¢ 2
JW’L B <27£) Dl,;;.t .T.2n+1’

d. h. nach Satz XI
lim J, = 0.

=0

Es ist also

o ﬂvw () = P et 20 "do—0.

(v (E)™

261

(z=1e0).

Die Funktion unter dem Zeichen des absoluten Betrages ist aber
reguliir-analybisch, wenn £ im abgeschlossenen AuBlenbereich von O liegt.

) Vgl. die FuBinote %)
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Daraus folgt nach dem Hilfssatz in 8., daf fiir alle =, welche auBerhalb
von C liegen,
. 2 b,,.. ke § -P)i(w)
11m I n=-1 Tn + 3
o b D, (g (2)"

ist, d. h. nach Satz XI

2 "/’;;’7 (Q,;}

i g it De (@) Uy .z 1
ilfie (o (o))" \/.mw (2), w.z. b.w.

37. Liegt x auBerhalb von C, so ist o'(x)==0; man hat also

—it s P, (x
l/)(ar:) gt 71&13'3 ; .1[’:,1(527))’
d. h. nach 4.
p(a) -¢lim 'I,[iﬁ:l Wﬁi:“‘;ﬁ ,
n=w ¥ I [hpgw —hp i1
wo

n

1 Pgq [
]81["”1’ k’pqm: ZJE £ do, Dn “'Ehpq 0

ist. Mit Hilfe dieser Formel kann man die abbildende Funktion mit
rationalen Funktionen approximieren.

38. Dieses Resultat liefert auch zur Darstellung der Funktion y(z)
ein neues Mittel, welche das Innere der Kurve C' der x-Ebene auf das
Gebiet |z| < 1 der z- Ebene schlicht abbildet, wihrend ein gegebener Punkt
& =g des Innern von ¢ in z = () iibergeht (§ 6). Man kann némlich mit
Hilfe der Transformation durch reziproke Radien

PR
X~
das Innere der Kurve C' der x-Ebene auf das AuBere einer Kurve ¢ der
x’-Ebene abbilden; die Funktion der 2’=: ¥(z'), welche das letztere
‘Gebiet auf das Gebiet |2’| > 1 der z’-Ebene abbildet, steht dann mit
7(z) im folgenden Zusammenhang:

1
@)= A
W(;"‘:“a>
In der Tat sei z’m—i«, dann ist
2/=¥(2') und z==yp(x),

also
y (%)== B .
o, S
S 4C W(y 1~>
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Es sei nun der Einfachheit halber a == (; ich setze

f&?péqdo j‘ do
gPrLECFL

Bpg= =9 e
' fdrf f G.‘
(f?' ¢! ='E[
und
’ ty ! in
Dy == [ hygig -

Dann ist also

1 : Dsy | lipg— by n1
' lim n+1 | bpg — hpt1,02 |

ylx) - - r
w(!) 2V oDl e Hpena i
X

=)

fir alle z im Innern von C.

§ 12,
Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogonalen Polynomen.

39. Als wichtigste Anwendung des Satzes iiber den asymptotischen
Ausdruck der ortliogonalen Polynome behandle ich die Frage tiber die
Konvergenz der Entwickelung einer analytischen Funktion nach orthogo-
nalen Polynomen. Wir haben bereits in § 2 gesehen, daB jede analytische
Funktion F (), welche im abgeschlossenen Innenbereich von € reguldr
ist, eine Enbwickel}mg nach orthogonalen Polynomen gestattet

Fx)~cyPy(a)-+ ¢, P (2)+ ...+ ¢, P,(x)+...,
deren . Koeffizienten sich auf die Fouriersche Weise ergeben:

6= fp(g)pu(;)da (n=10,1,2,...).
¢

Diese Entwickelung konvergiert im Innern von C und stellt dort F (z) dar.

Was nun die Konvergenzverhéltnisse am Rande und auBerhalb von C
betrifit, besteht eine vollsténdige Analogie zu den Potenzreihen. Es gilt
nimlich der

Satz XIIL. Es sei F(x) 1m abgeschlossenen Inmnenbercich der ana-
lytischen Kurve O reguldr-amalytisch wnd
Fa)~e, Py{x)+e, P (2)+...4+¢, P, (x)+...
thre Entwickelung nach orthogonalen Polynomen. Hs sei Cp, (R, > 1)
das grofite Kreishild (bei der konformen Abbildung des Aufengebietes

von C)*), welches keinen singuldren Punkt von F (x) in seinem Innern
enthdlt. Dann konvergiert die obige Entwickelung absolut wund gleich-

) Vgl. § 8.
Matbematische Zeitschrift, 1X. 18
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mdfig im Innern von Cg,**) und stellt dort F (z) dar. Die Entwickelung
divergiert ferner auferhalb von Cgr,. Sie hat somit Cg, als echien Kon-
vergenzbereich.

Man hat ibrigens

il-El {/m == ‘"Z]_é;’ “).

40. Es sei zundchst im allgemeinen
(A) ayPy(x)+a, P (2)+...+a,P, (z)-...
irgendeine formell aufgeschriebene, nach den Polynomen P, (z) fort-
schreitende Reihe, fiir welche
@ "+ [ay [+

konvergent ist. Es sel

n

L]

hmV[a

| ur"“ (“él)

Ich behaupte dann, daB die Reithe (A) das Kreisbild 01 als echten Kon-
vergenzbereich besttzt, d. h. sie konvergiert im Innern 'von Cyr absolut und

gleichmdfiig und stellt dort eine reguldre Funktion dar; sie dwergzert hin-
gegen tiberall auferhald von C..

Ist ¢ =1, so folgt aus Satz VI, daB die Reihe (A) stets absolut und
gleichmafig konvergiert, wenn 2 im Innern von C, = C liegt. Sie stellt
dort ferner eine regulire Funktion dar.

Es sei jetzt @ << 1. Liegt 2 auBerhalb von C, so ist nach Satz XII
Py ()

z?‘l

9" <

< gN
wo die Verinderlichen 2 und 2z miteinander durch die Relation

=@ (z): g = y.:(x)
verkniipft sind; g’ und g” bezeichuen hier positive, von n unabhingige
Konstanten, die sogar auch von & bzw. z unabhingig sind, wenn |z| > R*
ist, wo B™ > 1 eine feste Zahl bedeutet. Die Potenzreihe

o0

7 "
2 a,z
n=0

ist nun fiir |2 < %E absolut und gleichméfig konvergent; die Reihe (A)
konverglert somit absolut und gleichm&Big, wenn z auf irgendeinem Krels—

) Vgl. die FuBnote ).
+7) Auf dem Kreisbilde URD’ welches den Konvergenzbereich der Entwickelung
begrenat, liegt somit wenigstens ein singulirer Punkt von F' (®).
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bilde Cp (1 <R< %E> liegt. Daraus folgt aber nach einem WeierstraBschen
Theorem*®), dafi sie im Innern von (. (also auch in C) absolut und

gleichmifig konvergiert und dort eine reguldre Funktion darstellt.
Liegt anderseits x auflerhalb von Ci, wo wieder ¢« <1 ist, so ist

z]> ., dh
i |a, 2" | = oo
und also "
hm ’ an Pn (-’D)l == 00,

woraus die Divergenz von (A) folgt.

41. Es sei nun F(x) eine im abgeschlossenen Innenbereich von C
regulér-analytische Funktion und

4] Flz)y~c, Py(x)+¢, P (2)+...+¢, P, (x)+...,
. h.

¢, = IlfF(rf)Pn(ﬁ)do (n=0,1,2,...).
[

Dann konvergiert nach Satz III die Reihe
leo " 10y oo le, T

Ich setze
lim {/lzﬂ=c (eL1),
P,
dann behaupte ich, daB ¢ == ; ist, wenn Cg, (R, > 1) das grofBite Kreishild
bezeichnet, welches in seinem Innern keinen singuldren Punkt von F(x)
enthilt (es ist also ¢ < 1); d. h. die Entwickelung von F (&) besitzt Cg,
als echten Konvergenzbereich.
Aus dem Vorhergehenden ergibt sich zunichst, dafl diese Entwickelung
im Innern von O, absolut und gleichmafig konvergiert und dort eine

reguldre Funktion darstellt. Diese Funktion muB iibrigens mit F (x) iiber-

einstimmen, da wir bereits nach Satz IV wissen, daf die Entwickelung

im Innern von C' die Funktion F(z) darstellt. Daraus folgt nach der

Definition von R,, daB '
1 1

ist '2_ éRO’ d.h. G;ﬁ;

42, Ich beweise anderseits, dafl

, 1

¢ < R,

) Vgl. etwa Montel, a. a. 0.2), 8. 16.
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ist; dies wird jedenfalls dargetan, wenn ich fiir alle R( 1. R.-R) die
Abschitzung

1
c'll = 0 (R">
beweise. Daraus folgt namlich.
lim V. e, ,g
N0

und alsd, da R beliebig nahe zu R, liegt,
Tim V16 6,1 ==¢ <

kA

Diese Abschitzung folgt aber aus dem folgenden Hilfssatz:

Es sei F(z) reguldr-analytisch tm abgeschlossenen Innenbereich des
Kreisbildes Og (R > 1); es existieren dann Polynome n-ten Grades V, (z),
fir welche

| _ |- B
F(2) =V, (®)] < .

ist, wenn x auf der Kurve C liegt; B bezeichnel hier eine von n und x
unabhdngige Konstante.

In der Tat folgt dann mit Bezug auf die Orthogonalititseigenschaft
der Polynome P,(z), daBl

. — HF(E} (&)d f(F P, (&)do

ist, wo @(x) ein beliebiges Polynom = - 1-ten Grades bezeichnet. HEs
ist also insbesondere

(IR AN AP
o

und also

d. h. nach der Schwarzschen Ungleichheit

5 2/ e
lonl < 2 ‘/TJ‘PM(E)W”“RA:L :

womit die verlangte Abschitzung geliefert wird.

43. Es bleibt uns noch iibrig, den obigen Hilfssatz zu beweisen.
Dies geschieht z. B. durch Heranziehung gewisser Interpolationspolynonie,
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indem man als Interpolationsstellen, nach dem Vorgange von Herrn
Fejér*), etwa folgende wihlt:

L 2
{n) LY - - .
v, ~rv(/><¢e ”> (r==1,2,...,m; n==1,2,8,...),

wo die »,™ dieselbe Bedeutung haben wie in 80%°). Dann werden, wie
dort ausgefithrt wurde, die Polynome

w, (®) = (2 — o" ) (& — o) ... (2~ o)
folgende Gleichung erfiillen:

Lim “” (x) 1,

nm Thzt

und zwar gleichmifig fiir [2| > "> r. Es sei nun « auf C. Ich setze
nach einer bekannten Formel

V, () == ’“]“ffi) (1 _ wnt1(@) ) d& ™),

D wp4t (&)
(JR
dann ist
y ' F (&) ;
R AL LR (L I (P FERRRY
Cn !
und
eV () = L[ FLE) onrr ()
F(z) -V, (z) "‘u’—'”'ft?» x (0n+1(5)d5.
Cn
Nun ist aber gleichmiBig
i a1 ()] ntl

pe Ond 15!

wenn z auf der Kurve ¢ und & auf dem Kreishilde Ur liegt. Daraus
folgt der Hilfssatz. Damit ist Satz XIII vollstindig bewiesen.

44. Als Anwendung betrachte ich den Spezialfall

Fz)=5Vy'(a) Vy' (2],

wo' a ein innerer Punkt von O ist und z=: y(z) (wie in § 6) die Funktion
bezeichnet, welche das Innere der Kurve ¢ der xz-Ebene schlicht auf
|z| - .1 abbildet, wihrend x=a in z - O iibergeht. Dann ist F(z)
offenbar regulir in einem Gebiete, welches die Kurve C ganz in seinem

49} Vgl. die Fulinote ).

50) Man kann zu diesema Zwecke auch di¢ Interpolationspolynome des § 14 be-
nutzen.

5 Vgl. etwa Montel, a. a. 0. 23), S, 49.



268 (. Szegd.

Innern enthilt; sie ist also jedenfalls regulir auf der Kurve C. Man hat
aber nach § 6

~~~~~ V7' (a) Vy'(@) = By (a) Py(@) + P, (@) Py(2) + ...+ P, [a) P () +..

also konvergiert diese Entwickelung nicht nur im Innern von C (wie es
in § 8, Satz VI bewiesen wurde), sondern auch auf ¢ und sogar auch in
einem Kreisbilde Og, wo R — 1 eine geniigend kleine positive Zahl ist,
und stellt dort F'(x) dar. Es ist ferner

i V]2, (@) < 1,
Nz=0

P(@)= 0(¢")
wo @ <1 ist. (Aus Satz VI folgt nur lim P, (a) == 0.)"?)

d. h.

§ 13.
Uber die Wurzeln der orthogonalen Polynome.
45. Ich will jetzt eine Verschirfung von Satz VII aussprechen, welche
aus Satz XII unmittelbar folgt.
Satz XIV. Es sei C eine analytische Kurve in der komplexen x- Ebene,
P (z) das zugehdrige n-te orthogonale Polynom und

n

x{”)’ xg%)’ L} x}],“) (’n e 1, 2, 3,...)
die Wurzeln desselben. Die Menge dieser Wurzeln fir alle n hat keinen
Héufungspunkt auferhalb von C.

Dieser Satz hat nach Satz VII nur dann Interesse, wenn C nicht
durchweg konvex ist.

46. Satz XII gestattet auch weitere Folgerungen iiber die Wurzeln
der orthogonalen Polynome zu ziehen. Aus dem asymptotischen Ausdruck
von P, (x) folgt némlich durch logarithmische Differentiation

Py () (x) 1 z// ( )
hm <1’:(x) i ¥ (®) ) Dy (e)"

tin (3 Ly —nE @) =3,

lxw (%)

Es sei nun F(z) eine beliebige analytische Funktion, welche sich im ab-

5%) Die in § 6 gegebene Darstellung von y (=) gilt somit auch auf der Kurve C.
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geschlossenen Innenbereich von C regulir verhilt, dann folgt aus dieser
Formel durch Multiplikation mit F(z) und durch Integration

lim (F () + F (25") ... + F(a") — na) = %,

o=

wo der Kiirze halber

(4 (‘-) 4
,,jF v as, b=yl [rer
Cr
gesetzt wird. Die Integration bezieht sich auf ein Kreishild Op, wo
R —1 eine geniigend kleine positive GroBe ist. Dann folgt aber nach
dem. Cauchyschen Integralsatze, da

1 " (£)
= 2Vn"t‘JAF mﬂmd&’ b= 2751!1?(5) ! (&) ¢
ist.
Man hat insbesondere

27
. zlnifﬁ’((p(z)) = [P eenas,
0

J2[= 1
also

Flay (n o> Pz
lim (x} ) R n)ww _'t_mw,_ fF (')

N

§ 14.
Anwendung auf Interpolation.

47. Satz XV. Es sei C eine analytische Kurve in der komplexen
x-Bbene und F(x) reguldr-analytisch tm abgeschlossenen Innenbereich
von C. Es seien, wie oben, die Wurzeln der zu C gehdrigen orthogonalen.
Polynome

(n (n) (n . L
xl), wgn,..., xn) (nwl,Z,B,)

Ich bilde die Interpolationspolynome
Qo(x): Ql(x): LRI Qﬂ~1<x): ey

defintert durch die Forderung

Qn_l(x,”)) =F(z") (y=1,2,..,7m; n=1,2,8,...)").

s3) F(x) ist offenbar regular in einem Kreisbilde Cp, wo RB—1 eine geniigend

kleine positive Zahl ist. Die Wurzelh von P, () liegen dann, von einem bestimmten

n an, im Inpern von Cp. Die Polynome @, _,(x) sind natiirlich bloB fiir diese Werte
von n_ definiert.
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(und 2war gleichmdfig) wm Innern des grofiten Kreisbildes Cp, (R, - 1)
welches in seinem Innern keinen singuldren Punkt von F(z) enthdlt.

b

Es sei ndmlich 1 < R < R,, dann ist, wenn z im Innern von Cj
liegt, fiir geniigend groBe n
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Or
also
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Nun ist
. Py, ()] R" ' (2) 3
1 - r—— wmin | e s
n,{.flolo Pu(‘:) [,l/)(x”ll \’l/)’(ét)
so dalB
1’/1 (x) . Rl
l)” (E) - 0(1) )’

wenn z im Innern und & auf Cp liegt; hier hat man 0. % .1, und 4
ist von n und & unabhingig. Hieraus folgt

F(z)— Quor(2)==0("),
womit Satz XV bewiesen ist. Auch die GleichméBigkeit der Konvergenz
1aBt sich leicht bestiitigen.
Dieser Satz liefert eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Gaul-
schen Interpolation, bei welcher die Interpolationsstellen die Wurzeln der
Legendreschen Polynome sind. Die liegen alle im Intervalle (— I, 1j.

Die Kreisbilder sind dann homofokale Ellipsen mit den Brennpunkten
—-1,1.

%) Vgl. die FuBnote *%).

(Bingegangen am 9. Februar 1920.)



