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i

Summen von Reihen, ausgedriickt durch be-
stimmte Integrale. Anwendungen dieser Siitze.

(Von Herrn Dr. Dienger, Professor der Mathematik an der polytechnischen Schule
zu Carlsruhe im Badischen.)

So lange die Reihe

.Z'(P’ ) z0 ‘P” (0) /” (0)
PO+~ + 713 +Z l Gy F e
convergirt, ist
a;q‘; ‘o 2 ’(0)
$(0) + + 5 = g(z),

und zwar, wenn ¢(z) endllch ist, fiir alle VWerthe von z, von z = 0 bis z = «.
Diess ist die bekannte Maclaurin’sche Formel. Von diesem Satze sind die fol-
genden Entwicklungen Anwendungen.

§. 1.
Esist -
o 2kzg'(0) . QRke)'g”
[2,” 2 2ka) do = ‘”[ O+ 2R EE O, Jda;

vorausgesetzt, dass (z) endlich.sel fur alle méglichen reellen VWerthe von z

und dass die Reihe
2kz@’(0)  (2ka)*¢” (0)
PO+ g

convergire, fiir alle méglichen reellen VWerthe von x.
Nun ist bekanntlich

Jerxridg =0,
- —3)..... 1
fe‘$ a¥da = @7 l)(22rr 3) V= .

Substituirt man Diess, so ergiebt sich
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2k)?¢"(0 20)r @0 2-[2-3
Je=o (2ka:)d:c_]/7t[q)(0) L AN PUC A il R e i KLIN
(0) k2 @9(0
--Vn'[ (0)+ ......... + 1.(2...(1-)"7 ........ . ]

Dadurch erhilt man fo]genden Lehrsatz:

Ist p(2kx) und e~"¢(2kx) fiir a]le reellen Werthe von & endhcb und
fiir dieselben Werthe die Reihe

2hey/©) | Cha)g'O) | (2k2P¢” ()
1

‘P(O)"‘ 1.2 1.2.3 + ... .. .in inf,
convergent, so ist
g’ 0) ko*(0 k¥ @0
(1) p(0)+ (p ¢ )—_-— ({ 2( Dt.... +-1—(§—*—(r~)+ ..... ininf, = V e—"ql(2kx)dx.
. Hieraus folgt weiter unmittelbar:
k //(0) oW kr (Zr)(O) .. .
@290 50+ CT O LD inint = [ @u ik da,

wenn man in die obigen Bedingungen V& statt k setzt
Man setze (y) = {(z-+y), so erhilt man: »
Ist YP(z+2xk) sowobl, als e=**(z + 2xk) endlich fiir alle reellen Werthe
2 und ist fiir dieselben VWerthe die Reihe

2 2kz)"y" in i
W)+ xw(%) ( "?2 (%) ......... in inf.

conver’gent so 1st

k2’ k4 @ k2@ . 1 pt=
3.) Y(=)+ w(z)—r 11’}2?’) ..... A+t llg (s)+ ..... = %fe—l' Y (z+2xk)dx;

welches die, bekanntlich von Laplace gefundene Formel ist.

Aus der Formel (1) folgt unter denselben Bedingungen'
k (p”(O) B oW £ p®(0) k¥

) 1+ 7" 3+ 19 5 "'1 2.7 2 Fl T fe‘ /9)(2wk)dk dx,
und

1 ¢"©0) 1 ¢¥(0) 1 "”(0)
(B)p(0)+ 3-% )"'5 AR o S o "“fe‘ ftP(%:)’)dy de,

wenn ¢(z) fiir alle reellen VWerthe von «x endlich ist und die Reihe

@ (0) 2z  ¢"(0).(22)* o
12+, in inf,

9(0) +

fiir dieselben Werthe von « convergirt.

-+
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" Aus (2) folgt

! (0) K eW0).5° @®0).k 1 pt=,rk
(6.)p(0)k+ & s g T =T &—m [qn(2ka)dk.dx
und A

¢0) . ¢"(0) ¢¥0O) P@(0) 1 2,1
(7-) l + 1.2 -+ 1.2.3 +..... -+ l—.é-:..(r"l'l)-l- ..... == T/E‘[E:z‘of‘@(2xyy)dy'dx

wenn, fiir alle reellen VWerthe von x,

20) 2
q,(()).*.z'z‘(f( )+(2'7’i.2 (0) ...... in inf.

convergirt und @(x) endlich ist.

5 2.
Es sei die Reihe
) Q. 1
90 +2kag' @+ ZTTO L nat

fiir alle reellen Werthe von x convergent, und die Gréssen.
@2kx)fe' ¢ (k). x

seien fiir dieselben VWerthe von x endlich, so ist ‘

0y +2 2kq¢’(0 25?2 ¢ (0
S @) ads = o= [9(0).0 + 24P 4 COFD 0y Ja= .
Benutzt man die Formeln in (§. 1), so ergiebt sich hieraus

ﬂ—x (2k).xdx = [2Icq> (1)) 1+(2k)8¢ 0)3-1 +(2k)2’+‘¢(2'*"(0)(2ﬁ1)...IL ]

et 123 T T @t
AP 2+ @1
=Vl kg @+ 5P + RO, ].
Unter den obigen Voraussetzungen ist also
k3 ///0 k(0 kr+Hlgp@r+)(() 1 +® ,
) k0 QL CED 4 L ETIO = L [ e @hayada
, kg® 0) kg™ (0 k% (?.r+l)(() — 1
©) g+ ( 4+ RO é ) +~-°-+1i)2.—..7)+"“ wal f P(2ka).adz;
woraus
ke®©) kg0 b @+0(0 1
(10)g'(0)+ (pl( )+ (’12( )+ ..... + 1"2 )+ ..... = i/ q:>(2:x:]/]f) xdx
folgt. Aus (9) und (10) ergiebt sich
GO £ gOO) B g0 B ¢(2ay)
AL GO 5= 1+ 557 gtttz '—Vﬂ f dy dw

Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVE; Heft 2.
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wenn das Integral in (11) endlich ist und die iibrigen Bedingungen erfullt wer-
den. Fiir k£ =1 erhilt man einen der Formel (7) analogen Satz.
Unter eben den Bedmgungen erhilt man aus (10):

/ +1 A ?(2zVy)
(A2) g OO te O 15h- 19O g5yt -y f Yty
woraus fiir £ = 1 wieder ein einfacher Satz folgt.

Ist die Reihe
(e) + 2l o (2) o+ 2k )2";(2’+ ....... in inf.

convergent und P (z+2kx) , " xmp(z+2kx) fiir alle reellen Werthe von
x endlich, so folgt aus (8):

. 2114, (2r1) 4o,
A ke 0Dy 4 EIEDE = o= o o (et 2 k) dv
5. 3.
Es sei die Reihe
U RO RO e

fiir alle reellen Werthe von & convergent und die Gréssen g (k) |, %@)

seien endlich, so ist

f AC —-f ORI +"2"’ Oagp Jda
Nunoist
w’VG.;’dx — 1-3.....2(?1'—1)1/‘717 ’
4
also
/ e THED e =V (04T O kg 0) ... +k¢\0)%;~*”“ﬂ+...].
Unter den obigen Bedingungen ist demnach
(14504 (0) 3+HKg“(0) 5 3 ot “’(0)13._?’ =i f ) 4,

Durch Integration nach % erhilt man hleraus leicht neue Formeln fir k=1,
unter Bedingungen die nach dem Vorstehenden leicht auszusprechen sind: z. B.

) ., ’ 21 1 (g
(15 $(0)-+¢/(0). 5 +5O).ha 0 99(0). oDy =1 f b,

\
V
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. Ist fiir alle reellen positiven Werthe von x die Reihe

@+ ka PELEZLD i f,

convergent, und sind (z+kx), 1{)(z+kx):/;: endlich, so ergiebt sich aus (14):

T

. (16. )\P(Z)’fk’tl)'(z) 21'1621P"(z)§—4+ Ak (r)(z) ___(21:1)+= Viﬂ f—ww(z+kw) da.
0

§. 4.
Wenn fiir alle reellen positiven Werthe von x die Reihe

Ic 4 0 2 7/
g+ 2T O CFTO in inf.

convergent ist, und e (k) , p(kx) sind endlich (die erste Grosse ist es, wenn
es die letzte ist), so ist:

.fe ‘P(lmc)dx —f—”[ (0)+kqj’(0) + (O) A ]dx .
Nun ist ‘

fe‘”m’dx =1.2.3...... .T,
0

also:

® | wres 1-2 . o 1.2...
{e—ﬁ pke)dz = g(0) +kg'(0) § + K 9“(0). 75 + ... +K9O(0). 75"+

Demnach erhilt man unter den obigen Voraussetzungen:

(17) 9(0) + kg'(0) ... + K GO0) + ..... =fe-e (k) dr,
[\]
woraus .
18) GO+ O+ O+ .. + 500+ ....=[ e p(x) du,
. 0
folgt, wenn fiir alle positiven reellen Werthe von x die Reihe
2 «
$(0) +ftp’(0) + j%‘})"(o)+ .........

convergirt und ¢ (x) endlich ist. Integrirt man die Formel (17) nach k&, so er-
giebt sich daraus ein neuer Ausdruck.
Ist fiir alle reellen positiven Werthe von « die Reihe

‘ R

oooooooooo

convergent und (z + k) endlich, so folgt aus (17):
. 16#
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(19) V@) +E(E) + EP(a) ..o A YO (2) 4 ... = ferb(etha)de,

und fir k= 1: ~ °

(20.) Ab(z) + @) + D) A D@D .. ={efx¢(z + ) dw.
§. 5

Wenn fiir alle reellen positiven Werthe von =, von 0 bis 1 (eigentlich
1 — &, wenn ¢ eine unendlich kleine Grosse ist) die Reihe

Wz)p’(0) (k) g (O o
‘P(O)+( zi) g( )+(*71$)2q; 4( Dy in inf.

convergent ist, ¢(2kx) und 1‘/’((12kz) endlich sind und

§0)=0 , ¢9°0)=0 |, e®0) =0, u.s.f.,

ist , SO ist:

‘P Rkz) (2702@”(0) 2k ¢®)(0)
V(l %) dz #)I'/(l $2)I_q)(0) 2y, +TT27‘ x¥..... ]dx.
Nun ist
wvde _ 1.3:5.. (2r—l) .
V(l—:v’)'—' 4.6.... 2r T
also , .
@ (2kz) (276)’(7)”(0) @» (0 1.3.. (27‘—1)
Jva z?)dx—%[ (0) + { """ D T TOONE I ¥ S ]
k2 (0) krepen(0)
= 3 [ (0)+ ¢ ..... + ]Tégi:a—z:::—ﬁ"' ..... ]
Demnach ergiebt sich unter den obigen Bedingungen:
k¢"(0) ke@W(0) k) (0) (p(?ka:)
@1) @)+ o+ g+ gt = g

Durch Tntegration nach k ldsst sich daraus leicht eine neue Glelchung bilden.
Ist ferner fiir alle reellen Werthe von x, von 0 bis mit 1 — ¢, die Reihe

z 1" Y447,(4)
e )+(2/c.z') (s)Jf‘l’%%‘%A(—’% ......... in inf.

' , 2k, .
convergent, sind 1 (z -+ 2kz) und ‘I’V((sl"‘ 'z.f) endlich, und #st
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,LPI(Z) =0 , l]b(a)(z) =0 |, l;)(s)(z) =0,

so ist
1
’“l!”() k2 (?.r)( 2 ( + 9%
@) Y@+ ) o e = 2 YRS,
1}
§. 6.

Setzt man voraus, dass
(0)=0 , ¢0)=0 , o90)=0 us.f
sel, und dass fiir alle reellen VWerthe von x, von 0 bis 1 — ¢, die Reihe

kza (0 k)2 0@ (0 k) ™0 « .
YO LGFLO GO

convergire und ¢ (kz), V?l( ),) endlich seien, so ist:

co(kx) ]tq/(ﬂ) m«» o , kzmqp(w)(o,
Jva=zh y dee —f V(l—a;’)[ 123 Ot gt i

Es ist aber

1

Z¥r+l _ 24.6.......... 2r
V=22 ¢*=3517...C@r+1)’
also ist °
(/c.z') _ k@) | Bo®() 2 FrrgOsD0) 2.4 ... 2
V(l—x’) 1 123 3+t +i2 @+D'35. .. @+
) )(0) i Frrige+(0)
= ’f(}) \0) + (p +..... +32.5"..(.p..(21'+l)2 + . M
folglich unter den obigen Bedmgungen:
» jx q,(s)(()) kp®(0) kr+1gp @+ (0) ‘P(]m‘)

(23) k (0)""' -+ W"‘" ----- +32.5g ..... (2T+1)"+ ..... V(l ‘z‘n)dx.
Istz) =0, Yz =0, ¢P) =0, ..... und fiir alle reellen Werthe

von z, von 0 bis 1 — ¢, die Reihe
V(@) kz w‘“’ (=) ("-’l‘)s
i 123 Fooeeeeens

convergent, und sind \(z-+kx) und%%—t%% endlich, so ist:

kBy® ByO) kD) 4@r+0(0) (+kz)
@4) k(@) + e+ Pk g f“’(f o

dx.
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§. 7.

Ist 9(0), ‘}7(3)(0); 9)(5)(0>. ..... Null, w'é‘hrend fiir alle reellen VWerthe von
x, von 0 bis 1—¢, die Reihe '

(2k2)*¢"(0) + (2kz)* ¢ (0)

93(0)"" 1.2 1'2‘3‘4 L o iﬂ inf
convergent ist und @ (2kx) (und auch V(1 —x*) ¢ (2kx)) endlich sind, so ist:
2 1 fgpt

Jo@haa—ands =fi1 - 90) + ETF P 2+ Qs Jan
Aber

1 1.3.5.....(2r=1) |

of‘”VV(l—“)dx—ws Tre2) i
also :
2k)*q" (0 2k, @@ (0) 1.3...(2r=-1
/q)(?lfx)]/(l-x“)dx——w[:p(ﬂ) CUA AL L ek B B2 §2: ot ]
k’ " E 1 ke (0
4'fr[ O0)+ ———= () ..... + l,q;, ()+ .......... ]

Folglich erhilt man unter den oblgen Bedmgungen'

1 Ky "(0) 1 k‘ 40 1 k¥ (0 4
(25) (O3 g et oy b= § ) (=)
Daraus folgt leicht
1 B*(2) 1 kzry@
(26) 'Ll"( )+2 lz(z """ +1‘+l (l% S;z /“-P(Z+2lfm)]/(l—-x2)dx

wenn P(z) =0 , () =0 , Y¥() =0, und férner von x = 0 bis

x = 1 — ¢ die Reihe
(2’f$)’ ”(%) (2’09?)“}/“)(%)

- P(z)+ T4 F o

convergent und 1 (z + 2kx) endhch ist.

5.8
Es sei 9(0) =0 , ¢®(0) =0 , g©0)=0, ..., von x=0 bis
x = 1—¢, die Reihe '
kag' (0) " (kx)® (‘)(0) .
| 7 123 Freee e |
convergent und ¢ (kz) endlich, so findet sich auf gleiche Weise, wie in (§. 7),
wenn man erw'zigt; dass
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1 2.4,6.....2r
2r+1 2 __24.
[“’ A=) de =355,y -
ist:
1%k (p’(ﬂ) 158 q;(a)(o) 1 ]cZ»-o-lq,(?H-l)(O) 1
@1)3 ~+5 g oty +3' 35 @+ “~=41>(1fw)1/(1'-30’*)dx-
Hieraus folgt

1 ky'®) 1 By9E) 1 Ry Ge() _
)3~ +5 pam tota g g (or+1),+...7{¢(z+kx)V(l- i

wenn Y(z) =0, Y®(z)=0 , Y“(z) =0, .... und von s =0 bisx=1—c¢
die Reihe

key/'(z)  (kx)*yO(z)
1 -+ 1.2.3 + .o e
convergent und ) (z +kz) endlich ist.

Durch Integration nach % ergeben sich aus allen diesen Formeln neue
Ausdriicke.

5. 9.

Ist von # = O bis £ = 1 — ¢ die Reihe

¢ (0)+ kw O, (kmrz ©, .
convergent und @(kx), q)(kx)logx endlich, so ist
1 / 2
‘o/cp(l{oc) logxdw-:ﬁt;gx[tp(ﬁ)+k¢l(0)oc u (P2(0) Ll S ]dac.
.0 .

Aber
! 1
[w’logw.dx = — (T-I:l_)i;

woraus sich unter den obigen Bedingungen:

(0) TS ey i) O ks = /‘;’(Ifx)logﬂc.dx.

1 ¢(0)
(29.) 9 (0)1' k+ e+ 1.2.r

3,
ergiebt. Vorausgesetzt, dass die zweite Seite dieser Gleichung endlich sei, gilt

diese Formel auch noch, wenn g (kx).logx nicht endlich ist, fiir z = 0.
Ist von & = 0 bis 1 — ¢ die Reihe

B+ YO, (’“‘}'2'(*) el

convergent und < (z + kx), P (z + kx)logx endlich, so ist:
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1 1 7" 1 ( 1 '
(30 1Y(= )1‘ Q’b(z) k+ ‘P (z) LT (_*_1)2 ;;/2(53 kt, ..—jofll)(z.w‘kx)logx.dx.

§. 10.

Setzt man voraus, dass fiir alle reellen positiven Werthe von x die Reihe

SN N T

convergent und e qa(kx)Vx, so wie ¢ (kx) endlich sei, und erwigt, dass

o, _[earn @r+1)@2r—1).....3.1
Stz y(ada) = o= i Yr,

ist, so erhilt man, auf die zur Geniige bezeichnete Weise:

2r+1
(31)<p<0)+kq)’(0)2+kq>”(0) 24+ Akp(0). 24( S ). =i/ ﬂe eqka) z.da

woraus

(B2 1(2) ey (2). 2+k’¢"( )2 4+ A POE) 5
folgt, wenn die Reihe

kzy'(x)  (k2)'y’(x
'(’J(Z)"I“‘ ‘/Dl 7+ 1.12() o« ¢ . 0
fur alle reellen positiven VWerthe von x convergent ist und e (z + kx) | x,

P (z + ka) fiir dieselben Werthe endlich sind.

9(0) +

3 5 (2r+l)

=y ﬁ"m{)(z’rkx) Vx.dx

§. 1L

Die obigen Resultate wiirden sich leicht noch vervielfiltigen lassen; es
mogen aber die vorstehenden geniigen. Hinsichtlich der Gijltigkeit der Formeln
(1) bis (32) ist indessen Folgendes zu bemerken.

Zunichst sind sie nur giltig unter den jedesmal am Anfange der Paragra-
phen ausgesprochenen Bedingungen; und dann auch nur, wenn die vorkom-
mende unendliche Reihe convergent ist.

Denn es sei

2o+ 2 2y S /A I
eine unendliche convergente Reihe, deren Summe = Z ist, so ist die Summe
P 5 5 »
SZ,dz+ [Zidz+)Zodz . ... fZdzv.........

b N b
=+ 2t T o AT . )dz =) dz
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offenbar nur insofern convergent als es

[éo(lz +belJz. +f§,dz+ Cee +f§,dz +....+

ist. Denn wire diese letztere Reihe nicht convergent, so kinnte von ihrer Summe
nicht die Rede sein; ist sie dagegen convergent, so folgt daraus, dass

b b
ondz+fZldz+. +/Z dz_.f(Z +Z,+.....+2)dz,
fiir ]edes endliche r gilt; auch dass

) b ! b
/Zodz+fZ1'dz+. ....ininf. = ﬂZo+Zl+. e...ininf)dz =dez_
sein muss. Umgekehrt also ist nur insofern
6 b b 5
JZdz =)Zdz+)Zdar. ... +)Zdze+. . ... in inf.

als die Reihen: .
Zo+ 2+ Zy+..... in inf.

féodz +beldz +fZ62dz +.....m1mnf.

convergent sind.

Ferner ist jedesmal vorausgesetzt, dass die in den Formeln (1 bis 32)
vorkommende Grisse unter dem Integralzeichen endlich sei, im ganzen Umfange
der Integration. Diese Voraussetzung ist unerlisslich, wenn das bestimmte In-
tegral Geltung haben soll. Jedoch ist sie fir die untere Grinze selbst nicht un-
bedingt unerlisslich.  Ist nimlich das bestimmte Integral endlich, so kann die
Grosse unter dem Integralzeichen fiir die untere Grinze selbst, moglxcher Welse
nicht endlich sein, ohne dass die Glelchung aufhorte, giiltig zu sein.

Im Folgenden sollen nun einige Anwendungen der Resultate gemacht
werden.

§. 12.

Man setze in (7) gp(x) = cosx, so ist

p0)=1 , 9"0)=—=1 , e®0)=1,.....9"(0)=(-1y,

also

1 1 1 1 =, 0
i"IE"'m"" e =7.[:‘”.0/c05(2xl/y)dydm »
. - -1,
weil diese Reibe convergirt und bekanntlich = — (¢7'— 1) = e_?_ ist.

Setzt man y = z, so erhilt man
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVL. Heft 2. 17
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' ﬁ05(2xVy)dy = Zﬁcos(sz)dz

Es 1st aberb‘/; cos(2xz)dz= zsin@s) sm(zm)dz

2z
2sin(2zz) cos(Rzz)
- 2z 422

Vi sin(2z) cos2z 1
{zcos(2xz.)dz =9y Fig —dp

ﬁos @z Vy)dy = sin(2z) | cos2z 1
0

P 252 T 257

+®, 1 +:., . _ )
S eos @aVy)dy do = |T25022 5, cos%ag Lo
—0 0

-

— f e-<'sin2z . :f sin? e dx—J (wsin2::-sin)m) A
0 0

-0

also ist
22 «sin2z — sin’z e—1
(33) ofe e da ="V,
wofiir man auch schreiben kann:

il \ . . e—1
2 (2xcosw —sinx)sinwda = 5~ V.
[}

Man setze in (5) q>(x) = cosx, so ist
1 1 +® 5 41 N
1,__ l+5 l‘—wg\_— -3 ..... = ——E‘[é“”.oﬁ:os@xy‘)dydx .

Aber

ﬂ os(2xy)dy s1n(2m)

2z

fe fcos(2x_y)dydw—f s1n2:§dx_ i

—~sm2mdm
0
Ferner ist ,
11 11 1
1__ —

3.i+5'l'2.—'f"'= [l——r+l 5 — ]dk /e"‘!dk

Demnach ist

® 2 -1—.1:
(34.) f—-— sin2xdx =n |° VZE
0 0

-
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® 2

wodurch das lntegra]vj’:’—m
) T

0

® 2 1,
(35.) fm i =ynfeda ,
0

@

d. h. der Werth des Integralsf—;— sin2xdx llegt zwischen V7r und V— Fiihrt

0

man diesen Werth in (33) ein, so ergiebt sich:

@ﬁ‘wdr—-f

1
e T . 9 ___ —a? e—1
(36.) ‘f—;;sm rdx = VW[# dx— |-

0
Man setze in (7) @(x) = €%, so ist

1 1 1 1 '62‘7" l
— [V ]\ — 25 _Ir .. 1
[‘}’(2'”Vy)dy-—oe2 (ly-—20fe z.dz__.z[e2 .._2—;4..23].
Ferner ist @(0) = 1 = ¢”(0) = ®(0) = u. 5. f., und dann

1 1
1+l_§+l_—§—3+ .=e—1, also:

V(e —1) —‘f [” 2:.:"‘52 do =
Hieraus folgt

_(37.)' f“”’”( —»)dm—l/ar(e—l)-—.j__dx

sin2xdx auf ein anderes reducirt ist. Uebrigens

ist auch

26 V”

+¢72

;_; (e*—1)dax.

e—z 219z

_dm_

Bekanntlich ist
ﬂ"“’ e** dx = ¥)m,

folglich, wenn man nach k& integrirt:

SO =yt

+®
2
e T :
Da nlll)[_(]x =0, soist

J,x

(38.) 4 /b—z’+2x == 2]/,,/'4r dx.

—0

17*
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Integrirt man zweimal nach %, so ergiebt sich:

e—THex °_°¢q 1y r%,
St [ a2y (f ).
Substituirt man diese Werthe in (37), so erhilt man
1 1 2
Sevde—) Jetduo.de = i(e—1),
0 0o 0

welche Beziehung auch leicht direct bewiesen werden kann, indem
1 1 Y °1 x
/ e dr — f f dx.dv = / [6'2—/ ¢ dx] dx
0 0 0 (1] [}
1st.
. 1, 1, . o g . ) .
Die Integrale / e dx, f ¢* dx lassen sich leicht in stark convergirende
[1] 1]

Reiben entwickeln. Es ist nemlich:

i 1,11 1 1 1 1 _
Jetds =1— g3+ rg- 7 Tas* o Tz = 07468241337,
1
/e+wdx = 1+3+§ gt Tgg e —=1,4626517447,,
1 1.1 1
S [ do.de =333+ 55 tateT T2 T =0,6035108316,
so dass

f eosin's g V=)o, 7468241337+""]

ﬁ-m 20,92 _ 9. 1,462651744,

—® hd

[, ;: - f_;i -dx = 2)/.0,603518316.

—® 0

§. 13.
Man setze in (9) gpx = sinz, so erhilt man:
k2 k4 l ® 2 . .
l—y+qg— = m-_f”xsm@kx)dx,

k2
= ¢
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also
(39.) Seaxsin(2kx)dx = ke 1y n
[

Integrirt man nach % zwischen den Grinzen 1 und 0, so erhilt man:

fe—ﬂ: sin’x. dx = §ngfxe-_z2 do = V (e_ 1)

wie bekannt
Durch Differentiation nach % fo]gt aus (39):
(40.) fe—z .2 sin(2kx + Lnw)dx = 21{:1 dn(:z:k ),
(1}

also firn =1:

/ o #.2% cos (Bhx) do = LF (1 — 209,

_a? Vr
Lo/e .a’sin(2x)dx =5,

: V=
—2", #*cos(2x)dx = — .
{e a*cos(2x)dx 1o

u. s f.
Setzt man in derselben Formel ¢ (x) = e*, so erhalt man:

(41) ﬁtxum xdx = ke Y.
Durch Differentation nach % findet sich
+® Vﬂ' d" 2
— 32 L2%T il —_——— k
(42.) [f e .dx T (kée¥),

also firn =1:
fe—w’ e, 22, d = ~(1 + Qk’)e
Aus (12) folgt fiir ¢ () = sinx:

(43.) ﬁtzisin2(xyk) dx = (1 — i—k)]/i,.[;
0

welche Formel auch aus (39) durch Integration hervorgeht.
Setzt man in diesen Formeln x = z})/a und transformirt die Resultate, so
ergiebt sich: .

s . p -2 ® Ya_ =%
&w*.zsln(2bz)dz=me *Vn ;ﬂ‘“z. sm(2bz+2mf)dz L ~(e %)

b’ 62
tﬂz a —zz.z2 z ] V dn
(44) [3 ‘. 2de = Va Vs /‘3 .2 do = 2"7/ e
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fir a>o0. Durch Differentation nach @ wiirde man hieraus neue Formeln er-
langen. Nach dem, was sich in (§. 2) zeigte, gelten die aufgestellten Formeln
ohne alle Einschrinkung in Bezug auf % (oder 4 in (44)). Man setze daher in
(44) ib statt b, so erhilt man:

2,22 - —obz ! bVﬂ é—
‘0/‘3 z(e® —e 2b)dz=avae“,
N &

!é“”.zsin(2b‘z)dz = 2ava’

Die letzte Formel ist die erste (44); die erste fillt mit der dritten (44) zusammen.
Man setze aber b = r(cosgp—+ ising) und beachte, dass .
sin (26z) = sin[2rz(cosp+ ising)] = sin[2rzcosp-+7.2rzsing)
%(g—Zrzsin¢ -+ e?rz sinqo)_l_ %l'.(e'b-z sing e——%z.inqo) und
& e, - y z. |
be * =re ° w[cos3(;)—%sm2q>$-!—zsm(q>—-%sm2q>)]
ist, so erhilt man: ‘
%o ey i) o P bd L "
ﬁ 2 2 (e7¥* ¢ 4 ¢*9%) sin (2rzcosp) dz = —a7a— °os (tp—;sm2q>)
5){" | .

- ¢os 2¢V 7T

/;z;uz"‘. z(e+2,.zsin¢_ e—?rzsingo) COS(27’ZCOS())) dz = re aV sin (q) —-—s1n2q>)
0
fiir » und @>0. Da ferner
O = el prining) o ¥ [cos(2rz sin @) + Zsin (2rzsing)], und

I

be® = re';9°°'2¢gcos(q>+ Z;sirﬂ(p) + Zsin ((p +% sin2(p)§ ,

so findet sich:

r2

S ® . ) acns 20" L
/e—az’. ¥ %Y cas (27‘2 sin (p) zdz = Z_H_.%/T cOoS (QJ -+ % sin 2(’7)
46) {° e
+® . a cos <y
_/‘e"‘zz. er=?sin(2rzsing).zdz = Z’—z—;—%——— Sm(q’ +_' 5‘“2‘7’)

firrund a > 0.

Die Differentialquotienten in (40) und (42) konnen nach den Formeln im
(32. Bande d. J. Abhandlung 1) leicht entwickelt werden; da z. B.

a" - dL 2. .
j;,, (ke® =k ﬁ—,;(e"a) +n e (€F) ist.
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6. 14.

~ Setzt man in (14) ¢(x) = €7, so ist die Reihe convergent, so lange der
Modul von k kleiner ist als 1. Unter dieser Voraussetzung ist also:

1.3.5 1 feZ.ekr dg

l+ ]f+2‘,€2+246k+ ...... :..=1—,;0f—17—,
_ 1
= VQA=k)

Demnach i_st unter der eben genannten Annahme:

7. e“‘.e"”.dm_ Voo 4]
(47, j Ve = V(—k) — ¥V 1=k

Hieraus folgt . <

ej’.w".c"”‘dm- d’ 1 .
“s) .f TR = Y g (i)

welcher Differentialquotient nach bekannten Formeln berechnet werden kann.
Setzt man in (47) az statt  und >0, so ergiebt sich:

€% e dg
TR TR

e:".ebz.dz 7
. (49.) <[ Vs =Va-b’
wenn der Modul von & kleiner als @ ist. Aus (49) folgt

50. crerds L A 1
(50.) .[ V= = V"db"(V(a-b))'

Setzt man in (49) 6 = r(cos g =+ Zsin p) und nimmt rzz

SJ;_R O cos (rz sing)dz = K cosi,
GL) (°

e~z grEcosy | . V” .
(f sin (rzsing)dz =——sm—;—11b,

a—rcoSp

oder

, 50 ergiebt sich

rsin (p

R smw.[)=-—

Setzt man in derselben Formel ¢ (x) = €*, aber y* statt k, und mtegrirt
in Bezug auf y, zwischen den Grenzen o und %, wo A2 1, so ergiebt sich:

ist,

wenn ¢ = J[(a—rcos®)*+ (rsin®)*] , cosp =
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T —z(l- .
(62.) fe‘ 7 dy de f f’dy dx--Vor.arc(sin:]f).

und fur EF=1:
3
e~ dy.d 2
ff y T 1

§. 15.

Man setze in (17) ®(x) = ¢* und nehme den Modul von % kleiner als 1
an, so ist -

[N

- L .
14+k4+EB24......... =«lt7t‘=/e"'.el".dx;
wie bekannt. Daraus folgt#“. " e dx = dlc" (1 )

Integrirt man nach %, so erhilt man

53. e:'”(l— ekr) dx _
e,

wenn der Modul von % kleiner ist als 1
Unter den nimlichen Bedingungen erhilt man fiir £:

1 »®
1_][2.+k4._.,l£6+_,,,' ,,,,, =37 =.0/e“‘”.cos(kx)dx,
das heisst:
@ 1
(54.) [e"m. cos (kx)dx = T’

" woraus

m_.m n ‘ § . _(1':‘ 1
| ,[e .ac.cos(kx+%nqr)dx_dkn.(l_rp)
folgt. Aus (54) ergiebt sich?

(55') [;*@ﬁn(]cx).dx — arc (tg — k).

A x

Eben so erhilt man:

fe“”. sin(kx)dx = l_-:f—/c—" » und

/e‘”” a"sin(kx + jnrw) = AN

Je.al.sm 21T) = g TR
und hieraus:



7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 137

f%w—(l—-coskx)dx=%10g(l+7f2)’
67) { . ’

fg;?mx) de = og(1 + 442,

wenn der Modul von % kleiner ist als 3.

Die hier gefundenen Formeln sind grosstenthells bekannt, sie wurden
nur aufgenommen, weil die obige Herleitung vollig direct ist. Auch sind die
Formeln nun fiir ein imaginires & eben sowohl erwiesen. Fiir ein positives
k gelten die Ausdriicke (54 und 56) und die aus ihnen abgeleiteten Formeln
auch tliber die Grenze k = 1 hinaus, da die beiden Sciten der Gleichungen in
diesem Falle iiber & = 1 hinaus continuirlich bleiben., Die Differentialquotien-
ten in (54 und 56) finden sich, wie in (§. 13), aus den Formeln in der Abhand-
lung 1. im 32. Bande d. J., wenn man zunichst die dortige Formel (10) an-
wendet,

§. 16.

1 .
Man setze in (21) ¢ (a) = m, so ist

p(0)=1,9p*(0)=123.4..2n,.....*™(0) =(1.3.5...(2r-1))".(2r+1 }(2r12)...2rn.

“und firn=1:

p0)=1,g20) =1, ....g%@ ©0) = (L3.....2r = 1)).....;
alle iibrigen von diesen Functionen sind Null. Unter der Bedingung, dass der
Modul von % nicht grosser sei als %, findet sich:

B 234,20 BRIRS56..dn o RTI3N5Y Qr1@ril)2r42),.2m
2 e e Tt 1.25.32 . (rn)?

f ya— w*)[l — @k

Setzt man 1k statt k, so ergiebt sich:

1+

1 L
. de 4 _
(58 °) f VIA—a) A —=k>a?)] = ] V(1 —E"sing

"12.3.4.,.2 71%.3%5.6,,.4 2"'1* 32.52,..(2r-1)%(2r+1)(2r+2)...2
] 1400 T+ 0h). T ot OR g g g b

-----

Setzt man n =1, so erhilt man:
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 2. 18
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o '
%3 > 12.32..,..(2r—1)?
‘ I va kfsm“ q)) 1\'[1+(2 k) 12 +(’i k) *13.23 1303 oot (ql{) 129 .7 -+ ""]

L [I 1R 1830 13 (2r — 1) ]
=) ik e T T g, SERRN K

wie bekannt. (Man sehe z. B. d. J. Bd. 19 S 51, Formel (1)). Die Formel
(58) lasst sich auch wie folgt schreiben:

58, [l £71%34..2n, +Icz’" 12.32.52, (27'—1)‘(21'{-1)(21'-1-2) 2m )
(58, V(l /c?ﬂsm?"qo) = Uty 62 R O Y Crayr P

....................

und sie gllt, wenn der Modul von % nicht grésser ist als 1.
Man setze in derselben Formel ¢(2) =}/ (1 — a®), so sind die Functio-
“nen 9(0), ¢(0),.....alle Null, bis auf die folgenden:
FO=Lg@(0)=—"22"  0m(0)(2-1)[1.3.5..(2r-3)P@rt1)2ri2).. 2. .

Demnach ist

. in ' .
e 134,20 F@r1)1°35% (2r-3P2r+1)2ri2). 2
(59')['/‘”‘2 S'“2"90)’19’%“[1'22-42-62...(272;2' - 20 47.6%.....(277)" ]

so lange der Modul von % nicht > 1 ist. Fiir n = 1 erhilt man

7T
, Bl RS pe1n3hL (2r-3)@r—1)
(,fV (I-Fsin’gpdp= “"[1“?"’27-12' ----- T PeLL@ ] ‘

wie bekannt. (Man sehe die angefiihrte Stelle, Formel (2)).

§. 17,

, so erhilt man:

In der Formel (23) setze man o(x) = Vi — 2

wz"
G(0) = 1, 1ooa g™ (0) = 1%.3%5%...(2 1 — 1) (274-1) (2r+2) ... 2rn-t1), also:
60y £ B, 46...20 B @r+2)@r+4).... @rn)

60) T+ 3 57 @urnt T oFT (2r+3)(2r+5) ..... @ar Dt

kz ] ksm:pdqo
= l/((l—d:’)(l k’n)w‘zn)( xr = V(l A sin ) *

Firn =1 1st

ls KK lc’ , ksmqod(p N
(6L) fHgHygHTH Va—esmip = | %V(

Die Glelchung (61) gilt, wenn der Modul von k kleiner ist als 1, und auch fiir
k==
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Firn = 2 ist
k ii" é i 68 K+l Rr+2)2r+4).... 4r Itsm(pd(p
its s+ 79t @3 @r4h) . @) T = VA= Ksin'g)-

Diese Formel, so wie die (60), gilt unter den gleichen Bedmgungen, wie (61).
Setzt man in (61) 7k stattk, so ist die Formel giiltig, wenn der Modul von
k kleiner ist als 1, und auch noch fir %=1, und es ist:

k. K K /tSln(pd(p
i-3+_5—— ...... —_ V(l+kgsln (p), dn ho

" singpd
(62) jl’/(ﬁ—(/%?@ 7arc (tlg=k)

Fiir ein reelles 4 gilt (62) auch tiber & = == 1 hinaus. Fiir £ = 0 gilt (62) cben-
falls noch, .
Aus (62) erhilt man

sifgpdp k
(63, ‘ﬁ/(l+k25m T [arc(tg =h-—i +17] :
wenn k reell und >0, oder wenn % imaginir und sein Modul <1 ist.
Setzt man in derselben Formel @(x) = 2)/(1 — ™), so erhilt man

g0 =1,V 0)=—3.4...2n+1), ..... .
P (0) = — [3.5....(2r — 3)P@r+1)2r+2)....2rn+1)2r—1),..
also .
7+ 46....20 frrm+1 2r+2)(2r+4).....2m
(64) k=13 57 @) @r—D@aD) @ri3)@ra5). @)

21 20
_f‘kw]}//((ll L )dx _ﬁ{SIn@V(l—k2"sln pdy,

wenn der Modul von % nicht grosser ist als 1.
Fir n =1 erhilt man:
Bk K

k—13— EX % AR =‘{lzsinqﬂ/(l-—k23in2¢p)d(p.
Nun 1st ‘ ’ _
/sin VA — Esin’p)do = §COquV(1 —ksin® q))- log(kcosq>+(l-k’sm p))

1
/smtp}/(l—/czsm pdy = 2k Ll g]/(l +,’: +5;

demnach ist
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! kS ¥ l+ k
(65) 13+35+57+-....——“ —i(l—ﬂ)log‘/(
wenn der Modul vop k nicht > 1 ist. Fiir & = 1 ergiebtsich

LI I _1
1°3+3.5+5,7+-u tert e =g
Setzt man in (65) k¢ statt k& und erw'égt dass

log V(l-'—m) = farc(ig = k),

ist, so erhilt man:
£ k° k7

_ (66.) ﬁ—§3+§ﬁ-—....=%(1+k2)arc(tg=k)—§k.
wenn der Modul von % nicht >> 1 ist. Fiir £ = 1 findet sich
11 2 1 1
1.3'—3—_5_ 79+..-.‘.....-—-z7f—§
Aus (65 und 66) ergiebt s1ch lelchl.
ka k’1 kll l+l£
G+ ar+ oqr +- .= Kl+are(tg = B —30—mlog )/ (T
kQ 5 13 .
(67) 3, b = B30 AY)log V(l—’—}’,j)—g(1+k2)arc(fg =5,
111 .
igts7tonn t+-- 5T
1 1

an\r-

'1 1 ‘
CEI KR VIS It S
- Einige dieser Ausdriicke konnen auch auf eine von der vorigen verschie-
- dene Art gefunden werden; was jedoch hier iibergangen werden darf.  Setzt
man k = r(cos .4 sing), so erhilt man neue Formeln aus den gegebenen, die
sich leicht aufstellen lassen, wesshalb sie hier nicht herzusetzen néthig sind.

§. 18.

Aehnliche Substitutionen sind noch in der Formel (25) zu machen. Setzt

man in derselben p(x) = Wl}_——;.;), so erhilt man:

SLR GO U Y i X Ut VL V(1 —at)
I I s Sov X e 7 4 Figh) d

. }7‘ -
éf cos*p.dg
= ey V(1= Ksin?g) *

[y
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_ do " 12 an2 Cen |
Ist K = om , E:.[V(l k. sin 'P.ll(p)’ so 1st

i
fﬁ cos’ep . dp '—;K K—E
VA —=Fsin?g) — T k2 7

N LR T I LSl S O O Y K—E
(68) 1+ ptzmpt-t Ty agpe.. . @p + = [K

also

Die Werthe von K und E sind aus den Tafeln in Légendres , Traité des
fonctions elliptiques” als bekannt zu betrachten.
Fir k=1 ist

" cos?p, dgo
<[’l/(l—lc2 sin?g) ”'/Closq) dy =1,

1 1” 11.3 1 12,3
L (69) 1+ mtgaptt e g Foe=g
In der Formel (68) darf der Modul von 4 nicht > 1 sein.
In die nimliche Formel setze man ¢ () = J/(1 — x)?, so erhilt man:

B 1 K123 o 12.32.5%. (2r-3)2(2r-1) 4 pr
=5 53 @ GrD) 2.40.6%....... @y _""Efc}/ [(1-2"-A*")] de

also

4 piv )
=~ 0coszqﬁl/(l —ksin*@). d.
Nun st

[

A In in . .
SeogY(1— k. sin*g).dy = fY)(1 — K. sint®).dp—[sin*e. V(1 — K sinp).dp
0 [} [}

ST .
=.E—-f el S +mf . do,
p V(L — & sin*g L V(L — 2 sin* )

in i
sin’g . dp _K-E f sintp 201+ 7% K
L(l—k’ﬂinztp) 2 V(- k2.sin%g) dyp= "3 (K— E) - 5‘“

demnach 1st:

o1kl K13 1030 (‘27—3)’(2r-l) [(E-K)(l-lc’) 2E4
(M0l —F =3 g T.0.... @ 3% ~
und firk=1:

(11l 113 | 1 1.3 @r=3@r=1 8
=BT FFL T T Rl BA .. @ Tt = 3.
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- §. 19,
Man setze in der Formel (27) x}J/(1 — 2®) = ¢(x), so ergiebt sich:
@(0) = 1,5 (0) = — 3 , . g@*D(0) = — 1% 325%.... (2r—3)*(2r —1)(2r +1),
also: \

k A kS k2r+1 1
371357867 T @Dy~ = ke AR -

=fl§csinq)coszqa.]/(l — K*sin’g) . dyp.

Nun ist

ﬁmqmos )/ (1— K*sin cp) dyp = 92?—1-2+ i coqu)V(l-—lrzsm p)

a g-kI: log [kcosp + V(1 —K*sin? )],

1 18 (1—k k
fsmq)cos Y (1 —K*sin’p. dcp— i+ 55 + Slc’) logV(

also ' -
Jx o R k1R (1R 1-k
(71 )3 135 8357 " @-DEDE3) =1t s+ §@ V(l+/c
und fir A = 1: ‘
1 1 1 1
13567357 570 =12

Die Formel (71) gilt, wenn der Modul von % nicht > 1 ist. Setzt man A statt £,
so ergiebt sich:

kR ® I K EO1+HEe2 | (1442

3v135 3597579 7.0l F =3~ g + g@marc.(tang = k),
' A 4 k® QA+ k1412
(72) 135 357 579 7911 = gp arc.(lg=k—p— g5

1 - 1 -+ 1 1 + _ 1
1.35 356.7 579 7.9.11 =3

Durch Addition und Subtraction von (71 u. 72) erh-iilt man leicht neue Formeln.

Man setze in derselben Formel ¢ () = V(l Vi —a 5° 1st:

PO)=1, ¢¥0) =+3 , ... ®(0)=][1.3.5...@2r—D2r+1),
und demnach: ) '

Bo1E kr+r kz.Y (1 —2?) Icsmq>cos‘qo os’.dg

E R 2 B ¢S T Sy f V(=& 2) do = V(A = Frsin’g)
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Abelfm(pcos @.dp cos«pV(l— ]c2sm2q>) 1- log (k cosg + ]/(1——]{25111 ’~P)

VA= sintg) — 20 250
sin ¢ cos’¢ .dop I 1-% 1—7
-j:/(l—kzsm (p) =gpt o l°%V(1+k ’
also
kB R +____"_2’__“ N | 1+’°
1I3tsstsatTar per+ T é" 216« ' l(

was nichts anderes ist als die Formel (65).

§. 20.

Man setze in der Formel (31) A* statt k& und integrire nach k, so erhilt

man

k 1 1.3 1.3.5. 2r—1

LR PRRICE S - S
2 ~0 k
(73, = 7o Vafo(Rx) dk.da.
. 0 0
. | 1.35..@2r—1) e Vm

P(0) A K2 '(0). 5 +overe + K g T ...\..=Vn Jg(b) dk. dec,

und, wenn man abermals integrirt:

R 1, ke 135. (2-1) 2 [
(74)9(0).; +59(0)-53t 5,51 346.. = .ﬂ: “fo [k/c;(k’x)dk]dlc.dz
Die Formel (73) gilt, wenn der Modul von k < 1, die (74) wenn er nicht
> 1 ist. ‘ .

Man setze in (73) @ (x) = e”, soistp(0) =1, ¢(0) =1, ws.f, also
k 1.3
1 + K. 2+k5 W ILEEEEE V(l ) = > fe ’Vxﬁh"dk dx
d. h. '
*® Pk 2 k
o I _— .1
(75.) {{; o Y. b = iy B

wenn der Modul von % kleiner als 1 ist.
Durch Differentiation findet sich hieraus:

(76.) \/;—'r e"" Va: dx = 2V(l ki)a’
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unter denselben Bedingungen. Setzt man k7 statt %, so erhilt man eine neue
vFormel '

Setzte man in (74) cp(x) = ¢, so wire der Werth des dreifachen Inte-
grals der Seite rechts gleich arc(sin = k). So ist z. B.

®rl ey ;
1 ;
ff—fe‘f.Vx.e"’r.dz.dy.dx = Lo,
070 y 0 .

Aus (76) erhilt man
(77.) ‘O/é_w :1) e“kw Vx dx w————" ‘ZVW dkn (V(l_'_k)s)

wenn der Modul von £ kleiner als 1 ist. Fiir ein reelles £ > 0 und wenn die
unteren Zeichen gelten, findet diese Formel auch Statt, wenn & > 1. Der hier
vorkommende Differentialquotient ﬁudet sich leicht nach bekannten Formeln.

Die vorstehenden Resultate, die sich leicht noch vermehren liessen, wer-
den dienen, die Anwendbarkeit der allgemeinen Entwicklungen zu zeigen.

Sinsheim, im Februar 1847.



