
7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 119

1.
Summen von Reihen, ausgedrückt durch be-

stimmte Integrale. Anwendungen dieser Sätze.
t

(Von Herrn Dr. Dienger, Professor der Mathematik an der polytechnischen Schule
zu Carlsruhe im Badischen.)

öo lange die Reihe

9(0
convergirt, ist

,nv A gy'(0) . a?V'<0)g>(ü)4-— —- - 12

und zwar, wenn (z) endlich ist, für alle Werthe von z, von z = 0 bis z = .
Diess ist die bekannte Maclaurin'sche Formel. Von diesem Satze sind die fol-
genden Entwicklungen Anwendungen.

$.·!.
Es ist

vorausgesetzt, dass <p(z) endlich^sei für alle möglichen reellen Werthe von z
und dass die Reihe

<w«)

convergire, für alle möglichen reellen W'erthe von x.
Nun ist bekanntlich

— 00

/··*-· ,. . , (2r-l)(2r-3) ..... l
Je~x x?dx'= - - ̂ -2? --

— «

Substituirt man Diess, so ergiebt sich
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120 7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale.

(2r-t)(2r-3)...l-

Dadurch erh lt man folgenden Lehrsatz:
Ist φ (2&α?) und £-*acp(2fcr) f r alle reellen Werthe von a: endlich, und

f r dieselben Wertbe die Reihe

j -- 1^2 -- f ̂ 7
convergent, so ist

Hieraus folgt weiter unmittelbar:

wenn man in die obigen Bedingungen J/& statt : setzt
Man setze φ (y) = ^C^+jy), so erh lt man :

Ist ^(z+2ock) sowohl, als β"χ3^(ζ + 2xk) endlich f r alle reellen Werthe
a: und ist f r dieselben AVerthe die Reihe

--- - m

convergent^ so ist

— QO

welches die, bekanntlich von Laplace gefundene Formel ist.
Aus der Formel (I) folgt unter denselben Bedingungen:

,^k φ"(0) t8 φ(4>(0) Α5

(4.)φ(0) f ̂  V* S"1- O ' F1"' .....

und

δ · Ti .....
wenn φ (z) f r alle reellen Werthe von χ endlich ist und die Reihe

^\ ι ' · · rφ(ϋ) + — ̂ j -- 1 -- j~2 - -l- ..... . . . . in mf.

f r dieselben Werthe von χ convergirt.

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/3/15 4:53 AM



7. Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale. 121

Aus (2) folgt

und

(7.) *f
wenn, f r alle reellen Werthe von x,

>— + in ini.

convergirt und φ(#) endlich ist.

§. 2.
Es sei die Reihe

cp(0) + 2&Λ?φ'(0) 4- |7ο "*" ^n i°f·
f r alle reellen Werthe von x convergent, und die Grossen.

ty(%kx)fe~x g}(2/ca?).o7
seien f r dieselben Werthe von x endlich, so ist

Benutzt man die Formeln in (§. 1), so ergiebt sich hieraus

l. (2 W"(0).3
1 2 3 2ϊ ... 1-2 . . . .

Α3φ"'(0)
-

n
J

Unter den obigen Voraussetzungen ist also

es.) MO^V-^-K...-. *=££*+...-

woraus

folgt. Aus (9) und (10) ergiebt sich
A8

- - - 2 i - " . e
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7. Dienger, Svmmirung der Reihen durch bestimmte Integrale.

wenn das Integral in (11) endlich ist und die brigen Bedingungen erf llt wer-
den. F r k 2= l erh lt man einen der Formel (7) analogen Satz.

Unter eben den Bedingungen erh lt man aus (10):

(0).̂ ^^
woraus f r k = l wieder ein einfacher Satz folgt.

Ist die Reihe

in inf.

convergent und i^(z + %kx) , β~χ*χ\\)(ζ -\-%kx) f r alle reellen Werthe von
χ endlich, so folgt aus (8):

*· 3·Es sei die Reihe
„n . .cp( J+ — ι -- 1 -- j^

f r alle reellen Werthe von χ convergent und die Grossen φ (k χ) , — w -

seien endlich , so ist

/
*β-*φ(*τ) . Γ°°β--j£-'rf*=jf F

Nun ist
V er-· , 1-3 ..... (2r-l),

also

Unter den obigen Bedingungen ist demnach

a40rfOH^< )]+Av^^^
^0

Durch Integration nach /r erh lt man hieraus leicht neue Formeln f r k = l,
unter Bedingungen, die nach dem Vorstehenden leicht ausfcusprechen sind: z.B.
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7. Dienger, Summirung der Reihen dwrch bestimmte Integrale. 123

Ist f r alle reellen positiven Werthe von χ die Reihe

1f^^L· V*'(») . (**)V(«) . · - rip(£; -t- kx-~i — l --- jT — + ....... ]n ml.
β~~*convergent, und sindoj>(z+&x), ^(z+k^^ endlich, so ergiebt sich aus (14):

§. 4.
Wenn f r alle reellen positiven Werthe von x die Reihe

/n^WO>K (**)V(OK . . ,φ(0)Η -- j - Hl -- j72 --- H ....... m mi*

convergent ist, und e~~*cp(kai) , φ(Αχ) sind endlich (die erste Grosse ist es, wenn
es die letzte ist), so ist:

Nun ist

fe~xxrdx = 1.2.3 ....... r ,
o

also:

β-* φ(Αχ)^ =

Demnach erh lt man unter den obigen Voraussetzungen :

(17.) φ(0) + V
0

woraus

(18.)
ο

folgt, wenn f r alle positiven reellen Werthe von χ die Reihe

convergirt und φ(χ) endlich ist. Integrirt rnan die Formel (17) hach k , so er-
giebt sich daraus ein neuer Ausdruck.

Ist f r alle reellen positiven Werthe von χ die Reihe

convergent und i[>(z + /ra?) endlich, so folgt aus (17):
16*
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124 7. Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale.

(19.) <ψ(ζ)
und f r k = l :
(20.) 4(s)

§. δ.
Wenn f r alle reellen positiven Werthe von x, von 0 bis l (eigentlich

l — ε, wenn ε eine unendlich kleine Grosse ist) die Reihe

rftv . , . ,
φ(0)Η -- j-2 - ̂ -ΐΤ^ΧΪ"·1" ......... in mf·

convergent ist, φ(2^ίτ) und -,,._ 2. endlich sind und

φ'(0) = 0 , φ<3'(0) = 0 , φ(5>(0) = 0, U. ,s. f. ,
ist, so ist:

ο
Nun ist

1.3:5.
. " 2·4'6·

also
l

Demnach ergiebt sich unter den obigen Bedingungen:
*V(0) *4φ(4)(0) ^y(^)(Q) _ 2 (2fe)_- - μ ~ ϊ ~ " 1 " . . . . . " Η Ϊ "1" . . . . . ~

Durch Integration nach k l sstsich daraus leicht eine neue Gleichung bilden.
Ist ferner f r alle reellen Werthe von x, von 0 bis mit l — ε, die Reihe

convergent, sind i};(z + 2 ir) und ~j//j _ '*\ endlich, und ist

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/3/15 4:53 AM



7. Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale. 125

'(ζ) = 0 ' , <ψ<3>(*) = Ο , ·ψ»(ζ) = Ο ..........
so ist

§. 6.
Setzt man voraus, dass

φ(0) = 0 , φ"(0) = 0 , g>M)(0) = 0 U, s. f.

sei, und dass f r alle reellen \Verthe von x, von 0 bis l — ε, die Reihe

1.2.3 1.2 ..... 5 in

convergire und <p(kcc), yn~;?) endlich seien, so ist:

fl l=J p^z
0 0

Es ist aber
s*\

2.4.6 2r
/

i 3?r+l

v ^t "3.5.7.
also ist

_ 2.4 ..... 2r
* .5 ..... (2r-M)"" .....

— § - ..... ""3^52 ..... (2r-f-l)2

folglich unter den obigen Bedingungen :

ndx.
V V Α""ίΡ

0

Ist i|)(z) = Ο , ψ"(ζ) = 0 , ij^z) = 0 . . . . . . . und f r alle reellen Werlhe
von χ , von 0 bis l — e, die Reihe

Ϊ 1.2.3 .........
, . . . . . . , t/>Os + &aO ,,. ,

convergent, und sind vf(z+ksc) und ./^ _ tx· endlich, so ist:
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126 7* Dteng-er, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale

§. 7.
Ist φ'(0), g><3)(0), φ(5)(0) ...... Null, w hrend f r alle reellen Werthe von

x, von 0 bis l — ε, die Reihe
(2fe)V(0) (2MV^) . .

cp(0)H -- j~2 - + 1.2.3.4 -- h ......... m inf.

convergent ist und φ(2^χ) (und auch |/(1 — x2)cp(2fcr)) endlich sind, so ist:

Aber

also

1.3.5 ..... (2r-

(2t)*.

.2._2. 4.6...(2rf2) .....
T

J

Folglich erh lt man unter den obigen Bedingungen :

Daraus folgt leicht

ΧΓ,^Χ l / N(26.) ^)+

= Ο , = 0, und ferner von χ = 0 bis
χ = l — ε die Reihe

convergent und endlich ist.

§.8.

Es sei g>(0) = 0 , φ(2)(0) = 0 ,
χ = l — ε, die Reihe

= 0, ...... von x = 0 bis

1.2.3
convergent and (p(kx) endlich, so findet sich, auf gleiche Weise, wie in (§. 7),
wenn man erw gt, dass
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7. Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale. 127

2·4·6 2r

ο
ist:

M<>)_J

Hieraus folgt

wenn ·ψ(ζ) = Ο , ·ψ(2)(ζ) = 0 , ψ4)(ζ) = 0, ..... und von χ = 0 bis χ = 1 — ε
die Reihe

l T 1,2,3 T

convergent und ^(z+kx) endlich ist.
Durch Integration nach k ergeben sich aus allen diesen Formeln neue

Ausdr cke.

§. 9.

Ist von χ = 0 bis χ = l — ε die Reihe

convergent und cp(Ax), <p(kx)logx endlich, so ist

Aber

/
i

woraus sich unter den obigen Bedingungen:

ergiebt. Vorausgesetzt, dass die zweite Seite dieser Gleichung endlich sei, gilt
diese Formel auch noch, wenn cp(&x).logx nicht endlich ist, f r o? = O.-

Ist von χ = 0 bis l — ε die Reihe

convergent und ψ (z + x), ^(z + fe)logor endlich, so ist:
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128 7· D nger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale.

§. ίο.
Setzt man voraus, dass f r alle reellen positiven Werthe von χ die Reihe

convergent und £~xcp(&r)J/3;, so wie cp(Ax) endlieh sei, und erw gt, dass

(2r-*-l)(2r-l) ..... 3.1.-
ist, so erh lt man, auf die zur Gen ge bezeichnete Weise:

(310?(0)W(0)lwXO).g+...+A^^
woraus

(32.)αΚζΜψ'ω|+*ΝΑ4^

folgt, wenn die Reihe
W(*K (MW)^(z) -i -- 1 — + — 172 --- h .....

f r alle reellen positiven AVerthe von χ convergent ist und έ~χ^(ζ + /rx)|/x,
z + k&) f r dieselben Werthe endlich sind,

§.11.

Die obigen Resultate w rden sich leicht noch vervielf ltigen lassen ; es
m gen aber die vorstehenden gen gen» Hinsichtlich der G ltigkeit der Formeln
(1) bis (32) ist indessen Folgendes zu bemerken.

Zun chst sind sie nur g ltig unter den jedesmal am Anfange der Paragra-
phen ausgesprochenen Bedingungen; und dann auch nur, wenn die vorkom-
mende unendliche Reihe convergent ist.

Denn es sei

eine unendliche convergente Reihe, deren Summe = Z ist, so ist die Summe

fzQdz+fZidz+fZidz + ..... +fzrdz+ .........
a a a a

=/(Z0 + Z1 + Zi+ ---- + Zf + ..... ) d z -Jz dz
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7. Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale. 129

offenbar nur insofern convergent als es
fb r>b pb - pb

JZQdz+JZldz+JZ2dz + . . . . +JZrdz + . . . .- -
ß

ist. Denn wäre diese letztere Reihe nicht convergent, so könnte von ihrer Summe
nicht die Rede sein; ist sie dagegen convergent, so folgt daraus, dass

fZadz +fz,dz + ---- +Jzndz = f(ZQ H- #! + ..... + Zn)dz ,
a a

für jedes endliche n gilt; auch dass
r>b y^A , rb ' s*b

JZ0dz +JZldz + ..... in inf. = J(Z0 + Z1 + . . . . . in intydz —JZdz,
a a ' ti a

sein nrnss. Umgekehrt also ist nur insofern

fZdz =fZQdz+fZ1dz + ..... +/Zndz + ..... in inf.
a a a a

als die Reihen :
Z0 + Z1 + Z2 + ..... in inf.

f>b nb /^Ä
JZ0dz+JZldz+JZ2dz+ ..... in inf.

convergent sind.
ferner ist jedesmal vorausgesetzt, dass die in den Formeln (l bis 32)

vorkommende Grosse unter dem Integralzeichen endlich sei, im ganzen Umfange
der Integration. Diese Voraussetzung ist unerlässlich, wenn das bestimmte In-
tegral Geltung haben soll. Jedoch ist sie für die untere Gränze selbst nicht un-
bedingt unerlässlich. Ist nämlich das bestimmte Integral endlich, so kann die
Grosse unter dem Integralzeichen für die untere Gränze selbst, möglicher Weise
nicht endlich sein, ohne dass die Gleichung aufhörte, gültig zu sein.

Im Folgenden sollen nun einige Anwendungen der Resultate gemacht
werden.

§. 12.

Man setze in (7) cp(#) — cos r, so ist
( ) = , "( ) = - ,

also

_ ^
weil diese Reihe convergirt und bekanntlich = — (e~l — 1) = — — ist.

Setzt man y — z, so erhält man
Grelles Journal f. d, M. Bd. XL VI. Heft 2. 17
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130 '· Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale.

fl Γ1
ycos(2α;}/v)dy = %Jzcos(2ixz)dz .o J ' o

_ . Γ /rt S5sin(2#s) jsin(2a?2-)
Es ist abery£cos(: a?£)az = —n I—s &z

Sin(2a?) COS2ar l

/»+ao

/cos(2a?)-l %dx+ l—V^ e~*
J„ **

dx

-
dx

also ist
κ«Λ\ λ1*^2 #sin2a? — sinaiz? _ e — 1.(33.) /T* . ? da = -gj-J

wof r man auch schreiben kann:
»* e-1.

= 2e '

Man setze in (5), φ (a?) = cos o?, so ist
. 1 1 1 1 1 1 i r*«L*rl

Aber

/*t00 /«<» 2/e-*sin2ir /er«
= l—5 «^ = I~^"

Ferner ist
l 1 1 . 1 1 — l l l "_L " 1^7 / -*2J7l— 3· f+ 5*F2"" ~ * l i — T + iT — \dk--JeKdk

__1 TV^y

"v. ^^ '
Demnach ist

(34.) l ?— sin 2 a? dx = \γπv J l χ *yj

%
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.7, Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale. 131

/*-#2

wodurch das Integral l-—sin2a?rfo? auf ein anderes reducirt ist. Uebrigens

ist auch

(35.)

d. h. der Werth des Integrals l -— sin2xrfx liegt zwischen }/π und —. F hrt
«Λ

man diesen Werth in (33) ein, so ergiebt sich:

J/π/Γ*2 dx-
o

Γ-*2
(36.) ;Vsir

*^o X

Man setze in (7) cpO*>) = ̂  so ist

-χ le

Ferner ist φ(0) = l == φ"(0) = cp(4)(0) = u. s. f., und dann

1 + T- + ι7οΓό + · · · · = t — 1> also.

Hieraus folgt

,37.)

Bekanntlich ist

folglich, wenn man nach A: integrirt:

/a-t-ao
I —a?2

Da nun l! — J^ = 0 , so ist
«Z» *

(38.) < fc-*^~ = 2

17*
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132 7. Dienger , Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale.

Integrirt man zweimal nach k, so ergi'ebt sifch:

Substituirt man diese Werthe in (37) , so erhält man

fl-*dx -flfe**dx . dx = \(e - 1),
0 0 0

welche Beziehung auch leicht direct bewiesen werden kann, indem

. dx = -ex x
0 0 0 0

ist

/
1 2 fl 2e~~x dx9 J ex dx lassen sich l'eicht in stark convergirende

o o
Reihen entwickeln. Es ist nemlich:

J\-fdx = i _ J +l~- ritt + S'-lttl- =0,7468241337.,

' + + . . . . . . . . . . . . . =1,4626517447.,

ffödx. dx = |+^3 +~ ^+ f^3 "*" =0,6035108316.,
0 0 « · · · · »

so dass
/^l 00

l^!j^.dx = 0,7468241337 V*»
C/ X

l|̂ . dx = J/TT [0,7468241337 + ̂ ],

· = 2|/«. 1,462651744,
*

a

'da! = 2^Ä ·· 0,603518316.

§ 13.

Man setze in (9) cpx = sin#, so erhält man:
k*
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7. Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale. 133

also

(39.) fe~**xsin (Zkx)dx = fer** |j/*
o

Integrirt man nach k zwischen den Gr nzen l und 0, so erh lt man:

/
<» n\ J /β — 1\
r-^siiAc. dx = IVnJoce-**. dx « τ Ι/π ( l;

o o * \ e /
wie bekannt

Durch Differentiation nach k folgt aus (39):

(40.)

also f r n = l:

-*2. a;2 cos (2/tx) dm = (l -

u, s. f.
Setzt man in derselben Formel φ(χ) == e*, so erhalt man:

(41.) Je~~x+ x.xdx =
— 00

Durch Differentation nach k findet sich

(42.) Je-*, e***. xn+1. da = -

also f r n, = l:

/
·*·* J/π
y— ίΐ! £>^ΛΧ Ύ1* ft Ύ* —— — is t tZ , Λ/ , (jjs ιλ/ — _ l

2n

Aus (12) folgt f r φ(χ) == sinx:

(43.)

welche Formel auch aus (39) durch Integration hervorgeht.
Setzt man in diesen Formeln χ = z]fa und transformiert die Resultate, so

ergiebt sich :

di^
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134 7· Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale.

f r a^>o. Durch Differentation nach a w rde man hieraus neue Formeln er-
langen. Nach dem, was sich in (§. 2) zeigte, gelten die aufgestellten Formeln
ohne alle Einschr nkung in Bezug auf k (oder b in (44)). Man setze daher in
(44) ib statt b, so erh lt man:

·

Die letzte Formel ist die erste (44); die erste f llt mit der dritten (44) zusammen.
Man setze aber b = r (cos φ + /sin φ) und beachte, dass

sin(2oz) == sin [2rz (cos φ H- /sin φ)] == sin[2rzcoscp + z.2rzsincp]

_*! - c o s 2 ^ r r* .. ) . . / r2 . Λ yi
be a = re a l cos φ — — sm2(pj + ismi φ -- $ιη2φ)|

ist, so erh lt man:

^lH cos (φ - -sin2cp)

re "

f r r und a>0. Da ferner
, und

so findet sich:

Js00»2*' / r 2

cosU +-si
'(46.) _w

g ̂ '^sinfy +^- sin2y)a \ a /

f r r und a > 0.
Die Differentialquotienten in (40) und (42) k nnen nach den Formeln im

(32. Bande d. X Abhandlung 1) leicht entwickelt werden; da z. B.

n
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7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 135

§. 14.

Setzt man in (14) 9(3?) = e% *so ist die Reihe convergent, so lange der
Modul von k kleiner ist als 1. Unter dieser Voraussetzung ist also:

-. v* '
ι

- ]/(!-*)*
Demnach ist unter der eben genannten Annahme:

/*<*>

Γ471 \e~x.ekx.dx l/V Ί / π
^ ·' ^ V* = ]7iCT) = P l -*

Hieraus folgt

(48 Ϊ(48.) _ -- =

welcher Differentialquotient nach bekannten Formeln berechnet werden kann.
Setzt man in (47) az statt χ und >0, so ergiebt sich:

a * l-k
oder

(49.)
^ '

wenn der Modul von b kleiner als a ist. Aus (49) folgt

*.z\e!».dz . d"

Setzt man in (49) = r (coscp Hh z'sin φ) und nimmt r °', so ergiebt sich

,/rx N* / · vn ι o—rcosop . ,wenn Q = |/[(a —rcosqp/ + (rsiny/J , cos ψ = — , sm\p = — .

Setzt man in derselben Formel <f(x) = ex
9 aber y2 statt k, und integrirt

in Bezug auf j, zwischen den Grenzen o und &, wo &<^ l, So ergiebt sich:
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136 7» Dienger, Summirung der Reihen durch bestimmte Integrale.

und f r k = l:
ί*Τι > -ι i!±!Z^y^?_i_2

J0J0 V* -**'

§. 15.

Man setze in (17) <f(x) = e* und nehme den Modul von k kleiner als l
an , so ist

yf500 Jrt / l \

wie bekannt. Daraus folgt Je~*. acn. e**.dx = ̂ · ί f~^r/f ) *

Integrirt man nach A, so erh lt man

(53.)

wenn der Modul von k kleiner ist als 1.
Unter den n mlichen Bedingungen erh lt man f r k:

l r«>
l — k* + k4— k6+ ---- ..... = j-j7p =Je~x. cos (kx) dx ,

das heisst:
Γ* !(54.) Je x. cos (kx) dx = j-^r2 ,

woraus
dn / l

folgt. Aus (54) ergiebt sich:v

/R R \(5o.) _ _ _ — _ arc t _

Eben so erh lt man:

/
*
r35. sm(kx)dx = Ϊ

<56->
und hieraus:
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7. Dienger , Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 137

(57.)
= |Iog(l+P),

Ce
*ÄX

wenn der Modul von k kleiner ist als |.
Die hier gefundenen Formeln sind grösstentheils bekannt; sie wurden

nur aufgenommen, weil die obige Herleitung völlig direct ist. Auch sind die
Formeln nun für ein imaginäres k eben sowohl erwiesen. Für ein positives
k gelten die Ausdrücke (54 und 56) und die aus ihnen abgeleiteten Formeln
auch über die Grenze k = l hinaus, da die beiden Seiten der Gleichungen in
diesem Falle über k = l hinaus continuirlich bleiben. Die Differentialquotien-
ten in (54 und 56) finden sich, wie in (§. 13), aus den Formeln in der Abhand-
lung 1. im 32. Bande d. J. , wenn man zunächst die dortige Formel (10) an-
wendet.

§· 16.

Man setze in (21) (o·) = y/1_a.2nj. so ist

9(0) = l , cp<2">(0) = P.3.4...2« , ..... 9*">(0) = (1.3.5.. .(2,-l))*.(2,4-l)(2H-2)...2m .
und für n = l :

9(0) = l , <2>(0) = l2 ...... (2"(0) = (1.3 ..... (2r- !))> ..... ;
alle übrigen von diesen Functionen sind Null. Unter der Bedingung, dass der

Modul vonÄ: nicht grösser sei als s> findet sich:
2·3·4^2 &* ·1*·32.5.6 ..... in

_ 2 _ dx _
— l l/ (l - ^2)[l - (2/c*)2"]^o

Setzt man \k statt k, so ergiebt sich:

(58',
1 _ dx __ *—

,) l ^p _ ̂  (i _ 421.̂ 2»)] — l j/(i _
t/ €/

-^.8» ..... (r*)2
l
J

Setzt man ra = l , so erhält man :
Crelie's Journal f. d. M. Bd. XL VI. Heft 2.
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138 7* Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale.

N l 2
 /17N

4l2-3a /ΐ7Ν2"12·32 ..... (2r-l)2

/
** αφ
V(l -Ρ8ίη2φ) =

_ι Γι F'P £4 'la-32 Λ^·12.32.....(2Γ~1)2 II
— 27CL 22 + 22·42 "*" ..... "*" 22·42 ..... (2r)2 *" ..... J'

wie bekannt. (Man sehe z. B. d. J. Bd. 19 S. 51 , Formel (1)). Die Formel
(58') l sst sich auch wie folgt schreiben:

i r,/2"·*2^!^ ^^41-3«.5V>(2r^l)>(2rflX2rt2)...2mx Ί
r5 L1 2342 ..... (2ii)lt-t 22.42-62 ............... (2rw)2 f"4J;

und sie gilt, wenn der Modul von k nicht gr sser ist als l* *
Man setze in derselben Formel φ (a?) = |/(1 — a;2n), so sind die Functio-

nen φ(0) , φ'(0), ..... alle Null, bis auf die folgenden:
1 2 2«

φ(0)=1,φ(2"''(0)= — '-—, ...9<2rB)(0)=C2/-rl)[l.3.5...(2r-3)]2(2rtl)(2r+2)...2m , ...

Demnach ist

so lange der Modul von h nicht > l ist. F r n — l erh lt man

ι Γι Αϊ>1 4>P·3 ^-t2-32 ..... (2r-3)*(2r-l) τ
= 2* [l — -^ -- -2742- — ..... -- 2*·4*·6» ..... (2r)* --- ..... J ?

wie bekannt. (Man sehe die angef hrte Stelle, Formel (2)).

§.17. '

In der Formel (23) setze man φ(α?) = 777; 5^, so erh lt man:\ χ J ^ f ι / ί l «·«·- χ )

φ'(0) = l φ(2ΓΠ+υ(0) = I2.32.52....(2r-l)2.(2r+l)(2r+2)....(2rre+l), also:

_ /^ _ Aa? _ , _ C ΑΒίαφΰφ
—J |/((1 _ ^)(i _ ^n) ̂ 2») « x —J ,/(! _ 2»si„2n ψ) ·

F r n = l ist

Γ* A sin φ d φ

Die! Gleichung (61) gilt, wenn der Modul von k kleiner ist als l , und auch f r
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7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 139

Für n = 2 ist

l+3'5+5*7.9+ "'

Diese Formel, so wie die (60), gilt unter den gleichen Bedingungen, wie (6l).
Setzt man in (61) i k statt k, so ist die Formel gültig, wefln der Modul von

k kleiner ist als l, und auch noch für ±1, und es ist:

» d. h·3 5

Für ein reelles k gilt (62) auch über k = ± l hinaus. Für A =s= 0 gilt (62) eben-
falls noch.

Aus (62) erhält man

/*o\(63·)
wenn ^r reell und >0, oder wenn ^c imaginär und sein Modul <1 ist.

Setzt man in derselben Formel cp(^r) = o:|/(l — sc2n), so erhält man
= -3.4 ..... (2m- 1)/ .....
r -3)]2(2r+l)(2r+2) ..... (2r/i+l)(2r-

also
* (2r+2)(2r+4) ..... 2m

(64.) A— L

/*
— l

,2n . 2n— /cz sin45

0

wenn der Modul von k nicht grösser ist als 1.
Für n = l erhält man :

7c8 A:5 k1

3^-5^
Nun ist

c8 : /
k — j^ — 3 ^ - 5 — ...... =y/fsincpl/(l-/c2sin2cp)J9 .

./sing>J/(l — Pn

demnach ist
18
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140 7, Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale·

wenn der Modul vop Ä: nicht >> l ist. Für Ä: = l ergiebt sich
JL JL JL _ *
1.3 + 3-5 + 5-7 + .......... ~~2 ·

Setzt man in (65) k i statt k und erwägt dass

ist, so erhält man:

(66·> 5- + -···· = ̂ 1+^3 <;^ =
wenn der Modul von k nicht ;> l ist. Für k = l findet sich

Aus (65 und 66) ergiebt sich leicht:

= Ar) ,

- ~ - _ _ .3-5 7-9 1 143 ..... ~2 ·
Einige dieser Ausdrücke können auch auf eine von der vorigen verschie-

dene Art gefunden werden ; was jedoch hier übergangen werden darf* Setzt
man k = r (cos + /sin ), so erhält man neue Formeln aus den gegebenen, die
sich leieht aufstellen lassen, wesshalb sie hier nicht herzusetzen nöthig sind.

$· 18.

Aehnliche Substitutionen sind noch in der Formel (25) zu machen. Setzt

man in derselben ( ) = /T^*)· so erhält man:

* * * P*32 **" 12*32>52-(2r-l)2

) *
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7, Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 141

also
,*ON i ** P * ** 1*-3> ** la*32.52_(2r-l)2 _4r K-£l
(68.) l + ̂ '2V*-^'2Vi*-*- ..... ̂ '̂̂ Μ18^^^
Die Werthe von K und J5 sind aus den Tafeln in Legendres „Traite des
fonctions elliptiques" als bekannt zu betrachten.

F r h = l ist
w5

also
, l l» · l l .3· l P.31 ..... (2r-l)2 4- 2*,42 2r2 j

In der Formel (68) darf der Modul von k nicht .> l sein.
In die n mliche Formel setze man φ(οο) = ]/(! — χ)2, so erh lt man:

. F l ft4 1\3 k* I2.32.52_(2r-3)2(2r-l) 4

Nun ist

= Ε— s n y . y ρ y ,
' . ' "*" '

" sin««jp 2(1 + Ρ

demnach ist:

?t!>_ -Π-
!r)2 W""L"».4»....( (2

und f r /c = l:
l Jl l 1Λ3 l P.32 (2r-3)»(2r-l)"
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142 7· Dienger , Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale.

§.19.

Man setze in der Formel (27) xj/(l — α?2) = φ(χ), so ergiebt sich:
φ'(0) = I,cp3(0) = -3 , ..... φ^Ο) = -I2.32.52.,...(2r-3)2(2r-l)(2r+l),
also :
k k3 A5

=y sincpcos2<j). J/(l — &2sin2(p). rfcp.
o

Nun ist
Γ XCOS^f l - k^

ysincpcos2cp}/(l— &2sin2cp).e?cp = — l — j-t- + -gp-

·+· (1^f)2 log [A: cos φ + |/(l - &2 sin

ο
also

Λ. Λ Λ ·ν ι«, .·.—u, · .β. «· y ·· · / / -* · "·

,- = 1+ «Γ+-«ρ-1^^(ϊ131.3.5 3.5.7 (2r-l)(2rH)(2H-3)
und f r A = l:

l l _1_ _ ̂
l.S.S^S.S.?"^.?^"*" - Ϊ2

Die Formel (71) gilt, wenn der Modul von k nicht > l ist. Setzt man ki statt k,
50 ergiebt sich:
* **· *' _*L___*!_ _ *_l±^! (l +P)* _ , ·

"1" .....1.3.5 3 . 5 . 7 5 . 7 . 9 7.9.1l"" ..... = 8

1.3.5 3.5.7 5.7.9 7.9.11 -s« — 3·
Durch Addition und Subtraction von (71 u. 72) erh lt man leicht neue Formeln.

X
Man setze in derselben Formel φ(&) = τ/(| ^.Χ*Λ > so *st:

und demnach:

Ar1 l P P-*-1 /Aar.l/(l-x2) , fksincpcos^.dw
· t l — · — l , r . t , „J n . t i , . , , , —-· · — — fi /K *~~* f ~^ · 7^ l
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7. Dienger, Sunmirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 143

Aber /sinqpcos Vrfqo cosyT/(l- A^sin» . l-ft% , .
Jy(I-F.sin*) = 2F - ̂ +-^log(£coscp + l/(l-

J/(l-/t2.sin» 2F 2Ä3 \l + k '
also

i *· *· . .
1.3 3.5 ^ 5 . 7 * (2r + l)(2r + 3) "~~2Ä: 2Är>

was nichts anderes ist als die Formel (65%

°g

§. 20.

Man setze in der Formel (31) h3 statt k und integrire nach k, so erhält
man

k
2.4.6 2r

und, wenn man abermals integrirt:

i Q R f9r.l ^ 9 y"00 /**rl r*
-2:i6fbr+"^^

a

Die Formel (73) gilt, wenn der Modul von k < l, die (74) wenn er nicht
> l ist.

Man setze in (73) <p(x) = ex, so ist (0) = l, cp(0)' == l, u.s. f., also
k 2

d. h.

(75.)

wenn der Modul von k kleiner als l ist.
Durch Differentiation findet sich hieraus:

(76.)
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144 7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale.

unter denselben Bedingungen. Setzt man k i statt k, so erhält man eine neue
Formel.

Setzte man in (74) (o?) = ex , so wäre der Werth des dreifachen Inte-
grals der Seite rechts gleich arc(sin = k"). So ist z. B.

Aus (76) erhält man

(77.)

wenn der Modul von k kleiner als l ist. Für ein reelles k > 0 und wenn die
unteren Zeichen gelten, findet diese Formel auch Statt, wenn k> 1. Der hier
vorkommende Differentialquotient findet sich leicht nach bekannten Formeln.

Die vprstehenden Resultate, die sich leicht noch vermehren Hessen, wer-
den dienen, die Anwendbarkeit der allgemeinen Entwicklungen zu zeigen.

Sinsheim, im Februar 1847.
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