Uber die Anzahl der Wurzeln einer algebraischen
Gleichung in einem Kreise.

Yon

A. Cohn in Berlin.

Das Problem, die Anzahl der im Innern eines Kreises gelegenen
Wurzeln einer -algebraischen Gleichung zu bestimmen, wird durch die
Cauchysche . Index- oder Kroneckersche Charakteristikentheorie auf
die Ermittlung der Anzahl der reellen Wurzeln einer anderen Gleichung
muziickgefithrt!). Fir den einfachsten und wichtigsten Fall des Kreises
{z| < R, auf den man sich offenbar beschrinken darf, gibt es aber eine
Reihe von Methoden, die unter gewissen Voraussetzungen die Anzahl der
in dem Kreise enthaltenen Wurzeln auf einfachere Art aufzufinden gestatten.

AuBler einer Regel fiir trinomische Gleichungen’ von Herrn P. Bohl?®)
sind hier vor allem einige Noten von Herrn M. Petrovitsch®) zu nennen,
der von der Voraussetzung ausgeht, daf man schon einen wurzelfreien
Kreisring B < x| < R, kennt.

Die notwendigen und hinreichenden Bedmgungen dafiir, daB die ab-
soluten Betrige der Wurzeln simtlich unterhalb einer gegebenen Schranke
liegen, hat Herr 1. Schur?) ‘abgeleitet. Die im I. Kapitel dieser Arbeit
mitgeteilte Regel, die mit verhiltnismiBig geringer Miihe die Zahl der im

') Nach Ausfithrung einer linearen Transformation kinnte man auch die von
Routh (,Dié Dynamik der Systeme starrer Kirper®, deutsche Ausgabe, Leipzig 1898,
2, §8 200-307) sowie von Chipart und Liénard (C. R. 157 (1913), S, 837—840)
filr die Halbebene entwickelten Methoden anwenden.

) Math. Ann. 65 (1908), 8. 556 --566.

3) C. R. 129 (1899), 8. 583 u. 878; Bull. de la Société Math. de ¥rance 86 (1908),
8. 141—150.

4 ,Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises be\chrankt gind“, Journ.
f. Math. 147 (1917), 8. 205—232, vgl. auch S. 387 des Aufsatzes: »Uber die Verteilung
der Wurzeln bei gewissen algobraischen Gleichungen mit ganzzalligen Koeffizienten®,
Math. Zeitschr. | (1918), 8. 377--402. .
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Innern und die Anzahl der auf dem Rande eines Kreises gelegenen Wurzeln
zu ermitteln gestattet, ist nur als eine Erweiterung seines Kriteriums zu
betrachten.

Das Hauptresultat des II. Kapitels ist, da die Anzahl der Wurzeln
der Gleichung _

g(z)=a,+a,z+ ... +a,2"

deren absolute Betrige kleiner als 1 sind, durch die Zahl der positiven
Quadrate dargestellt wird, die die Hermitesche Form

n
AT — _ 2
@:2 |@p 21 + fney Tigr -+ ATy
A=1

n
~2]aoxz + @ igr b i Ty
i=1

in der Normalform besitzt.” Fiir den Fall, dafl sich alle Wurzeln im
Innern des Einheitskreises befinden, hat Herr I. Schur dieses Ergebnis
durch funktionentheoretische Uberlegungen aufgefunden")

Im III. Kapitel gebe ich einen Beweis eines im wesenthchen schon
von Herrn Grace®) herriihrenden Kompositionssatzes fiir Glelchungen. '
deren Wurzeln simtlich im Innern des Einheitskreises liegen, und cinen
daraus unmittelbar folgenden Beweis eines Kompositionssatzes von Herrn
J. Egervéry?) fiir Gleichungen mit nur reellen Wurzeln.

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Professor I. Schur fiir
seine Anregungen und fiir seinen Rat bei der Abfassung dieser Arbeit
meinen herzlichsten Dank auszusprechen. -
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5 Vgl. die (im Journ. f. Math. 148 (1918), 8. 122-145 erschieneno) Fortsetzung
der ersten in der vorigen FuBinote zitierten Abhandlung, besonders 8. 184—137.

%) Proc. Cambridge Phil. Society 11 (1902), 8. 352—357. Einen anderen Beweis
hat Herr G. Szegb gegeben (Math, Zeitschr. 18 (1922), 8. 28--53).

") Erscheint demnichst.
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I. Kapitel.

Regel zur Ermittlung der Wurzelanzahl im Einheitskreise.

§ L
Die Regel.
1. Vorgelegt sei die Gleichung
(1) f(z)=a,z*+az*'+4... +a,=0

und man setze

£ (@) =2 F (1) = Tuam + Gzt o+ o
Ist nun
1. Fall: '
o la,| > |a,l,

g0 bilde man

ayf(z)—a,f* (2)==f,(x)=0.

Die Gleichung (1) hat dann eine Wurzel mehr im Innern des
Einhestskreices als die Qleichung (n — 1)-ten Grades
fu(z)=0.
Ist aber

I1. Fall:
(@] < |a,],
so bilde man
a, (%) — a;f* (2) — £, (2) = 0.
Diese Gleichung hichstens (n —1)-ten Grades besitzt im Innern des
Einhestskreises ebenso viele Wurzeln wie die Gleichung (1).
Ist endlich |a,| ='|a,|, so miissen zwei Fille unterschieden werden.

111, Fall: .
Qy=80,, @ =&, 4, ..,y =88, 4., (fﬁi:l;ké[%])’

aber
A == e p—i.
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Man setze dann
Ax— 80n -k — b
)

und wende auf die Gleichung
: 5 ‘
(2% +25:) f(2) = 0

die unter 11 vorgeschriebene Operatton an. Man erhilt dann sofort eine
Gleichung n-ten Grades, die unter I gehért und im Innern des Einheits-
kreises die gleiche Anzahl Wurzeln besitzt wie die Gleichung (1).
IV. Fall: :
a, = ey, (»=0,1,...,n; |e]=1).%)

In diesem Fall hat die Gleichung
fi(z)=ar1f (i—) =@y "1+ 2a, 2" ..+ (n—1)a, 2+ nay =0

ebenso viele Wurzeln im Innern des Einheitskreises wie die Gleichung (1).
2, Wendet man dieselbe Regel auf f,(z)= 0 an, so gelangt man
zu einer Gleichung hochstens (n — 2)-ten Grades f,(#)=0 usf.,, bis man
nach hochstens n — 1 Schritten auf eine Gleichung st6B8t, von der man
weiB, wie viele Wurzeln sie im Innern des Einheitskreises besitat.
3. Die Anzahl der auf dem Rande des Einheiiskreises
liegenden Wurzeln erhilt man folgendermallen:

Ist die Gleichung s-ten Grades
f ,,(:E) =0

die erste unter 1V fallende Gleichung, auf die man bei Anwendung unserer
Regel stofit, und hat
prf1
fons(2) =21 £1(1) =0
! Wurzeln im Innern des Einheitskreises, so besitzt die Gleichung (1)
— und auch f,(z)=0 —

b ==s8— 21

Wurzeln vom absoluten Belrage 1.

4. Stellt sich bei Anwendung unserer Regel heraus, daB die zweite
unter IV fallende Gleichung, auf welche die Regel fiihrt, ¢, Wurzeln vom
absoluten Betrage 1 besitzt, so hat die Gleichung (1) mindestens t, — ¢,
voneinander verschiedene Wurzeln auf der Peripherie des Einheitskreises.

*} Bei reellen Koeffizienten: Reziproke Gleichung.
Mathematische Zeitschrift. X1V, 8
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§ 2
Beweise.

1. Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Regel beruht auf cinem
oft gebrauchten

Hilfssatz®. Ist auf dem Rande eines Kreises K bestindig
(2) L (@) > v ()],
so verschwinden die deiden Polynome

) @(x)
und :
p(2) -+ y(x)

wn Innern von K gleich oft.

Dieser auch noch fiir allgemeinere Bereiche und beliebige analytische
Funktionen giiltige Satz pflegt mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln
bewiesen zu werden, .er ergibt sich aber auch sehr leicht aus der Stetig-
keit der Wurzeln. _

Versteht man namlich unter i einen der Bedingung

<1
unterworfenen Parameter, so sind die Wurzeln der Gleichung

Dy (x) =p(z)+iy(z)=0
stetige Funktionen des Parameters 1. Die Anzahl der in X gelegenen
Warzeln dieser Gleichung kénnte sich infolgedessen nur dadurch indern,
daB mindestens eine Wurzel die Peripherie des Kreises X iiberschreitet.
Das ist aber nicht méglich. Denn wire fiir einen Randpunkt z, von K

und fiir
l4,1<1

Dy, (z,) =@ (2,) + 4 y(z,) =0,
so wiirde daraus folgen
()| < ()],

im Widerspruch mit der dem Satze zugrunde liegenden Voraussetzung (2).

Die Polynome )
Py (2) = (x)

0, (z) = (2) + (=)

haben daher im Innern von K die gleiche Anzahl von Nullstellen.

und

) ") Man vgl. Rouché, ,,Memmre sur la série de Lagrange®, Journal de l’école
polytechmque 29 (Haﬂ; 39), (18!)2), L 217- -"18
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2. Die Gleichungen _
(1) f(z)=agz™ +a, 2" +... 4a,=0
und .
) =2r T (L) = Guar o Gper @i B =0

besitzen dieselben Wurzeln di, @y, ..., Uy VOIn absoluten Betrage 1. Setzt
man ‘

]I(z — ) =y ()

i=1
und

f(@)=x(z)-F(z),

@)= [l ) 2(2)-F*(x),
so ist fiir |z|=1 -
|[F(z)l=

2 F ()| = |F* ()] + 0. |
Wenn daher Hl <1 ist, so hat man auf dem Rande des Einheitskreises '
| F(z)| > |1 F* ()],
daher verschwinden die Polynome ‘
F(x),
F(2)+1F%(x)
nach dem eben bewiesenen Hilfssatz im Innern des Einheitskreises gleich

oft. Die Zahl dieser Nullstellen dndert sich nicht, wenn man mit y(z)
multipliziert. Damit erhalten wir das Resultat:

Fir |11 <1 haben die beiden Qleichungen
fg)=0 und f(z)+2f"(2)=0
die gleiche Anzahl Wurzeln im Innern des Einheitskreises.

Aus diesem Satze ergibt sich die Regel des vorigen Paragraphen fiir
die Fille

I |a| > |a,| und
i la01 <a,]
unmittelbar. 1st aber ’a(,]:——ga,‘[, so liegt es nahe, die Gleichung (1)

mit einem Faktor zu multiplizieren, dessen Wurzeln nicht im Einheitskreis
liegen, durch den aber aus der Gleichung (1) eine unter I oder Il fallende
Gleichung entsteht.

3. Bestehen zwischen den Koeffizienten der Gl. (1) die Relationen

ao-——ea,,, alr—-sﬁ,._l,, caey a,,__1=sii,._.“'1,
8‘
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aber
@ = € Gn—p
n
. E<[2],  el=1 (Fall 1),
80 wird
G(z) = (z*+y)f(=) (Ir[>1)
= ey I E L gy x| el T
+ (7€t )™+ ... + (7 Gn-r + @) T
+ya,,_g+1x"“+...+ya,.=0
eine zu IT gehorige Gleichung, die im Innern des Einheitskreises (und
auci: auf seiner Peripuerie) ebenso viele Wurzeln besitzt wie f(z) =10
Nach II hat man zu bilden
9(z)=73,0(z)—¢a,0"(z)
=& {[(y7 —1)eBn+7 (@ — eln-p)] 2"+ ...+ (77 — 1)%}
Setzt man zur Abkiirzung
b— @ — ea,._ £ 4.0
und wihlt
Y=T57
80 erhalt man
2 9(2)=(3+21b) g,z +...+ 3a,=0,
und diese Gleichung n-ten Grades, die ebenso viele Wurzeln im Einheits-
kreis besitzt wie Gleichung (1), 148t sich nach dem I. Teil unserer Regel
reduzieren.
Existiert ke Index k, fiir den a; < ¢@,-; ist, so filhrt der eben
benutzte Kunstgriff nicht zum Ziel, denn es ist dann
(3) a,f(x) — ayf*(x)=0.
Wir kommen damit zu Fall IV,
4. Ich beweise zunichst den folgenden
Hilfssatz. Zu jedem Polynom ¢ (x) gibt es eine (beliebig klein
wdhlbare) reelle Zahl
§>0,
so dafl das Polynom
v (o) =9 () — Sz p'(z)
m Innem des Einheitskreises genau ebensooft verschwindet wie @ (x).
Liegt keine Nullstelle von ¢ (z) auf dem Rande des Einkeitskreises,
g0 ist dieser Hilfssatz trivial. Es kommt aber darauf an, zu zeigen, dal
die auf der Peripherie gelegenen Nullstellen, solange & hinreichend klein
bleibt, ‘nicht in das Innere des Einheitskreises hineinriicken.
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Sei « eine »-fache Wurzel von ¢ (x) =0, dann ist also.

p(z) = (2 — ¢ y(z) (w(@)+0)

und

_ @, (%) =p(z) —Exg'(z)=(z—a)  h(2),
wobei
(4) h(@) = [(1— 2§z —a]p(z)— Ex(z—a)y'(c)

gesetzt ist. - P:(x) =0 besitzt die Wurzel « (v —1)-fach. Ich werde
zeigen, dafl die »-te « entsprechende Wurzel, dieser Gleichung fiir kleine
Werte von ¢ im Kreis K; mit dem Mittelpunkt

(1478«
LAy

und dem Radius

liegt, woraus folgt, daB sie von groBerem abgpoluten Betrage als « ist.
Man wihle zunichst £ so klein, daB v (z) nur auBerhalb von K; ver-
schwindet und die Wurzel
; av2E?

1—»é

Ty = (1+rde+
der Gleichung
[(H—v&z—ea]y(z)=0

innerhalb des Kreises K; liegt. Diese Gleichung besitzt dann also genau
eine Wurzel in K;. Um nun nachzuweisen, daB das Polynom (4) in
K; genau einmal verschwindet, geniigt es zu zeigen, daB fiir kleine Werte
von ¢ auf dem Rande von K;, also fiir

z=(147E)a-+ et !fe=j—;—cj e"""),
{(1—»é)z—a}y(x)|>|iz(z —a)y'(2))

ist. Danach miiBte sein

{1 =28 [(1+vE) et el — e} pl > |1+ vE) e+ e8] (rat o) '
oder ‘
e —v(va+e)Ely| > 6|1+ 8 e+ e (ve + e)v’],

und das JaBt sich durch geniigend kleine Wahl von &> 0 tatsichlich
erreichen. '

b. Sei nun f(2)==0 eine Gleichung, fiir die die Identitit (3) gilt.
" Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz gibt es eine positive Zahl & < %,
8o dall die Gleichung

(5) f(2)—fzf (@) =(1— n&)agz"+ ... +a,=0
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im Innern des Einheitskreises dieselbe Anzahl Wurzeln besitzt wie f(z) = 0.
Die Gleichung (5) gehort, da

l@y| =|a,}, also (1—né&)la,l<]a,]
ist, unter II. Infolgedessen hat die Gleichung

(6) @(@)=a,[f(x)—&xf"(z)] — (1 —n&)ag[f(z) —Eaf'(2)]* =0
innerhalb des Einheitskreises die nédmliche Anzahl Wurzeln wie
f(z)=0.
Man erhilt nach einigen auf der Identitit (3) beruhenden Umformungen 1)
9 (%) =ao§(2—né) [ ().

Damit ist alse bewiesen:

- Im Fall 1V haben f(z)=0 und f'*(x)=0 im Innern des Ein-
heitskreises die gleiche Anzahl Wurzeln.

Da die Wurzeln der Gleichung

e (1Y
(7) zn-1f (L) =0
aus denen von

f/*(x) - xn—lf” (;1:,) = 0
durch Ubergang zu den konjugiert komplexen Werten entstehen, kann
auch die Gleichung (7) zur Ermittelung der Wurzelzahl der Gleichung (1)
dienen.

6. Wir wenden uns jetzt zur Rechtfertigung der Regel fiir die Zahl
der Nullstellen auf dem Rande des Einheitskreises.

Aus den Uberlegungen in 2 geht hervor, daf in den Fillen I bis III
f(x)==0 und f,(x) =0 fiir |&|=1 dieselben Wurzeln besitzen. Solange .
sich daher die Reduktion der vorgelegten Gleichung nach den Vorschriften
I bie IIT vollzieht, kann man die neu entstehenden Gleichungen statt der
urspriinglichen der Rechnung zugrunde legen.

1% Die Rechnung soll hier vollstindig durchgefithrt' werden. Zuniichst ist
() ~eaf' (@) =a,2"+ (1 =B 2"+ 4 (L =nE) = [*(2) - § [ * (),
so da man fiir (6) erhilt ’

w[f(@) =2 (2)] = (1= &) ao ([ * () — 1" ()]
=nf(z)—a (@) +E(na (@) ~qxf'(z)] +Eaf *(2) - E*nayf*(2).
Der in eckigen Klammern stehende Ausdruck IiBt sich folgendermaBen umformen:

wa, ¥ (2) - ayzf(z) - agy iy, zf"‘. + 2y @4 bndy)
=af"*(2).
Gleichung (6) nimmt daher die Form an:
7(2)=a,§(2—n) ' (2).
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Sei nun die Gleichung s-ten Grades
(8) fu(z) =0
die erste unter IV gehérende Gleichung, zu der man gelangt. Besitzt sie
die Wurzel o, so ist auch % eine Wurzel. Die Gleichung (8) hat daher

ebense viele Wurzeln im Innern des Einheitskreises wie auBerhalb desselben.
Ist I die nach Vorschrift IV usw. berechnete Anzahl der im Innern gele-
genen Wurzeln, so miissen, da die Gleichung (8) im ganzen s Wurzeln hat,

t,=8— 21

von ihnen auf der Peripherie des Einheitskreises liegen.
Zur Bestimmung von ! wird nach IV die Gleichung

rr1
f,,+1=‘—='2:"'1f,, <;> = 0<
benutzt, an deren Stelle auch
2 ___'__-.-/_l____‘--,-,__
(9) f @) = o ) =Frra =0
treten kaun. Die Gleichung (9) hat dieselben Wurzeln vom absoluten
Betrage 1 wie

fl(x)=0.
Die mehrfachen auf dem Rande gelegenen Wurzeln der Gleichung
(1) flz)=0
kommen daher — in einer um eine Einheit verminderten Vielfachheit —

unter denen der Gleichung (9) vor. Besitzt also die -Gleichung (9) ¢,
Wurzeln' vom absoluten Betrage 1, so betrdgt die Anzahl N der verschie-
denen, auf dem Rande liegenden Wurzeln von (1) mindestens ¢, —¢,, Soll
N=t —1t,
sein, so mufl jede auf der Peripherie gelegene Wurzel von (9) auch die
Gleichung (1) befriedigen.

§ 3.
Anwendungen.

1. Jede Gleichung, deren Wurzeln simtlich im Innern des Einheits-
kreises liegen, mige kurz als Gleichung der Klasse K (,K-Gleichung®)
bezeichnet werden.

Aue dem I. Teil unserer Regel aus § 1 ergibt sich unmittelbar ein
von Herrn 1. Schur herrithrender Satz: A

Dann und nur dann gehort die Gleichung

(1) f(z) ~aoan+a,on1 ... +a =0
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zur Klasse K, wenn die Gleichung

1 - " r 1 a
(10) fi(e) = L(@f(e) — a,8"F () = o an 1 4 allan-o- . 4 aill, — 0
dieselbe Figenschaft besitzt und
(11) \ay| > |, |
sst. _

Um diesen Satz auf ein Beispiel anzuwenden, wollen wir annehmen,
daB die Koeffizienten der Gleichung (1) eine monoton abnehmende Folge
reeller, positiver Zahlen bilden:

(12) a,o>a;>...>a,,~1>a,‘>0.

Die Bedingung (11) ist dann erfiillt. Da aus (12) folgt.
_an> _an_l'\/"‘ > —a1> — &g,

so werden die Koeffizienten

@ ,
a, = a,a, —a,a,_, (r=0,1,..., n —1)

der Gleichung (10) wieder eine Folge positiver, monoton abnehmender
Zahlen bilden:
_ a’>a’>...> a,(.l_)g> a,(,‘_)l > 0.
Damit ist aber gezeigt:
Geniigen die Koeffizienten den Ungleichungen (12), so st (1) einé
K-Giewchung.

Es ist das der durch eine funktionentheoretische Anwendung bekannt
gewordene Satz von Kakeyal!).

2. Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen
(hH) f(z)=a,z"+a,z* ' +... +a,=
nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1 besitzt.

Zunichst kann die Gleichung nicht zu den unter I bis III behan-
delten Gleichungen gehoren, da sonst mindestens eine Wurzel im Innern
oder auflerhalb des Einheitskreises liegen wiirde. Es muB alse Fall IV

vorliegen, d.'h. es miissen zwischen den Koeffizienten die Relationen be-
stehen:

(13) a, == Elp_y (le]=1, »==0,1,...,n).
Ferner darf keine Wurzel von
antf’ (l) =0

i) Vgl. E. Landau, ,Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebniése
der Funktionentheorie, Berlin 19186, 8. 20.
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absolut genommen kleiner als 1 sein, da sonst nach IV eine Wurzel im
Innern vorhanden wire. Zu den Bedingungen (13) tritt also hinzu, daB

die Wurzeln
Xy, Loy ooy Tyt

der derivierten Gleichung

der Bedingung
(14) FARY! (=12 ...,m-—1)
geniigen miissen. Andererseits iibersieht man auf Grund der zur Bestim-
mung der Wurzelanzahl auf der Peripherie des Einheitskreises entwickelten
Regel, daf} die Gleichung (1) unter den Bedingungen (13) und (14) wirk-
lich nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1 besitat.

Nach einem bekannten. Satz von GauB'?) liegen die Nullstellen z;

“der Ableitung f'(z) in dem kleinsten konvexen Polygon, das die Wurzeln
der Gleichung (1) umspannt. Es wird daher nur

|z} =1

f(z)=0
ist. - Wird angenommen, daB die Gleichung (1) keine- mehrfachen Wurzeln
besitzt, so kann daher in (14) das Gleichheitszeichen nicht auftreten. Wir

erhalten damit ein von Herrn I. Schur auf funktionentheoretischem Wege
abgeleitetes Resultat *?):

Dann und nur dann hat
. f(z)-——aox"—}—alxn-l_l_'_.+a"=0

lauter (voneinander verschiedene) Wurzeln vom absoluten Betrage 1, wenn
die Koeffizienten den Bedingungen geniigen

sein konnen, wenn zugleich

Ao By = GGy, (»r=0,1,...,n)
und. wenn die Ableitung
: , fl(z)=0
zur Klasse K gehort. »
3. Die in § 1 entwickelte Regel soll noch auf einige numerische
- Beispiele angewandt werden.

Man merke sich fir die Rechnung, daf f(z) mit dem (absolut ge-
nommen) gréPeren der beiden dwupPeren Koeffizienten multipliziert und
hierauf *(x), mit dem kleineren multipliziert, davon abgezogen werden muf.

Gemeinschaftliche Faktoren von @, und a, konnen bei der Multipli-
. kation natiirlich von vornherein unterdriickt werden.

12) Werke 3, 8. 112; vgl. etwa Osgood, Funktionentheorie. 2. Aufl,, S. 210.
1) Auf 8. 136 der in Fuflnote %) zitierten Abhandlung.
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Beginnen wir mit der trinomischen Gleichung 1¢. Grades
22%°4-8a*+ 4 =0.

f;:‘ ........................................................................................................ 12

144 -9€ ; 60

25| 40 — 60

119 | 119
197 140 <96

. 96 119
— 967 > 40 15296

i ¥* *

e N

Die Gleichung besitzt also zwei Wurzeln im Einheitskreis, keine auf
Zu demselben Ergebnis fiir die Anzaht der im Innern

gseinem Rande.
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des Einheitgkreises liegenden Wurzeln unserer trinomischen Gleichung fithrt
auck die in der Einleitung erwihnte Regel von Herrn Bohl
Als zweites Beispiel bhetrachten wir die Gleichung
f()=2%—22"— 42¢ 4 62> + 22 — 6231 54z — 2 =0,
Man erhdlt nacheinander-

f:

fi: (8=26) 1 -2 -2} ¢ | —2|-2] 1
fo=af! ./l> 1| -2 3 4| -5 3
2 1\ - - - -

fig oo -1 5 —9 | —17 8
fi:v... e 18 27 57 49 *
fﬁ: .................................... e e ' 1 1 %*

Die Gleichung hat alsc eine einzige Wurzel, deren absoluter Betrag
<1 ist. f,=0 ist die erste Gleichung vom Typus 1V (reziproke Glei-
chung); ihr Grad ist s==6, die Anzahl ihrer Wurzeln im Einheitskreis
I=1. f{x) besitat alsc

8§ —20=4

Nullstellen vom absoluten Betrage 1, darunter die Wurzel
= —1

aweifach, da dieser Wert auBer f, =0 auch f, = 0 befriedigt. In der
Tat ist

fle)=(2%—2)(2?— 3z + 1)(%“‘—1—1)(34 +1).
Die Rechnung kann mitunter durch ein einfaches Krltenum erheblich
abgekiirzt werden, das aus dem Hilfssatz in § 2, 1 unmittelbar hervorgeht '):
Ist in der Gleickung
g@)=co+c,a4...+c,x" =
. +‘|Cr—1i + {Cia] - [cv-i‘-;'r"i" cootle

Ik

4} Einen anderen Beweis gav D, E. Méyer, NouvasAnn. math. (13) X (1831),
S. 111118,
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s0 besitzt die Gleichung v Wurzeln tm Inmern des Einheitskreises (und
keine auf seinem Rande).

Betrachten wir z. B. die Gleichung

p(z)=2"—82?+22—1=0,
die nach IIT behandelt werden mu. Man findet aus
(z+2)p(z)=2*—a® — 42+ 82—2=0
durch Reduktion
y;(x)=-—x3—l—£x"——5x+3=0.

Zwei Wurzeln der vorgelegten Gleichung ¢ (z) = 0 liegen daher innerhalb
des Einheitskreises, die dritte auBerhalb.

4. SchlieBlich soll noch eine Gleichung behandelt werden, deren Koeffi-
zienten von einem Parameter abhingen:

1 1

ple =)= (1= wly—go) =0}
oder
(15) - (—8+u)z* +(8—2u)a® - pa* 4 2px —u=20.
Es ist das die erste ' Librationsgleichung im Dreikorperproblem. Thre
(einzige) zwischen 0 und 1 gelegeng reelle Wurzel liefert den Sonnen-
abstand des zwischen Sonne und Planeten gelegenen Librationspunktes.
Dabei ist die Entfernung Sonne - Planet =1, die Masse des Planeten = u,
die Sonnenmasse =1 — u gesetzt. Dementsprechend ist s in Gleichung (15)
als ein reeller, auf das Intervall
(16) 0<pu<l

beschrinkter Parameter anzusehen. Die Durchfilhrung der in §1 ent-
wickelten Regel liefert die Folge von Gleichungen (allen Koeffizienten
gemeinsame Faktoren sind weggehoben):

x5 zt ' x3 x® z i
1 =84 1 3-2 i -p 2 —p
T4+u ' -3 -2 3+un 2u - %
1424 | —8-5u | B4Tut2ut | —n Kk | *
143 1—3—buk2ut S Tat4ut T # | % | %
®* [ —3—Su+2ut 4+10u+4pt ] Lokl o
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und damit das Resultat:

Die erste Librationsgleichung (15) besitzt fiir alle Werte des auf das
Intervall (16) beschrdnkten Parameters eine reelle und ein Paar konjugiert
komplexer Wurzeln im Innern des Einheitskreises und keine auf dem Rande.

II Kapitel.

Die zu einem Polynom gehirende Hermitesche Form .

v § 4.
Darstellung der Wurzelanzahl durch §.
1. In der schon in der Einleitung erwihnten Abhandlung ,,Uber
Potenzreihen, die im Innern des Kinheitskreises beschrinkt sind® erhilt

Herr I. Schur aus seiner auf einem kettenbruchartigem Algorithmus be-
ruhenden Theorie nebenbei den folgenden algebraischen Satz!?):

1. ,,Die Nullstellen des Polynoms n-ten Grades
(17) gx)=ay,+az-+.. . +az"

sind dann und nur dann sémtlich im Innern des Einheitskreises gelegen,
wenn die Hermitesche Form

n

9 =2|5nm T Qpy Xrp g+ .. F 0y iﬂnl‘J
A=1
n

- 2!%‘51 + %t an—z‘.xn"z
A=1

pogitiv definit ist, oder was dasselbe ist, wenn die n Delerminanten

Qs 0, o0, ay, @, LG
Ap_y, O, e 0, 0, @y, ..., a0
5. — Ba-v+1s Bp—y+2; -+, Gn, 03 Os <. G
r — . — — —_
do, 0, ey 0, @ny Gues s Tnsviy
a, to, e 0y O’A s s Qpovya
Vayo1s  By_sy ooy Gy 0, O, ..., dy
{(r==1,2,...,n)

positive (von Null verschiedevne) Werte haben.“

1) A. a. 0. Satz XVII.
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Die in §1 aufgestellte Regel gestatiet ss uns nicht bloB, diesen Satz
auf rein algebraischem Wege zu beweisen, sondern auch den viel all-
gemeineren Satz auszusprechen:

I1. Besitzt © in der Normalform n positive und » negative Quadrate
und ist
XAV =", .

so hat das Polynom g(x) n Nullstellen sm Innern wnd » Nullstellen
auferhald des Einhettskreises.
2. Betrachten wir zuerst Fall I unserer Regel:

{a0!<}a"§.

Das Polynom (17) hat dann eine Nullstelle mehr im Einheitskreis als
das Polynom (n - 1)-ten Grades

0, (2)= 1 (a9 (%) — 8,g* (2))
= (B @y — gy )+ (Gn Qs — Qolin_s) B~ ... (G, 0, — Q) x™ 2
—al Lalxd .. ball xn,

dem die Hermitesche Form

n-1

(1) XY @ —) - ! ‘e
£y} (24, Tay - .-, ‘En—x) =z “”u—x Ti A Bplo Tpyy + oo 8 By

i=1

o

n—1
(1) ' 1) ) 1)

2 ; ’a'u i@y Tigy ot oo Buo i Ty {

=1 )

zugeordnet ist.
Wie sich mit Hilfe der Identitat

(‘anlgm ]a0|2)(=a‘2_ |ﬂ|2) = la"a ﬁiiﬂﬂiﬁ_ Ian[} _-a'o“ 2’

(in der man
' €=0 %+ dy_y1 Tty ¥ .. T &%,
B = o)+ @544 "'f‘ L
zu setzen hat), leicht ergibt, besteht zwischen © und ' die Relation?®)
(:a,.&nfaoa‘o)ﬁ(wx» Ty oos @)
w0, (B, @, + ..+ By @) — g (B2, ... a2 )]

(),
. +9 (@ 55 .oy )
oder kiirzer geschrieben
\ ) - . \
{181) Al Plxy 2y, 0, 2,)
(1) (1) =(1) 12 (1
= |8y 3%y + Gpea®a + ... | mn} + 07 (%2, 7, ..., Ta).

"“’) Vgl Joorn. f. Math. 147 (1917), 8. 217, Formel (14).
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Hier ist
Bty = | @a|” — |ap]" 5 0.
Die Hermitesche Form § besitzt also 2in positives Quadrat mehr als ™.
Soll g(«) zur Klasse K gehoren, so ist dafiir notwendig und hin-

reichend, daB |a,| < |a,| ist, und daB

9,(z)=0, g(z)=0, ..., g, ()=
ebenfalls K - Gleichungen sind. Dann ist also § als Summe von » positiven
Quadraten darstelibar, d. h. positiv definit.
3. Wenden wir uns jetzt zu Fall II der Regel:

|20| > |a,|.
Das Polynom (17) verschwindet im Innern des Einheitskreises ebensooft wie

gl( )"‘aog(x) 2,9 ( )
—*(“oao a, n)+(u0 ana’n 1)x+"'+(a0t,zn-l_- a”c‘bl)x“‘l
e aPat . al e,
Auperhalb des Einheitskreises  besitzt g(x) _eihe»Nullstelle mehr als g,(z).
Dem Polynom g, () ist wieder die Hermitesche Form ©™ zugeordnet;

dabei ist aber zu beachten, dal jetzt

a = Gy @, — Gy lip~»
gesetzt worden 1st.

Vermige der Identitit
(ao) =@, ) (& l" = 8]") = |aow — 88"~ |3, — @’

erhilt man zwischen den Hermiteschen Formen £ und " leicht die
Beziehung

(a5 — @,8,)9 (2, 2y, .. -; %,) .
= — | By (ayz, + a,2, +... + @, 2,)— a,(4,%, + 4, z2.+""?l"'axxn)[=
- ge’m(x‘z: Lzs - os xn)
oder
(1811') a}," (%, %, ..., %,) .
— a8z +alm + .. b ail w9V (2, 2a. ., Ta)-
In dieser Forme! ist al’=|q,|" —|a,|’ >0. 9 besitzt also jetzt ein

negatives Quadrat mehr als o

Indem man 9 in derselben Weise auf Grund der Formeln 18;)
- oder (18p) darstellt usw., gelangt man zu der Darstellung der Fcrm by}
in. der Normalform

S 7% I S £770 e SO PV Ly PV Ly Sy P
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Die Anzahl = der positiven Quadrate stimmt mit der Anzahl der Null-
stellen iiberein, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist; die Anzahl » der
negativen Quadrate in der Normalform liefert die Zahl der Wurzeln, die
sich auBerhalb des Einheitskreises befinden.

4. Dieses Resultat haben wir aber bisher nur unter der Voraussetzung
abgeleitet, dal die Ungleichungen

lay | + a1,
lag” |+ |an’,| (r==1,2,...,n—1)

samtlich erfillt sind. Trifit das nicht zu (Fall TIT und IV der Regel),
8o liegt es nahe, an Stelle von g(x)

(19)

g,(x)zao -{—alrx-ri—-...+anr"x"' (r'<1)

zu benutzen. Fiir hinreichend nahe an 1 gewihlte Werte von 7 hesitzt
g,(x) ebense v.:le Nullstellen im Innern des Einheitskreises. Die dén
Ungleichungen (19) entsprechenden Ungleichungen fiir die Koeffizienten
des Polynoms ¢, (z) sind nur fiir endlich viele reelle Werte von r nicht
erfiillt'"); r kann also wirklich so gewahlt werden, daB sich die zu g (z)
gehorende Hermitesche Form §, durch wiederholte Anwendung der
Formeln {18;) oder (18y) in die Normalform iberfilhren 1aBt. Die
sich auf diese Weise ergebenden charakteristischen Zahlen der Form 9,

seien 7, 7,, @,.

Wir wissen, daB =, die Anzahl der Nullstellen angibt, die das Poly-
nom (17) innerhalb des Einheitskreises besitzt. Es fragt sich aber noch,
ob @ mit n iibereinstimmt.

Die Voraussetzung n -4 »=n (¢ =0) besagt mit anderen Worten,
dafl die Form $(zx,, 2,,..., z,) vom Range n sein, d. h..daB ihre De-
terminante H von Null verschieden sein soll. Infolgedessen wird fiir hin-
reichend nahe bei 1 gewahlte Werte von r auch die Determinante H, der
fiir r ==1 in § iibergehenden Hermiteschen Form §,_ nicht verschwinden.

Da8 unter dieser Voraussetzung tatsichlich s, = n ist, ergibt sich
unmittelbar aus Hilfssatz 1 des folgendeh Paragraphen.

Eine ganz dhnliche Uberlegung, bei der man nur 7 >1 zu wihlen

hat, lehrt, dal » mit der Zahl der auBerhalb des Emheltskrelses gelegenen
Nullstellen des Polynoms (17) uberemstlmmt

17} Keine der Relationen ]a(’"] [a}.” , i kann fiir alle r identisch erfiillt sein,

da g, (x) =0 fiir groBe Werte von » eine K-Gleichung ist.
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§5.
Hilfssiitze iiber Hermitesche Formen und Determinanten.

1. Die Koeffizienten ¢;,(r) der Hermiteschen Form

i=n k=n

O(r)= 2 Zcikxi Z, (6= Tix)

i=1 k=1
selen ganze rationale Funktionen eines reellen Parameters r:
culr) = +rRr+ . +rPr.
Unter n(r) verstehen wir die ‘Anzahl der positiven Quadrate, die die
Form §(r) aufweist, wenn man sie in die Normalform
2 ] e 2
by, " o+ oy, — el = | Yemive
transformiert. SchlieBlich sei
H(r)=|eu(r)]
die Determinante der Hermiteschen Form $(r). Es gilt dann der
folgende, einfache

4

I-Iilfsga.tz 1. In einem Intervall
alr<b,

in dem die Determinante H(r) der Form $(r) von Null verschieden ist,
hat n(r) dberall denselben Wert.

Die Zahl n(r) konnen wir nidmlich charakterisieren als die Anzahl
der positiven Wurzeln der Sikulargleichung

Su)=|C—uBl=(—1"u"+...+(—1D"H(r))=0,
wo O = (¢;,) die Matrix der Form () bedeutet. Da S(u) nur reelle
Wurzeln besitzt, kann sich die Anzahl der positiven Wurzeln dieser Glei- .
chung nicht &ndern, solange H(r) = 0 ist.

2. Die Zahl n(r) wird auch durch die Anzahl der Vorzeichenfolgen
dargestellt, welche die Kette der Abschnittsdeterminanten

H(r)=Hu(r), Hy-r(r), ..., Hy(r), 1

der Hermiteschen Form ©(r) aufweist. Unser Hilfssatz besagt also,
daB sich diese Anzahl nur beim Durchgange durch die Stellen 7, dndern
kann, fiir die H(r,) == 0 ist. Setzen wir nun voraus, deB H(r), H,_1(7)
in dem betrachteten Intervall nicht gleichzeitig- verschwinden, so wird
beim Passieren einer Nullstelle von H (r) hochstens eine Vorzeichenfolge
gewonnen oder verloren. Um sich hiervon zu iiberzaugen, braucht man
nur zu bedenken, da man die Determinanten
Hy ((r), Hyas(r), ..., Hi(r), 1

Mathematische Zeitschrift. XIV. 9
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als Kette der Abschnittsdeterminanten einer Hermiteschen Form mit
der Determinante H, () ansehen kann, die — da H,_,(r) an der be-
treflenden Stelle von Null verschieden ist — nach Hilfssatz I keine Vor-
zeichenfolge  gewinnen oder veriieren kann.

Setzen wir weiter voraus, daBl die Kette fiir * = @ nur Vorzeichen-
wechsel, fiir r = b nur Vorzeichenfolgen aufweist und daB H(r) im Inter-
vall @...b genau n-mal verschwindet, so muB offenbar beim Passieren
jeder Nullstelle r, genau etne Vorzeichenfolge gewonnen werden. Wir er-
halten damit den folgenden Satz, der uns in § 7 gute Dienste leisten wird:

Hilfssatz II. Die Delerminante H(r) der Hermiteschen Form
O (r) besitze im Intervail
(J) a<r<b
die n verschiedenem (einfachen) Nullstellen: r, <r, <...<r . Weist
die Kette der Abschnitisdeterminanten

H(ry=H,(r), Hy (), ..., Hi(r), 1
fiir r =a nur Vorzeichenwechsel, hingegen fiir r =0b nur Vorzeichen-
jolgen auf, und verschwinden H(r), Hy_1(r) in J nie gleichzeitig, so
stimmt die Anzahl der in einem Teilintervall von J verloren gehenden
Vorzeichenwechsel der Kette mit der Anzahl der reellen, in demselben
Teilintervall gelegenen Wurzeln der Gleichung
H(r)=0

tiberein.

3. Es soll hier noch ein Satz iiber Determinanten bewiesen weruen.

Hilfssatz III. Sind P, @, R, S8 vier Mairizen desselben Grades
und 18t sowohl P mit R wie auch Q mit S wverlauschbar, so ist
P, Q
PRI
Dabei bedeutet P, wie iiblich, die zu P transponierte Mairiz.

Den Beweis fiihre ich mit Hilfe eines auf der Relation

A,B\ [(A4,0\(E, A7'B
O;D)_'C,E)(LD—CA”B‘
beruhenden Satzes von Herrn L. Schur®):

8Sind A, B, C, D vier Mairizen desselben Gmdes und ist A mit C
vertauschbar, so st

= |P'8' —R'Q'|.

(20)

A, B
C,D
%) Vgl. S.216—217 der in Fufinote %) gitierten Arbeit.

=|AD—CBL
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Aus diesem Satze ergibt sich unser Hilfssatz folgendermaflen.
Zunichst ist

P,Q| |8 R|_
iR,Si“‘Q,P!_"SP*QR"

da 8§ mit @ vertauschbar sein soll, und, da der Ubergang zur trans-
ponierten Matrix den Wert ihrer Determinante nicht &ndert,

P,Q P.Q
R, 8 RS

b

— lP'S’*"R'Q"-_—"|

weil P, R und infolgedessen auch P’, R’ vertauschbare Matrizen sind.

§ 6.
Die Resultante von g und g*.
1. Dem Polynom n-ten Grades
glz)=ay+a,z+...+a,z"

ordnen wir die Dreiecksmatrix n-ten Grades

a,, a,, @z, RS ] Ap—1
A — 0: Qo, @y, ..., Qp-g
0: O, 0, y Qo

zu?®). Thr v-ter Abschnitt

Qo, @, A, ..., Gy_1
Av — 0‘9 aO,. ai, s Ay _2
0, 0, O, vy Qg

kann dann als die dem Polynom
g(Z)=as+ax-+... +az”

zugeordnete Matrix aufgefaBt werden. Zu dem Polynom

n = 1 = - = n
g*(z)=-= g(;)-ran—%a,.-xx%—.-»—!—aox

1) Man vgl. O. Toeplitz, ,Zur Theorie der quadrstischen und bilinearen Formen
von unendlich vielen Verinderlichen “ I. Teil. Math. Ann. 70 (1910), 8. 356.
g
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gehort die Matrix

Ay, Ap-1, ii‘n—2a LRI a; |
A*—‘-'—': ) Ay Ay-1, ..., @ ,
0, O, 0, veey g

deren v-ten Abschnitt (A*)., wir mit 4, bezeichnen wollen.
Einem anderen Polynom
h(z)=by-+b x4 ...+ b,z"

ordnen wir die in derselben Weise definierten Matrizen B und B* zu.
Di¢é Matrizen 4,, B, (und infolgedessen auch 4,, B;,) sind mit-
einander vertauschbar; denn bezeichnet man die zu dem Produkt
- g(x)h(x) = ayby + (a,b, + a, b))z - ...+ a,b, xn
gehorige Matrix 2n-ten Grades mit C, so ist 4, B, nichts anderes als
der v-te Abschnitt dieser Matrix.
Die Resultante der Polynome g(z) und k()

Ay, qp-1, ey G, ‘lao, 0, e 0
O: @y, ceey Qg, : ay, @, ] 0
t
P
O: 0: ceey Gy, i Qp_1; Qu-2, ..., Op
R(gB)= | --mmm oo LTI 2T -
bn; bn~1: ] bl, l. b09 0’ 3 0
0, b’n s b!) : bl) bo, s 0
| -
O, 0: ey bn, : bn-—l, bn-—‘l, very bO

konnen wir auffassen als die Determinante der Matrix

(5 %)
B* B')’

in der die iibereinander stehenden Teilmatrizen miteinander vertauschbar
sind. Wir erhalten daher auf Grund des Hilfssatzes III des vorigen Para-
graphen (Formel (20)) die folgende Darstellung der Resullante srgend
zuweier Polynome desselben Grades:
A%, 4
BY, B

2. Wir setzen nun speziell

h(z)=g*(z),

= |4YB—B" 4].

(1) R(g, )~
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dann wird
ny 1 ”n - 1
W(@) ="k (1) =2"9*(5) =g (o),
also B= A* und B*= 4, und wir erhalten fiir die Resultante von g(x)
und g*(z) nach (21) die Gleichung
1%, 4

PR EIEA Y VT

(22) R{g,g%)=

Bekanntlich ist 4’4 die Koeffizientenmatrix der Hermiteschen Form

”

2

91—:_— E]aoxg+a117/2+.1+---+an—1xn1 5
A=1

man kann daher die Resultante (22) anffassen als die Determinante der
Form

(23) 9(z,, Zgy ..., 2,) = AT— A== V}anx;+&n-1zm bt @ma

A=1
-Z"} Qo X2 -+ @, Tafy ... —}—a,.-;_w,,["’.
A=1
Das ist dieselbe Hermitesche Form, mit der wir uns schon in § 4
beschiftigt haben. Die in Satz I definierten Determinanten
Z:",A, (r=1,2,...,n)
4;, A} C(0p=1)
bilden eine Kette von Hauptunterdeterminanten der Form (23 ), und zwar
ist speziell fiir » == n wegen (22)
(25) o, =R(g,9*)—H
3. Besitzt das Polynom
g(z)=a,+a,z+...+a,z"
nur reelle Koeffizienten, so zerfillt die Resultante R(g, g*). Hierauf

hat E.B. Elliott?) zuerst aufmeriksam gemacht, die Zetlegung mt aber
erst von W. W. Taylor #1) wirklich durchgefithrt worden.

(24) d,= =AY 4 - 44,

20) ,On the Existence of a Root of a Rational Integral Equation”. Proc. Lond.
Maith. Society 25 (1894), S. 173—184.

2  Evolution of a certain Dialytic Determinant“. Proc. Lond. Math. Society 27
(1896), S. 60—66. ’

.~ Man vgl. besonders den Aufsatz: ,,On the Eliminant of f(z)=0, f (-i‘-)=0“
von Thomas Muir, Proc. of Royal Society of Edinburgh 21 (1895—1897), 8. 360.
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Setzt man
0, 0, , 0, a,
A 01 01 ’ ao; “1
R ,
O: a’o’ ’ av-—a; ar—z

so ergibt sich nach einigen Umformungen

(248) 6, =|AS+ 4,]-|4F— 4, (v=1,3,.
und speziell fiir die Resultante R(g,g )
(25a) 3, '-:(_1) g(1)g( *l)lAn 1“‘An 1! ”,

§ 7.

Sturmsche Kette liir die absoluten Betrige der Wurzeln.

N

1. Aus der Resultanteneigenschaft der Determinante von § ergibt
sich ein neuer Beweis des Satzes II und eine Verschirfung des Satzes I.

Das Polynom

g(z)=ay+a,x+...+a,z"
besitze die Nullstellen
Oy, Oy ooy 05

dann verschwindet

; - l — — - n
g¥r{z)=2x g(;) = A Gy X dpT
an den Stellen

= by cey T
«’ w,’ ap

und die Resultante 8, (r) der beiden Gleichungen

und

] _ir . N A . r
Gz = w"g(;)z—aur“-~{— Gy (TP AT} Gy = H (:1:-—-&7

lautet, dargestellt durch die Gleichungswurzeln:

’Sn( —'(a T [[ (u.“ T an a’C} (“/‘ - :i )‘

1'_—_—1

G($)=9(fw)=ao+a1rx+...+a”r”x"..—_a"r”ﬂ<x——~
n=1
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Nun ist ]Ia,——(——- I)"a” also

y=1

(= 1) @,8,)" [[ (o te—r*) =0, [] " = e ) [T (P )

e ey p=1

oder schlieBlich

{26) (3,"(')‘)——|a ]-”H‘rz_‘b—u“vl [[ “"laul)H 7——[(‘,‘“

p>v n=1 u=1
2. Die Wurzeln «, seien nun vorlidufig so gewihlt, dal
1. die n® Zahlen e, &, sémtlich voneinander verschieden sind,

und daB
2. 8,(r), o, ,(r) fiir reelles, positives r micht glelchzeltlg ver-

\ schwmden
Wie man aus (26) unmittelbar ersieht, hat dann die Determinante
9, (r) genau n reelle, positive, einfache Nullstellen: | [< e, | < ... <le 1.
Ferner ist die Hermitesche Form

n
(27) @(r);zldnr”zl+Ear-lrﬂ_lx}.-!—l+"'+a‘}.r)’xni.-,
. 2
y'aox +arz ;4. cta, e,
i=1

fir 7 = 0 negativ, fiir geniigend grofi gewihlte Werte von r positiv de-
finit, erfiillt also alle Voraussetzungen des Hilfssatzes [I in § 5, 2. Wir
haben damit Satz II in etwas anderer Formulierung wiedergefunden:
IT". Die Anzahl der besm Ubergang won r, zu r, verloren gehenden
Vorzeichenwechsel der Kette der Abschnitisdeterminanten

n
a,r, 0. .., 0, a,, a,r- sty Gy ¥R
—_— H -—
Gp1 771 a,r", , 0, 0, a,, A A
By iy P77 @y 02 , oa,r’, 0, 0, . Gy
177 U, , 0, @ 1", gy 1Y Ap—ypy FA77TL
ar, @iy , 0, 0, a,r", s GpeppaThrH2
Ao pr—1 i »—u 7 0 ) ' i r"
r -1 B [(f—e 5 cagy Qg , s U, “ ey ﬂzn'r

(_v'——-——-'(), 1,2,...,m: 9y =1)

der Hermiteschen Form (27) Uefert, falls 6, (r,) und 8,(r,) von Null
verschieden sind, die Zahl der Wurzeln der Gleichung

gix)=aytaz+.. .+az"=0,




136 A. Cobn.

deren absolute Betrdge zwischen den Grenzen r, < r, gelegen sind. Die
Gleichung bestizt dann keine Wurzel vom absoluten Betrage r, oder r,.

3. Der letzte Teil dieres Satzes folgt unmittelbar aus Formel (26).
Wir haben den ganzen Satz aber noch fiir den Fall zu baweisen, dafl die
Wurzeln den Voraussetzungen 1. oder 2. nicht geniigen.

Bedeutet d die kleinste Entfernung der Wurzelpunkte «, von den
Peripherieen der den betrachteten Kreisring begrenzenden Kreise, so be-
sitzt das Polynom

. . - 2
I.(x)=a,,£(z—q,,—uu~- 1v,) (uit+vise<d’)
- ebenso viele Nullstellen in dem Kreisring wie g(z). Fir geniigend klein
gewihltes & sind die zu I'(z) gehérigen (fir =0 in 46, (r,) 4+ 0, bzw.
d,(r,) == 0 iibergehenden) Determinanten 4,(r,j und A (r,}) von Null
verschieden. Wihlen wir jetzt die 2n Parameter w,,wv, so, daB die
n® Zahlen («, 4 u, +1iv,) (& -+ u, — tv,) simtlich voneinander verschie-
den ausfallen und 4,(r), 4,_, (r) fiir » > 0 nicht zugleich verschwinden,
so gilt uncer Satz fiir das Polynom I'(z). Auf Grund des Hilfssatzes I
(§ 5, 1.), den wir der Reihe nach fiir die Parameter u,, v,, u,, v,,..., %,, ¥,
anwenden diirfen, ergibt sich dann Satz II" auch fiir das Polynom g(z).

4. Ist 6,(1)=6,=1a,|*" J] (1— a,&)=0, so koénnen nicht alle
"y

Wourzeln im Innern des Einheitskreises liegen. Satz 11’ liefert daher als
spezielles Resultat den Satz I. Wir sind aber jetzt in der Lage, diesen
Satz noch etwas zu verschirfen.

Ia. Besilzen die n Determinanten
Sy gy .y 0

n

positive Werte, so sind die Waurzeln der Gleichung g(x)~ 0 dem abso-
luten RBetrage nach sogar

3y
<1 )n’:'m Iin
Es sei njmlich
I">r.-_=‘¢zlf\é]a,l} (p=2,8,...,n).

Denn ist nach (26)
n
'sn= lanlznﬂ-l 11— “.tl@"'e I.[(l - |aﬂi:) < la’n

2n Zu(n—l)(l _ ,r-_g)’

> u=1
also
. ba EN 2 by
r<i —12”‘"_”1%]2” < <1_ 2"'""“1(:,.[2”) 4 r< 1—_2”’-""’11(1,,,2'"

wie zu bewelsen war.
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5. Besitzt die Gleichung g(z) = 0 nur reelle Koeffizienten, so zer-
fallen die Determinanten 8,. Die Ungleichungen des Satzes I lassen sich
dann durch die doppelte Anzahl einfacher gebauter Ungleichungen ersetzen.

Ib. Die Nullstellen des Polynoms mit reellen Koeffizienten
g(x)=a0+a1x+"'+a'nx” (a’n>0)

liegen dann und nur dann sémilich im Innern des Einheiiskreises, wenn
folgende 2n Ungleschungen erfiillt sind:

g(1)>0, (=1"g(—1)>0,

l aﬁ: Ap-15, -5 Qp-visz, Tn—»i1 —l" Qo
0’ a4, s an-r+8+a0, Ap—vi2 + a,
d’ P T T ‘. . o > O’
0, a’o7 LR ] aﬂ+av—3a an—1+aw—'3
a’o, a,, ceny Qygs an+a'v—1
Ay 5. . aﬂ-—l,_ cees Bp_yya, Ap—r+1— Go
’ O’ an! > an—v+3'_ao3 aﬂ—v—l»?‘“a’l
d' e > 0
0, —Q, veny Qup— Qy_3, a,,_; -— qp_g
'—aha —ay, ety — @y—2, a_n“a'v—l

(r=1,2,..., n—1)
Die absoluten Betrige der Wurzeln sind dann sogar sdamilich

g(1){g(=1)|dn=s
2n'~n+la:n

<1-—

Auf Grund der Relation (24a) ist nimlich
8, =d,d, (r=1,2,...,n—1)

5= (= 1)"g (1)g (~ 1)dils.
Sind also die 2n Ungleichungen des Satzes erfiillt, so erweist sich g(z)
nach Batz I sofort als ein Polynom der Klasse K.

Es bleibt noch zu zeigen, daB umgekehrt die Ungleichungen sdmt-
lich erfiillt sein miissen, wenn g(z) =0 eine K - Gleichung ist. Aus dem
Satz I folgt, da8 dann fiir » > 1 die Determinanten ¢, (r) positive, ,von
Null verschiedene Werte haben. Setzt man entsprechend Formel (24a)

8,(r)=d,(r)d,(r),
so konnen daher die Determinanten .d,(r), d,(r) *fiir = >1 nicht ver-

schwinden. .Thr Anblick lebrt aber sofort, daB sie.(infolge der Annahme
a, > 0) fiir grofles r positive Werte haben. In derselben Weise kann man

und nach (25a)
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schlieBen, daB die fiir r > 1 von Null verschiedenen, fiir groBe Werte von r
offenbar positiven Polynome

g(r)=a,+a,r-+... +a"r"_r,
(—=1)"g(—r)=(—=1"ay+(—1)""a,r+... +a,r"

auch fiir r = 1 positive Werte besitzen miissen.

§ 8.
Eine Anwendung des Satzes I.
1. R. Jentzsch?) hat folgenden Satz aufgestellt:
Die Gesamiheit der Werte w, fiir welche die Wurzeln der Gleichung
g(z)—w=0

sdamtlich in etnem konvexen Bereiche B, liegen, bildet ebenfalls einen
konvexen Bereich B,.

Man kann das auch so ausdriicken:

Ein’ Polynom mimmt auferhalb eines konvezen Bereiches B, jeden
Wert an, hochstens mit Ausnahme der Punkte eines konvexen Bereiches B, .

Fiir rationale Funktionen kann dieser Satz nicht mehr ohne Ein-
schrankungen gelten, wie schon die durch i vermittelte Abbildung zeigt **).

Es gilt aber folgender, den Satz vop Jentzsch als speziellen Fall ent-
haltender Satz: ‘
IIL. - Eine rationale Funktion
_ g(x)
R(z) = " (z)

nimmt auferhalb irgendeines Kreises, in dem (und auf dessen Rande)
sie keinen Pol besitzt, jeden Wert an, hichstens mit Ausnahme der
Punkte eines konmvexen Bereiches.

Es geniigt offenbar, diesen Satz fiir den Einheitskreis zu beweisen.
Die beiden Polynome

— ] e WL k
(28) g(x)=a,-+ax4 ... +azx¥

mogen teilerfremd sein; dann verschwindet h(z) nur auBerhalb des Ein-
heitskreises. Es kommt also nur darauf an, fol-
gendes zu zeigen:

) Archiv d. Math., 3. Reihe, 25 (1917), S 196,
Aufg. Nr. 526.

%) 7. B. geht der Dreiecksbereich 8, durch Spiege-
lung am EK. in den wnicht konvexen Kreisbogenbereich
8, iiber (s. nebenstehende Figur)
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I, Sind
F(w,|®)=g(x) —w h(z)=0
und _ A
F(w,lz)=g(x) —w,h(x)=0
Gleichungen der Klasse K und ist h(x) fir |z| <1 von Null versclie-
den, so liegen die Wurzeln der Gleichung

(29) F (1"_}‘ﬁ

x)=g(x) — ﬂ%&h(:&) =0

nicht aupferhalb des Einheitskretses.

2. Wir wollen zunéchst annehmen, daB g(z) und A(x) Polynome
desselben Grades » sind. Bedeuten 4, A* bzw. B, B,* die ihnen zugeord-
neten Matrizen, so gehéren zu F (wix) die Matrizen

A—wB und A4* - &B*.

Es ist also zugeordnet dem Polynom

g(x)
die Hermitesche Form mit der Koeffizientenmatrix
A*"4*—4'4,
ferner :
h(x)
die Form

: & =B"B*- B'B,
schlieSlich gehort »n

F(wlz)=g(x)— wh(x)
die Hermitesche"Form A
9 (w) = (A* — wB*) (4* — #B*)~ (4"~ B (4 — wB)
=A% 4*— 4’4 +|w|’(B¥B* — B'B)
—w(B*A*+ 4'B)— w(A*'B*4- B'4).
Man erhilt nun

(293). 2@("’1“;%&) — @(wl)—!—-b(m?) _{_{2\&1&'2_ ([wl‘le‘é" lwf_-l‘!)} Iy
~9(w) + 9 (w) — 3w, — 0, 'R

Hier sind die Hermiteschen Formen ©(w,) und $(w,) nach Satz I
positiv definit, hingegen ist ® als die dem nur fiir || > 1 verschwinden-
den Polynom h(x) zugeordnete Hermitesche Form negativ definit. Da-

her ist @(ﬂ—;% positiv definit, d. h. die Wurzeln der Gleichung (29)

liegen simtlich im Innern des Einheitskreises.
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3. Der Fé.ll, daB die Polynome (28) nicht denselben Grad besitzen,
148t sich leicht auf den eben behandelten zuriickfithren. Setzt man nidmlich

1 = ) & ", e
ZIEZ‘LZEZ)LL, (le] < Min (2 (=)])),

so liegen auch die Nullstellen des Polynoms %, (%) simtlich auBerhalb des
Einheitskreises **), und es ist infolgedessen

(n=k+14+1)

7,(2) = 25 (2) = g (2) — LR (@) + 0 (125 ) 2"~ 0

eine K -Gleichung. Durch den Grenziibergang |¢| — 0 iiberzeugt man sich
nun sofort davon, daBl die Wurzeln der Gleichung (29) nicht auBerhalb
des Einheitskreises liegen konnen.

4. Satz III gilt auch noch, wenn A (z) nur in Punkten verschwindet,
die zu dem Kreise spiegelbildlich liegen und wenn der Grad von g(z)
den Grad des Polynoms % (x) nicht iibersteigt.

Einé lineare Transformation des gegebenen Kreises in den Einheits-
kreis fithrt spiegelbildliche Punkte in ebensolche iiber, wir diirfen uns da-
her wieder auf den Einheitskreis beschrinken. Es soll dann also

Wz =tk (1) =eh(a) (Jel=1)
sein. In diesem Falle ist aber
B*~:¢B, BYB*-B'B=0;

d. h. die Hermitesche Form & verschwindet identisch. Wir konnen da-
her wieder aus Formel (29a) schlieBen, daB

F ('w‘-;—‘wQ

x) == {)

eine Gleichung der Klasse K ist.

Besitzt z. B. A(2) nur reelle Koeffizienten, so liegen die Nullstellen
dieses Polynoms zur reellen Achse spiegelbildlich; daher bildet

R(z)= &)

die Halbebene J (%) > 0 auf die ganze Ebene oder das Aulere eines kon-
vexen Bereiches ab. '

) Vgl. §2, 1.
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III. Kapitel.-

Kompositionssiitze.

§ 9.
Satz von Grace.

1. Als K-Gleichung soll im folgenden jede Gleichung bezeichnet
werden, deren Wurzeln simtlich im Einheitskreise mit Einschluf seiner
Peripherie liegen *).

Der Gracesche Kompositionssatz, fiir den hier ein neuer Beweis ge-
geben werden soll, 18t sich dann folgendermaflen aussprechen:

IV. Ist
A(“’):.“o“?‘ (?)alx—{-...ﬁ— (Z)a,x'—i—... 4+ a2 =0
esne K-Gleichung und
\ .
B(z)=b+(1)bw+ ...+ (b2 4 ...+ buzn =0
eine K -Gleichung, so ist
C(x)=a,b, + (’:) abz+4 ...+ (7:) ab 2+ .. a b =0
eine K -Gleichung.

Dieser Satz ist vollig dquivalent mit der Behauptung:

Fiir irgend zwei den Voraussetzungen des Satzes IV geniigende Glei-
chungen ist

c(1)=2 (" ab, +o.
»=0
Denn ist
C(r)=0 (Irt21)
und setzt man @ = Vyz, so ist

A= a(Vrn) =3 (e vz —o

r=0

wieder eine K -Gleichung und
B =B(Vy2)=23 (s Vre=0
=0

wieder eine K -Gleichung, und fiir diese beiden Gleichungen wird

C(2) =2(’:) a,b, 772" = C(yz),

r=0

m‘)‘ Jede Gleichung der Klasse K ist also eine K-Gleichung.
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alko §(1)=C(y)=0. Ist andererseits C(z)=0 eine Gleichung der
Klasse K, so ist natiirlich C(1) 4 0. '

2. Ich fiihre den Beweis durch Induktion. Fiir lineare Gleichungen
ist der Satz trivial; er sei bereits fiir Gleichungen (n — 1)-ten Grades
vollstindig bewiesen.

Sei zuniichst
a, =0,
d h

ta@=(Nat -+ () enr+. om0,
'};B,(x)= b1+---+(n:l>bv+1zv+--~+_vbn5""1=0

ist als derivierte Gleichung einer K -Gleichung ebenfalls eine K - Gleichung.
Wenden wir auf diese beiden Gleichungen (n — 1)-ten Grades unseren
Kompositionssatz an, so ergibt sich .

‘;?0(”) = (';) a b, + ...+ (,A:_])a'f+1b7+lzv + .ot aabn-?""‘ = 0.

Damit ist dieser Fall erledigt.

3. Sei jetzt
a,+0.
Setzt man

B, (z)=2"B ('— ;:') =5, - (?) b,..® +-(g) b';—z‘?e — oA (—1)"by2",
so kann

C(1) = ayb, + (%) a,b, + ("Yayb, + ... + a,b,~(4,B,)"

als bilineare Invarianie der beiden Polynome A (z) und B,(z) aufgefaBt
werden.

Ist nun « irgendeine Wurzel der Gleichung A (z) =0, so fiithrt die
lineare Transformation des. Einheitskreises. in sich

a4tz

T=T1taz

mit der Determinante 4 == 1 — @a > ( den Punkt « der z-Ebene in den
Nullpunkt der z-Ebene iiber und es wird

o a2 1 'R
Akx}_A(l-!—'&z) '(1+&z)"A(z)_-0’

1

(Wasz)”

I

B(z)=B (1a++azz)

B(z)=0,
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wobei
A(z)—( )alz+< )&gz“+...+ﬁnz"=0
eine K-Gleichung,
B(z)=8,+ (D) b2+ (}) B2+ ...+ 5,27 =0
eine K -Gleichung ist.

Da @, =0 ist, so wissen wir schon, daBl das durch Komposition der
beiden letzten Gleichungen entstehende Polynom

C(z)—()a,b z—l—( )a,bz +...+a,b,z2"
zur Klasse K gehort. Daher ist
C(1)+ 0.

Setzen wir wieder’
—~ ”n - ]
B(2)=2 B(“;),
so wird
C(1)=(4,B)"=4""(4, B)"=47"C(1)+0,
und damit ist Satz IV vollstindig bewiesen.
4. Geniigen die reellen Zahlen

Coy 0y nes O

den Ungleichungen
(30) 0<0,<e<...La,
so ist nach dem Satz von KakeyaZ*®)

B s A i LA S L
eine Gleichung der Klasse K. Indem wir sie mit der K-Gleichung
(31) g(z)=ga,+a,z+a,z°+...+a,2"=0 |
nach Satz IV komponieren, entsteht die K-Gleichung

h(z)=oya,+11e,a, 2 + 2leya, 224 ... 4 nle,a,2" =0.

Die absoluten Betrige der Wurzeln dieser Gleichung sind daher, wenn
die Ungleichungen (30) erfiillt sind, sémtlich kleiner als der Betrag der
absolut gréfBten Wurzel der Gleichung (31).

5. Bedeutet G die einzige positive Wurzel der Gleichung
(82) (@) =|{a]|+|a|z+... +[aa]z*! ~la,|2" =0,

) vgl. §8, 1.
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80 liegt mindestens eine Wurzel der Gleichung (31) im Kreisring
VZ—1e<|s|<@
und keine Wurzel auflerhalb des Kreises
= <.

Der zweite Teil dieses Satzes ist trivial. Bedeutet B den Betrag
der absolut groften Wurzel(n) der Gleichung (81), so ist zu zeigen, daB
Rx:(V2-1)6

ist.
Die Gleichung (32) entsteht durch Komposition von g(z)=="0 mit
B Qe (e — oo

Jay ] | Gn 1‘ fa,!

wo fiir @, =0 —-durch Null zu ersetzen ist. Dle absoluten Betriige der

l‘ a,, |
Wurzeln dieser Gleichung sind nicht gréBer als die einzige positive Wurzel
der Gleichung

T P )

d. h. nicht groBer als Vfl Infolgedessen muf
. - 2

R
Va1’

also ‘
rR>[V2-1)¢
sein.
DaB hier das Gleichheitszeichen wirklich auftreten kann, lehrt das

Beispiel g(z) — (1+2)", R=1, @ = ——.
V2 -1

§ 10.
Satz von Egerviry.

1. Bei dem Beweise des Graceschen Kompositionsshtzes hatte sich
folgendes ergeben:

Liegen die Wurzeln der Gleichung
A(2) =agt+ (1) az+ (5 az+... +a,2"=0
samtlich im Innern, hingegen dz'e; Wurzeln der (lesichuny
B(2)=a"B(~7) =b,— (})b,caz+ ...+ (—1)"82"=0
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samtlich auferhalb oder auf dem Rande des Einheitskreises, so ist die
bilineare Invariante

N
(33) (A,‘B,)"=1%:(:‘)a, b,
von Null verschieden.
Fiihrt man durch eine lineare Substitution den Kreis [z| <1 in die
Halbebene J (%) > 0 iiber, so erhdlt man wegen der Invanantenelgenschaft
des Ausdrucks (33) das Resultat:

Liegen die Nullstellen des Polynoms Av(x) samtlich in der Halbebene
J (x) > 0 und die des Polynoms B(x)simtlich in der Halbebene J (z) 2> 0,
80 ist

aobo+ (1) @b, + (3) by + .. + @, b, 4 0.

Sei nun y eine Zahl mit negativem imaginiren Bestandteil. Besitzt
die Gleichung

A(z) =d,+ (';)dlx—}— (Z) a,z*+ ... +d,z"
lauter reelle, negative Wurzeln, so. liegen die Waurzeln der Gleichung
A(zx)=A(yz)=a,+ (’;)dlym—f— (g)d,73x2+ .t a,y"s" =0
siémtlich in der Halbebene J(x) > 0; infolgedessen ist
Goby+ (1) @b,y + (5)abyy* + ... +d,b,p" +0.

Wir haben damit folgenden Satz gefunden:
V. Besitzt die Gleichung

(34) A(Z)=%+(?)a,x—{—’(g)a,zx"—i—...—|—ana:"=0
nur reelle, negative®) Wurzeln und liegen die Wurzeln der Gleichung-
(35) B(z)_b +( )b x—}-( )bgz'z—}—..ﬂ.-{—b”;'c”:;o

sdmtlich in der Halbebene
J(x)=20,

so befinden sich auch alle Wurzeln der Gleichung
(86) - C(:c)—aob —J—( )a b,z +- < )a byz* . .+anbnx"%0
sn derselben Halbebene.

¥ Allgemeiner: nichtpositive.
Mathematische Zeitschrift, XIV. 10
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2. Sind die Wurzeln der Gleichung B(x)= 0 samtlich reell, so kann
das Polynom C(z) offenbar keine imaginire Nullstelle haben. Indem
wir dieses Ergebnis mit Satz IV kombinieren, erhalten wir einen Satz des
Herrn Egervary:

V'. Sind die Wurzeln der Gleichung (34) similich reeil, nichtnegaﬁv
und kleiner als 1, die der Gleichung (35) samtlich reell und im Intervall

—aLx< +a

gelegen, so sind alle Wurzeln der Gleichung (86) ebenfalls reell und
ltegen in demselben Intervall.

3. Sei
glz)=a,+ a2+ a,2*+... + a,z*
-ein Polynom mit lauter reellen, nichtpositiven Nullstellen;
h(z)=by+ b, 2+ by2* + ...+ bzt

ein Polynom, dessen Nullstellen simtlich in der Halbebene J(z)=>0
liegen. Kompeniert man dann die Gleichungen n-ten Grades

z"g (i—) =gz *ta,_ zr k1 Lz =0,
xv"i;(-i-) =Dzt 4 _-b_,_l'x""‘“ d D" =0
und ersetzt man x durch E, 80 entsteht, wenn m die kleinere der beiden
Zahlen k, I bedeutet,
n"p, (z) = a,byz" + 1! a, E,z""—}-;%i 2ta,byzn? + ...
n n » ﬁ -

. 1 n—m
+n—ln~2"'n'—m+lm'a“‘b”’x ’

und die Nullstellen dieses Polynoms liegen in der Halbebene J {(z)= 0.
Diesclbe Eigenschaft besitzen daher auch die Wurzeln der Gleichung

w,(x)=d,b, + I!a,blz-lf;‘-—}'_fiz!agb?z’—}-...

n n n . ) . n_
't'-n__ln_z...n_m+lm.ambmz 0.

Der Gx;enziibergang n — oo liefert uns so den Satz?¥)

) Vgl. 1. 8char; .,Zwef Sitze iiber algebraische Gleichungen mit lauter reellen
Wurseln, * Journ. f. Math. 144, S. 75—-88.
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V1. Besitzt die Qleichung mit lauier reellen Wurzeln -
g(z)=a,+ a,x+a,2*+... +axt=0
keine negativer. Koeffizienten und liegen die Wurzeln der Gleichung
h{z)=by+bx+bx*+ ...+ bl =0
samtlich in der Halbebene
J(z) =0,

so liegen, wenn m die kleinere der beiden Zahlen k, I ist, auch die
Wurzeln der Gleichung

agby+ 11 a, bz -2 a,b,2*+... +mla,b,x™ =0

sdmtlich in dieser Halbebene.
4. Komponiert man auf diese Weise

n 1 2] n
z"g (;)rza"—]-a,,_lz Fa,_,x* ... ayz

mit

. (1 + x)ﬂ,
so wird :

(%) =a,+1! (';) @, %+ 2! (;) a, .2+ ... +nlayz”
ein Polynom mit lautei teellen, nichtpositiven Nullstellen. Komponieren
wir zweitens

(1__}_ z)n
h(z)=by-+ bz} b2+ ... +b,a",

mit
80 ist
9o () =b+1! (7) bz + 21 (3) byz*+ ... +n! b,2"

ein fiir J(z) < 0 nicht verschwindendes Polynom. Durch Komposition
von ¢*(z), @,(x) auf Grund des Satzes V finden wir

ylx)=mnla,b,+ (n —1)! 1! (';)alblx—i—
4+ (n —»)! 9 (’:) a,bz"4...4+n'a b, z"

=n!{ayby+abx+... +ab,z"}

und damit eine Erweiterung eines von Herrn E. Malo?®*) herriihrenden
Satzes :

) »Note sur les équations algébriques dont toutes les.racines sont réellés“, Journ,
de Math. spéc. (4) 4 (1895), 8. 7.

10*
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VII. Sind die Wurzeln der Qleichung
g(@)=a,+a,x+a,z*4... +a,z"=0
samilich reell und nicht positiv und liegen die Wurzeln der Gleichung
h(x)=0by,+bx+bz*+... b 2" =0

sdmtlich in der Halbebene
J(x) =0,

s0 lLegen auch die Wurzeln der Qleichung
agby,+abx +a,b,x*+... +a b x"=0

samtlich in dieser Halbebéne.

Anmerkung bei der Korrektur (29. ITL. 1921).

Mein Sé.tz V findet sich auch in einer inzwischen (Nov. 1921) ver-
offentlichten Note des Herrn T. Takagi®?).

3) ,Note on the algebraic equations*, Proc. of the Phys. — Math. Society of
Japan (3) 8 (1921), 8. 175-179. ’ :

( Eingegangen am 15. August 1921):



