
Uber die Anzahl der Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung in einem Kreise. 

Von 

A. Cohn in Berlin. 

Da~ Problem, die Anzahl der im Innern eines Kreises gelegenen 
Wurzeln einer algebraisehen Gleichung zu bestimmen, wird dureh die 
C a u e h y s e h e  Index- oder Kroneckersohe  Charakteristikentheorie auf 
die Ermittlung der Anzahl der reellen Wurzeln einer anderen Gleiehung 
zt~iickgefiihrti). Fiir den einfachsten und wichtigsten Fall des Kreises 
I z ] ~  R,  auf den man sich oflenbar beschr~inken darf, gibt es aber eine 
Reihe yon Methoden, die uuter gewissen Voraussetzungen die Anzahl der 
in dem Kreise enthaltenen Wurzeln auf einfachere Art  aufzufinden gestat6en. 

Aufler einer Regel flit trinomisehe GleichungeK Von~Herrn P. Bohl~) 
sind hier vor allem einige Noten yon Herrn M. P e t r o v i t s e h  "~) zu nennen, 
der yon der Voraussetzung ausgeht, dal3 man schon einen wurzelfreien 
Kreisring R ~ i x l ~ RI kennt. 

Die notweudigen und hinreiehenden Bedingungen dafiir, daft die ab- 
soluten Betriige der Wurzeln siimtlieh unterhalb einer gegebenen Schranke 
liegen, hat Herr I. S e h u r  d) abgeleitet. Die im I. Kapitel dieser Arbeit 
mitgeteilte Regel, die mit verh~iltnism~ig geringer Miihe die Zahl der im 

~) Naeh Audiihrung einer linearen Transformation k~nnte man auch die yon 
Roa th (,Die Dynamik der Systeme staiTer K6rper", deutsche Ausgabe, Leipzig 1898, 
2, w167 290-307) sowie yon Chipart  und Li~nard (C. R. 157 (1913) ~, S. 837--840) 
ffir die Halhebene entwiekelten Methoden anwenden. 

2) Math. Ann. 6~ (1908), S. 55(i~-56(i. 
-") C. R. 129 (1899), S. 583 u. 878; Bull. de la Soei~t~ Math. de France 86 (1908), 

S. 141-150. 
,) ,~?ber Potenzmihen, die im Innern dos Einheitskreises beschr~nkt sind", Journ. 

f. Math. |47 (1917), S. 205--232, vgl. auch S. '~87 des Aufsatzes: ,t~ber die Verteflung 
der Wurzeln bei gewissen algebraisehen Gleichungen .mit ganzzahligen Koeffizienten"~ 
Math. Zeitschr. I (1918), S. 377-402. 
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Innern und die Anzahl der auf dem Rande eines Kreises gelegenen Wurzeln 
zu ermitteln gestattet, ist nur als eine Erweiterung seines Kriterituns zu 
betrachten. 

Das Hauptresultat des II. Kapite]s ist, da~ die Anzahl der Wurzeln 
der Gleichung 

g(=) == Go+ a l~  +...-~- ~,=~, 
deren absolute Betr~ige kleiner a|s 1 sind, dutch die Zahl der positiven 
Quadrate dargestellt wird, die die Hermi t e scbe  Form 

= + + . . .  + 
~.=1 

n 

~.=1 

in der Normalform besitzt. Fiir den Fall, daft sich alle Wurzeln ira" 
Innern des Einheitskreises befinden, hat Herr I. Schur  dieses Ergebnis 
durch funktionentheoretische Uberlegungen aufgefundenr'). 

Im III. Kapite] gebe ich einen Beweis eines im wesent|ichen school 
von Herrn Grace ~) herriihrenden Kompositionssatzes flit Gleichungen, 
de'ten Wurzeln siimtlich im Innern des Einheitskreises ]iegen, und t~inen 
daraus unmittelbar folgenden Beweis eines Kompositionssatzes yon Berrn 
J. E g e r v ~ r y  7) fiir Gleichungen mit nur reellen Wurzcln. 

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Professor I. Schur  fiir 
seine Anregungen and fiir seinen Rat bei der Abfassung dieser Arbeit 
meinen herzliehsten Dank auszuspreehen. 

I nha l t sve rze i chn i s .  

I. Kapite]: Rege l  z~Jr E f m i t t l u n g  der  Wurze ]anzah l  im Einhei t s -  
kreise.  

w 1. Die Rege]. 
w 2. Beweise. 
w 3. Anwendungen. 

II. Kapitel: Die  zu e inem P o l y n o m  g e h 6 r e n d e  H e r m i t e s c h e  
F o r m  9.  

w 4. Darstellung der Wurzelanzah! durch ~.  
w 5. Hilfss~tze iiber Hermi tesche  Formen und Determinanten. 

5) Vgl. dig (ira Journ. f. Math. 148 (1918), S. 122-145 erschienene) Fortsetzung 
der ersten in der vorigen Ful3note zitierten Abhandlung, besonders S. 134--137. 

e) Proc. Cambridge Phil. Society 11 (1902), S. 352-357. Einen anderen Beweis 
hat Herr G. Szeg6 gegeben (Math. Zeitschr. lS (1922L S. 28.--.55). 

:) Erscheint demniichst. 
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w 6. Die Resultante yon g und g*. 
w 7 ,  S turmsche  Kette fiir die absoluten Betr~ge der Wurzeln. 
w 8. Eine Anwendung des Satzes I. 

III. Kapitel: Kompos i t ionss~ i tze .  

w 9. Satz yon Grace. 
w 10. Satz von Egerv/~ry. 

I. Kap i t e l .  

�9 R e g e l  z u r  E r m i t t l u n g  d e r  W u r z e l a n z a h l  i m  E i n h e i t s k r e i ~ .  

. 

(1) 
and man setze 

Iat nun 

I. Fall: 

so bilde man 

3 1 .  

Die Regel. 

Vorgelegt sei die Gleichung 

f (x )  = aox ~ + a ,x"-~ + . . .  + a ,  = 0 

l~oJ>ia.t, 

aof(s ) -  a,,f*(z) = zf~(z) o. 

Die Gleiehunq (1) h a t  dann ei ne Wurze l  mehr im Innern des 
KinheitMtteiees al~ die Oleiehung (n - -1 ) - t en  Grades 

t; ( z )  = o. 
Ist aber 

II. Fag :  

so bilde man 
laot< L~.I, 

a, , f (s)  - aof*(~) = f , ( x ) =  O. 

Diese (7teidtuttg h ~ s t e n s  (n __ 1)-ten d6rades besitz$ im Innern des 
Eirtheitskreiees ~enso vide Wurzdn wie die Oleichung (1). 

Ist endlich l aol ~~ I, so miissen zwei Fiille unterschieden werden. 
III.  Fall: 

ao=~g,,,  a , = , ~ , , _ , , . . . , a , _ ~ = ~ a ' - . _ ~ + ,  ( ! e i = l ;  k ~ [2]) ,  
abet 
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Man setze dann 

a ~ -  , a , _ k  = b 
ao 

und wende au[ die GTewhung 

die unter II vorgeschriebene Operation an. Man erhiilt dann sofort eine 
Gleiehung n-ten Grades, die unter I geh6rt und im Innern des Einheits- 
kreises die gleiche Anzahl Wurzeln besitzt wie die Gleichung (I). 

IV. Fall: 
( , ; =  o, l ,  . . . ,  n; 

In diesem Fall hat die Gleiehung 

an_ lxn- l+2an_ . ,~  - - ~ - . . . + ( n - - 1 ) a l z + n a  o 0 

ebenso vide Wurzeln im Innern des Einheitskreises wie die Gleichung ( ! ). 

2. Wendet man dieselbe Regel auf f l ( z ) =  0 an, so gelangt man 
zu einer Gleiehung h~iehstens ( n -  2)-ten Grades f , , ( x ) =  0 usf., his man 
naeh h6chstens n -  1 Sehritten auf eine Gleiehung st6l~t, yon der man 
weill, wie Viele Wurzeln sie im Innern des Einheitskreises besitzt. 

3 .  Die A n z a h l  der a u /  dem  R a n d e  des E i n h e i t s k r e i s e s  
l i e y e n d e n  W u r z e l n  erhi~lt man folgendermallen: 

Ist  die Gleichung s-ten Grades 

f~(:~) = 0 

die erste unter IV/allende Gleichung, au/ die man bei Anwendung unserer 
Regel stdflt, und hat 

, ~  1 

l Wurzeln im Innern des Einheitskreises, so besitzt die Gleichung (1) 
- und a ~ h  / '~(x)= 0 - 

t I = : s - -  21 

Wurzeln vom absoluten Betrage 1. 

4. Stellt sieh bei Anwendung unserer Regel heraus, dab die Zweite 
unter IV fallende Gleichung, auf welche die Regel fiihrk t. z Wumeln yore 
absoluten Betrage 1 besitzt, so hat die Gleichung (1) mindestens t ~ -  t._, 
voneinander verschiedene Wurzeln au/ der Peripherie des Einheitskreises. 

~) Bei reellen Koeffizienten: Reziproke G'leichung: 
Mathematische Zeitschriit. XIV. 
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w  

Beweise. 

!. Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Regel beruht auf einem 
oft gebrauchten 

Hilfssatz~).  Ist au] dem Rande eines Kreise8 IE bestdndig 

(2) J~(x)t  > i,~,(~)l, 
So verschwinden die Selden Polynome 

und q~(x) 

im Innern yon K gleich elf. 

Dieser aueh noeh fiir allgemeinere Bereiche und beliebige analytische 
Funktionen giiltige Satz pflegt mit funktionentheoretischen Itilfsmitteln 
bewiesen zu werden, er ergibt sich abet auch sehr leicht aus der Stetig- 
keit der Wurzeln. 

Versteht man n&mlich unter ~ einen der Bedingung 

unterworfenen Parameter, so sind die Wurzeln der Gleichung 

stetige Funktionen ties Parameters ~. Die Anzahl der in K gelegenen 
Wurzeln dieser Gleiehung kSnnte sieh infolgedessen nut dadurch ~ndern, 
daft mindestens eine Wurzel die Peripherie des Kreises K iiberschreitet. 
Das [st aber nicht m6glich. Denn w~ire flit einen Randpunkt x 1 yon K 
und fiir 

)~,1<1 
~,~, (x,)  -= ~(x ,  ) + ~1 ~' (-1) -~- 0,  

so wiirde darau, f01gen 

I v (~,)l  < i ~'(~1)1, 
im Widerspruch mit der dem Satze zugrunde liegenden Voraussetzung (2). 
Die Polynome 

,!., ( . )  = ,p (*) 
und 

haben dal,er im Innera yon K die' g]eiche Anzahl yon Nullste!len. 

~') Man vgl. R0uvh~ , ,,MSmoire sur la s~rie de Lagrange", Journal de l'~cole 
polytee|mique 22 {Heft 39). (18~i2), S. 217---21g. 
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2. Die Gleichungen 

f (  x )  = aoZ" -t- al  x "-1 + . . .  -i- a,, = 0 
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besitzen dieselben Wurzeln ,~, a.., . . . . .  a, vom absoluten Betrage 1. ~etzt 
i l l a n  

r 

/ - - / ( x - ~ , )  = z(~)  
i =1  

und 
f(x) = ~ (x) .F tx) ,  

f*(x) = I I ( -  i~,).z(~).F*(x), 
so ist flit l xl-----1 

= t r ( . ) i  + o. 

Wenn daher I l<, ~o hat man auf dem Rande des Einheitskreises 

I F(x)i  > I ~ * ( x ) i ,  
daher verschwinden die Po]ynome 

F(~),  

nach dem eben bewiesenen Hilissatz im Innern des Einheitskreises gleich 
oft. Die Zahl dieser Nullstellen iindert sich nicht, wenn man mit 7. (x) 
multipliziert. Damit erhalten wit das Resultat: 

Fi i r  I ~ I ~ 1 ha, ben die beiden Gle ichungen 

f (x)  = 0 u n d  f(x)+~f*(x)=O 
die gleicbe A n z a h l  W u r z e l n  i m  I n n e r n  des E inhe i l skre i ses .  

Aus diesem Satze ergibt sich die Regel des vorigen Paragraphen ffir 
die F~ille 

r i~ol > I~,,I und 

H. I~oI <1~,I 
unmittelbar. 1st abet I~01 = i a ,  l, ~o liegt es nahe, die Oleichung (1) 
mit einem Faktor zu multiplizieren, dessen Wurzeln nicht im Einheitskreis 
liegen, dureh den aber aus der (~leichung ( I ) eine unter I oder I1 fallende 
Gleichung entsteht. 

3. Bestehen zwischen den Koeffizienten der GI. (1) die Relationen 

ao = ~ a,, , a~ = e ~,,_ ~ . . . . .  , a i - i  = ~ _ ~ ,  
X* 
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ak + e ~ , , - t  

~-~ ~ ,  1~1=1 (F.n  m ) ,  
so w i l l  

o ( z )  = ( x " +  r ) f (x )  (I r l > 1) 
= ~ g,,:r,,+b + e g, ,_l  : t -+k-1 + . . .  §  a ,_k+~ x - +  ~ 

+ (y �9 ~. + ak)x" + . . .  + (y a ._ .  + a . ) x k  

-+- ?an-~+~x ~-~ + . . .  + ya,, .= 0 

eine zu II geh6rige Gleichung, die im Innern des Einheitskreises (und 
s u ~  auf seiner Peripherie) ebenso viele Wurzeln besitzt wie f ( x ) =  0. 
Naeh II hat man zu bilden 

g(~) = ~ ~. o (~)  - ~ a. o*(x)  

= ~. {[(r7 "- 1)e~.-~--~(a~ -- e a._~)] x" + ..,-{- (7 7 -- 1) a .} .  

Setzt man zur Abkiirzung 

b = a~- ~a._~ + 0 
e a ~  

und w~ihlt 
2b 

so erhMt man 
l 

i~. g(x)  = (3 + 2 I bi)aoX" +... + 3a~= 0, 

und diese Gleiehung n-ten Grades, di~ ebenso viele Wurzeln im Einheits- 
k~eis besitzt wie Gleichung (1), liiftt sich nach dem I. Teil unserer Regel 
reduzieren. 

Existiert ke& Index k, Mr den ak are  ~ - ~  ist, so fiihrt der eben 
benutzte Kunstgriit nicht zum Ziel, denn es ist dann 

( 3 )  ~ . f ( ~ , )  - a . f * ( x )  - -  O .  

Wir kommen damit za Fall IV. 
4. Ieh beweise zuniichst den folgenden 

Hi l fssa tz .  Zu jedem Poly,nom q~(x) gibt ea eine (beliebia klein 
wdMbare) reelle Zahl 

~ 0 ,  
so daft das Polynom 

im Innern. des Einheitskreises genau eoensoofl verschwindet wi~ q~(x). 
Liegt keine Nullstelle yon q~(Z)auf dem Rande des Einheitskreises, 

so is t  dieser Hilfssatz trivial. Es  kbmmt abet darauf an, zu zeigen~ daft 
die auf der Peripherie gelegenen Nullstellen, solange ~ hinreichend klein 
bleibt, "nicht in das Innere des Einheitskreises bineinriicken. 
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Sei g eine u-fache Wurzel yon ~o(x)= 0, dann ist also. 

~ ( z )  = ~ ( x )  - se z ~ ' ( z )  = ( ~  - ~ ) ' - ~ ( ~ ) ,  

h ( x )  = [ (1  - , ~ ) x  - . ]  v ( ~ )  - s e x ( X  - ~ ) v , ' ( x )  

gesetzt i s t .  ~p~(x) 0 besitzt die Wurzel a (u - -1) - faeh .  Ich werde 
zeigen, dab die u-t~ a entspreehende Wurzel, dieser Oleichung fiir kleine 
Werte yon ~ im Kreis K~ mit dem Mittelpunkt 

und dem Radius 

liegt, woraus folgt, dab sie von gr6Berem ab~oluten Betrage als a ist. 

Man wRhle zuniichst se so klein, dab ~p (x) nut auflerhalb yon K~ ver- 
schwindet und die Wurzel 

~z 

der Gleichung 
[ (1  - ~se) ~ - ~ ]  w( ix )  = 0 

innerhalb des Kreises K~ liegt. Diese Gleichung besitzt dann also genau 
eine Wurzel in K~. Um nun naehzuweisen, dab das Polynom ( 4 ) i n  
Kf genau einmal verschwindet, geniigt es zu zeigen, dal] fiir kleine Werte 
von ~ auf dem Rande yon K~, also tiir 

[{(1--  u s e ) x "  ~}W(x)] > [sex(x--,a) W'(x)[ 

ist. Danach miiBte sein 

{{(1 -- u~) [(1 + 7.se) u + ese] -- a)  ~o I ~> [seo. [(1 + us e) a -{-, sse] (v .  -+- s) ,#'[ 

oder 

u n d  das tiigt sioh durch geniigend kteine Wahl yon se > 0 tats~hlieh 
erreiehen. 

5. Sei nun f(x)~--'O eine Gleichung, fiir die die Identit~Lt (3) gilt. 

Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz gibt es eine positive Zahl ~ ~ ~ ,  

so dab die Oleiehung 

( 5 )  f ( z )  -- $ z f '  (z) = (1- -  nse)aoz" + .,.  + a , =  O 
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im Innern des Einheitskreises dieselbe Anzahl Wurzeln besitzt wie f(x) ~- 0. 
Die Gleichung (5) gehSrt, da 

iaol ~ la~l, also (1 - n~)laol < la.l 

ist, unter If. Infolgedessen hat die Gleichung 

(6 )  q ; ( x ) =  ~ , [ f ( x )  - -  ~ x f ' ( x ) ]  - -  (1 - -  n $ ) % [ f ( x )  -- ~ x f ' ( x ) ] * - -  0 

innerhalb des Einheitskreises die ni~mliche Anzahl Wurze ln  wie 

f ( x ) - -  O. 

Man erh~lt  nach einigen auf der  Identit~it  (3)  beruhenden Umformungen  TM) 
r = a o ~ ( 2  - -  n~)f'*(x). 

D a m i t  is t  also bewiesen: 

Ira _~al[ IV  haben f ( x ) =  0 und f '* (x ) - - .  0 im Inner~, de8 Ein- 
heitskreises die gleiche Anzahl Wurzeln. 

Da die Wurzeln  der Gleichung 

, t '(1) = o  
aus denen yen  

o 

dutch Oberlang zu den koniugien komplexen Werten entstehen,kan, 
aach die G le ichung  (7 )  zu r  E r m i t t e l u n  t t ier W u r z e l z a h l  der  G le ichung (1 )  
dienen. 

6. Wi t  wenden uns je tz t  zur Recht fer t igung der Regel  fiir die Zahl  
der Nulls tel len auf d e m  Rande des Einheitskreises. 

Aus den Uber legungen in 2 geht  hervor,  dal~ in den F~illen I bis I I I  

f ( x )  ~ 0 und [~ (~) ~ - 0  fiir I x l ...... 1 dieselben Wurzeln besitzen. Solange �9 
sich daher  die Redukt ion  der vorgelegten Gleichung nach den Vorschrif ten 
I b i s  I I I  votlzieht,  kann  m a n  die neu ents tehenden Gleichungen s ta t t  der 
urspriinglichen der Rechnung zugrunde legen. 

~o) Die Rechnung soil bier vollstiindig durehgefiihrt werden. Zuniichst ist 

{1'(=) - # �9 t " (z) ]*  = a,~ x" + (1 - ~) a,,__, ~" - '  + ...  4- (1 - n~) ao = f * ( z )  - ~f '*(~),  
so dal~ man fiir (6) erh~lt 

a,, I f ( x ) -  ~'~ f ' ( x )  ] - (1 - n~:) a o [}"* (x)  - ~ f ' *  (x ) ]  
= #,,~ f ( i  ) - ao f* (z )  + ~ [n ao f* (x)  - a, z i f ( z ) ]  .-b ~ ao f '*(x)  .-~'~ n a  o f '*(~). 

Di;r in eekigen Klamlnern stehende Ausdruck lliflt sich fo!gendermal3en umformen: 

n,a.f'*(Z) - d, z f ' (z)  = ao {a,,_ , z, "-~ + 2 (i,,_~ x "-~ + . . .  +,n ao} 

= ao f ' * ( x ) .  
Gleichung (fi) nimmt daher die Form a n :  

(=) =ao ~(2 - -n~)  I"*(Z)~ 
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Sei nun die Oleichung s-ten Grades 

(s) / '~ ( z )  = o 

die erste unter IV geh6rende Gleichung, zu der man gelangt. Besitzt sie 

die Wurzel ~, sr ist aueh =1 eine Wurzel. Die Gleichung (8) hat daher 
f~ 

ebenso vide Wurzeln im Innern des Einheitskreises wie aul~erhatb desselben. 
Ist I die naeh Vorsehrift IV usw. bereehnete Anzahl der im Innern gele- 
genen Wurzeln, so miissen, da die Gleiehung (8) im ganzen s Wurzeln hat, 

~ l = s - -  21 

yon ihnen auf der Peripherie des Einheitskreises liegen. 
Zur Bestimmung yon 1 wird nael~ IV die Gleiehung 

f o + ~  z ' - ~  1". = 0 

benutzt, an deren Stelle auch 

(9) f,'* (x) = x'-' f~, (~) = f . + ,  = 0  

treten kaun. Die Gleiehung (9) h~t dieselben Wurzela veto absoluten 
Betrage 1 wie 

f : ( ~ )  = o .  

Die mehrfaehen auf dem Rande gelegenen Wurzeln der Gleichung 

(1) f ( ~ ) = 0  

kommen daher -- in einer um eine Einheit verminderten Vielfaehheit 
unter deaen der Gleiehung (9) vor. Besitzt also die-Gleiehung (9) t. z 
Wurzeln veto absoluten Betrage 1, so betr/igt die Anzahl N der versehie- 
denen, auf dem Rande liegenden Wurzeln yon (1) mindestens t I -- t.z~ SoU 

N = t , - - t . .  

sein, so mull jede auf der Peripherie gelegene Wurzel yon ( 9 ) a u e h  die 
Gleichung ( 1 ) befriedige a. 

w  

Anwendungen. 

1. Jede Glei~hurtg, deren W~trzelrt 8dmtlich im Innern des s 
kreise~ liegen, mdge kurz als Gleichung der Klasse K (,,K-GIeichung") 
bezeiehnet werden. 

Aus dem I. Tell unserer Regel aus w 1 ergibt sieh unmittelbar ein 
yon Herrn I. Sehur  herriihrender Satz: 

Dann und nut dann geh~rt die Gleichung 

(1) f(x) ~ a o x "  + a , ~ - ~  + . . .  + a,  = o 
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zur Klasse K,  wenn die Gleivhung 

l ( ~o f (x )  --  a ,x ' i  f (~) )  = aloi lxt l- l-~-a~')xi i- ' -P- . . -t- alnl~, 0 (10) f~(a:) == u . = 

dieselbe l~igenschaft besiizt und 

(,11) laol > ta.i  
/st. 

Um diesen Satz auf ein Beispiel an~wenden, wollen wit annehmen, 
da6 die Koeffizienten der Oleichung (1) eine monoton abnehmende Folge 
reeller, positiver Zahlen bi]den: 

(12) ao>  ai > �9 .. > a,,_l > a ,  > 0. 

Die Bedingung (11) ist dann erfiillt. Da aus (12) folgt 

- - a , > - - a , _ ~ > . . .  > - - a , >  ~ a o ,  

so werden die Koeffizienten 

a ~ l l =  a oa , ,  - -  a , a , _ ,  ( v  == O, 1,  . . . ,  n - -  1)  

der Gleichung (10) wieder eine Folge positiver, monoton abnehmender 
Zahlen bilden: 

(x~ . ~  a(t_) ~ > O. a0 "~ > a[  ~ > . . .  > a ,_ .o  j 

Damit ist aber gezeigt: 

Genii.ae~ die KoeOizienten den Ungleichungen (12), so ist (1) eine 
K-Gielchung. 

Es ist da~ der durch eirre funktionentheore~ische Anwendung bekannt 
gewordene Satz yon Kakeya l l ) .  

2. Wir wol!en jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen 

( t )  f(x) =: aox"-}- a i x " " - + -  . . . -p- a, , --  0 

nur Wurzeln vom abaoluten Betrage 1 besitzt. 
Zun/ichst kann die Gleichung niclit zu den unter I b i s  III  behan- 

delten Gleichungen gehSren, da sonst mindestens r Wurzel im Innerv 
oder aul~erhalb des Einheitskreises liegea wiirde. Es muB also Fall IV 
vorliegen, d. h. es miissen zwischen den Koeffizienten die Relationen be- 
stehen: 

a , =  ~ a . _ ~  ( [ ~ 1 = 1 ,  , ,== o, 1, . . . .  n ) .  

Ferner daft keine Wurzel von 

�9 - - , r ' ( ' , )  = o 

n) Vgl. E. Landau, ,,Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse 
der Funktioncntheorie", Berlin 1916, S. 20. 
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absolut genommen kleiner als 1 sein, da sonar nach IV eine Wurzel im 
Innern vorhanden wiire. 
die Wurzeln 

der derivierten Gleichung 

der Bedingung 

(14) 

Zu deft Bedingungen (13) tritt also hinzu, dab 

X 1 ,  X 2 ~  �9 �9 - ,  ~ n - 1  

f ' ( x ) = O  

Ixi] < 1  (i=-1, 2 , . . . ,  n - -  U 

geniigen miissen. Andererseits iibersieht man auf Grund der zur Bestim- 
mung der Wurzelanzahl auf der Peripherie des Einheitskreises entwickelten 
Regel, dag die Gleichung (1) unter den Bedingungen (13) und (14) wirk- 
lich nur  Wurzeln vom absoluten Betrage 1 besitzt. 

Nach einem bekannten. Satz von GauB ~) liegen die Nullstellen x i 
der Ableitung f ' (x)  in dem I~ieinsten konvexen Polygon, das die Wurzeln 
der Gleichung (1) umspannt. Es wird daher nut 

L~,f = 1  
sein kSnnen, wenn zugleich 

f ( x , )  = 0 

ist. Wird angenommen, dag die Gleichung (1 keine- mehrfachen Wurzeln 
besitzt, so kann daher in (14) das Gleichheitszeichen nicht auftreten. Wlr 
erhalten damit ein von Herrn I. Schur  auf funktionentheoretischem Wege 
abgeleitetes Resultat 1.~): 

Dann und nut dann hat 

f(x) = aoX"+ alx " - 1 + . . .  + a,,-- o 

lauter ( voneinander verschiedene) Wurzeln vom absoluten Betrage 1, went, 
die Koe]]izienten den Bedingungen geniigen 

ao ~.  = ~ . a ~ _ .  (r = O, l . . . . .  n )  
und wenn die Ableitung 

f ' ( x ) - -  0 
zur Klasse K geh~t. 

3. Die in w 1 entwickelte Regel soll noch anf einige numerische 
Beispiele angewandt werden. 

Man merke sich ]iir die Rechnung, daft f(x) mit dem (absohtt ge- 
nommen) grSfferert der beiden dufferen Koelfizienten multipliziert umt 
hierau I f* (x), mit dem kleineren multipliziert, davon abgezogen werden muff. 

Gemeinschaftliche Faktoren yon a o und a,, kSnnen bei der Multipli- 
kation natiirlich yon vornherein unterdriickt werden. 

x~) Werke 8, S. 112; vgl. etwa Osgo.od, Fun ktionentheorie, 9.. Aufl., 8. 210. 
is) Attf S. 136 der in FuPmote ~) zitiertea Abhandlung. 
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f: ..... 

A. C~hn. 

Beginnen wit mit der trinomischen Gleichung I0. Grades 
2 z 1 ~  - 4 =  0. 

2 0 0 0 0 0 0 I ~ 0 

.4 

- - 4  

6 

- -3  

- - 1  I , 2 

- -2  4 

2 �9 
! 

6 12 

8 

- -2  

4 

- -1  

- - 6  

1 2  

144 

.... 25 

~ .  119 

1195 

_ 962 

- 8  - -4  

- -8  5 

- 96 (~0 

40 --60 

40 -- 96 

119 119 
x 40 i x - 9 6  

96 119 
y4O x 9 6  

40 ~ 

Die Gleiehung bes i t z t  �9 zwei Wurze ln  im Einhei t skre i s ,  ke iae  auf 

ae inem Rande .  Zu demse iben  Ergeba i s  f l i t  d ie  Anzah~ der  im h m e r n  



Anzahl tier Wurzeln einer algebraisehen Gleichung, 12'I 

des Einheitskreises liegenden Wurzeln un~erer trinomischen Gleichung fiihrt 
auch die in der Einleitung e m 4 h n t e  Regel yon Herrn  Bohl .  

Als zwei~es Beispiel betraehten wit die Gle ichung  

f (x)  == x s --  2x  ~ -  4 ~ - t  - 6x'~-~ 2x ~ --  6x~-~, .- 5x"  + 4x  -- 2 = O. 

Man erh~ilt nacheinander '  

f: l --2 - 4  6 2 

fl (S = 6) I --2 --2 

fs --11 

- ~ a  ' T ,  ~ . 

- -6  5 4 

2 --2 --2 

3 --4 --5 

5 --9 --17 

57 49 

19 17 " 

f4 . . . . . . . . . . . .  19 27 

t'~ . . . .  - 2 

1 

1 

3 

8 

Die Gleichung hat  also e ine  einzige Wurzel, deren absoluter Betrag 
< 1 ist. fl = 0 isC die erste Gleichung y o r e  Typus I V  (reziproke Glei- 
chung); ihr Grad ist s = 6 ,  die Anzahl ihrer Wurzeln im Einheitskreis 
1 - - 1 .  f( ,x)  besitzt also 

s ' ' 2 1 ~ 4  

Nullsteilen vom absoluten Betrage I,  damnter  die Wurzel 

zweifach, da dieser Weft  auBer f,  =: 0 auch fl ~ 0 befriedigt, in der 
Tat  ist 

f ( ~ )  = (x ~- - 2 ) ( z  ~ - 3~ + 1 ) ( ~ +  1) (~  + 1). 

Die Rechnung kann mitunter  dutch ein einfaches Kri ter ium erheblich 
abgekiirzt werden, das aus dem Hilfssatz in w 2, 1 unmit te lbar  hervorgeht ~): 

Ist in der GIeichung 

g ( x ) = % +  c ,x  + . . .  + c . x " =  0 

Ic, l > [c~l + lc~ I + . . - +  Ic,.~i + i c,,+~! + tc, A t + . . .  ~: It.I, 

~) Einen anderen Beweis gad-D. E. Mayer, Nouv.~Ann. math. (13) :K (1891), 
8. 111--I18. 
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so besitzt die Gleichung v Wurzeln im Innern des Einheitskreises (und 
keine au/ selnem Rande ). 

Betrachten wit z. B. d ie  Gleichung 

~ ( x )  - =  z "~ - -  3 x  2 + 2 x  - 1 = 0 ,  

die naeh III  behandelt werden muff. Man findet aus 

(x + 2 )~ (x )  = x i - - ' x  a -- 4x ~ + 3 x - -  2 ----- 0 

durch Reduktion 

~ ( z )  = - z ~ + 1 2 z  ~ - 5 x  + 3 = 0 .  

Zwei Wurzeln der vorgelegten Gleiehung 9 ( x ) =  0 liegen daher innerhalb 
des Einheitskreises, die dritte attfferhalb. 

4. Sehliel~lieh soil noeh eine Gleiehung behandelt werden, deren Koeffi- 
zienten yon einem Parameter abhiingen: 

x + y = l  
oder 

�9 ~ + ( -  3 + ~ ) x '  + (3 - 2~)x  3 -.- t . , x :  + 2 / , x  - / ,  = o. 

Es ist das die erste Librationsgleichung im Dreik6rperproblem. Ihre 
(einzige) zwischen 0 und 1 gelegen$ reelle Wurzel liefert den Sonnen- 
abstand des zwischen Sonne und Planeten gelegenen Librationspunktes. 
Dabei ist die Entfernung Sonne- Planet -~ 1, die Masse des Planeten = /x ,  
die 8onnenmasse ~- 1 -- ~t gesetzt. Dementsprechend ist it in Oleiehung (15) 
als ein reeller, auf das Intervall 

(1~) 0 < / , < 1  

beschr/inkter Parameter anzusehen. Die Durchfiihrung der in w 1 ent- 
wiekelteu Regel liefert die Folge yon Oleichungen (allen Koeffizienten 
gemeinsame Faktoren sind weggehoben): 

a:5 i a :4  a: u a: -~ �9 l 

1 - - 3 + l ,  3 - - 2 p  --It  2p  --/~ 

1+t, --3 -,~ 3+,u 2p - ~  -~ 

l + 2 p  --3--5~ 3 + 7 p + 2 p  ~ --~ ~ 

1+3/4  ! - - 3 - - 5 ~ + 2 ~  ~ 3 + 7 / ~ + 4 f i  ~ ~ ~ 

i--3--51t+2p 2 4+ lOp+4p  ~ ~ �9 -~ 
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und damit das Resultat: 

Die erste Librationsgleichung (15) besitzt ]iir alle Werte des aut das 
I~tervall (16) beschrdnkten Parameters eine reelle und ein Paar konjuqiert 
k, omplexer Wurzeln im Innern des Einheitskreises und keine ltut dem Rande. 

II. K a p i t e l .  

Die zu einem Polynom gehiirende Hermitesche Form ~. 

w 
DarsteUung der Wurzelanzahl  dutch ~ .  

1. In der schon in der Einleitung erwiihnten Abhandlung ,,13ber 
Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschr~inkt sind", erh~lt 
Herr I. Scbur  aus seiner auf einem kettenbruchartigem Algorithmus be, 
ruhenden Theorie nebenbei den folgenden algebraisehen SatzV~): 

I. ,,Die NuUstellen des Polyno~ns n-ten Grades 

(17) g ( x ) ~ a o - - ~ a l x  ~ . ~x 

sind dann und nut  dann sdmtlich im innern des Einheitskreises gelegen, 
wenn die H e r m i t e s c h e  Form 

n 

= ZIf.   + + 
2 = 1  

~ositiv definiS ist, oder waz dasselbe ist, wenn die n Determinanten 

an ,  O, . . . , 0 ,  ao,  a l ,  . . . ,  a~_~ 

a n - , ,  an ,  . . . ,  O, O, ao,  . . . ,  a,._~. 
. . . . . .  ~ . . . . .  , . . . . .  , 

a,,-,,+l, an-~+.~, . . . , a n ,  O, O, . . . ,  a o 

fro, O, . . . ,  O, t~,l, fn-1 . . . . .  a-n2,§ 

al, ao, . . . .  0 ,  0,  /tn, . . - ,  f~-,.+~. 

f v - -1 ,  a t - 2  . . . .  , 50 ,  O, ~ ,  . . . ,  d" n 

. . . . .  

positive (van Nul l  verschiedene ) Werte haben." 

xs) A. a. O. Satz XVII. 
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Die in w 1 aufgestellte Regel gestattet es uns nicht b]ofl, diesen Satz 
auf rein algebraisehem Wege zu beweisen, sondern auch den ~:iel M1- 
gemeineren SaC~z auszusprechen: . 

II. Be~itzt ,~ in der N o r m a l / o r m  ~ posit ive und  ~, negative Quadrate 
und  ist 

~ - ~ -  72 ~ ~'~ ~ . 

so hat das Polynom 9 ( x )  n Nullstellen im Innern und r Nullstellen 
auflerhalb des Einheitskreisea. 

2. Betrachten wit zuerst Fall I unserer Regel: 

t o! 
])as Polynom (17) hat dana eine Nullstelle mehr ~m Einheit~kreis sis 
das Polynom ( n - - l ) - t e n  Grades 

1 
gl (z) .~  ; ( ~i,g (x)  --  a~g* ( z ) )  

= ( ~ , ,  a ,  - -  ao ~ , , - , ) - ~ -  (a,,a~ - - a o ( 6 , - ~ ) x - - ~ - . . .  -~-t a ,  a,. - -  a o a o ) x  "-~ 
�9 {x) . ~ _  - -  (1) ~ g n - I  _(1) L.~b I x , t - an -~  r ' " " " 

dem die He rmi t e sehe  Form 

t $ " 1  

~ n - e  -~ ax 
) . = 1  

(~) , _ (1) ~. 
Z lau x~-r-r ~; .+1i  �9 -~ m _. . . ,  ( $ n - - ) : . g , n _ : j  I 2 

; ' .=1 

zugeordnet ist. 

Wie sieh mit Hilfe tier I den t i~ t  

(I a,, [ ~ -  ] ao]")(] a[ ~ -  ]ill ~) ~= [a,,a - - d o f l i  " z -  ]a, fl --:aoat ~, 

(in der man 

/~ " =  a o x l . - 3  L ( ~ l z ) . t _ l  ~ . . .  - [ -  a , _ ) . x ,  

zu setzen hat), leieht ergibt, besteht zwischen ~ und ~u) die Relation ~) 

(a,, g , , - - a o g o ) ~ ( x  ~, x.~, . . . ,  x , )  
-- [a,, (a,, :r~ + . . . . ~  ~ x , )  - ii o (aox ~ + . . .  -~ a , , . ,  x,,)t "~ 

~ - ( 1 )  : 

oder kiirzer ueschrieben 
_,11 ~ ' (x~  z . . . . .  , z , , )  

( 1 8 ~ )  a . _ ~  , , ,  

�9 ~) t/gl. Joarn. f. Math. 14~ (1917), S. 217, ~ormel (14). 
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Hier ist 
~.'~._~ = I ~.1 ~ f , ~ l ~  o. 

Die Hermi tesche  Form ~0 besitzt also ein positives Quadrat mehr als ~(a). 

Soll g(x) zur Klasse K gehSren, so ist dafiir notwendig und hin- 
reichend, daft {a o [ < l a .  I ist; ~ d  d~a 

g , ( x )  = o,  g , ( x )  = 0 . . . . .  a, .  , ( x ) - - -  o 

ebenfalh K-Gleichungen sind. Dann ist also .~) als 8umme yon n positiven 
Quadraten darstellbar, d.h.  positiv definit. 

3. Wenden wir uns jetzt zu Fall II tier RegeI: 

laol  > I~ .r .  

Das Polynom (17) verschwindet im Innern des Einheitskreises ebensooft wie 

a, (~) = aog ( ~ )  ~ -  a,,a* (x) 
(aoa o -- a , , a . )+( f foax  - a, ,a._1)x + . . .  + (aoa , -1 - -  a,,al) xn-1 

~(1) a,n--I = ao (1)-~ a~% + . . .  + . , _ ~ -  . 

Auflerhalb des Einhei~skreises besitzt 9 ( x ) eine Nullstelle mehr als .q~ (x). 
Dem Polynom gx(x) ist wieder die Hermi tesche  Form ~ta)zugeordnet; 
dabei ist aber zu beachten, dab jetzt 

,, ~ ao a,, --- an an- , .  
gesetzt worden ist. 

VermSge der Identi~t  

erhglt- man zwischen den Hermiteschen Formen ~ und ~('~ leicht die 
Beziehung 

(aoao - a . a , , ) . ~ ( x l ,  z~, . . . ,  x,,) 
= - j  ~o(aox,, +. a,x.,. + . . .  + a,_.~x,) - a , ( ~ , z ,  + a._, x2 + . . .  § al x.)l ~ 

odor  

�9 ~ (]) 12 = -" ]a(oJ)Xl + a(llJx2 + . . .  -r-an-axn -4:.- ~(1)(x2, xs . . . .  , X,). 

In dieser Formel ist aoa~= l ao I. ~-{a~}~ :> 0. ~ besi~zt also jetzt ein 
negatives Quadrat mehr als ~)(~* , 

Indem man ~)(~) in derselben Weise auf Grund der Formeln (181) 
oder (18H) darstellt usw., gelang~ man zu der Darstellung der Form ~) 
in. der Normalform 

t "  " . .  - ! 2 '-' �9 9 = t y ~ , ' - k l y , . , l : +  .-k, ly.-,I ~ ) Y . ~ + ,  - -  " - l y ,  l 
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Die Anzahl ~ der positiven Quadrate stimmt mit der Anzahl der Null- 
stellen iiberein, deren absolutcr Betrag kleiner als I ist; die Anzahl ~ clef 
negativen Quadrate in der Normalform liefert die Zahl der Wurzeln, die 
sich auBerhalb des Einheitskreises befinden. 

4. Dieses Resultat haben wir aber bisher nur unter der Voraussetzung 
abgeieitet, dab die Ungleiehungen 

Bao!+Ta.I, 
(19)  ]ao(")[={ = an-,') ("' i ( ~ ' - = 1 , 2 , . . . , n - - 1 )  

s~mtlich erfiillt sin& Trifft das nicht zu (Fall III und IV der Regel), 
so liegt es nahe, an Stelle von g(x) 

g r ( x ) - -  a o ~- a l rx - j -  . . .  -~ a , r ' x  n ( r <  1) 

zu benutzen. Fiir hinreichend nahe an 1 gew~ihlte Werte von ~; besitzt 
yr(x) ebenso v. zle Nuilstellen im Innern des Einheitskreises. Die dean 
Ungleichungen (19) entsprechenden Ungleichungen fiir die Koeffizienten 
des Polynoms g~(x) sind nut fiir endlich viele reelle Werte yon r nicht 
erfiilltt:); r kann also wirklieh so gew~ihlt werden, dab sieh die zu gr(x) 
geh6rende Hermitesche Form ~.  dutch wiederholte Anwendung der 
Formeln (18~) oder' ( i su )  in die NormaI[orm iiberfiihren l~il]t. Die 
sieh auf diese Weise ergebenden eharakteristisehen Zahlen der Form ~),. 
seien n~, ~'r, Q," 

Wir wissen, dab n die Anzahl der Nullstellen angibt, die das Poly- 
nora (17) innerhalb des Einheitskreises besitzt. Es fragt sich aber noch, 
ob ~. mit z~ iibereinstimmt. 

Die Voraussetzung :r q-u ~ n (~ ~ 0) besagt mit anderen Worten: 
daft die Form ~(x1,x., " .... ,X,) vom Range n sein, d.h. dab ihre De- 
terminante H yon Null verschieden sein soil. Infolgedessen wird fiir hin- 
reiehend nahe bei 1 gewiihlte Werte von r auch die Determinante H~ der 
fiirr -- 1 in~J iibergehenden Hermitesehen Form ~), nieht verschwinden. 

Daft unter dieser Voraussetzung tatsEehlich ~,.----~ ist, ergibt sich 
unmittelbar aus Hilfssatz I des folgenden Paragraplmn. 

Eine gang ~ihnliehe Uberlegung: bei der man nur r )I zu w~ihlen 
hat, lehrt, daft u mit der Zahl der auBerhalb des Einheitskreises gelegenen 
Nullstellen des Polynoms (17) iibereinstimmt. 

~7) Keine der Relationen ] a~o ~} i = [ a{rln--~i' kann fiir alle r identiseh erfiiBt sein, 
da 9r(x)= 0 liir groiie Werte von r eine K-Gleichung ist. 



Anzahi dot Wurzeln einer algebraischen Glemhung. 129 

w 
Hiltssiitze fiber Herm~tesehe Formen und Determinanten. 

1. Die Koeffizienten ci~(r ) der Hermiteschen Form 
t = f l  k=n ,  

i=l /c=1 

seien gauze rationale Fanktionen eines reellen Parameters r: 

i ~ k  " " " " i k  " 

Unter n ( r )  verstehen wit die 'Anzahl der positiven Quadrate, die die 
Form ~ ( r )  aufweist, wenn man sie in die Normalform 

lu, I ~ + I u~ I" + ... + tu~(~)l'-Ix~(,,+~ I ~ -  . . . -  Ly,(,,+~(,)I ~" 
transformiert. Schlielllieh sei 

die Determinante der Hermitesehen Form ~ ( r ) .  Es gilt dann der 
folgende, einfaehe 

Hi l f s sa t z  I. In  einem I=tervall 

in dem die Determinante H(r) der Form ~ (r) vott Null verschieden ist, 
hat a ( r )  q/befall denaelben Weri. 

Die Zahl a ( r )  kSnnen wir niimlieh charakterisieren als die Anzahl 
der p~itiven Wurzeln der Siikulargleichung 

8(u) • ]C-- uE!  ~ (-- 1)"(u ~ + . . .  + (-- !)~H(r))---- 0, 

wo C ~  (ci~) die Matrix der Form ~ ( r )  bedeutet. Da •(u) nur reelle 
Wurzeln besitzt, kann sich die Anzahl der positiven Warzeln dieser Gle i -  
chung nicht indern, solange H ( r ) #  0 ist. 

2. Die Zahl ~t(r) wird aueh dutch die Anzahl der Vorzeichenfolgen 
dargestellt, welehe die Kette der Abschnittsdeterminanten 

H ( r ) = H . ( . ) ,  H,_ l ( r ) ,  . . . ,  H , ( r ) ,  1 

tier Hermi tesehen Form ~ ( r )  aufweist. Unser Hilfssatz besagt also, 
daft sieh diese inzahl nut beim Durehgange dutch die Stsllen r, indern 
kann, fiir die H(r~)=---0 ist. Setzen wir nun voraus, da[l t l (r) ,  H,~-I(~) 
in dem betrachteten Intervall nicht gIeichzeitig verschwinden, so wird 
beim Passieren einer Nullstelle yon H ( r )  h6vhste~ ei~te Vorzeiehenfolge 
gewonnen oder verloren. Um sieh hiervon zu iiberz~ugen, braueht man 
nur zu bedenken, dall man die Determinanten 

H._~(r) ,  H . _ , ( r )  . . . . .  H , ( r ) ,  i 
Mathematische Zeitschrift. XIV. 9 
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als Ket te  der Abschnittsdeterminanten einer H e r m i t e s c h e n  Form mi~ 
der Determinante Hn-1 (r)  ansehen kann, die - -  da H~-I  I t )  an der be- 
treitenden S~elle y o n  Null verschieden ist --  nach Hilfssatz I keine Vor. 
zeichenfolge gewinnen oder verlieren kann. 

Setzen wir weiter voraus, dab die Ket te  fiir r = a nut  Vorzeichen- 
wechsel, fiir r -  b nur Vorzeichenfolgen aufweist und dall H(r)  im Inter- 
vall a . . .  b genau n-mal  verschwindet, so mull offenbar beim Passieren 
jeder Nullstelle r, genau eine Vorzeichenfolge gewonnen werden. Wit er- 
halLen damit den folgenden Satz, der uns in w 7 gute  Dienste leisten wird: 

H i l f s s a t z  II. Die Determinate H(r )  der Hermiteschen Form 
(r) besitze im lntervalI 

( J )  a < r < b  

die n versehiedenen (ein]achen) NullsteUen: rj < r e < ... ~ r~. Weiss 
die Kette der Abschnittsdeterminanten 

H(r )  7=H,,(r ), H , _ t ( r ) ,  . . . ,  H t ( r ) ,  1 

/fir r = a nut  Vorzeichenwechsel, hingegen ]i~r r = b nur Vorzeichen- 
]olgen au[, und verschwinden H ( r ) ,  Hn-l(r)  in J hie gleichzeitig, so 
stimmt die Anzahl der in einem TeilintervaU yon J verloren gehendert 
Vorzeichenwech~sel der Kette mit der Anzahl der reellen, in demselben 
Teilintervall 9elegenen Wurzeln der Gleichung 

(,.) = o 

iiberein. 

3. Es soll hier noch ein Satz fiber Determinanten bewiesen werden. 

H i l f s s a t z  III.  Sind P,  Q, -~, S vier Matrizen desselben Grades 
und ist sowohl P mit 1~ wie aueh Q mit S vertausehbar, so ist 

,20) P'  QI [ P " Q '  
�9 R,  S = R ' , S '  - ~ [ P ' S ' - - R ' Q ' [ .  

Dabe~ bedeutet P', wie i~lich, die z~ P transponierte Matrix. 

Den Beweis fiihre ich mit Hilfe eines auf der Relation 

A - 1 B  

beruhenden Satzes von Herrn I. SehurtS):  

/~ind A ,  B ,  C, D v i e r  Matrizen desseIben Grades stud iat A mit C 
vertausch.bar, so ist 

A , B  
e ,  D -= I A D - - C B I "  

is) Vgl. S. 216-217 der in Fu~note ~6) zitierten Arbeit. 
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Aus diesem Sat,ze ergibt sich unser Hilfssatz folgendermallen. 

Zuniichst ist 

[P'Q[=R,E Q,P'S'"I---'SP-QRI' 
da S mit Q vertauschbax sein soil, und, da der Ubergang zur trans- 
ponierten Matrix den Wert ihrer Determinante nicht iindert, 

R, s = 1 - K Q ' I  = s '  

weil P ,  R und infolgedessen auch P' ,  R '  vertauschbare Matrizen sin& 

w 

Die Resultante yon g und g*.  

1. Dem Polynom n-ten Grades 

g ( x ) -  ao + a ~ x  + . . .  + a . x "  

ordnen wir die Dreieeksmatrix n-ten Grades 

ao,  a l ,  a.~, . . . ,  a n - l \  
/ 

zu~). Ihr v-ter Absehnitt 

/ a o ,  aL, az . . . . . .  a , - l \  

ao, a,, ..., a,_,) 

, o ,  " ; ," "o," "..'.," ~o" ~ 
kann dann als die dem Polynom 

g,.(x)-=~-ao '~, a l x  ~c - . . . - 4 -a , x"  

zugeordnete Matrix aufgefal~t werden. Zu dem Polynom 

+~o="  

1~) Man vgl. O. Toeplitz, ,Zur Theorie der quadr~tischen und bilinearen Formen 
yon unendlich vielen Ver~nderlichen," I. Teil. Math. Ann. 70 (1910), S. 356. 

9* 
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gehSrt die Matrix 

A. Cohn. 

A*--= 1 0 ,  +,, ~ . - i  . . . .  , a 2  ) , 

. o ,  " o." " "o," " . . . , "  ;-, 
deren ~-ten Absclmitt (A*)~ wir mi+A,* bezeichnen wollen. 

Einem anderen Polynom 

h (x) .... b o -,1- b 1 z -++-... + b,,x" 

ordnen wit die in derselben Weise definierten Matrizen B und B* zu. 

Die Matrizen A, ,  B, (und infolgedossen much A:,  B:) Bind mit- 
einander vertauschbar; denn bezeichnet man die zu dem Produkt 

g C x ) h ( x ) -  aob o 4  (aoba-~-atb o)x ~, ... -k a, ,b ,x  •" 

gehSrige Matrix 2 n- ten Grades Bit  C, so ist A~ B, nichts anderes a|s 
der v-re Absehnitt dieser Matrix. 

Die Resultante der Polynome g(x) und h(x)  

a , ,  a~_-t, . . . ,  ax, ao ,  0 . . . .  , 0 

0, an, . . . ,  a~, a l ,  ao, . . . ,  0 
�9 . , �9 �9 �9 . . : . . . . . . . .  �9 �9 . 

0 ,  0 ,  . . . ,  a . ,  a . - 1 ,  a . _ 2 ,  . . . ,  ao 
RCg, h) = 

b,, b,-1,  . . . ,  bt, bo, 0,  . . . ,  0 

O, b , ,  . . . ,  b.~, bt ,  bo, . . . ,  0 
�9 . �9 �9 . . . . . .  �9 . , o o �9 . , o �9 

0 ,  0 ,  . . . ,  b . ,  GI b . _ t ,  b ._+,  . . . ,  bo 

kSnnen wir auffassen mls die Determinante der Matrix 

[J* ,  .4' 
\ ~ * ,  B')'  

in der die iibereinander stehenden Teilmatrizen miteinander vertauschbar 
Bind. Wir erhslten daher auf Orund des Hilfssatzes III  des vorigen Para- 
graphen (Formel (20)) die folgende Darstelhng der Res~tante irgend 
zweier Polynome d'eesdben Grades: 

(21) R ( g , h ) =  I ~ * ' '  
A 

/~*', B = IA*'B-- B*'a I- 
i 

2. Wir setzen nun sp~iell 

h(~) = e*C~), 
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dann wird 

also B ~ - A *  Und B * ~  A,  und wir erhalten ffir die Resultante yon g ( x )  
und g * ( x )  nach (21) die Gleichung 

I ~ 4 * " A  t'___ z I ' A t  (22) R (g ,g* )=  ~4~', A* IA* 'A*--  . 

Bekanntlich ist .,[~A die Koeffizientenmatrix der H e r m i t e s c h e n  Form 

9 . 1 - - X t a o x , .  @a~x,.+, ~, . . .  4 - a , _ z x ,  l~; 
).=1 

man kann daher die Resultante ( 2 2 )  a-ffassen als die Determinante der 
Form 

n 
(23) ~(~1,  ~: . . . . .  ~ . )  = ~ * -  ~ = Z t  a ,  ~,. + a~-~ ~. ~ + .. �9 + a~.~ i'-' 

~ ~.j't t ao x ~ _ ,L a. t x ,. 4 , @ . . .  -f- aa - ;. x n [ ". 
).=1 

Das ist dieselbe H e r m i t e s c h e  Form,  mit der wir uns schon in w 4 
beschifftigt haben. Die in Satz I definierten Determinanten 

--@t ] A , ,  A,  ( v = l ,  2, . . . ,  n)  
(24) b , - - t y t , ; ,  A,* I A * ' A * - A " A " I  (~}o =: 1) 

bilden eine Kette yon tlauptunterdeterminanten der Form (23) ,  und zwar 
ist speziell fiir v =-~ n wegen (22) 

(2~)  ~,, = R ( g ,  g*)  == H .  

3. Besitzt das Polynom 

g(x ) - -=ao  ~ - a l  x ~- . . .  -b a , , x"  

n u t  reelle Koeffizienten, so zerfiillt die Resultante R ( g ,  g*). Hierauf 
hat E.B.  E l l i o t t  ~~ zuerst aufmerksam gemacht, die Zvrlegung ist abet  
erst yon W.W. T a y l o r  :n) wirklieh durchgefiihrt worden. 

s0) ,,On the Existence of a Root of a Rational Integral Equation". Proe. Lond. 
Math. Society 2~ (1894), S. 173-184. 

gl) ,,Evolution of a certain Dialytic Determinant". Proe. Lond. Math. So0iety 27 
(1896), S. 60--66. 

Man vg]. besonders den Aufsatz: ,,on the Eliminant of f ( z ) = 0 ,  = 0 "  

yon Thomas Muir, Proc. of Royal Society of Edinburgh 21 (1895--1897), S. 360. 
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Setzt man 
0, O, . . . ,  O, a o ) 

A , , =  o, o, . . . ,  a o, a~ 

O, a o, . . . ,  a~-3, a,_., 
ao, a t ,  . . . ,  a , ._o ,  a,,_a 

so ergibt sich naeh einigen Umformungen 

~ 1  * A _ _  (24a) 6. {A, + A~[.{A* A. 

und speziell fiir die Resultante R(g, g*) 

(25~) 

(v  =: 1,  '~ n 

3. ( 1 ) r ig ( I )9 , ( - -1 ) (  * l ~ 

w  

S t u r m s e h e  K e t t e  f i i r  d i e  a b s o l u t e n  B e t r i i g e  d e r  W u r z d n .  

1. Arm der Resultanteneigenschaft der Determinante yon .~ ergibt 
sieh ein neuer Beweis des Satzes II  und eine Versch&rfung des Satzes I. 

Das Polynom 

a 1 x + . . . -~- a~ x" g ( x )  .-= a o - ,  

besitze die Nullstellen 
0~1'  ~ ' 2 ,  " '  " '  Ogn; 

dann verschwindeZ 

an den Stellen 
l 1 1 

und die Resultante ~,, (r) der beiden Gleichungen 
ft 

O(x)~-g(rx)=ao +ax rx + . . .  +a,r~x"-.---a,,r" I I  (z-ff~-) := 
. u = l  

und 

, _ r r" , x + . . . +  ao r O(. ,=x 'g( -~)~d t-a. rn~' ao x . . . .  H(x--5-~d.) = 0  
!L~  t 

lautet, dargestellt dutch die Gleichungswurzeln: 

-" I I  L) = la,, l I  (.,, - "'"gj 
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~ . i r )  = 

n 

Nun ist H a ' = = ( - -  1)na~ also 

n 

= ( -  ) "" a.)- "" l !  a.-- r" ) = Ja, l "  I I  I I  -- 

oder schliel31ieh 

t26) 
p > ~  ,t ,= 1 )*= t 

2. Die Wurzeln % seien nun vorliiufig so gewiihlt, daft 

1. die n "z Zahlen a,, a,, siimtlich voneinander versehieden sind, 
und dal~ 

2. J , ( r ) ,  t~,,_l(r ) fiir reelles, positives r nicht gleiehzeitig ver- 
schwinden. 

Wie man aus (26) unmittelbar ersieht, hat dann die Determinante 
5, (r)  genau n reelle, positive, einfaehe Nul|stelien: 1% i <5 It~ I < :'" < !a,I. 
Ferner ist die t I e r m i t e s e h e  Form 

n 

(27~ ~(r)=~l~ ,'"x~.• 
2 = !  

/ . = l  

fiir r - ~  0 negativ, fiir geniigend grott gewiihlte Werte yon r positiv de- 
finit, erfiillt also alle Voraus~etzungen des Hilfssatzes 1I in w 5, 2. Wir 
haben damit  Satz II  in etwas anderer Formulierung wiedergelunden: 

II ' .  Die Anzahl  der beim ~]bergana " yon rx zu r., verloren 9ehenden 
Vorzeichenwechsel dcr Kette der Ab#chnittsdeterminanten 

a,,r",  O, . . . ,  O, ao, a~ r . . . .  , a ,_xr  "-~ 

an-~r  n-~, a, r"~ . . . ,  O, O, a o, . . . ,  a~-~r "-~ 
. . . . . . .  �9 . , , . . . . . .  , i ~ . . . . . . .  . . ~ . . . . . . . . . . .  , 

a~--,+ar n-'+x, an_~+~r n-'+~, . . . ,  a, ,r",  O, O, . . . ,  a o 

it o, 0 . . . .  , O, ?~.,~r", an_-tr~*-l,.. . ,  dn- ,+lr  a-~+t 

a~ r ,  % . . . . .  o ,  0 , ,  a, r" ,  . . . .  a~_i.+,.r "-'+'- 
�9 . �9 . . . . . . . . . . . . . . . .  o . . . . . . .  . . . . .  �9 �9 . . . . . . . .  

i~,.-~r "-~, ?i,._.,.r'-"-, . ' , ,  ao, O, O, . . . ,  ~ r "  

(r~-~O, 1 , 2 ,  . . . ,  n,; 5 o =  I ! 

der H e r m i t e s c h e n  Form (27) lie/ert, ]alls 8,(r~) und J,(r. ,)  yon Nul l  
versehieden sind, die gahl  der Wurzeln der Gleiehung 

g ( x ) = a  o-~-a ,x  + . . . ~ ,  a,~x " = ' 0 ,  



136 A. Cohn. 

deren absolute Betrdye zwischen den Grenzen r 1 < r,, gelegen 8ind. Die 
Gleichung besitzt dann keine Wurzel yore absoluten Betrage r 1 oder r~. 

~. Der letzte Tell die~es Satzes tolgt unmlttelbar aus Formel (26). 
Wit haben den ganzen Satz aber noch fiir den Fall zu beweisen, daf~ die 
Wurzeln den Voraussetzungen 1. oder 2. nicht geniigen. 

Bedeutet d die kleinste Entfernung der Wurzelpunkte ~ yon den 
Peripherieen der den betrachteten Kreisring begrenzenden Kreise, so be- 
sitzt das Polynom 

I ' ( x l = a , , h ( x - - a , , - - u . - - i v , ,  . . l u ~ - V v ~ _ ~ < d ' ) _  
le=l 

�9 ebenso viele Nullstellen in dem Kreisring wie 9(x) .  Fiir geniigend klein 
gew~hltes e sind die zu l ' ( x )  gehSrigen (fiir e - - 0  in J~(rx)@ 0, bzw. 
~,,(r~)=~0 iibergehenden) Determinanten 3,,(r~) und =l (r~) von Null 
verschieden. W~ihlen wir jetzt die 2n  Parameter ,u.., %, so, dab die 
n ~ Zah!en (~. ~- u~, -~ i v  I, ) ( ~  ~- u~ -- iv,,) shmttich voneinander verschie- 
den ausfallen und A. (r), A,,_.~ (r) fiir r > 0 nicht zugleich verschwinden, 
so gilt unEer Satz fiir das Polynom F ( x ) .  Auf Grund des Hilfssatzes I 
(w 5, 1.), den wit der Reihe nach fiir die Parameter ul, vl, u2, v~ ....  ~. u . ,  v. 
aalwenden diirfen, ergibt sich dann Satz I I '  auch' fiir das Polynom g(x) .  

4. Ist ~, (1 ) -~  ~,---- l a~ 10"" R (1 -- a~ ~,) -~ 0, so k6nnen nicht alle 

Wurzeln im Innern des Einheitskreises liegen. Satz I I '  liefert daher als 
spezielles Resultat den Satz I. Wir sind aber jetzt in der Lage, diesen 
Satz noeh et~as zu verseh~Men. 

Ia. Besitzen die n DeterminanSen 

~1, ~ , . . . ,  5. 

positive Werte, so sind die Wurzeln der Gleichung g ( x ) :  0 dem abao- 
lute~ Betra#e naeh sogar 

< 1 -- 6. ~..-,,+1 [ a. [~"" 
Es sei n~mlich 

. . . . .  

Daan ist nach (26) 

, H (  1 ) < l a . I  r'-'), = r - I - 

also 
a. ( a. ), a. 

~ <  1 - -  2n(._a)la~le. < 1--  2n,_n+~la.[~ . , r < l - - 2 . , _ . + a l a . l ~  . ,  

wie zu beweisen war. 
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5. Besitzt die Gleichung g (x)--0 nut reelle Koeffizienten, so zer- 
[allen die Determinanten 6,. Die Ungleichungen des Satzes I lassen sich 
dann dutch die doppelte Anzahl einfacher gebauter Ungleichungen ersetzen. 

Ib. Di~ Nullstdlen des Polynoms mi t  r e e l l e n  KoeHizienten 

g (x )  = ao + a ~  + . . .  + a.~" (a.> 0) 
liegen dann und nur dann sdmtlick im I n t e r n  des Einheitskre~es, wen~ 
]olgende 2 n Ungleichungen erfiillt sind : 

g(1) > o, ( -  l ) " g ( -  a) > o, 

an,  a n - l ,  . . . ,  an-~+~, an-~+t  --~ ao 

O, ' a , ,  . . . ,  a,z-,,+a+ao, an- , ,+~+a 1 
. . . . . .  . . . . . . . . .  , , . o . . . . .  

O, a o,  . . . ,  a,,  + a v _  ~ , a , , -  l + a,_... 

ao , a a , . . . .  , a , , ,  ~ , a ,  -+- a ,  _ l 

~n,  a n ' l ,  . . . ,  an-, ,+~, an-,+l--ao 

O, a,,, . . . ,  a._,+~--ao, t / m - y + ~ - - a  1 
d ' =  

> 0 ,  

. . . . . . . . . . . . .  �9 . . . . . . . . .  > 0  
0, - - a  o, . . . ,  a~--av_~, a~-i--.a,_~, 

] - - a  o , - a  1, . . . ,  - -a , -~. ,  am a,-1 
( v = 1 , 2  . . . .  , n - - l ) .  

Die absoluten Betrdge der Wurzel~t Bind dann scgar s~mttich 

< 1 - - g ( l ) ] g ( - - 1 ) l d ~ - t  
2 n ~ - n + l  a~ n 

Auf Grund der Relation (24a) ist niimlich 

O, = d~d: ( , = 1 , 2  . . . . .  n - - l )  
lind naeh (25 a) 

O, , :  (-- 1 ) " g ( 1 ) g  (-- 1)d:'_x. 

Sind also die 2 n  Ungleiehungen des Satzes erfiillt, so erweist sieh g ( z )  
nach Satz I sofort als ein Polynom der Klasse K.  

Es bleibt noeh zu  zeigen, daf  umgekehrt die Ungleichungen s~mt- 
lieh erfiillt sein miissen, wenn g ( x ) -  0 eine K-Gleiehung ist. Aus dem 
Satz I folgt, daft dann fiir r ~  1 die Determinanten O,(r) positive,,von 
Null verschiedene Werte haben. Setzt man entsprechend Formel (24a )  

~,(r)  = d , ( , )  d: (r) ,  

so  kSnnen daher die Determinanten .d~(r~, d : ( r ) - f l i t  r ~ ! nieht,ver- 
sehwinden. I h r  Anblick lehrt aber sofort, dab sie (iniolge der Armahme 
a ,  > 0) fiir grofles r positive Werte haben. In derselben Weise kann man 
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sehliellen, dall die fiir r ~ 1 yon Null versehiedenen, fiir grolle Werte yon r 
offenbar positiven Polynome 

g ( r )  ~= a o + air -~- . .. + a.r"? 

( 1 ) " g ( - r )  ( - a ) " a o + ( -  "-~ ,-" - = 1) a , r + . . . + a ,  

aueh fiir r == 1 positive Werte besitzen miissen. 

w  

Eine Anwendung des Satzes I. 

1. R. Jentzsch~'- ')  hat folgenden Satz aufgestellt: 

Die Gesamtheit der Werte w,  /iir w~lche die Wurzeln der Gleichung 

g ( z / - w = O  

sdmtlich in einem konvezen Bereiehe ~ liegen, bildet eben/alls einen 
kanvezen Bereivh ~ , .  

Man kann das aueh so ausdriioken: 

Ein ~ Polynom nimmt auflerhalb eines k, onvexen Bereiches ~ ]eden 
Wert an, h6chsten~ mit Ausnahme der Punkte eines kortvexen Bereichea ~ .  

Fiir rationale Funktionen kann dieser Satz nicht mehr ohne E i n -  

sehr/inkungen gelten, wie schon die durch 1 vermittelte Abbildung zeigt ~). 
Z 

Es gilt aber folgender, den Satz vog J e n t z s c h  a!s speziellen Fall ent- 
haltender Satz: 

III. Eine rationale Funktion 

h(z) 

nimmt . auflerhalb irgendeines K r eises,  in  d em ( und an/ dessen Rande ) 
sie k e i n e n  Po l  bes i t z t ,  ]eden Weft  an, h6ehstens mit Ausnahme der 
P~tnkte eines konvexen Bereiches. 

Es geniigt of~enbt~r, diesen Satz fiir den Einheitskreis zu beweisen. 
Die beiden Polynome 

g(x)  ao + a~x + . . . . L  akz~ ' 
(2S) h (z )  = b0 ~- b~ �9 + . . .  + b~xt 

m6gen teilerfremd sein; dann versehwindet h ( x )  nur aul3erhalb des Ein- 
heitskreises. Es kommt also nur darauf an, fol- 
gendes zu zeigen : 

'~) Arehiv d. Math., 3. Reihe, 25 (1917), S~ 196, 
Aufg. Nr. 526.' 

,.,,L) Z. B. geht der Dreiecksbereieh ~}~ dutch Spiege- 
lung am EK. in den .~icht konve~en Kreiebogenbereieh 
~ fiber (s. nebenstehvnde Figur) 
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III ' .  8 i ~  
~'(w,  Ix) = g(x), - % h ( x )  = 0 

~nd 
~(w, ,  I ~) = g ( x ) -  w: h ( x )  = 0 

Oleichungen der Klasse K und ist h(z)  [iir [z I _<_ 1 yon Null versdde- 
den, 8o liegen die Wurzeln der Oleichung 

Iw, +w~ I ' ,  w,+~o~ hix) :=0 ( 2 o )  F F T t ~ J = g ( z )  2 

nicht auperhalb des Einheitskreii~es. 
2. Wir wollen zuniiehst annehmen, dall g(x) und h(x)  Polynome 

desselben Grades n sin& Bedeuten A, A* bzw. B, B* die ihnen zugeord- 
neten lqlatrizen, so gehSren zu F (w!z)  die Matrizen 

A -- w B und A* -- .wB*, 

Es ist also zugeordnet dem Polynom 

die Hermitesche Form mit der Koeffizientenmstrix 

~*rA* ~fl:lA, 

h(z )  

,~ = .B*'B* - - / ~ ' B ,  

ferner 

die Form 

schliefllich geh6rt zu 

die Hermitesche Form 

8 ( w )  -= (A*" --  = B * ' ) C A *  -- @B*)  - ( A ' -  ~/~"~ (A -- w B /  

= ~ * ' A * -  ~ ' A  + I w I " ( B * ' B *  --  B ' B )  

- w (~* 'a*  + .,,i.'B) - . ~  (.,,i*'B*-i-- .~ 'a) .  
Man erhiilt nun 

{l t } (29a). 2 ~  = ~ ( w . , ) + ~ ( , , , : ) +  2 " -(t',,'-,i"§ 

= ~ ( w l ) + ~ ( w . , ) -  ~ l w , - %  ~. 

Hier sind die Hermi te schen  Formen ~ (wl )  und ~)(w~) nach Satz I 
positiv definit, hingegen ist ~ als die dem nut flit j z ] >  1 versehwinden- 
den Polynom h(x) zugeordnete He rmi t e sehe  Form negativ definit. Da- 

(wl +w...',, her ist ~)\ 2---V---) positiv definit, d .h.  die Wurzeln der Gleiehung (29) 

liegen siimtlioh im Innern des Einheitskreises. 
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3. Der Fall, dag die Polynome (28) nicht denselben Grad besitzen, 
l~iflt sieh leicht auf den eben behandelten zuriickfiihren. Setzt man n/imlich 

hi (x )  = h (x )  § ~x ", (]~] < M i n ( h ( x ) l ) )  ' ,  r,I = ~  ' ( n = k ~ l §  

so liegen aueh die Nullstellen des Polynoms hi (x) s~mtlich auBerhalb des 
Einheitskreise s ~.4), und es ist infolgedessen 

gl(x) w,+wg w,+w~ (1 w'+w'~ x~ = 0 

eine K-Gleiehung. Dureh den Grenziibergang ]et--~ 0 iiberzeugt man sieh 
nun aofort davon, daft die Wurze]n der Gleichung (29) nicht aul3erhalb 
des Einheitskreises liegen k6nnen. 

4. Satz III  gilt aueh noeh, wenn h(x) nur in Punkten verschwindet, 
die zu dem Kreise spiegelbildlieh liegen und wenn der Grad von g(x) 
den Grad des Polynoms h(x) nicht fibersteigt. 

Eind lineare Transformation des gegebenen Kreises in den Einheits- 
kreis fiihrt spiegelbildliche Punkte in ebensolehe fiber, wit diirfen uns da- 
her wieder auf den Einheitskreis besehriinken. Es soll dann also 

sein. In diesem Fal]e ist aber 

B*' B* -- B '  B O; B* eB,  -=- 

d.h. die Hermi tesehe  Form ~ verschwindet identiseh. Wir k6nnen da- 
her wieder aus Formel (29a) sehlieBen, daft 

eine Gleiehung der Klasse K ist. 

Besitzt z. B. It(z) nur reelle Koeffizienten, .so liegen die Nullstellen 
dieses Polynoms zur reellen Achse spiegelbildlieh; daher bildet 

g(z) 
R ( z )  = ~(~) 

die Halbebene J ( x ) >  0 auf die' ganze Ebene oder das huBere eines kon- 
vexen Bereiches ab. 

s,) Vgl. w 2, I. 
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III. Kapi te l . .  

Kompositions~tze. 

w 

Satz yon Grace. 

1. Als K - G l e i c h u n g  soil im folgenden jede Oleichung bezeichnet 
werden, deren Wurzeln siimtlieh im Einheitskreise mi|  E i~sch lu~  seiner 
Peri~herie  liegen ~5). 

Der Graeesche Kompositionssatz, fiir den hier ein neuer Beweis ge- 
geben werden soil, liiflt sieh dann {olgendermal~en aussprechen: 

IV. I s t  
n 

A ( x ) = a o  q= ( 1 ) a , x - q -  . . .  q- ( : ) a , x "  q - . . .  ~ - a n x * =  O 

eine K-Gle i chung  und  

eine K-Gle ichung ,  so ist 

(') C (a~) = aobo -q- al bx a~ --H . . . --~-. , a , ,b , z"  --b . . �9 "q- anbnz  )) = 0 

eine K -  Gleiehung. 

Dieser Satz ist vSllig ~iquivalent mlt der Behauptung: 

Fiir irgend zwei den Voraussetzungen des Satzes IV geniigende Glei- 
chungen ist 

G ( 1 ) - ~  ( : ) a , b , . ~ O .  

Denn ist 
c (r) = o 

und setzt man x = ~/~-z, so ist 
fl 

, ( , )  = A ( v ~ . )  = Z  ( : )  o, v~;~" = o 

wieder eine K-Gleichung und 
II 

)J=O 

wieder eine .IY-Gleiehung, und fiir diese beiden Gleiehungen wird 
n 

O(.)=X(:)o.b.,'.'=o(,). 
1".~ 0 

,o) Jede Gleiehung der Klasse K ist also eine K-Gleichung. 

( I r i S 1 )  
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also 0 ( 1 ) - - - - - C ( r ) = 0 .  Ist andererseits C ( z ) = 0  eine Gleichung der 
Klasse K, so i~  natfirlich C ( 1 ) @  0. 

2. Ich fiihre den Beweis dutch Induktion. Ffir lineare Gleichungen 
ist der Satz trivial; er sei bereits ffir Gleiehungen ( n - - 1 ) - t e n  Grades 
vollstiindig bewiesen. 

Sei zun~chst 
S o = 0 ,  

d. h. 
t t  ' ~ ) - -  ( ; )~ + + ( ,+~)o.+,, .+ + o . , - - , = 0 ,  

-~B'(x)= bl+. . .+(" '~1)b ,+lx~ . . . .+b , , " - t - -=O 

ist als derivierte Gleichung einer K-Gleichung ebenfalls eine K-Gleiohung. 
Wcnden wit au~ diese beiden Gleichungen ( n - - 1 ) - t e n  Grades unseren 
Kompositionssatz an, so ergibt sieh 

iO(=)==  . atb~ + . . .  + ,,.+1 a'+*b'+~x" + " "  4a"bnx"-~=O" 

Damit ist dieser Fall erledigt. 

3. Sei jetzt 

Setzt man 

so kann 

a o + 0 .  

* b n b o. ,, ,, =b.--(,) .__1x-~.(2)..,~z . ~ - ( - - 1 )  box , 

o<1~--Oo~o + (~)o,b, + (;)o,b~ + . . .  § o,~.---- ~'~, ~,/" 

sis bilineare lnvariante der beiden Polynome A(z) und Bl (x  ) aufgefaat 
werden. 

Ist nun a irgendeine Wurzel der Gleichung A ( x ) =  0, so ffihrt die 
lineare Transformation des Einheitskreises in sich 

. + z  
l + ~ z  

mit der Determinante 3 -= 1 -- ~ > 0 den Punkt ~ der z-Ebene in de~ 
Nul!punkt der z-Ebene fiber und es wird 

~1+~z/=(1+~z)" (z)=O, 

B(=)  = B ~ - ~ - ~ 7 / =  )=-~ o, 



zur Klasse K gehSrt. 

8etzen wit wieder 
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wobei 

eine K- Gleiehung, 

eine K'-Gleiehung ist. 
Da ao = 0 ist, so wissen wir sehon, dall das dureh Komposition t ier  

beiden letzten Gleiehungen entstehende Polynom 

Daher ist 

C ( I ) # 0 .  

so wird 

C(1) = (,4, BI)"= ~-~(2, BI)" = A-'C(I) § 0, 

uud damit ist Satz IV vollstiindig bewiesen. 

4. Oeniigen die reellen Zahlen 

den Ungleiehungen 

(30) o <%__< _< . __< 
so ist nach dem Satz yon Kakeya ~6) 

r"O "~1 ~ O~v . ~'v , I  n 
n ! + ( n _ - - - : - U ) i z §  - 1 - - . . + % z  -=0 

eine Gleiehung tier Klasse K. Indem wir sie mit der K-Gleiehtmg 

(31) 9(x)-= ao-F a ,x  -{- a ~ z 2 + . . .  -4- a , z " - -  0 

nach Satz IV komponiere n, entsteht die K-Oleiehung 

h ( z )  = %ao-F l la la l z  A- 2!%a~z2 ,-~ - . . -  -f- n!a,a,x" = 0 .  

Die absoluten Betriige der Wurzeln dieser Gleichung sind daher, wenn 
die Ungleichungen (30) erfiillt sind, siimtlich kleiner als der Betrag der 
absolut grS~ten Wurzel der Gleichung (81). 

5. Bedeutet G die einzige ~ositive Wurzd der Gleichung 

(32) qg(Z) ~-~-iaol 21-lat[x ~-, -. q-[a,~-liz"-~--la,,[ x ' - O ,  

,,) Vgl. w s, I 
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ao liegg mindestens eine Wurzel der Gleichu~g (31) im Kreiaring 

und keine Wurzd auflerhalb des Kreise8 

I~[<=a. 
Der zweite Tell dieses Satzes ist trivial. Bedeutet R den Betrag 

der absolut griifl~en Wurzel(n) der Gleichung (31), so ist zu zeigen, daft 

R _~ (r - 1)o 
ist. 

Die Gleichung (32) entsteht darch Kompositfon yon g ( z ) - ~ 0  ~it, 

, ( ; )  "~ ~.~ ~-~ ~ . _ ,  ~ . .  o ~, ,'faol ~V~ix + ' "  " + ~ 1 / i ~ . - ~ l  I ~ . l  z = 

wo fiir a,. = 0 V~,, i dutch NuU zu ersetzen ist. Die absoluten Betrgge der 

Wurzeln dieser Gleichung sind nicht grSl~er .Ms die einzige positive Wurzel 
der Oleichung 

i + (;)~ + (;),-. + . .  § ( ;)~.-~- ~,=(~ + , ~ - -  ~ , -=  o, 

d. h. nicht grSl~er als ~1 . Infolgedea~en mu} 

a < "v~2 {' 
�84 

sein. 
Dal~ hier das Gleichheitszeichen wirklich auftreten kann, lehrt das 

1 
Beispiel. g (x)  = (1 + x)", R = 1, (7 -~- ~) _----~. 

w 

8atz yon Egerv~ry. 

1. Bei dem Beweise des Grace~chen Kompositionssktzes hatte sich 
folgendes ergeben: 

Liegen die Wurzeln der (~leichucta 

I ~  ~ , A (~) = . o +  ('~) ~ + ~ )  = ~  . . . . + . . ~ = 0  

,danflie, h ira Inr, ern, hinqe~e~ die W~rzeln d ~  Oleiehuny 
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8dmtlich au~erhalb oder au/ dem Bande des Einheitskreises, so ist die 
bilineare Invariante 

n 

yon Null veraehieden. 
Ffihrt man dutch eine lineare Substitution den Kreis Ix I < 1 in die 

Halbebene J ( z ) >  0 fiber, so erh~lt man wegen der Invarianteneigenschaft 
des Ausdrucks (33) das Resultat: 

Liegen die Nullstellen des Polynoms A(x)  siimtlieh in der Halbebene 
J (x) > 0 und die des Polynoms B(x)siimtlieh i nder  Halbebene J ( z )  > 0, 
so ist 

§ / n  b: n 0. 

Sei nun ~, eine Zahl mit negativem imaginiiren Bestandteil. Besitzt 
die Gleiehung 

z l ( x ) = d o +  1 a , x +  '2 "'" 

lauter reslle, negative Wurzeln, so liegen die  Wurzeln tier Gleiehung 

siimtlieh in der Italbebene J ( x ) >  O; infolgedessen ist 

O. 

Wir haben damit folgenden Satz gefunden: 

V. Besitzt die Oleichung 

(") (;)  . . . .  (34) A ( x ) = a o ~ -  1 alx-~- a .zx ' -~- . . .~-a ,x  -~0 

nut reeUe, negative ~) Wurzeln und liegen die Wurzeln der 4~leiehung. 

sdmtlic.h in der Halbebene 
J (x )  ~ O, 

so be]inden sich auch aUe Wurzdn der Gleichung 

(36) C($)-~ aob o + (?)a,  blx -~-(~)a.,.b~x"-~- : . . ~ a , b , x "  = 0 

in derselben Halbebene. 

~) Allgemeiner: nivhtpositivv. 
Mathematiscbe ZeJt=chtift. XIV. lO 
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2. Sind die Wurzeln der Gleichung B ( x ) =  0 ~mtlich reell, so kann 
alas Polynom C ( x )  offenbar keine imagin~re Nullstelle haben. Indem 
wit dieses Ergebnis mit Satz IV kombinieren, erhalten wir einsn Satz des 
Herrn Ege rv~ry :  

V'. Eind die Wurzeln der Gleiehung (34) sdmtli~h reell, nichtnega$iv 
#nd Ideiner ale 1, die der Gleichung (35) sdmtlich reell ~md im InServaU 

- - a , < x < - k - a  

gdeqen, so sind aUe Wurzeln der Oleidtung (3fi) ebenlalls reeU un~i 
liegen in demselben InSsrvall. 

3, Sei 

g( x) -=- ao ~ at z ~ a,~:v'~-}-. . . q- t tkxt 

sin Poly~mm mit lanter reellen, niehtpositiven Nullstellen; 

h(x )  = b o "-t- bt x-4- bnz "z + . . . .  +'btx ~ 

sin Polynom, dessert Nullstellen siimtlich in der Halbebene J (x) > I) 
liegen. Komponiert man dann die Gleiehungen n-ten Grades 

�9 " ,  

= v , , - - ,  + + . .  .~_ b--o z" .~ 0 

und ersetzt man x dutch z ,  so entsteht, wenn m die kleinere der beiden 

Zahlen k, l bedeutet, 

'n , p . ( x ~ = a o b o ~ " + l t a ~ ' b , z " "  , , - 1  - "'" 

n n n m ! U m b- m ~, "- m, -I-n--I n--2"" "n- -m+l  

und die Nui|stellen dieses Polynoms liegen in der Halbebene J ( ~ ) >  0. 

Dieselbe Eigenschaft besitzen daher aueh die Wurzeln der Gleiehung 

q , , ( : t ) = a  ob e-l- l t a~b  t z q - ~  . . . . .  

n . " m ! a . ~  b . ,  z ~' = O .  
t n - - 1  n - ' ~ " "  ~--mA-I 

Der Grenziibergang n--* ~ liefert uns so den Satz es) 

~l) vgl. 1. 8ehur;  ,,Zwei S~t~e fiber algebraisehe Gieiehungen mit lauter reeilen 
Wurzeln", Journ. f. Math. 144, S. 75--88. 
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VI. Besi~zt die Gleichung mit lauter reeUen Wurzda 

g ( z )  ---~ao-~- al x ~ - a ~ x  ~ + . . . .  d- akxt-= 0 

keine ne~ativen Koeffizienten und liegen die Wurzeln der Gleiehun 9 

h (z) -= bo + b~ x + b .x  ~ + . . .  + b, z ~' ~Cb 

sdmt~ich in der Halbebene 

J ( x ) ~ 0 ,  

so liegen, wenn m die kleinere der beidcn Zahlen k~ l isg, auch die 
Wurzeln tier Gleichun9 

aobo ~ 1! albjz--  ~- 2! a.:b.,x:Q-. . . + m! a,~b,,x '~ --= 0 

sdmtli~h in dieser Halbebene. 

4. Komponiert man a ~  diese Weise 

mit 
(x + x)", 

so wird 

~.(~) = o . +  ~, (~)o..-, �9 + ~, ( ; )o ._ : , ,+ . . .  +,~ o0,.. 

ein Polynom mit laurel; ~eeUen, nichtpositiven Nullstellen. Komponieren 
wir zweitens 

(X + ~)" 
mit 

h ( , )  = b o -1 L b , z  -~- b~_x'-~. . .  + b,,x", 
so ist 

(?) (")~,~:+ . , , ~ . ~ . .  %,(x )~-bo-~- l !  b~x ~- 2! 2 

ein ttir J ( z ) / ~  0 nicht uerschwindendes Polynom. Durch Komposition 
yon ~ ( x ) ,  % ( x )  auf Grund des Satzes V finden wir 

(") q , ( x ) - - - - n ! a o b o + ( n - - l ) !  11 a~b~xd- 
�9 " 1 " ' '  

+ ( . -  . ) , . ,  ( : ) ~ . ~ , , ~ . + .  + . ,  o.b.~ '~ 

n! ( aobo-+- alblx  -F" . . . ~- a,  b,,~ ~'} 

und damit eine Erweiterung eines yon Herrn E. Malo  ~:') herriihrenden 
Sat,es : 

ig) nNote 0ur lea 6qu&tiona slg6briques dont routes lea xacinee soar r6ellea u, Journ, 
de Math. sp6c. (4) 4 (1895), 8. 7. 

10" 
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VII. Sind  die Wurzeln der Gleichun 9 

g ( x ) ~ - a o . t - a , x - ~  a : x " - ~ - . . .  ~ - a , , x " ~ -  O 

sdmtlich reeU und nicht positiv und liegen die Wurzeln der Gleichung 

h ( x ) ~  b o -~ b lx  -~ b~x" -~ .  .. -~ b,,x" : 0 

sdrntlich in der Halbebene 

J (x) ~ O, 

so t~egen such die Wurzeln der Gleichung 

aobo ~- a lb l x  -b a., b,. x 2 ~. . . . -~ a,, b,,x '~ - -  0 

sdr~tlich i~ dieser Halbebene. 

Anm.e rkung  bei  d e r  K o r r e k t u r  (29. III .  1 9 2 1 ) .  

Mein Satz V findet sich auch in einer inzwischen (Nov. 1921) ver- 
5ffentlichten Note des Herrn T. Takagi~~ 

a0) ,Note on the algebraic equations", Proe. of  the Phys. -- Math. Society of 
Japan (3) 3 (1921), S. 175-179. 

(Eingegangen am 15. August 1921): 


