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In der vorliegenden Arbeit werden sowohl der dreidimensionale Raum

im allgemeinen (Kapitel III) als auch (Kapitel II) die in dem gewphnlichen
(d. i. hypersphirischen) Raum laufenden geschlossenen Kurven (Knoten)
topologisch untersucht. Vorangestellt sind (Kapitel I) fiir diese Erorferungen
notwendige allgemeine Untersuchungen. Und zwar werden in § 1 Gruppen
diskreter Operationen betrachtet, nimlich diejemigen, die gebildet werden
durch eine endliche Anzahl erzeugender Operationen, zwischen denen eine
endliche Anzahl Relationen gegeben sind.
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Fiir eine solche Gruppe wird ein Bild konstruiert, nimlich ein reguldrer
Streckenkomplex, dessen Konstruktion im Gegensatz zu den sonstigen
Darstellungen allgemeiner unendlicher Gruppen wichtige auf die Gruppe
beziigliche Probleme erledigt. Dementsprechend ist diese Konstruktion
auch mit Schwierigkeiten verbunden. Gruppenbilder werden im Laufe der
Arbeit sowohl fiir bekannte (8. 145) als auch bisher wohl noch unbekannte
(S.159) endliche und unendliche Gruppen gegeben. Sie hingen alle eng
zusammen mit reguliren Einteilungen der Euklidischen oder Nicht-
Euklidischen Ebene.

Im § 2 folgt die Konstruktion der zu einem beliebigen Flichen-
komplex gehdrigen Fundamentalgruppe. Durch das Gruppenbild wird so
jedem Flichenkomplex ein im allgemeinen unendlicher regulirer Strecken-
komplex zugeordnet. Dieser ist fiir den Fall geschlossener zweiseitiger
Flichen als regulires Netz in der hyperbolischen Ebene mit 4n-seitigen
Maschen, die zu je 4% in einem Punkt zusammenstoBen, bekannt.

Im § 3 wird ein allgemeiner Satz iiber Flichenkomplexe abgeleitet,
das ,Lemma“, das in den weiteren Untersuchungen oft gebraucht wird.
Es ist die 2-dimensionale Verallgemeinerung des (irivialen) Satzes, daB
man zwei Punkte eines Streckenkomplexes durch einen singularititenfreien
Streckenzug verbinden kann.

In Kapitel II wird zunéchst die Definition des Knotens erledigt (§ 1),
in § 2 der den Knoten umgebende Schlauch eingefiibrt. Im § 3 wird
die Fundamentalgruppe des Knotens konstruiert, deren Definition sich un-
mittelbar in der einfachsten Weise aus der ebenen Projektion des Knotens
ablesen LiBt. Ist diese Gruppe abelsch, so ist dic gegebene Kurve unver-
knotet (§ 4, Satz 2). Es wird ferner durch den Satz 1 eine Methode an-
gegeben, wie man die Entscheidung, ob eine Kurve verknotet ist oder
nicht, durch die Kounstruktion des Bildes der Fundamentalgruppe des
Knotens erledigt.

Im § 5 werden spezielle Knoten und zwar die Kleeblattschlinge und
ibr verwandte Knoten behandelt Es werden die zugehorigen Gruppen-
bilder konstruiert und ferner aus ihnen Poincarésche Riume abgeleitet,
d. i solche dreidimensionale Mannigfaltigkeiten, die, ohne Torsion und mit
einfachem Zusammenhang, doch nicht mit dem gewdhnlichen Raum homéo-
morph sind. Der einfachste hier gefundene bhat eine endliche Funda-
mentalgruppe und zwar die Ikosaedergruppe mit Spiegelung. Die anderen
haben unendliche Gruppen. Fiir alle werden die Gruppenbilder aufgestellt;
diese erledigen die Frage, ob eine gegebene Kurve der betreffenden Mannig-
faltigkeit auf einen Punkt zusammenziehbar ist oder nicht. Diese Frage
war bisher noch fiir keine solche Mannigfaltigkeit gelost, auch wuBte man
nichts iber Endlichkeit oder Unendlichkeit der zugehérigen Fundamental-
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gruppen. Die Resultate haben noch den besonderen Wert, daf sie eine
sehr einfache Methode liefern, um unendlich viele Poincarésche R#ume
zu konstruieren, von denen der Entdecker nur einen einzigen auf kompli-
zierte Weise konstruiert hat¥).

Im § 1 des Kapitels III werden verschiedene iibersichtliche Erzeugungs-
weisen der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit gegeben. So werden zum
Beispiel alle zweiseitigen Mannigfaltigkeiten durch eine geschlossene, zwei-
seitige Fliche in zwei Stiicke zerlegt, die dem einfachsten von einer solchen
Fliche im gewdhulichen Raum begrenzten Raumteil homdomorph sind.
Diese Erzeugungsweisen liefern auch die Konstruktion der Fundamental-
gruppe der gegebenen Mannigfaltigkeit.

Der § 2 geht etwas auf das wichtige Problem der topologischen
Charakterisierung des gewdhnlichen Raumes ein, obne doch das Problem
zur Erledigung zu bringen. Es handelt sich um die Frage, wie der ge-
wohnliche Raum durch die Eigenschaften seiner geschlossenen Kurven
topologisch zu definieren ist, um damit dann die Entscheidung zu ermdg-
lichen, ob ein gegebener Raum mit dem gewdhnlichen Raum hom&omorph
ist oder nicht. Was die Gteschichte dieses Problems angeht, so hatte zuerst
Heegaard (Diss. Kopenhagen 1898) und sodann Poincaré (Pal. Rend. Bd. 13
u. Lond. M. 8. Bd. 82) darauf hingewiesen, dag es zur Charakterisierung
des gewdnlichen Raumes nicht gentigt, vorauszusetzen, daf jede Kurve,
eventuell mehrfach durchlaufen, begrenzt. Und zwar zeigen dies die
Mannigfaltigkeiten mit Zorsion. Sodann hat Poincaré Pal. Rend. 1904
durch Konstruktion eines ,Poincaréschen Raumes” (s. oben) bewiesen, dafl
es ebenfalls nicht gentigt, vorauszusetzen, daB jede Kurve einmal durch-
laufen begrenzt.

Es liegt nun nahe, zu untersuchen, ob es nicht genligt vorauszusetzen,
daB jede Kurve des Raumes ein Elementarflichenstiick begrenzt. Dies wird
anch am Ende der Poincaréschen Arbeit angedeutet. Die in der vor-
liegenden Arbeit gegebene Reduktion des Problems scheint aber noch nicht
direkt zur Losung fihren zu konnen. Es diirfte eine tiefere Untersuchung
der bekannten Fundamentalgruppen fir zweiseitige geschlossene Flichen
nicht zu umgehen sein.

*) & & Dehn, D. Math. Ver. 1907, S. 573.
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Kapitel 1.

Vorstudien.

§ 1.
Gruppentheoretische Hilfsmittel (das Gruppenbild).

In der Topologie wird man héufig auf Probleme der folgenden Form
gefithrt:

Gegeben sei eine endliche Reihe von Operationen ay, a,,-- -, a, als
erzeugende Operationen einer Gruppe. Die Gruppe G sei dadurch vollstindig
bestimmt, daB zwischen den erzeugenden Operationen eine endliche Anzahl
von Relationen bestehen, etwa von der Form

o

TTaku) ‘81 =1
A (59”—"-*}-1 oder—-l).
na:i(:::): Sm= 1

Die Gruppe G kann in der Tat durch 4 vollstindig bestimmt werden.
Denn sind zwei Operationen § und 7T der Gruppe durch ihre Zusammen-
setzung aus den a, gegeben, so ist es vollstindig bestimmt, ob die Relation
8=1T aus den Relationen A folgt oder nicht, d. i ob in der Gruppe,
mit den erzeugenden Operationen ¢, und den Relationen 4, S=T sein
muf oder nicht.

Unsere Probleme lauten nun so:

1) Es wird eine Methode gesucht, um in einer endlichen Anzahl von
Schritten zu entscheiden, ob zwei durch ihre Zusammensetzung aus den
a; gegebene Operationen von G gleich sind oder nicht, speziell, ob eine
solche Operation gleich der Identitit ist.

2) Es wird eine Methode gesucht, um in einer endlichen Anzahl von
Schritten zu entscheiden, ob es zu zwei gegebenen Substitutionen § und 7°
von G eine dritte U gibt, sodaB

S=UTU"}
d. 1. ob S vermdge 4 sich als Transformation von 7 erweist.
Diese beiden Probleme sind vollstindig gelost fiir die speziellen
Gruppen G, die folgendermafen gegeben sind:
erzeugende Operationen ay, by, -- -+, 4, b,
G, Relation:
a,ba] b b a0 =

17171
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G, ist nichts anderes als die Fundamenialgruppe der Kurven auf einer
zweiseitigen  Fliche F, vom Geschlecht p. Unsere Probleme sind hier
dquivalent mit dem Problem: wann sind zwei geschlossene Kurven auf F,
ineinander reduzierbar (mit oder ohne Festhaltung eines Punktes)? Die
Ldsung wird erzielt durch eine Abbildung der &, auf ein regulires Netz
der hyperbolischen Ebene. Wir werden versuchen, die Losung des all-
gemeinen Problems durch eine Verallgemeinerung dieser Abbildung an-
zubahnen.

Wir konstruieren den folgenden zur Gruppe G' gehdrenden Strecken-
komplex C¢. Sei etwa:

=== sl 82 s El
S,=aa %y

80 legen wir durch einen Punkt Z einen Kreis (geschlossene Kurve) K*
mit [ Eckpunkten Z, P,,---, P,_, und bezeichnen ZP; mit + g, oder —a,,
P, P, mit + a, oder — a, etc., je nachdem &, &, - - gleich +1 oder —1
ist. Sodann legen wir durch Z einen zweiten Kreis K? dessen Strecken,
der Reihe nach von Z ausgehend durchlaufen, im Durchlaufungssinn mit
+ a;, oder — ay,, -+, + a oder — ay, bezeichnet werden. (Uber die Vor-
zeichen entscheidet wieder der Wert &) In dieser Weise fahren wir fort,
bis wir alle zyklischen Transformationen von S, erschopft haben. Es
werden dann also { Kreise an Z hiingen, deren Strecken, in bestimmtem
Sinn durchlaufen, die angegebene Bezeichnung erhalten haben. In umge-
kehrtem Sinn durchlaufen werden sie, ‘wie immer, diese Bezeichnung mit
umgekehrtem Vorzeichen erhalten. Gehen nun von Z zwei solche Strecken
ZP und ZQ aus, die, von Z nach P resp. @ durchlaufen, die gleiche Be-
zeichnung tragen, so wollen wir P und @, sowie die Strecken ZP und
Z ¢ zusammenfallen lassen und mit diesem Prozefl so lange fortfahren, bis
von Z nur noch verschieden benannte Strecken ausgehen. Denselben
ProzeB wollen wir auch fiir die anderen Punkte der Kreise ausfithren,
und damit so lange fortfahren, bis von jedem Punkte nur noch verschieden
benannte Strecken ausgehen. Wir wollen den so komstruierten Strecken-
komplex C,! und Z sein Zentrum nennen.

Wir wollen nun folgende Eigenschaften von C, nachteisen: Besteht
eine geschlossene Kurve von C,% in bestimmter Reihenfolge durchlaufen,
aus den Strecken d,, d;,- -, d, (die alle gleich + ¢ sind), dann ist die
Operation d,d, - @, vermdge der Relation §, =1 ebenfalls gleich 1:
sio entsteht aus der Operation §; durch Transformation und Komposition.

In der Tat: unsere Behauptung ist richtig im Anfangszustand des (i,
wo alle geschlossenen Kurven des Komplexes durch Z gehen und sich
gusammensetzen aus Kurven von der Form:

— &

—g o — & & 8
Sy 0, 8 6y, " %, 8, az, @, usw.
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Aber jeder geschlossene Streckenweg, dessen Anfangs- und Endpunkt Z
ist, wird dargestellt durch eine Komposition dieser Ausdriicke. Jede andere
Wahl des Anfangspunktes aber ist durch zyklische Vertauschung, und
diese wieder durch Transformation zu erreichen. Wir miissen jetzt uns
tiberzeugen, daB durch das Zusammenfallenlassen zweier Strecken, die von
einem Punkt ausgehen, diese Eigenschaft nicht verloren gehen kann. Sei nun
d= P@Q = PR eine solche Strecke, so kénnen wir annehmen, daB die zu
untersuchende Kurve durch @ hindurchgeht; denn alle anderen geschlossenen
Kurven “waren ja auch schon vor der Anderung geschlossen und haben
nach Voraussetzung die behauptete Eigenschaft. Moge also K eine ge-
schlossene Kurve sein, die durch ¢ hindurchgeht. Dann war die Kurve
K = dkd-! schon vor der. Anderung geschlossen, und da sie mach An-
nahme aus S, durch Transformation und Komposition hervorgeht, so ist
dasselbe mit % selbst der Fall, die ja eine Transformierte von % ist.

Wir fithren nun nacheinander die anderen Relationen S,, - - -, S, ein,
wobei wir annehmen konnen, daB jede erzeugende Operation a; min-
destens in einer von ihnen oder in S; vorkommt. Andernfalls fiigen wir
zu A, ohne dal dadurch die Gruppe geindert wiirde, die triviale Rela-
tion @¢,¢,7' = 1 hinzu. Wir wenden nun wieder den oben beschriebenen
ProzeB so lange an, bis wir zu einem Komplex 0;* kommen, bei dem von
keinem Punkte zwei gleich bezeichnete Strecken ausgehen und von Z
jede der Seiten @, ---a,, a;'---a;! ausgeht.

Es ist vo]lstiindig bestimmt, welche von den Kurven §,, o S, A
<8, 8,, -+ durch einen Punkt P von (! als Anfangspunkt hmdurch—
gehen. W1r qu'en nun zu Ci' so viel Kreise, die am Punkte P hingen,
dergestalt bezeichnet hinzu, daB nun von P zusammen mit den schon
vorhin vorhandenen Kurven alle Kurven der Gesamtheit S,, a, " 8, a;‘,

48,, - ausgehen. Dasselbe machen wir mit allen Punkten von 0
Andern wir nun den entstehenden Komplex durch Zusammenfa]lenlassen
von Seiten mit einem gemeinsamen Punkt derart ab, daB von keinem
Punkte des Komplexes zwei voneinander verschiedene, gleich bezeichnete
Strecken ausgehen, so erhalten wir einen Komplex C,%. Ebenso, wie wir
02 aus C,' konstruiert haben, konstruieren wir weiter O usw. Wir
erhalten so eine im allgemeinen unbegrenzte, aber auch unter besonderen
Umstéinden begrenzte Reihe von Streckenkomplexen (die Reihe bricht
dann ab, wenn bereits alle Kurven des Systems S;,---, 8, -+ von jedem
Punkte eines Kompleses C, ausgehen).

a) Ebenso wie oben folgt: sind die Strecken einer geschlossenen Kurve
auf CF in bestimmter Reihenfolge durchlaufen &, ds, -, d,, dann ist die
Operation

S=d,d,---d

2
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durch 8,, S,, - -+, S, durch Transformation und Komposition erzeugt, d.1i.
S ist in G gleich 1.

b) Wir wollen jetzt noch zeigen: Ist eine Operation S gegeben, so
existiert eine Zahl s so, daB, wenn ¢ > 7 ist, eine Kurve in O mit Z als
Anfangspunkt existiert, die S darstellt und geschlossen ist, wenn S in der
Gruppe G durch Transformation und Komposition aus den S, hervorgeht.

Denn sei

S=d dy---d,

wo die Darstellung auf der rechten Seite so gewshlt sei, daB die Erzeugung
von S durch Komposition und Transformation aus den S; unmittelbar aus
der Darstellung hervorgeht, d. i, daf die rechte Seite aus mehreren Teilen
zusammengesetzt ist, die identisch mit den S; resp. den aus ihnen durch
Komposition und Transformation entstehenden Operationen sind. Man kann
dann » so finden, daf die in dieser Darstellung S entsprechende Kurve
(die also aus den Strecken d,, d, - - -, d, zusammengesetat ist) yon Z aus-
gehend in jedem Cf (5>7) existiert. Diese Kurve ist notwendigerweise
geschlossen in jedem C,f (¢>7). Denn ein Teil der Kurve von der Form
S, der von einem Punkte des C," ausgeht, existiert nach Konstruktion
im O/ (%> r) und lguft in denselben Punkt wieder zurtick. Ist aber ein
Teil 7' der Kurve geschlossen, so auch der Teil von der Form UT U™,
der in ¢ liegt, weil dann infolge unserer Konstruktion in Cif (i>7)
U und U-! zusammenfallende, aber in entgegengesetztem Sinn durchlanfene
Streckenziige sind.

Ist S urspriinglich in einer anderen Bezeichnung gegeben, so entsteht
diese aus der obigen durch ev. wiederholte Weglassung zweier aufeinander
folgender Glieder von der Form e und e Aber eine solche Weglassung
verwandelt eine geschlossene Bildkurve wieder in eine geschlossene Kurve,
wie dies wieder unmittelbar aus den Eigenschaften unserer Konstruktion
hervorgeht.

Hieraus ergibt sich: In einem €)' konmen zwei Punkte P und U
voneinander verschieden sein, die bei Erweiterung dieses Komplexes zum
Zusammenfallen gebracht werden. Aber es gibt jedenfalls eine Zahl 7,
derart, daB keine zwei Punkte von Cy, die in C;" voneinander verschieden
sind, in einen C;' zum Zusammenfallen kommen: Jede Kurve des Gy, die
in €, ungeschlossen ist, bleibt dies auch, soweit wir auch die Konstruktion
ausdehnen, und représentiert folglich eine von der Tdentitdt verschiedene
Operation der Gruppe. Wir wollen nun die unverinderliche Gestalt von
O}, die er in Oy erhdlt, mit [C)’] bezeichnen und konstruieren den
unendlichen Streckenkomplex C.6, das Gruppenbild der Grippe &, dessen
Punkte und Strecken wir erhalten als Punkte und Strecken von [C,],
wenn wir ¢ sukzessive die Werte 1, 2, -+ n erteilen. Wir ordnen das
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Zentrum Z der Identitiit zu, dann ist jedem Element S=d, d,--.d, der
Endpunkt des gleichbezeichneten Streckenzuges zugeordnet. Zwei von-
einander verschiedene Elemente erhalten auch zwei verschiedene Bildpunkte,
und umgekehrt, zwei verschiedene Bildpunkte entsprechen zwei voneinander
verschiedenen Elementen der Gruppe. Durch die Konstruktion des C.¢ des
Gruppenbildes ist das erste fundamentale Problem gelost. Das Vorstehende
aber gibt nur den Beweis fiir die Existenz des Gruppenbildes, nicht aber
die Moglichkeit, dieses Bild in einer endlichen Anzahl von Schritten ab-
zuleiten. (enaver kinnen wir uns so ausdriicken: um zu entscheiden, ob
zwei Elemente § und 7' gleich sind, konstruieren wir ein C/, in dem beide
Elemente durch von Z ausgehende Streckenziige abgebildet werden. Sind
die Endpunkte dieser Streckenziige auch in ()" voneinander verschieden,
so sind S und 7' voneinander verschiedene Elemente der Gruppe. Wir
haben wohl die Existenz von », nachgewiesen, aber kennen keine allge-
meine Methode, um es wirklich zu bestimmen. Im folgenden Abschnitt
werden wir eine ganze Reihe von solchen Gruppenbildern ableiten, die
uns den groften Nutzen fiir die Erforschung der zugehérigen Gruppen und
topologischen Gebilde leisten werden. Hier wollen wir nur darauf hin-
weisen, daf das Gruppenbild auBer fiir die am Anfang erwihntenh Funda-
mentalgruppen der geschlossenen zweiseitigen Fliche ganz einfach fir
Abelsche Gruppen ist, aber hier gerade gar keine Bedeutung besitzt, weil
fiir diese Gruppen die Lisung der fundamentalen Probleme trivial ist.

Als Beispiel ist in der nebenstehenden Figur 7 das Gruppenbild der
Ikosaedergruppe gegeben. Die Gruppe ist erzeugt durch die beiden Sub-
stitutionen @, und a, mit den drei Relationen

5 8 —
a’ =1, a’=1, aaa0 =1

In der Figur bedeuten die Strecken, in der Pfeilrichtung durchlaufen, die
den beigesetzten Zahlen entsprechenden erzeugenden Substitutionen. Man
erkennt deutlich, wie die 60 Elemente der Gruppe durch @, und @, aus
einem Anfangselement entstehen.¥)

Das Gruppenbild einer endlichen Gruppe ist ein endlicher Strecken-
komplez (s. das Gruppenbild ftir die Ikosaedergruppe mit Spiegelung S. 145).

Wir wollen noch einen allgemeinen Schluf aus unserer Konstruktion
ziehen: wir sahen, daB jede geschlossene Kurve des Gruppenbildes eine
Operation der Gruppe darstellt, die gleich 1 ist, weil sie durch Kompo-
sition und Transformation aus den S, hervorgeht. Andererseits wird ja

*) Die Zuordnung dieses Komplexes zu der Ikosaedergruppe ist bekannt (3. Maschke,
Am. Journ. 1896). Uberhaupt ist das Gruppenbild fiir endliche Gruppen eigentlich
nickt neu. Es steht in enger Beziehung zu dem Cayleyschen ,,Colour-Diagram®.
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jede der Identitdt gleiche Operation durch eine geschlossene Kurve dar-
gestellt. Wir haben also den Satz:

Jede der Identitiit gleiche Operation einer Gruppe, die durch erzeugende
Operationen mit den Relationen 8, = S, = .. -==8, =1 definiert ist, geht
durch Komposition und Transformation aus den S; hervor.

§ 2.
Die Fundamentalgruppe eines Flichenkomplexes.

Um Eigenschaften unendlicher Gruppen fiir die Topologie zu ver-
werten, bediirfen wir der folgenden Uberlegungen:

1. In emmem Streckenkomplex C, mit e, Fcken und o Seiten kann
man o, — oy +1=yu Kreise (geschlossene Streckenziige) @y, ay, -+, @,, die
durch einen Punkt O von C, gehen, so auswihien, daf jeder andere Kreis
von O, stetig auf C, in einen Kreis k' hindibergefishrt werden kamn, der
aus Kreisen ay,--+a,, i passender Aufeinanderfolge und Richiung durch-
laufen, entsteht.

Mathematische Annslen., LXIX. 10
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‘Wir schreiben:

=41
, . i . oder —1
k=k=ak‘1...aki...aki: ki=1)2"'7 »
oder u

was bedeutet, daB & entsteht, wenn man erst g, dann a, .-, endlich a,

durchliuft und zwar in positiver oder negativer Richtung, je nachdem
&, ¢, gleich 4+ 1 oder gleich — 1 ist.

Der Beweis fiir den Satz wird unmittelbar durch die hekannten Sitze
iber die Reduktion von Kurven auf geschlossenen zweiseitigen Flichen ge-
gegeben, wenn man die zweiseitige Fliche vom Geschlecht p — p be-
trachtet, die aus dem C; folgendermafien entsteht: Man ersetzt jeden
n-fachen Knotenpunkt durch ein Blatt mit » — 1 Lochern, jede Strecke
durch eine 2 solche Lécher an den 2 zu ihr gehorigen Knotenpunkten
verbindende Rohre.

2. Wir wandeln den C, in einen Flichenkomplex C; um, indem wir
dureh m Kreise &, k,, - -+ k,, Elementarflichenstiicke legen.

Es mogen k,, k,, - -+ die Darstellungen haben:
g 1 o
(1) 1 (1)
ko= a> 2 L. a.m
1 nm o K
A.
(my
5 (M) LM
]ﬂm== kl(m) ....... a’k(%
'm

Dann bilden wir die Gruppe, deren einzige Operationen ay,-- a,
sind und deren Relationen durch 4 geliefert werden, wenn man statt
der linken Seite iberall 1 schreibt. Diese Gruppe heifit die Fundamental-
gruppe G, des Fldchenkomplexes C,. Jedem Kreis k von C, entspricht durch
seine Darstellung in den a, eine Operation dieser Gruppe und wmgekehrt
jeder Operation der Gruppe ein Kreis des Cy. )

Wenn man bedenkt, a) daB jede Operation von G, die gleich 1 ist,
durch Komposition und Transformation aus den %, - - -, k, entsprechenden
Operationen der Gruppe entsteht, b) daB jedes aus mehreren Flichen-
stiicken zusammengesetzte Elementarfiichenstiick mindestens ein solches
besitzt, dessen Wegnahme es wieder in ein Elementarflichenstiick verwan-
delt, so ergibt sich leicht:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dafy ein Kreis k
in dem C, ein Elementarflichenstiick begrenst, ist, daf die k entsprechende
Operation der Fundamentalgruppe des C, in dieser gleich 1 ist.
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§ 3.
Ein topologischer Hilfssatz (das ,,Lemma%),

Wir werden des 8fteren uns des folgenden Satzes aus der Topologie
der Flichenkomplexe bedienen miissen, den wir wegen seiner ausgezeich-
neten Stellung in dieser Arbeit kurz das Lemma nennen wollen.

Ein Flichenkomplex C, moge ganz im Inmeren einer homogenen Mannig-
foltigkeit M, (n > 2) liegen. Auf dem C, moige die Kurve k ein FElementar-
flichenstiick E, begrenzen. Hat E; auf seinem Rande keine Singularititen,
dann begrenst k in der M, auch ein villig singularitdtenfreics Elementor-
fléichenstiick.

Dieser Satz ist selbstverstindlich, wenn die M, mehr als drei Dimen-
sionen hat, denn in einer solchen Mannigfaltigkeit ist jedem zweidimen-
sionalen (tebilde ein homdomorphes ohne Singularititen benachbart. Wir
kénnen also % = 3 annehmen.

1. a) Es sei AB eine mehrfach zu zéhlende Strecke (4 =+ B), an der
eine Reihe von Blattern hingen, d. i Paare von Flichenstiicken, die je
auf dem singularititenfreien Abbild E,° von E," aneinandergrenzen. Da
wir uns nach Voraussetzung im Innern einer homogenen M, befinden, so
ist die Umgebung von A B in der M, ein Elementarraumstiick, und wir
kénnen davon reden, daB sich zwei jener Blitter lings A B durchsetzen
(schneiden) oder berithren.

Nehmen wir nun an, dafd sich sdmiliche Bldtter lings A B beriihren,
so wird es jedenfalls ein Blatt geben, auf dessen einer Seite kein anderes
der Blitter liegt, und wir kdnnen dieses Blatt durch ein anderes ersetzen,
das auf dieser Seite liegt und keinen inneren Punkt der Strecke 4B ent-
hilt, ohne daB es etwa meue Punkte mit den anderen Blittern gemeinsam
hat. Wir konnen dann mit einem weiteren der an A.B hingenden Blitter
genau so verfahren und so erreichen, daB sich keine zwei Bldtter mehr
lings AB beriihren, daf AB also aufhdrt, singulire Kante zu sein, ohne
dafl etwa neue Singularititen hereingekommen wiren.

b) Sei ferner A ein mehrfach zu zéhlender Punkt, an dem eine Reihe
von Blittern hiingen, die aber keine von 4 ausgehende gemeinsame Strecke
haben. Da die Umgebung von A4 in der M; wieder ein Elementarraum-
stiick ist, so kénnen wir ein Blatt finden, auf dessen einer Seite kein an-
deres der Blitter liegt, und dasselbe durch ein anderes Blatt ersetzen, das
auf dieser Seite liegt und nicht mehr durch A hindurchgeht, obne daB
es etwa neue Punkte mit den anderen gemeinsam hat. Awuf diese Weise
fortfahrend, konnen wir 4 als singuléiren Punkt fortschaffen, ohne neue
Singularititen einzufithren.

10%
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Aus a) und b) erkennen wir, daf wir eine E, mit Singularititen
durch eine singularititenfreie E, ersetzen kénnen, wofern nur an simt-
lichen singuldren Kanten bloB einander beriihrende Blitter vorkommen.
Wir werden also unsern Satz bewiesen haben, wenn wir ein Verfahren
angeben kopnen, das eine gegebene E,'.in eine solche transformiert, bei
der allen singuliren Strecken obige Eigenschaft zukommt.

2. a) Zundchst kann man alle etwa vorhandenen n-fach (> 2)
zu zdhlenden singuldren Strecken fortschaffen, indem man die einzelnen
Blétter durch benachbarte ersetzt, gerade so, wie man den n-fachen Punkt
einer Kurve durch stetige Abdnderung derselben in Doppelpunkte auf-
losen kann.

b) Durch Abinderung nach 1) schaffen wir sich an Punkten oder
Kanten berithrende Blitter fort. Hs konnen ferner singulire Punkte vor-
kommen, an denen sich zwei Blitter mehrfach durchsetzen (d. i. es kann
Durchdringungslinien mit entsprechenden mehrfachen Punkten geben).
Durch Ersetzen dieser Blitter durch benachbarte beseitigen wir diese Er-
scheinung. Endlich kénnen wir jeden n-fachen Punkt (» > 3) durch das-
selbe Verfahren in bloB dreifache Punkte auflésen. Nach diesen Trans-
formationen ist jeder singuldre Punkt: entweder ein allgemeiner Punkt
auf einer singuliren zweifach zu zihlenden Linie oder ein gewdhnlicher
dreifacher Punkt, durch den drei Blitter hindurchgehen, wie die drei Koor-
dinatenebenen des Cartesischen Systems durch den Anfangspunkt (,Ver-
zweigungspunkte® sind nach unserer Bezeichnung nicht singulire Punkte, da
Ja nur ein [sich selbst durchdringendes] Blatt durch einen solchen Punkt
hindurchgeht): An singuliren Linien hat die E,” nur noch: 1. Paare
von singuliren Strecken mit gemeinsamen Endpunkten, die ungeschlossene,
in einfachen Verzweigungspunkten endende Doppellinien bilden, 2. ge-
schlogsene Linien, die, entweder zyklisch auf sich selbst bezogen oder
paarweise auf einander bezogen, geschlossene Doppellinien bilden. —Keine
einzelne Strecke (des singularititenfreien Abbilds) hért in einem Punkte
auf, ohne dafl sich eine weitere singulire Strecke an diesen Punkt an-
schlieBt. Andernfalls miiBte der dem Endpunkte entsprechende Punkt
auf dem Rande der E,’ liegen gegen die Voraussetzung: der Rand wiirde
die E," in einem inneren Pumkte schmeiden.

A) Wir wollen zunichst die ungeschlossenen Doppellivien behandeln.
Seien I und I” zwei Strecken auf dem singularitétenfreiex_l Abbild E,°
von E," mit denselben Anfangs- und Endpunkten 4 und B. Die Linien
U und 1" fallen in E,” zusammen und bilden eine Doppellinie /. A4 und
B sind die zu ihr gehdrigen Verzweigungspunkte. I' und 2” kbnnen
Doppelpunkte haben und auch einander schumeiden. Sei € ein solcer
Schnittpunkt, so entspricht ¢ = C” auf I’ etwa ¢ auf ", und wir kdnnen
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iy i : .
¢’ uud " voneinander verschieden annehmen, da andernfalls C als zu der

Doppellinie gehdriger End- und Verzweigungspunkt angesehen werden
kann (s. Fig. 1).

Pig. 1.

Seien nun AF’" und AF” (s. Fig. 2) zwei einander entsprechende
singularititenfreie Strecken von I und [” ohne gemeinsame Punkte, dann
kénnen wir lings des entsprechenden Stiickes AF von [ eine , Umschal-
fung® vornehmen, d. i. die Blatthilften, in die jedes Blatt durch AF zer-
fillt, in anderer Weise aneinanderheften, so zwar, daB sich die neuen
Blitter lings AF berithren und die Umgebung von 4 zweiblittrig wird.
Das kénnen wir so machen, daB wir jede Blatthilfte mit derjenigen Halfte
der anderen Blitter verbinden, die von ihr in E,° durch keine der Linien
AF oder AF” getrennt wird (s. Fig. 2, wo diese Verbindung durch
verschiedenartige Pfeile angedeutet ist). Dadurch wird der frither einfach
zu zshlende Punkt 4 in einen zweifachen verwandelt; der zweifache Punkt
F in einen einfachen. Die Anzahl a, der Ecken von Ej bleibt also un-
verindert, und damit auch ihre Charakteristik, und da die neue Fliche
auch nicht zerfallt, wie z. B. ein Blick auf die Figur zeigt, so ist sie ein-
fach zussmmenhiingend geblieben. Von dem Punkt F geht wieder eine
ungeschlossene Doppellinie % aus, welche aber nich notwendig mit einem
Teil von I ideutisch ist. Da die Schnittpunkte der die Doppellinie bil-
denden Strecken sich nicht selbst eutsprechen, so kinnen wir diesen
ProzeB so lange wiederholen, bis als Doppellinie bloB ein Stiick
DE —={(DEY,(DE)"} iibrig bleibt, auf der kein Schnittpunkt der Stiicke
(DE) und (DE)" und kein Doppelpunkt derselben liegt. (DE) und (DEY”
sind also singularititenfreie Strecken obne gemeinsame Punkte.

Es ist nun leicht einzusehen, daf wir lings dieser Doppellinien das
Schneiden der Blatter durch Umschalten der Blatthalften in
Bertthrung verwandeln kdnnen, so zwar, daf die Umgebungen
von D und E einblittrig bleiben. Die aneinander zu beften-
den Blitter sind in der Fig. 8 durch gleiche Schraffur aus-
gezeichnet. Wieder bleibt die Anzahl der Ecken ungeéndert,
die neue Fliche znsammenhingend und also auch einfach zu-
sammenhingend. Schaffen wir also noch die Beriibrung lings
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AB gemiB 1. a) fort, so haben wir die Singularitdt von I beseitigt, ohne
neue Singularititen einzufiihren oder den Zusammenhang zu dndern. Auf
diese Weise konnen wir an die Stelle von E,” ein Elementarflichenstiick
E,” mit derselben Randkurve setzen, dessen Singularititen bloB in ge-
schlossenen Doppellinien bestehen.

B) Es bleibt noch iibrig, die geschlossenen Doppellinien wegzu-
schaffen. Wir orduen sie in Gruppen zusammen, und zwar betrachten
wir als zu einer Gruppe gehdrig die Strecken, die eine Doppellinie bilden,
ferner die Strecken aller derjenigen singuliren Linien, die durch die sin-
gulidren Punkte der ersten Doppellinie hindurchgehen; und weiter die Strecken
aller derjenigen singuliren Linien, die durch die singuliren Punkte jener
zweiten Schar von Kurven hindurchgehen usw. Die Strecken einer Gruppe
bilden nach dem oben Auseinandergesetzten eine Reihe von geschlossenen
Kurven auf dem singularititenfreien Abbild der Mannigfaltigkeit. Haben
wir also irgend zwei Punkte der Mannigfaltigkeit, die nicht auf diesen
Linien liegen, so haben alle Verbindungsstrecken derselben entweder eine
gerade oder eine ungerade Anzahl von Punkten mit jenen Linien gemein-
sam. Wir nehmen nun irgend ein Paar entsprechender Strecken der
Linien einer Gruppe und schalten lings derselben die an ihr hingenden
Halbblitter um, und zwar so, daB zwei Halbblitter ineinander iibergehen,
bei denen je zwei Punkte Verbindungsstrecken haben, die eine ungerade
Anzahl von Punkten mit den Linien der Gruppe gemeinsam haben. Wir
behaupten nun folgendes: Wenn wir jene Umschaltung nach der einen
Seite der Strecke gentigend lang stetig fortsetzen, so kommen wir zu
allen Strecken der Gruppe, mit Auspahme eines Paares entsprechender
Strecken, auf denen kein singulirer Punkt liegt. Die Mannigfaltigkeit geht
tiber in eine zwei- oder einseitige Fliche mit der Zahl p = 1 resp. & = 2,
auf der die {ibrighleibenden Strecken eine geschlossene, singularititenfreie,
nicht zerstiickelnde, zweirandige Kurve zusammensetzen. Schueiden wir
lings dieser die Fliche auf und heften die Strecken jeder der beiden
Randkurven zusammen, so ist die Umschaltung fiir die Linien der Gruppe
vollendet, d. h. wir haben die Mannigfaltigkeit ohne Hinzuftigung neuer
Singularititen tibergefilhrt in eine neue, einfach zusammenhingende Man-
nigfaltigkeit, bei der die Singularitét lings der Linien der Gruppe nach
L. fortgeschafft werden kann. Durch den Beweis der obigen Behauptung
wird also das Lemma vollstindig bewiesen sein.

1. Zeigen wir, daB wir bei Fortsetzung der Umschaltung zu allen
Strecken der Gruppe kommen: Verlingern wir die Umschaltung @ber den
niichsten singuliren Punkt heriiber, so erhalten wir eine offenbar zusammen-
héingende Mannigfaltigkeit, bei der nun die von dem Endpunkt der Um-
schaltung ausgehende singulire Linie sich verindert hat: Vor der Um-
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schaltung lief sie noch ein zweites Mal durch den singuliren Punkt.
Durch die Umschaltung werden nun die beiden auBer der Umschaltungs-
strecke durch den singuliren Punkt gehenden Zweige selbst umgeschaltet,
wie das in der Figur 4 durch die punktierten
Linien angedeutet ist. XKommen wir also jetzt
von dem Endpunkt der Umschaltungsstrecke fort- s 7
schreitend zu dem singuliren Punkt zuriick, so J
miissen wir auf dem andern Zweige uns wieder
von demselben entfernen. Dieser andere Zweig
gehort einer zweiten, ebenfalls zur betrachteten et
Gruppe gehdrigen, Doppellinie an. Beim Durch- Fig. &

laufen derselben kommen wir wieder zu dem singuliren Punkt zuriick
(n. Vs. ist die Linie ja geschlossen) und entfernen uns von dem Punkt
auf der noch ibrigbleibenden Strecke, die der ersten singuldren Linie
angehtrt. Verfolgen wir diese weiter, so kommen wir zum Anfangs-
punkt der Umschaltungsstrecke zuriick. Wir sehen also: die vom End-
punkt der Umschaltungsstrecke auslaufende singulire Linie besteht aus
dem ibrigbleibenden Teil der ersten singuliiren Linie und der anderen
Linie, die von dem singuliren Punkt ausgeht, und fiir diese neue
Doppellinie ist der betreffende Punkt nicht mehr singulir. In dieser
Weise fortfahrend, erkennen wir, daB wir bei stetiger Fortsetzung der
Umschaltung in der Tat, alle Linien der Gruppe durchlaufend, endlich als
vom Endpunkte der Umschaltung auslaufende singulire Linie eine im
Anfangspunkt endigende Strecke fibrig behalten, die keinen singuléren
Punkt mehr hat. Neue singulire Strecken sind dabei nicht entstanden.

2. Durch die Umschaltung bleibt die Fliche offenbar zusammen-
hingend. Die Multiplizitit aller Punkte bleibt unverindert, nur Anfangs-
und Endpunkt der Umschaltung, die vorher zweifache Punkte waren, sind
jetst einfache Punkte geworden. Also hat die neue Fliche die Zahl p=1
resp. k= 2.

3. Mogen 4'B und 4" B’ (s. Fig. b)
die singularititenfreie Strecke bilden, lings
deren wir mit der Umschaltung begonnen
haben. Diese ist aber so eingerichtet, daf
wir zwei Punkte P’ und P” auf Seiten von
B A" und B” A", die ineinander tibergehen,
durch einen Streckenzug TT verbinden kinnen,
der eine ungerade Anzahl von Punkten mit
den Strecken der Gruppen, die als singuldr
iibrig bleiben, gemeinsam hat. Setzen wir
mun  die Umschaltung tiber den ndichsten T 5.
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singuldren Punkt S hiniiber etwa bis (C',C") fort, so konnen wir auch
jetzt eine Kurve TT' finden, die eine ungerade Anzahl von Punkten mit
den als singulir tibrig bleibenden Strecken der Gruppe gemeinsam hat;
wir brauchen nur jede die Strecken B’ (' oder B’C” schneidende Strecke
XY von TT durch das Streckenpaar Y (', C'X resp. Y, "X zu er-
setzen, das drei Punkte mit jenen Strecken gemeinsam hat. Durch diesen
ProzeB entsteht aus TT wieder eine geschlossene Kurve mit der verlangten
Eigenschaft. Auf diese Weise fortfahrend behalten wir endlich von den
Strecken der Gruppe nur noch zwei singularititenfreie Strecken 4 Z ibrig,
und wir konnen eine geschlossene Kurve TI° finden, die eine ungerade An-
zahl von Punkten mit diesen beiden Strecken gemeinsam hat. Diese bilden
also eine nicht zerstiickelnde Kurve der Flache.

4. Wir haben endlich nachzuweisen, daB die aus den beiden Strecken
A Z gebildete Kurve zweirandig ist. Wir betrachten die Kurve, die aus
den beiden Strecken A'B’ und 4" B” gebildet ist, mit denen wir die
Umschaltung begonnen haben. Diese Kurve ist sicher zweirandig; ihre
beiden Rénder werden aus den beiden Seiten von A’ B resp. aus den
Seiten von A” B” gebildet.*) Daran #ndert sich auch nichts, wenn wir
die Umschaltung bis zum Punkte C iiber einen singuliren Punkt fort-
setzen. Andererseits ist die Kurve
(4B, A" B”) resp. (A'C, 4"C")
eine nicht zerstiickelnde, denn es gibt
eine geschlossene Kurve TT, resp. T,
die sie nur. in einem Punkte trifft.
Fihren wir die Umschaltung bis zum
Punkte Z, so erhalten wir demzufolge
eine zweirandige, nicht zerstiickelnde,
doppelpunktlose Kurve, die von der
aus den beiden Strecken 4 Z gebildeten
Kurve in zwei ‘Punkten, nimlich A4
und Z, geschunitten wird. Folglich ist auch diese letztere Kurve zweirandig,
womit unser Beweis vollendet ist.

Zusatz. Wir werden das Lemma noch in folgender Form gebrauchen:

Auch dawn wird wnier sonst gleichen Vorausseteungen K ein singu-
laritiitenfreies Elementarflichenstiick begrenzen, wenn tm wurspriinglich ge-
gebenen Ey' zwar Singularititen auf K liegen, aber K nicht das Innere
von E,’ schneidet (d. i. von der einen Seite von E,’ au der anderen dwrch-
dringt).

.

Fig. 6.

*) Die von A ausgehenden zwei singuléiren Strecken liegen anf verschiedenen
Rindern der Kurve (4’ B’, 4”B").
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In der Tat geniigt diese Voraussetzung, um, was allein zum Beweis
nitig ist (s. 8. 148), die Unmoglichkeit singulirer Strecken, die im Innern
von F,° aufhdren, ohne daf sich eine zweite singuliire Strecke anschlieBt,
herbeizafiihren.

Kapitel II.

Knoten und Gruppen.

§ 1.
Definition,

Gehen zwei Gebilde G und G des gewdhnlichen Raumes durch eine
stetige Deformation des Gesamtraumes ineinander fiber, so werden G und
&' im Enzyklopidieartikel als isofop in bezug auf den Raum bezeichuet.
Zwei singularitatenfreie Strecken, Blementarfiichenstiicke, Kugelfiichen
oder Elementarraumstiicke sind je miteinander isofop. Dagegen gibt es
homomorphe, aber nicht isotope geschlossene Kurven, berandete oder

eschlossene Flichen von hoherem Geschlecht: Sei U die Randkurve eines
singnlarititenfreien Elementarflichenstiickes, K eine weitere geschlossene
Raumkurve ohne Singularititen. Dann ist K nur dann isotop mit U,
wenn es auch ein von K berandetes singularititenfreies Elementarfiichen-
stiick gibt. Das ist aber im allgemeinen nicht der Fall, nimlich immer
dann nicht, wenn K im gewshnlichen Sinne eine verknotete Kurve ist.

Definition: Fine geschlossene (singularilitenfreie) Kurve K heifit
dann und nur dann wwerknotet, wenn sie isolop ist mit der Begrenzung
etnes singularititenfreien Elementarfléchenstiickes.

Wir werden im dritten Paragraphen dieses Kapitels eine Methode ent-
wickeln, um fiir jede topologisch definierte Raumkurve zu entscheiden, ob
sie verknotet ist oder nicht.

Wihrend fir spiter die Benutzung unendlicher Gruppen erforderlich
ist, wollen wir zuniichst rein_geometrisch Eigenschaften yon Knoten ent-
wickeln, die auch fir das Folgende von Wichtigkeit sind.

§ 2,
Der verknotete Schlauch.

Die Begrenzung der Umgebung einer geschlossenen Raumkurve K
ist eine Ringfliche R (ein Schlauch). Wir finden sie als die Begrenzung
einer aus zwei Elomentarraumsticken E,' und E;® bestehenden Domiine
J: E? und E,® haben zwei Elementarflichenstiicke E,' und E,* gemein-
sam, und die Raumkurve K besteht aus zwei Strecken, die zwei Punkte
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von E;' und £, im Innern von E,;* und E,;® miteinander verbinden. Wir
erkennen: jede doppelpunktlose Kurve anf X, die die Begrenzung von Ky
und E,* je einmal schneidet (sie zerstiickelt X nicht), begrenzt mit K
zusammen ein in J liegendes singularititenfreies Band und ist daher in
J mit K isotop. Ist also K verkmotet, so mufl es auch jene Kurve sein.
— Die Domiine, die zusammen mit dem Innern J des Schlauches den Ge-
samtraum bildet, wollen wir als AuBenraum 4 bezeichnen, ferner die Be-
grenzung von E,%, die nach Konstruktion in J ein einfach zusammen-
hiingendes Flidchenstiick begrenzt, mit J. Wir zeigen, daB es unter jenen
I einmal schneidenden Kurven solche gibt, die in 4 begrenzen (homolog
Null sind). In der Tat: fiigen wir zu A das Elementarraumstick Fg'
hinzu, so wird 4 zu einem Elementarraumstiick, in dem jede geschlossene
Kurve homolog Null ist. Es ist also jede Kurve von 4 homolog mit
einer Anzahl von Kurven auf der Begrenzung von E;. Da aber von
diesen bloB die Begrenzungen von E,' und E.? in A4 nicht begrenzen
und alle beide mit § homolog sind, so ergibt sich, daB jede Kurve in A
und auf seiner Begrenzung mit der mehrfach gezdhlten Kurve J homolog
Null ist. Sei also C eine beliebige, I einmal schneidende Kurve des
Schlauches, so ist in 4

C~ng,
also

C—nI~0.

Aber man kann stets eine & einmal schneidende, singularititenfreie Kurve %
finden, die mit € — »n3J homolog ist. Xs folgt also, dall

A~0
ist im AuBenraum A, wie behauptet. Und zwar wird das von A in 4
begrenzte Flichenstiick dann und nur dann einfach zusammenhingend
sein konnen, wenn K unverknotet ist. Denn in diesem Falle werden wir
durch Hinzufiigung des oben erwshnten singularititenfreien Bandes ein
von K begrenztes Elementarfiichenstick obne Randsingularititen und
folglich nach dem Lemma ein solches iiberhaupt ohne Singularitéiten er-
halten, woraus folgt, daB K unverknotet ist. Hierauf werden wir im
nichsten Paragraphen zuriickkommen.

§ 3.
Konstruktion der zu einem Knoten gehdrigen Fundamentalgruppe.
Fin jeder Streckenkomplex liefert (s. Kap. 1, § 2) eine mehrfach zu-

sammenhingende Fliche: Die Strecken werden mit Rohren umgeben, die
an den Knotenpunkten ineinander iibergehen. Wir wollen speziell diese
Flichen betrachten fiir die ebene Projektion eines Knotens. Es liefert
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z. B. die einfachste Projektion des einfachsten Knotens, die Kleeblatt-
"schlinge, eine Fliche vom Geschlecht 4. Allgemein liefert eine Projektion
mit # — 1 Uberkreuzungsstellen eine Fliche F' vom Geschlecht p = n.

Um eine bestimmte Anschauung den folgenden Erérterungen zugrunde
legen zu konnen, denken wir uns die Fliche F' symmetrisch in bezug
auf die Projektionsebene. Sie kann daun ferner so gelegt werden, daB sie
n + 1 Kurven mit der Projektionsebene gemeinsam hat: den HuBeren
Umrif und die Umrisse der n Parzellen. Diese letzteren Kurven trans-
formieren wir auf F' durch einander und die Umrisse nicht schneidende
Doppelstrecken, die zwei Nachbarpunkte mit je einem der inneren Umrisse
und auflerdem alle einen etwa auf der Oberseite von F' liegenden Punkt P
gemeinsam haben. Wir bezeichnen die so entstehenden # auf der Fliche
und durch P laufenden, singularitdtenfreien Kurven mit C, ,, C, g, -+, Cy,.
Wir legen durch P noch weitere » Kurven C,, .-, C, von der Art, daB
G, die Kurve C,; in P schueidet (d. L. von der einen Seite von C,
auf die andere tbergeht), C; die Kurve C, , (h = ¢) nicht schneidet und
daB zwei Kurven C; und C; aufiler P iiberhaupt keinen Punkt gemeinsam
baben. Dann wird die Fliche durch Zerschneiden lings C,---, (, in
ein Polygon verwandelt, dessen Berandung bei geeigneter Bezeichnung
durch die Kurven Oy, C,,,, 7', Crfy, - -+ in der angegebenen Weise
durchlaufen gebildet wird. Jede Kurve L auf F, ist Zquivalent mit einer
Axzahl von Kurven C; in bestimmtem Sinn nacheinander durchlaufen, wie
etwa der Ausdruck angibt

Cp G- Oy (6 = £ 1).

Bilden wir die unendliche (Fuchssche) Gruppe mit den erzeugenden
Operationen Oy, G, - -+, G;, und der einzigen Relation

CC, 0 Chye o =1,

7+l

dann entspricht jedem Element der Gruppe eine Kurve aof ¥ und um-
gekehrt; ferner jedem Element der Gruppe, das sich vermdge der Relation
als = 1 erweist, eine Kurve, die auf der ¥liche ein einfach-zusammen-
hingendes Flichenstiick begrenzt und umgekehrt.

Bilden wir nun eine neue Gruppe mit denselben erzeugenden
Relationen und

0n+1= n+2="'=02n=1’

so folgt die obige Relation und ferner wird jede Kurve auf F, deren
zugehorige Substitution in dieser neuen Gruppe =1 ist, im zu F ge-
horenden AuBenraum ein Elementarfiichenstiick begrenzen, da ja dies
fir C, ., -+ G, der Fall ist. Aber auch umgekehrt, jeder Flichen-
kurve L, die in jenem AuBenraum ein Elementarflichenstiick begrenzt,
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entspricht eine Substitution in der Gruppe, die gleich 1 ist. Um dies
einzusehen, konstruiere man von C, ,, - -+, C,, begrenzte, im AuBenraum
gelegene, singularititenfreie Elementarfiichenstiicke. Werden diese doppelt
genommen, so bildet F' zusammen mit ihnen eine Kugelfliche. Ein
Elementarfiichenstiick E, dessen Rand L ist und das wir uns dem Lemma
zufolge etwa singularititenfrei vorstellen konnen, schneidet diese Kugel
moglicherweise in geschlossenen Kurven. Jedes der Stiicke, in die F
zerfillt, ersetzen wir durch ein Stiick der Kugeloberfiiche und erhalten
so ein von L begrenztes Elementarflichenstiick, das bloB aus Flichen-

stiicken jener Kugeloberfliche zusammengesetzt ist. Diese sind aber von

den Kurven C,,,, -+-, C;, oder von der Kurve C,C,,, C;' C;}, -+ be-
grenzt, woraus folgt, daB das der Kurve L entsprechende Element der
Gruppe = 1 ist. — Da wir aus einer Gruppe erzeugende Elemente, die

gleich 1 sind, fortlassen konnen, so erhalten wir als den Kurven der
Fliche F' in bezug auf den AuBenraum entsprechende Gruppe diejenige, in der
(.-, C, erzeugende Elemente sind, zwischen denen keine Relation besteht.

Wir wollen nun zu dem AuBenraum von ¥ noch # — 1 Elementar-
raumstiicke hinzufiigen, entsprechend den % — 1 Uberkreuzungspunkten
der Projektionsfigur: Sei ABCD (s. Fig. 8) eine einen Uberkreuzungs-
punkt umgebende Kurve auf der Fliche,
und zwar sollen die Punkte 4 BCD auf
solchen UmriBteilen liegen, die dem Zweig
entsprechen, der wunterhaldb des anderen
durch den Uberkrenzungspunkt hindurch-
geht. Ferner sollen die Strecken 4B
und CD auf der Oberseite, die Strecken
BC und 4D auf der Unterseite von F
verlaufen. A'B'C'D sei eine Nachbar-
kurve von A BCD auf F. Dann nehmen
wir aus dem Innenraum von F ein Ele-
nmentarraumstiick heraus, das von diesen
beiden Kurven, dem zwischen ihnen liegenden Streifen von F und zwei
von ihnen im Innenraum begrenzten Elementarflichenstiicken begrenzt
wird, und fiigen es zu dem Aufenraum hinzu. Ebenso verfahren wir bei
den anderen Uberkreuzungspunkten. Wir erhalten dann einen AuBen-
raum 4, der begrenzt ist von einer Ringfliche R, die genau so verknotet
ist wie die urspriinglich gegebene Kurve K.

Die # —1 Kurven ABCD usw. sind im AuBenraum von F, wie
oben gezeigt, auf Kurven von der Form

crep. . (

Fig. 8.

=41
I,=1,2,. - oder n)
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reduzierbar. Wir wollen die » —1 Kurven in dieser Form etwa mit
8, -++48,_, bezeichnen.

In bezug auf den AuBenraum A von R haben die Kurven vor B
folglich die Gruppe:
erzeugende Elemente: O, C,,--+, C,,

G
"1 Relationen: 8, = Sy =---=8, =1

Diese Gruppe G, wollen wir die Fundamentalgruppe der geschlossenen
Raumkuwrve K nennen.

Wir wollen noch angeben, wie man in
einfachster Weise die » — 1 Relationen direkt
aus der Projektionsfigur ablesen kann: Seien »
(Fig. 9) m,, my, my, m, die Nummern der Par- \E
zellen, die in einem Uberkrenzungspunkt zu-
sammenstoBen und in der Reihe m,mg mymy
aufeinander um den Punkt herum folgen. Moge
nun m, und m,, sowie m, und my je an
dem untern Zwelg zusammenstoBen, so lautet
die sum Kreuzungspunkt m gehbrige Relation:

1 1
Sm= Cp Cry Cn, ) =1,

wenn der Umlaufssinn der (), geeignet gewihlt ist. Fiir die Kreuzungs-
punkte, die auf dem HuBeren UmriB liegen, ist das in bezug auf diesen
vorkommende Glied in der Relation einfach fortzulassen. Der Beweis
fiir diese Bebauptung ist leicht mit Hilfe der Sitze iiber die Reduktion
von Kurven auf Flichen zu fithren.

Alle Relationen der Gruppe G, sind dlso
drei- oder viergliedrig. Wir erhalten anf diese
Woise fiir die Kleeblattschlinge (Fig. 10) die
Fundamentalgroppe :

erzeugende Elemente: Oy, Gy, Gy, Cy:
C O 0 =00 G
= (3 0y ’ =1

Relationen:

§ 4.
Unverknotete Ranmkurven,

Eine unverknotete Raumkurve ist dadurch chsrakterisiert, da sie
die Begrenzung eines singularititenfreien Elementarflichenstiickes ist. Da
nun die Ringfliche R wie die gegebene Kurve K verknotet ist, so
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ist die im AuBemraum 4 von R begrenzende Kurve U auf B verknotet
oder unverknotet, je nachdem es K ist. Ist K unverkunotet, so wird % i
AuBenraum A ein singularititenfreies Elementarflichenstiick begrenzen,
Ist also Sy die % in der Gruppe G, darstellende Substitution, so mu8
Sy =1 sein, wenn K unverknotet ist. Umgekehrt: ist Sy =1, so be-
grenzt U im AuBenraum ein Elementarflichenstiick, das, da % auf der
Begrenzung von A liegt, keine wesentlichen Randsingularititen haben
kann. Folglich begrenzt % dann auch nach dem Lemma ein singularititen-
freies Elementarflichenstiick in 4. Wir haben damit den Satz:

Satz 1. Damit die Raumkurve K unverknotet ist, ist notwendig und
hinreichend, daf in der zu K gehirenden Gruppe Gy eine bestimmte Sub-
stitution Sy =1 ist.

Im Falle daB K unverknotet ist, also auch der Schlauch R, sind
alle Kurven auf R in dem AuBenraum A reduzierbar auf die Potenz
einer einzigen Kurve, der im Innern begrenzenden Kurve J auf R Es
ist also in diesem Falle G'x isomorph mit der (Abelschen) Gruppe, die
aus einer einzigen erzeugenden Operation ohne Relation besteht. Um-
gekehrt, wenn G5 eine Abelsche Gruppe ist, so folgt, daB K unverknotet
ist. Deénu da ¥ im AuBenraum homolog Null ist, so folgt, daB

n n—1

%EZ%‘CZ‘E 4;8;
1 1

sein muB, wo s; an der Stelle der der Substitution S, entsprechenden
Kurve von R steht. Aus dieser Kongruenz folgt aber, wenn Vertauschung
der Reihenfolge der Substitutionen erlaubt ist, sofort

Su=1,

womit die in Satz 1 aufgestellte hinreichende Bedingung erreicht ist. Wir
baben also den

Satz 2. Dann und nur dann ist K unverknotet, wenn die Fundamental-
gruppe von K abelsch ist.

Ist eine Knotengruppe abelsch, so ist sie isomorph mit der
Gruppe {8%}.

Noch eine dritte Methode kann man anwenden, um die unverknoteten
Kurven zu erkennen: Sei R irgend eine singularititenfreie Kurve auf der
Ringfliche R, fiir die die Homologie besteht

R~F+md

(Jede Kurve %, die % nur einmal schneidet, wird eine Homologie dieser
Art befriedigen.) J (die im Inneren begrenzende Kurve) kann dargestellt
werden durch die Substitution C, (wo ¢ der Index einer Parzelle ist, die
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mit dem AuBenrand eine Strecke gemeinsam hat). R sei dargestellt durch
die Substitution Sy von Gy Ist nun Gy abelsch, so ist

Sg{=1 und Sm=0

Fiigt man nun zuo A4 eine in J liegende, von einem Streifen lings J
begrenzte Scheibe hinzu, so wird 4 fiir jeden Knoten ein Elementar-
raumstiick. Die Gruppe der Kurven auf R in bezug auf dieses Elementar-
raumstiick entsteht aber aus Gy, wenn man die Relation ;=1 hinzu-
figt. Da aber alle Kurven auf R in diesem Elementarraumstiick ein
Elementarflichenstiick begrenzen, so muf die Gruppe, die aus Gy durch
Hinzufiigen von ;=1 entsteht, die Identitit sein. Folglich muB nach
obigem, wenn K unverknotet ist, auch Gy zur Identitit werden, wenn
man Sy — 1 hinzufiigt. Ist aber K verknotet, so wird das im allge-
meinen nicht der Fall sein, wie wir an Beispielen im nichsten Para-
graphen zeigen werden. Vielmehr entstehen aus verknoteten Schliuchen
Mannigfaltigkeiten von der Art, wie sie von Poincaré (Pal. Rend. 1904)
entdeckt sind und die wir deshalb Poincardsche Rdiuwme mennen wollen.
Dies sind geschlossene M, ohne Torsion mit einfachem Zusammenhang,
d. i. jede geschlossene Kurve begrenzt in den M einmal genommen. Aber
sie sind im allgemeinen nicht mit dem gewshnlichen Raum homdomorph.
Eine solche Mannigfaltigkeit kann, in diesem allgemeinen Falle, wie im
letzten Kapitel bewiesen wird, micht als Fundamentalgruppe die Identitit
haben. Folglich haben wir (s. ither Konstruktion der Fundamentalgruppe
in My, Kapitel III, § 3):

K ist verknotet, wenn durch Hinzufiigen irgend einer von gewissen
Relationen Sp = 1 2ur Fundamentalgruppe Gy diese wicht sur Identitit wird.

§ o.

Spezielle Knoten und Poincarésche Riume.

a) Die Klecblattschlinge.
Die Fundamentalgruppe der Kleeblattschlinge ist, wie oben gezeigt:

erzeugende Substitutionen: O, G, Gy, Cy;
Relationen:
C,C0, =Gl Cy=C 00 =1.

Das Gruppenbild (s. Kap. I, § 1) setzen wir zusammen aus Parallel-
streifen (Fig, 11), die begrenzt sind von Linien, die aus Strecken C be-.
stehen. Wir zeichnen nun zwei gleichlaufende Ketten von Strecken C,
die wir durch einen Streckenzug C,C,C; C,C,C; ete. so verbinden, daB
die Ecken dieses Streckenzuges abwechselnd auf den beiden O, Ketten
liegen. Wir erhalten auf diese Weise drei verschiedene Arten von Ecken
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bei den Streifen: solche, von denen C, und €%, solche., von denen C, und
O, %, endlich solche, von denen C; und C;~* ausgehen: Wir nel?men nun einen
Streifen und heften an seinen einen Rand zwei weitere Streifen, mit ihren
Rindern gleichlaufend, so an, daB an jedem der Eck-
g punkte des gemeinsamen Randes jetzt alle drei Arten
von Ecken zusammenstoBen. Wir brauchen nur dafiir
zu sorgen, daf dies an einem einzigen Eckpunkt der
Fall ist, dann wird von selbst die Forderung fiir
alle Eckpunkte erfiillt sein. An den drei freien
Rindern dieses Streifentripels heften wir wieder in
derselben Weise je zwel weitere Streifen an und
fahren so fort. Wir erkennen leicht, daB der so
entstehende unendliche Streckenkomplex tatsiichlich
das Bild der vorgegebemen Gruppe ist. Denn von
jedem Punkte gehen die acht Strecken
C,GGC e e ot
aus und an jeder der Strecken héingen die zwei resp,
drei Kreise, die den zwei resp. drei verschiedenen
Arten entsprechen, wie die betreffenden Substitu-
tionen in den Relationen vorkommen.
Wir erkennen nun sofort, daB die Gruppe nicht iso-
Pig 11, morph ist mit der Gruppe {S%}, daB sie nicht abelsch
ist. Zum Beispiel ist der Streckenzug C, G, C -1 (!

nicht geschlossen.

Der im AuBenraum begrenzenden Kurve % auf B entspricht die Sub-
stitntion Sy = C, C; ; ;1 C;-1C; Y Wir erkennen auf dem Gruppenbild
sofort, daB Sy durch einen ungeschlossenen Streckenzng dargestellt wird,
also U begrenzt im AuBenraum kein Elementarflichenstiick, sondern nur
eine Fliche hheren Zusammenhangs, wie es sein muB, da K verknotet ist.

Wir wollen nun den zur Kleeblattschlinge gehirigen Poincaréschen
Raum (s. 8. 159) betrachten: Eine die Kurven % und C, einmal schneidende
Kurve %t der Ringfliche wird durch die Substitution Sg=C,CC,C; 1 C !
dargestellt. Fiigen wir zu dem AuBenraum lings N eine Scheibe hinzu,
80 entsteht ein von einer Kugelfliche begrenzter Poincardscher Raum ©.
Die Gruppe dieses Raumes ist, da alle Kurven des AuBenraumes A auf
Kurven der Ringfliche reduzierbar sind, gleich der Gruppe der auf der
Ringfliche liegenden Kurven in bezug auf ®, d. i sie ist folgende:

erzeugende Elemente: C,, G, C,, C,;
Relationen: 1) C, C/1¢, = 2)G 0 C=3)00710,=1 ! Go.
4) 00010 =1
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Wir wollen das Gruppenbild konstruieren: Dazu betrachten wir die
folgende dodekaedrische Figur 12. Die den Strecken beigefiigten Pfeile und
Zahlen bedeuten, daf die Strecken, im Pfeilsinn durchlaufen, die erzeu-
genden Operationen mit dem der Zahl entsprechenden Index darstellen.
Die Figur besteht auns neun Fiinfecken, einem Sieben- und einem Achteck

Fig. 12,

und dem Randpolygon. Jedes Polygon stellt, in einem bestimmten Sinn
durchlaufen, den Ausdruck der linken Seite der 4** Relation dar, resp.
diesen Ausdruck transformiert durch die ersten drei Relationen. Wir er-
kennen, daB aus den vier Relationen die (dem Randpolygon entsprechende)
Relation

5) CfCE=1
folgt. Andererseits erhalten wir durch Transformation der 4*® Relation
mit Hilfe der drei anderen

6) CSCr8=1,

7) 10 = 0,10 = C0=Cf=1.
Wir wollen, ehe wir diese Relationen benutzen, noch etwas darauf
eingehen, wie man die Behauptung nachweist, da die den Polygonen der

woraus folgt:

Mathematische Annalen. LXIX. 1
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Fig. 12 entsprechenden Relationen, sowie 6) aus der Relation 4) vermoge
1), 2) und 3) hervorgehen. Zu dem Zwecke konstruieren wir uns einen
Teil des Gruppenbildes fiir die Gruppe der Kleeblattschlinge, in der der
Ausdruck auf der linken Seite von 4) dargestellt wird. Dieser Teil besteht
aus finf Streifen (s. Fig. 18). Aus der Relation 4) folgt, daB die beiden
freien Rénder zusammenfallen, und zwar so, daf die Endpunkte des den
Ausdruck 4) darstellenden Streckenzuges aufeinander fallen und dement-
sprechend die anderen Punkte der beiden Rénder. Dann folgt durch
direkte Betrachtung der Figur, daB die anderen behaupteten Relationen
gelten: Die sie darstellenden Streckenziige endigen in korrespondierenden
Punkten der heiden Rinder. (In der untenstehenden Fig. 13 wird die
Bezeichnung einer Strecke durch eine aus ihr durch horizontale Verschie-
bung entstehenden Strecke gegeben. Von den Strecken C, sind nur die
Randstrecken und von diesen nur die Richtung je einer angegeben. Die
Relation 4) ist in der Figur durch einen stark ausgezogenen Streckenzug,
die den Polygonen der Dodekaederfigur entsprechende Relation durch
punktierte, resp, strichpunktierte Streckenziige, der Streckenzug der Re-
lation 6) durch eine gewellte Linie dargestellt).

Unter Benutzung der Relation 7) erhalten wir nun folgende Kon-

struktion des Gruppenbildes: Aus den finf in der Figur 13 dargestellten
. Streifen konstruieren wir

23— eine Ringfliche, indem

P4

e fj wir erstens entsprechend
o der Relation 4) die beiden
* freien Rinder zusammen-
3 L heften, ferner der Rela-
tion C,5=1 entsprechend
je auf einer Kette von
C, um sechs Strecken aus-
einanderliegende Punkte
als identisch erkliren. Da-
rig. 15 durch erhalten wir eine

o Ringfliche. Jedes der
Polygone der Dodekaederfigur ist eine nicht zerstiickelnde geschlossene
Kurve auf dieser Ringfliche; wir konnen deswegen durch jedes der
Polygone eine solche Ringfliche hindurchlegen. Da an jeder Ecke der
Dodekaederfigur drei Strecken zusammenstoBen, die den drei verschie-
denen Ecken der Strecken entsprechen, so haben wir in der Gesamtheit
der Punkte wnd Streifen auf den 19 Ringflichen, die sich paarweise
lings eines Streifens beriihren und zu dreien in einer Kante zusam-
menstoBen, den gesuchten, das Gruppenbild darstellenden Streckenkomplex.

[l

L

2
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Die Gruppe unseres Poincaréschen Roawmes ist also endlich, sie besteht
aus 120 Substitutionen, denn auf jeder Ringfliche liegen 30 Punkte,
jeder Punkt liegt aber auf drei Ringfiichen, so daB wir als Anzahl der

. . .3
Substitutionen ig?_o = 120 erhalten. Diese Zahl 158t vermuten , daf die

Gruppe mit der durch die Spiegelung crweiterten Ikosaedergruppe isomorph
ist, eine Vermutung, die sich leicht verifizieren 148t. In der Tat lassen
sich C,, C;, C; als Drehungen um die drei Eicken einer Tkosaederfliche ver-
bunden mit Spiegelung am Mittelpunkt, C, als Drehung um den Mittel-
punkt der Fliche verbunden mit Spiegelung am Mittelpunkt des Ikosaeders
auffagsen.

Die Fundamentalgruppe eines zur Kleeblatischlinge jehérigen Poincaré-
schen Rowmes ist isomorph wit der durch Spiegelung erwesterten 120-glied-
rigen Ikosaedergruppe.

Es ist leicht, die Gruppen anderer zur Kleeblatischlinge gehdriger
Poincaréscher Riume zu finden. Sie sind, mit Ausnabme natiirlich des
trivialen Falles des gewOhnlichen Raumes, alle unendlich. Den einfachsten
Fall erhdlt man, wenn man zur Gz der Kleeblattschlinge die Relation:

8) 0,000 C005=1

setzt. Geometrisch bedeutet das, daB man zum AuBenraum lings einer S
zweima) und ¥ einmal schneidenden Kurve einen Elementarraumteil hinzuftigt.
Der entstehende Poincarésche Raum hat die Gruppe, die durch die er-
zeugenden Operationen mit den Relationen 1), 2), 3), 8) gegeben ist.
Mit Hilfe der Relationen konnen wir (analog wie vorhin) 8) transfor-
mieren in
9) G1CS=1

Wir erkennen, daf das Gruppenbild folgendermaBen zu konstruieren ist:
Die Rinder eines aus 11 Streifen zusammengesetzten Blattes lassen wir
passend zusammenfallen und erhalten dadurch einen Zylinder. Wir nehmen
ferner ein regulires Netz in der Lobatschewskyschen Ebene, das aus
Elfecken besteht, die zu je dreien an einen Punkt hingen. Durch die
Netzmaschen legen wir Zylinder, die paarweise einen Streifen und zu
dreien eine Kante gemeinsam haben. Wir haben die Zylinder derartig
einzusetzen, daB an einer Kante je drei Streifen in der Weise zusammen-
stofen, wie es bei dem Gruppenbild der Kleeblattschlinge der Fall ist.
Das ist, wie unschwer einzusehen, ohne weiteres mdglich. Die Punkte
und Strecken auf diesen Zylindern liefern das Bild der gegebenen Gruppe,
die also unendlich ist. Analoges gilt fir die anderen Poincaréschen
Gruppen, die durch die § n-mal und ¥ einmal schneidenden Kurven des

Ringes erzeugt werden. Wir haben das Resultat:
11%
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Alle Poincareschen Riume, die zur Klechlattschlinge gehiren, haben,
mit Ausnahme der oben untersuchten und des gewthnlichen Roumes, wh~
endliche Grruppen, deren Bilder durch reguliive Polygoneinteilung der Nicht-
EBullidischen Ebene, bei der je drei (6n—1)-Ecke (n>>1) in einem Punkie
zusammenstofien, erzeugt werden.

Um die Bedeutung des Gruppenbildes stirker hervortreten zu lassen,
sel bemerkt, daB jeder geschlossenen Kurve auf dem Bild eine Substi-
tution entspricht, die — 1 ist, und eine Kurve der Mannigfaltigkeit, die
auf Null zusammenziehbar ist, d. i. ein einfach zusammenhingendes
Flichenstiick begrenzt. Die Aufstellung des obigen Gruppenbildes hilft
nicht nur zum Beweis, daB die Raumkurven verknotet oder die Riaume
dem gewdhnlichen nicht homéomorph sind, sondern es wird dadwrch
auch die Aufgabe gelist, von jeder gegebenen Kurve des Aufenrauwms,
bezw. der verschiedenen Poincaréschen Riume, in einer endlichen Anzahl von
Schritten 2u entscheiden, ob sie auf Null zusammenzichbar ist oder nichi.

b) _Andere Knoten. Hier soll nur eine Gruppe von ganz besonders
einfachen Kuoten behandelt werden, die eng mit der Kleeblattschlinge
verwandt sind. Die ersten beiden Glieder sind in den nebenstehenden
Figuren 14, 15 angedeutet, die anderen werden analog fortschreitend er-
halten. Sie haben 5, 7, ---, 3 + 2% Kreuzungspunkte und gehen durch

@

Fig, 14 Fig. 15.

1,2, ... % Umschaltungen an den Kreuzungspunkten in die Kleeblatt-
schlinge iber. Man erkennt nach der im vorigen Paragraphen gegebenen
Regel leicht, daB fiir » = 1 die Groppe gegeben ist durch

Erzeugende Operationen: C,, G,, G, C,, G;, C,.
0,010, =001 C=C G0,
C,C G =0 0510 = 1.
Das Gruppenbild setzt sich aus #hnlichen Streifen zusammen,
wie bei der Kleeblattschlinge (s. Fig. 16), je fiinf Streifen stoBen

an einer C,-Kette zusammen — Ahnhches gilt fir n > 1. —
Fiigen wir im Fallen =1 zu den Relationen die neue Relation

€, 0,C, C, Cy Ot =

Relationen: {
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hinzu, so entsteht die Gruppe eines zu dem Knoten gehdrigen Poincaré-
schen Raumes. Man erkennt, dab das Gruppenbild erzeugt wird durch
Zylinder, die aus je neun Streifen zusammengesetzt sind, die zn je fiinf
Yings einer Cj-Kette zusammenhingen. Die Durchschnitte der Zylinder
entsprechen einer reguliren Polygoneinteilung der hyperbolischen Nicht-
Euklidischen Ebene in 9-Ecke, die zu je fiinfen in einer Ecke zusammen-
stoBen. Ahnliches gilt fir » > 1. Wir haben also:

Die Poincaréschen Riume, die 2w den angefiihrten Knoten gehoren,
haben samtlich unendliche Gruppen, die durch wreguliire Gebietseinteilungen
der hyperbolischen Ebene erzeugt werden.

AuBler der Ikosaedergruppe und der Identitit haben wir also_ blo8
unendliche Gruppen fiir Poincarésche Riume bekommen. Fir Mannig-
faltigkeiten mit Torsion sind die zyklischen Gruppen die einzigen be-
kannten endlichen Grappen.

Weitere Untersuchungen tiber Knotengruppen, sowohl im speziellen,
als im allgemeinen, d.i. Aufsuchung von Eigenschaften, die allen Knoten-
gruppen eigentiimlich sind, sollen weiferen Arbeiten vorbehalten bleiben.

Kapitel IIL

Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten.

§ 1.

Allgemeines (Konstruktion des Nahtkomplexes und der
Fundamentalgruppe).

Sei M, eine geschlossene Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen,
S, ein beliebiges konstituierendes Raumsttick derselben, IT,” die S;" be-
grenzende Kugelfliche. §,% sei eines von den konstituierenden Raumstiicken,
die mit S;" mindestens ein Elementarflichenstiick gemeinsam haben. Wir
bilden aus S;" und §;? ein Elementarraumstiick X% indem wir Sg* und
S,® lings eines gemeinsamen Elementarflichenstiickes zusammenheften. Die
2,? begrenzende Kugelfliche IT,? besitzt nur solche Flichen, die auch der
M, angehiren, aber es kann mehreven Paaren solcher Flichen auf I7,?
je nur eine einzige Fliche in I/, entsprechen, wenn nimlich S;* und S,?
mehr als ein Elementarfiichenstiick gemeinsam haben. An X;* heften
wir nun ein drittes Raumstiick S,® der M, das mit IT,* mindestens ein
Elementarflichenstick gemeinsam hat, und zwar lings eines solchen
Flichenstiickes. ;2 und S,° mégen zusammen X;® mit der Begrenzung
I7,° bilden. In dieser Weise fahren wir fort, bis wir ein Elementarraum-
stick X, erhalten, das simtliche konstituierende Raumstiicke der Bf; ent-
hilt, und das begrenzt sein moge von der Kugelfliiche IT,. Jede Fliiche
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von I7, kommt auch in M; vor, je zwei Flichen von 11, entspricht eine
und dieselbe Fliche in M;, da ja M; nach Voraussetzung geschlossen
ist. Wir nennen II, ,Schuittfliche dex M % Die M, ist demnach ho-
moomorph mit einem von der Schnittfiiche begrenzten Elementarraumstiick,
wenn die Flichen derselben in bestimmter, aus der obigen Konstruktion
sich ergebender, Weise paarweise als identisch erklirt werden (erste all-
gemeine Erzeugungsweise einer M,). Durch diese Beziehung der Fléchen
von II, aufeinander werden gleichzeitig ihre Indikatrizen (Umlaufssinne)
einander zugeordnet. Aus der Definition der Zwei- resp. Einseitigkeit
mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten ergibt sich dann unmittelbar das
Resultat: Haben zwei entsprechende Flichen der II, mit in obiger Weise
zugeordnetem Umlaufssinn in besug ouf die II, allemal verschiedenen
Umlaufssinn, so ist die M, zweiseitig, andernfalls einseitig. So bietet
uns die I7, ein bequemes Mittel, um diese erste Frage nach dem Cha-
rakter der vorgelegten M, zu entscheiden. Wir lassen nun entsprechende
Flachen der Schnittfliche II, zusammenfallen und erhalten einen Flichen- .
komplex N;, den wir die Nahifliche dex M, nennen, Diese Bezeichnung
deutet an, daB man aus einem Kugelraum durch Zusammenheften lings
des N; die vorgelegte M, erhilt. Dem C, entspricht bei zweidimensionaler
Mannigfaltigkeit ein Schnittsystem, durch das die M, in ein einfach zu-
sammenhéingendes Flichenstick verwandelt wird. Es ergeben sich dann
folgende Resultate:

1) Jeder Streckenkomplex und jeder Flichenkomplex der B, ist
homotop mit einem Strecken- resp. Flichenkomplex der Nahtfliche (d. i.
in einen solchen stetig mit Selbstdurchdringung auf der M iiberfithrbar).
Denn jeder Strecken- oder Flichenkomplex, der nicht der Nahtfliche NN,
angehort, liegt im Kugelraum X, und ist also homotop mit einem Kom-
plex auf der Begrenzung II, und also auch mit einem solchen auf N,.
Begrenzt also eine Kurve (oder auch ein Kurvenkomplex) ein Elementar-
flichenstiick resp. ein Flichenstiick hoheren Zusammenhangs in M, so
begrenzt eine entsprechende Kurve (oder auch ein entsprechender Kurven-
komplex) von N, ein Elementarflichenstiick resp. eine Fliche héherenm
Zusammenhangs auf XN,, und umgekehrt. Sind zwei Kurvensysteme auf
N, nicht ineinander stetig tiberfilhrbar, so ist dies auch fiir die J/; nicht
der Fall; ist eine Kurve auf N, speziell nicht auf einen Punkt zugammen-
ziehbar (begrenzt kein Elementarflichenstiick auf NN,), so ist sie auch in
der M nicht auf einen Punkt zusammenziehbar. Wir bezeichnen deswegen
mit Recht die Fundamentalgruppe von N, als die Fundamenialgruppe der
M;: Gy = Gy, Die Konstruktion von Gu, durch die Darstellung der
begrenzenden Kreise in einem passend gewidhlten System von durch einen
Punkt Jaufenden Kurven auf N, ist in Kapitel I, § 2 entwickelt.
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Der N, liegt ein Streckemkomplex zugrunde, den wir mit N, be-
zeichnen. Die Umgebung dieses Komplexes wird in der M,, falls sie zwei-
seitig ist, begrenzt von einer zweiseitigen geschlossenen Fliche F vom
Geschlecht p = p = v, — vy + 1 (v;: Anzahl der Strecken, »,: Anzahl der
Ecken von N,) (s. Kapitel I, § 2). Diese Umgebung J; entsteht aus einem
Elementarraumstiick durch Hinzuftigung von » weiteren Elementarraum-
stiicken (,Henkeln), die mit dem ersten je zwei Anheftungsflichen gemein
haben. Sie ist also in unserem gewOhnlichen Raum repriisentierbar. Wir
bezeichnen sie etwa als gewdhnlichen zweiseitigen mehrfachen Ringraum.
Desgleichen wird der Teil von J;, der iibrig bleibt, wenn man J; weglifit,
der ,Auflenraum® 4; von N, ein solcher gewShnlicher mehrfacher Ring-
raum sein, wie sich aus der Konstruktion unmittelbar ergibt. Im Falle,
dafl die M, einseitig ist, sind J; und A4; von einer einseitigen Fliche
gerader Charakteristik begrenzt. J; und A; bilden gewdhnliche einseitige
mehrfache Ringriume. Wir haben also als zweite Erzeugungsweise:

Die allgemeinste homogene geschlossene M, erhilt mon durch Ver-
schmeloung der Oberfliiche zweier gewdhnlicher mehrfacher Ringriume.

Daraus folgt:

Jede homogene geschlossene My ist in vier singularititenfreie Elementar-
raumstiicke zerlegbar.

Jede Kurve des Raumes ist mit einer Kurve auf der Fliche F, die
A, und J; trennt, isotop. Man kann dann ohne weiteres die Poincaréschen
Satze iiber die Beziehung zwischen dem Kurven- und dem Flichenzusammen-
hang ableiten, worauf wir hier nicht weiter eingehen. Es sei nur bemerkt,
daB sich diese Uberlegungen unmittelbar auf beliebig viele Dimensionen
erweitern lassen, woraus unter anderm folgt, dafll jede homogene M, fiir
jedes beliebige », sick aus vier Elementarmannigfaltigkeiten zusammen-
setzen liBt, dann aber auch sich ein einfacher Beweis fiir die entsprechen-
den Poincaréschen Sitze fiir eine M, (n>3) ergibt.

§ 2.
Der gewohnliche Raum.

DaB die Fundamentalgruppe des gewdhnlichen Raumes die ldentitit
ist, sieht man gleich ein. Denn es begrenzt ja jede Kurve im Raume
ein Elementarflichenstiick (ev. mit Singularititen), also auch jede Kurve
der N, auf der N;, woraus nach Kapitel 1, § 2 folgt, daB die Funda-
mentalgruppe von N, oder, was dasselbe ist, von J{; die Identitit ist.

Ist umgekehrt die Fundamentalgruppe Gy, der N, gleich der Identi-
tit, dann begrenzt jede Kurve auf N,. Unter dieser Voraussetzung wird
die IV, keine geschlossene zweiseitige Fliche enthalten, woraus folgt, daff
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keine ungeschlossene Strecke der N, fiir sich allein ein BElementarflichen-
stiick begrenzt. Enthilt dann N, eine ungeschlossene Strecke, so kdnnen
wir diese durch Zusammenziehen beseitigen, d. i.: legen wir in der modi-
fizierten N, durch geeignete Kreise Elementarflichenstiicke, so bilden
diese doppelt genommen wieder eine Kugelfliche, und erkliren wir bei
einem von dieser Kugelfidiche begrenzien Klementarraumstiick die ent-
sprechende Flichen der Begrenzung als ifentisch, so erhalten wir eine
der gegebenen M; homomorphe M,. Auf diese Weise kdnnen wir alle
ungeschlossenen Strecken der N, entfernem: derselbe besteht dann aus
lauter Kreisen mit einem gemeinsamen Punkt O. Ist nun Gy die Iden-
titdt, so begrenzt jeder dieser Kreise ein Elementarflichenstiick, dessen
einzige singulire Linien die Kreise durch O sind. Konnten wir nun zeigen,
daB keine diese Flichen wesentliche Randsingularititen (s. Kap. I, § 3)
hat, so wiirde sofort aus dem Lemma folgen, daB es ein System von
singularititenfreien Elementarflichenstiicken gibt, die je von einem der
Kreise begrenzt werden und auBer O keinen gemeinsamen Punkt haben.
Die Umgebung eines solchen Flichenkomplexes in einer homogenen M,
ist aber ein Kugelraum. Wir kinnen also N, in einen Kugelraum Ef
eingchlieBen. Die Begrenzung K, dieses Kugelraumes liegt aber nach der
Auseinandersetzung des vorigen Paragraphen in einem passend gewshlten
AvuBenraum 4; und begrenzt in diesem ein Elementarraumstiick ;% Denn
jede geschlossene Fliche begrenzt in einem gewdhnlichen mehrfachen Ring-
raum, speziell die Kugelfliche ein Elementarraumstiick, und zwar gilt dies,
ohne daf vorausgesetst zu werden braucht, daB der Ringraum zweiseitig
ist. Die E;* aber und Ey ergeben, lings der begrenzenden Kugelfliche K
verschmolzen, die gegebene M und diese ist folglich homdomorph mib
einem gewohnlichen Raume. Aber unsere Annahme des Nichtvorhanden-
seins wesentlicher Randsingularitéten ist nicht ohne weiteres zu begriinden.

Dazu ist es ndtig, die Fille, bei denen Gy zur Identitit wird, niher zu
studieren,



