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E i n l e l t u n g .  

In der vorliegenden Arbeit werden sowohl der dreidimensionale Raum 
im aUgemeinen (Kapi~el III) als aueh (Kapitel II) die in dem gewShnliehen 
(d. i. hypersplg4vischen) Raum lsufenden geschlossenen Kurven (Knoten) 
topologisch un~ersueh~. Voranges~ell~ sind (KapiM I) fiir diese Er(ir~erungen 
notwendige allgemeine Untersuehungen. Und zwar werden in w 1 Gruppen 
diskreter 0pera~ionen bekraehtet, nKmlieh diejenigen, die gebildet werdea 
dutch eine end//che Anzahl erzeugender 0pera~ionen, zwischen denen eine 

end/@he Anzahl Rela~ionen gegeben sind. 
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Fiir eine solehe Gruppe wird ein Bild konstruiert~ nis ein regnli~rer 
Streckenkomplex~ dessen Konstruktion im Gegensa~z zu den sonstigen 
Darstellungen allgemeiner unendlicher Gruppen wiehtige auf die Gruppe 
beziigliche Probleme erledigh Dementsprechend ist diese Konstruktion 
auch mi~ Schwierigkei~en verbunden. Gruppenbilder werden im Laufe der 
Arbeit sowohl ffir bekann~e (S. 145) als aueh bisher wohl noch unbekaamte 
(S. 159) endliehe und unendliche Gruppen gegeben. Sie hiingen alle eng 
zusammen mi~ reguliiren Einteilangen der Euklidischen oder Nichf~ 
Euklidischen Ebene. 

I m w  2 folgt die Konstruktion der zu einem beliebigen Fliiehen- 
komplex gehSrigen Fundamen~algruppe. Dureh das Gruppenbild wird so 
jedem Fl~ehenkomplex ein ira allgemeinen unendlieher regul~rer Strecken- 
komplex zugeordnet. Dieser ist fttr den Fall gesehlossener zweisei~iger 
Fliichen als regulates Netz in der hyperbolisehen Ebene mit 4n-seRigen 
Masehen, die zu je 4n in einem Punkt zusammenstogen, bekannt. 

I m w  3 wird ein allgemeiner Satz fiber Flgehenkomplexe abgeleitet, 
das ,,Lemma '2 das in den weiteren Untersuchnngen oft gebraueh~ wird. 
Es ist die 2-dimensionale Verallgemeinerung des (trivialen) Sa~zes, dag 
man zwei Punkte eines Streckenkomplexes durch einen singularitgtenfreien 
Streckenzug verbinden kann. 

In Kapitel II wird zunilehst die Definition des Knotens erledigt (w 1), 
in w 2 tier den Knoten umgebende Sehlaueh eingefiihrt. Im w 3 wird 
die Fundamentalgruppe des Knotens konstruiert, deren Definition sieh un- 
mittelbar in der einfachsten Weise aus der ebenen Projektion des Knotens 
ablesen li~gt. Ist diese GrupJ)e abelsch, so ist die 9egebene Kurve unver- 
knoteg (w 4, Satz 2). Es wird ferner durch den Satz 1 eine ~ethode an- 
gegeben, wie man die Entseheidung, ob eine Kurve verknotet ist oder 
nicht, durch die Konstruktion des Brides der Fundamentalgruppe des 
Knotens erledigt. 

Im w 5 werden spezielle Knoten und zwar die Kleeblat~schlinge und 
ihr verwandte Knoten behandelt. Es werden die zugehiirigen Gruppen- 
bilder konstruiert und ferner aus ihnen ZPoincare'sche JR~iurne abgeleitet, 
d. i. solche dreidimensionale Mannigfaltigkeiten, di% ohne Torsion und mit 
einfachem Zusammenhang, doeh nicht mR dem gewShnliehen Raum homSo- 
morph sind. Der einfaehsie bier gefundene hat eine endliehe Funda- 
mentalgruppe und zwar die Ikosaedergruppe mit Spiegelung. Die anderen 
haben unendliehe Gruppen. Fiir aUe werden die Gruppenbflder aufgesgellt; 
diese erledigen die Frage, ob eine gegebene Kurve der betreffenden Mannig- 
faltigkeit auf einen Punkt zusammenziehbar is~ oder nicht. Diese Frage 
war bisher noeh ftir keine solehe MannigfaltigkeR gelSst, auch wuSte man 
niehts tiber Endlichkei~ oder Uneadliehkei~ der zugeh~irigen Fundamen~aN 
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gruppen. Die Resultate haben noch den besonderen Wert, dab sie eine 
sehr einfaehe Methode hefern, um unendlich viele Poincargsche Riiume 
zu konstruieren, yon denen der Entdecker nur einen einzigen auf kompli- 
zierte Weise konstruiert hat*). 

I m w  1 des Kapitels III werden verschiedene fibersichtliche Erzeugungs- 
weisen tier dreidimensionalen Mannigfaltigkeit gegeben. So werden zum 
Beispiel alle zweiseitigen Mannigfaltigkeiten dutch eine geschlossene, zwei- 
seitige Fl~che in zwei Stilcke zerlegt, die dem einfachsten yon einer solchen 
Fl~che im gewShnlichen Raum begrenzten Raumteil homSomorph sind. 
Diese Erzeugungsweisen liefern auch die Konstruktion der Fundamental- 
gruppe tier gegebenen Mannigfaltigkeit. 

Der w 2 geht etwas auf das wichtige Problem der topologischen 
Charakterisierung des gewShnlichen Raumes ein, ohne doch das Problem 
zur Erled~gung zu bringen. Es handelt sieh um die Frage, wie der ge- 
wShnhche Raum dutch die Eigenschaften seiner gesehlossenen Kurven 
topologisch zu definieren ist, urn damit dann die Entscheidung zu erm6g- 
lichen, ob ein gegebener Raum mit dem gewShnlichen Raum homSomorph 
ist oder niche. Was die Geschiehte dieses Problems angeht, so hatte zuerst 
Heegaard (Diss. Kopenhagen 1898) und sodann Poincar~ (Pal. Rend. Bd. 13 
u. Lond. M. S. Bd. 32) darauf hingewiesen, d ~  es zur Charakterisierung 
des gew~nliehen Raumes nieht gen~igt~ vorauszusetzen, dal3 jede Kurve, 
eventuell mehffach durchlaufen~ begrenzt. Und zwar zeigen dies die 
Mannigfaltigkeiten mit Torsion. Sodann hat Poincar6 Pal. Rend. 1904 
(lurch Konstruktion eines ,,Poincargschen Raumes" (s. oben) bewiesen, dab 
es ebenfalls nicht gentigt~ vorauszusetzen, dal3 jede Kurve einmal durch- 
laufen begrenzt. 

Es liegt nun nahe, zu untersuchen, ob es nicht gentigt vorauszusetzen, 
dab jede Kurve des Raumes ein Elementarfi~chenstfick begrenzt. Dies wird 
auch am Ende der Poincargschen ArbeR angedeutet. Die in der vor= 
liegenden Arbeit gegebene Reduktion des Problems scheint aber noch nicht 
direkt zur L~sung fiihren zu k5nnen. Es dtirfte eine tiefere Untersuehung 
tier bekann~en Fundamentalgruppen flit zweiseitige geschlossene Fl~chen 
nicht zu umgehen sein. 

*) s. a. Dehn,  D. ~ath .  Vet. 1907, S. 573. 
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K a p i t e l  I. 

V o r s t u d i e n .  

w  

Gruppen theo re t i s che  H i l f s m i t t e l  (das Gruppenbi ld) .  

In der Topologie wird man h~ufig auf Probleme der folgenden Form 
gefiihrt: 

Gegeben sei eine endliche Reihe yon Operationen al, as , . . . ,  a, als 
erzeugende Operationen einer Gruppe. Die Gruppe G sei dadurch vollst~indig 
bestimmt, dab zwisehen den erzeugenden Operationen eine endliche Anzahl 
yon l~elationen bestehen, e~wa yon der Form 

Hak. = S t ---- 1 

A (~(0_ + 1 oder -- 1).  
I ~ ) 

(Ha~;m)=Sm= 1 

Die Gruppe G kann in der Tat durch A vol l s t~d ig  bestimmt werden. 
�9 $ 

Denn sind zwei Operatlonen S und T der Gruppe dutch ihre Zusammen- 
setzung aus den a s gegeben, so ist es vollst~ndig bestimm~, ob die Relation 
S = T aus den Relationen A folgt oder niehg, d. i. ob in der Gruppe, 
mit den erzeugenden Operationen a t u n d  den Relationen A,  S = T  seia 
muB oder niehk 

Unsere Probleme lauten nun so: 
1) Es wird eine Methode gesuch~, um in einer endliehen Anzahl yon 

Sehritten zu entscheiden, ob zwei clutch ihre Zusammensetzung aus den 
a i gegebene 0perationen yon G gleieh sind oder nicht, speziell, ob eine 
solehe Operation gleich der Identit~t is~. 

2) Es wird eine M~thode gesueht, um in einer endlichen Anzahl yon 
Schritlen zu entseheiden, ob es zu zwei gegebenen Substitutionen S und T 
yon G eine dritte U gibt, sodaB 

z = gry -I, 

d. i:. ob S vermgge A sieh als Transformation yon T erweis~. 
Diese beiden Probleme sind vollst~ndig gel(ist fiir die speziellen 

Gruppen Ge, die folgendermaBen gegeben sind: 

erzeugende Operationen al, bl, . - . ,  a~, b~, 

G~ Relation: 



Topologie des dreldimensionalen Raumes. i41 

G~ ist nichts anderes als die F undamentalg~lJ~eder Kurve~ auf einer 
~weiseitigen F15che l~ veto Gesc]ilech~ to. Unsere Probleme sind hier 
~quivalent mit dem Problem: warm sind zwei geschlossene Kurvea a u s  
ineinander reduzierbar (mi~ oder ohne Fesihaltung eines Punktes)? Die 
L~sung wird erzielt durch eine Abbildung der G~ auf ein regulates Netz 
tier hyperbolischen Ebene. Wir werden versuchen, die LSsung des all- 
gemeinen Problems dureh eine Verallgemeinerung dieser Abbildung an- 
zubahnen. 

Wir konstruieren den folgenden zur Gruppe G geh~renden S~recken- 
komplex C~. Sei etwa: 

~i_~ ~ ~i ~2 �9 ~ ak~ 6~k~ " " ~ki~ 

~o tegen wir durch einen Punkt  Z einen Kr~is (gesehlossene Kurve) K i 
mit l Eekpunkten Z, P1, ' "  ", Pz-1 und bezeichnen Z P  1 mi~ -~ ak, oder -- ak, , 
2PiP ~ mit + %. oder -- a~ etc., je nachdem ~i, ~,"  " ' gleich + i oder -- 1 
ist. Sodann legen wir dureh Z einen zweiten Kreis K ~, dessen Sbecken, 
tier Reihe naeh yon Z ausgehend durchlaufen, im Durchlaufungssinn mit 

ak~ oder - -ak in . . . ,  d-a~z oder - - a~  bezeichnet werden. (Uber die Vor- 
zeichen entscheidet wieder der Weft s~.) In dieser Weise fahren wir fort~ 
bis wir alle zyklischen Transformationen yon Sx erschSpft haben. Es 
werden dann also 1 Kreise an Z h~ngen, deren S~reeken, in bes t immbm 
Sinn durchlaufen, die angegebene Bezeiehnung erhalten haben. In umge- 
keh rbm Sinn durchlaufen werden sie, "wie immer~ diese Bezeichnung mi~ 
umgekehrbm Vorzeichen erhalten. Gehen nun yon Z zwei soleho S~recken 
Z P  und ZQ aus, die, yon Z nach B resp. Q durchlaufen, die gleiche Be- 
zeichnung ~ragen, so wollen wit B und Q, sowie die Streeken ZiP nnd 
Z Q zusammenfallen lassen und mi~ diesem Proze~ so lange fortfahren, his 
~on Z nur noeh versehieden benannte S~reeken ausgehen. Denselben 
Prozelt wollen wir auch ffir die anderen P u n k b  der Kreise ausffihren, 
und damit so lange fortfahren, bis yon jedem Punkte nur noch verscbieden 
benannte Strecken ausgehen. Wit  wollen den so konstruierten Sbecken- 
komplex C~ und Z sein Zentrum nennen. 

Wi t  wollen nun folgende Eigenschafbn yon C~ nachVeisen: Besbht  
eine geschlossene Kurve yon C1 ~, in best immbr Reihenfolge durchlaufen, 
aus den S~reeken d i, d~, . . . ,  d~ (die alle g l e i c h _  a~ sind), dann is~ die 
Operation d~d~.., dq verm6ge der Relation S~ = 1 ebenfalls gleieh 1: 
sie enbteh~ aus der Operation S~ dutch Transformation und Komposition. 

In der Tat: unsere Behauptung is~ richtig im Anfangszustand des C1, 
we alle geschlossenen Kurven des Komplexes dutch Z gehen und sich 
zusammense~zen aus Kurven yon der Form: 

S l, a~, S 1 a a,  
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Aber jeder gesehlossene Streekenweg, dessen Anfangs- und Endpunkt  Z 
ist, wird dargestellt durch eine Komposition dieser Ausdriicke. Jede andere 
Wahl des Anfaagspunktes aber ist dutch zyklische Vertauschung, und 
diese wieder dureh Transformation zu erreichen. Wir miissen jetzt uns 
tiberzeugen, (lag dureh das Zusammenfal.lenlassen zweier Streeken, die yon 
einem Punkt  ausgehen, diese Eigenschaft nicht verloren gehen kann. Sei nun 
d = / g Q  = p ~  eine solche Streeke, so kSnnen wit  annehmen, dag die zu 
untersuchende Kurve dutch Q hindurchgeht; denn alle anderen geschlossenen 
Kurvert waren  ja auch schon vet  der ~ttderung gesehlossen und haben 
naeh Voraussetzung die behauptete Eigenschaft. MSge also K eine ge- 
schlossene Kurve sein, die dutch Q hindurchgehK Dann war die Kurve 
k '=  dkd - i  sehon vet der. _~nderung gesch]ossen, und da sie nach An- 
nahme aus S 1 durch Transformation uad Komposition hervorgeht, so is~ 
dasselbe mit  k selbst 4er FaLl, die ja eine Tra~asformierte yon k" ist. 

Wi t  ftihren nun naeheinander die anderen Relationen S~,- . - ,  S m ein, 
wobei wit annehmen kiimaen, dal3 jede erzeugende Operation a~ min- 
destens in einer yon ihnen oder in S 1 vorkommt. Andernfalls fiigen wir 
zu A ,  ohne dal~ dadurch die Gruppe ge~nder~ wtirde, die ~riviale Rela- 
tion a~a~-l= 1 hiazu. Wir wenden nun wieder den oben beschriebenen 
Prozeg so lunge an, his wir zu einem Komplex C11 kommen, bei dem yon 
keinem Punkte zwei gleieh bezeiehnete Strecken ausgehen und yon Z 
jede der Seiten a i . . . % ,  a [ i . - . a j 1  ausgehK 

�9 ., S~, ..., S~, -.. dutch einen Punkt P yon C11 als Anfangspunkt 'hindurch- 
gehen. Wir  fiigen nun zu Ci i so viel Kreise, die am Punkte  19 hiingen~ 
4ergestaR bezeiehnet hinzu, dag nun yon B zusammen mit  den sehon 
vorhin vorhandenen Karven alle Kurven der Oesamtheit $1, a-~'Sl a'~:,.. 
�9 S,~,... ausgehen. Dasselbe maehen wir mit  allen Punklen yon Q i  
Andern wit nun den en~stehenden Komplex dureh Zusammenfallenlassen 
yon Seiten mit einem gemeinsamen Punk~ derart~ ab, dab yon keinem 
Punkte des Komplexes zwei voneinander versehieden% gleich bezeiehnet~e 
S~recken ausge, hen, so erhalten wir einen Komplex C1 ~. Ebenso, wie wit  
C1 ~ aus C1 ~ konstruier~ haben, konstruieren wit  welter Qa usw. Wir 
erhalten so eine im allgemeinen unbegrenzte, abet  aueh unter besonderen 
Umst~nden begrenzte Reihe yon Streekenkomplexen (die Reihe bricht 
dann ab, wenn berei~s alle Kurven des Systems S~ , . . . ,  S~, . . .  yon jedem 
Punkte eines Komple~res Ce ~ ausgehen). 

a) Ebenso wie oben fo]gt: sind dis Sh'ecken einer gesch]ossenen Kurre 
auf C1 ~ in bes~immter Keihenfolge durehlaufen di, & , . . . ,  d~, dann ist dis 
Operation 

s - -  4 
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dutch S1, S~, . . . ,  S~ durch Transformation und Komposition erzeugt, d.i. 
S ist in G gleich 1. 

b) Wir woUen jetzt noch zeigen: Ist eine Operation S gegeben, so 
exist[err eine Zahl r so, daB, wenn i ~ r ist, eine Kurve in C1 ~ mit; Z als 
Anfangspunkt existier~, die S darstellt und geschlossen ist, wenn S in der 
Gruppe G durch Transformation and Komposition aus den S~hervorgeht. 

Denn sei 
s=d14...d,, 

wo die Darstellung auf der rechten Seite so gew~alt sei, dal~ die Erzeugung 
yon S dutch Komposition und Transformation aus den S~ unmittelbar aus 
der Darstellung hervorgeh~, d. i. dat~ die reehte Seite aus mehreren Teilen 
zusammengesetzt ist, die identisch mit den S t resp. den aus ihnen dutch 
Komposition und Transformation entstehenden Operationen sind. Man kann 
dan ,  r so finden, dab die in dieser Darstellung S entsprechende Kurve 
(die also aus den Strecken dl, d~, �9 �9 d s zusammengesetzt ist) yon Z aus- 
gehend in jedem C~ ~ (i}>r) existier~. Diede Kurve ist notwendigerweise 
gesc]alossen in jedem C1 i (i > r). Denn ein Tell der Kurve yon der Form 
S~, tier yon einem Punkt~e des C1 ~ ausgeht, existiert nach Konstruk~ion 
im C1 i ( i '~  r) und liuft  in denselben Punkt wieder zurtlck. Ist abet ein 
Teil 2' der Kurve gesehlossen, so auch der Tell yon der Form UY'U -1, 
der in Ci ~ lie~-~, we~ dann infolge unserer Konstruktion in Cl~(i>r) 
U und U - i  zusammenfallende, aber in entgegengesetztem Sinn durchlaufene 
Streckeuziige sind. 

Is~ S ursprfinglich in einer anderen Bezeichnung gegehen, so entsteht 
diese aus der obigen durch ev. wiederholte Weglassung zweier aufeinander 
folgender Glieder yon der Form e und e-1. Abet eine solche Weglassung 
verwandelt eine geschlossene Bildkurve wieder in eine geschlossene Kurve, 
wie dies wieder unmi~telbar aus den Eigenschaften unserer Konstruktion 

hervorgeht. 
Hieraus ergibt sich: In einem C1 ~ kSnnen zwei Punkte P und U 

voneinander verschieden sein, die bei Erweiterung dieses Komplexes zum 
Zusammenfallen gebraeht werden. Abet es gibt jedenfalls eine Zahl r~ 
derar~, dal3 keine zwei Punkte yon C1 ~, die in C1 ~i voneinander verschieden 
sind, in einen Ci ~ zum Zusammenfallen l~ommen: Jede Kurve des C1 ~, die 
in C1 ~ ungesehlossen is~, blelbt dies auch, soweit wit auch die Konstruktion 
ausdehuen, und repr~sen~ier~ folglieh eine yon der Identit~t verschiedene 
Operation der Gruppe. Wit  wollen nun die unverinderliche Gestalt yon 
C~ die er in C1 ~ erh~It, mi~ [Cl*'] bezeichnen und konstruieren den 
unendlichen Sbreckenko~ex C~ a, das Gru~enbiId der Gru~]pe G, dessen 
Punkte and S~recken wit erhalten als Punkte and Streeken yon [C1~], 
wenn wir i sukzessive die Wer~e 1~ 2 , . . . ,  n er~eilen. Wit ordnen das 
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Zentrum Z der Identit~t zu, dana ist jedem Element S = d 1 d~..., d! der 
Endpunkt des gleiehbezeichne~en Streckenzuges zugeordnet. Zwei von- 
einander versehiedene Elemente erhal~en auch zwei verschiedene Bildpunkte, 
und umgekehrt, zwei versehiedene Bildpunkte entsprechen zwei voneinander 
verschiedenen Elementen der Gruppe. ]gurch die Konstruktion des Qa des 
Gruppenbildes ist das erste fundamentale Problem gel5st. Das Yorstehende 
abet gibt nur den Beweis fiir die Existenz des Gruppeabildes, nicht abet 
die MSglichkeit, dieses Bild in einer endliehen Anzahl yon Schritten ab- 
zulei~en. Genauer kSnnen wir uns so ausdrticken: um zu entseheiden, ob 
zwei Elemente S und T gleich sind, konstruieren wir ein ~l~ in dem beide 
Elemente dutch yon Z ausgehende Streckenzfige abgebildet werden. Sind 
die Endpunkte dieser Streckenztige auch in Cl~i voneinander versehieden, 
so sind S und T voneinander verschiedene Elemen~e der Gruppe. Wir  
haben wohl die Existenz yon r~ naehgewiesen, abet kennen keine allge- 
meine Methode, um es wirklieh zu bestimmen. Im folgenden Abschni~t 
werden wir .eine ganze Reihe yon solchen Gruppenbildern ableiten, die 
uns den gr~ ten  Nutzen ffir die Efforsehung der zugehSrigen Gruppen und 
topologisehen Gebilde leisten werden. I-tier wollen wir nut darauf hin- 
weisen, dab das Gruppenbild aul~er fiir die am Anfang erwiihntCn Funda- 
mentalgruppen der gesehlossenen zweiseitigen Fliche ganz einfaeh ffir 
Abelsehe Gruppen is~, aber bier gerade gar keine Bedeulung besitzt, well 
fiir diese Gruppen die L~sung der fundamentalen Probleme trivial ist. 

his Beispiel ist in der nebens~ehenden Figur 7 das Gruppenbild der 
Ikosaedergruppe gegeben. Die Gruppe ist erzeugt dutch die beiden Sub- 
stitu~ionen al und a~ mi~ den drei Relationen 

al 5 = 1, a~3 = 1, al a~ ai a~ = 1. 

In der Figur bedeu~en die Strecken, in der Pfeflriehtung durchlaufen, die 
den beigesetzten Zahlen entsprechenden erzeugenden Substitu~ionen. Man 
erkennt deutheh, wie die 60 Elemente der Gruppe durch a~ und a~ aus 
e]nem Anfangselement entstehen.*) 

JOas Grup2enbild einer endlichen Gru2pe ist ein endlicher Strecken- 
k o ~ l e x  (s. das Gruppenbild ffir die Ikosaedergrnppe mit Spiegelung S. 145). 

Wit wollen noeh einen allgeme~nen Sohlu~ aus unserer Konstruk~ion 
ziehea: wir sahen, dab jede geschlossene Kurve des Gruppenbildes eine 
Operation der Gruppe dars~ellt, die gleieh 1 ist, well sie dureh Kompo- 
sition und Transformation aus den S~ hervorgehk Andererseits wird ~a 

*) Die Zuordnung dieses Komplexes zu der Ikosaedergruppe is~ bekannt (s. Maseh_ke, 
Am. Journ. 1896). Oberhaupt ist das Gruppenbild ffir endlic~ Gruppen elgentlich 
niel~t neu. Es steh~ in eager Beziehung zu dem Cayleyschen ,,Colour-Diagram". 
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jede der Identit~t gleiche Operation durch eine geschlossene Kurve dar- 
gestellt. Wit haben ulso den Satz: 

Jede der Identi~t gleiche Operation einer Gruppe, die dutch erzeugende 
Operationen mit den Relationen S i = S, . . . . .  S m = 1 definiert ist, geht 
dutch Kom~osition und Transformation aus den S i hervor. 

11 

I 

1 
Fig. 7. 

w 

Die Fundamentalgruppe eines Fl~chenkomplexes. 

Um Eigenschafte~ unendlicher Gruppen f~r die Topologie zu ver- 
werten, bediirfen wir der folgenden Uberlegungen: 

1. In einem Stxeckenkomplex Q mit % ~Ecken und r Seiten kann 
man a~--% + 1 ~ Kreise (geschlossene Streckenziige) al, a~, ..., a,, die 
dutch einen Bunkt 0 yon C 1 gehen, so auswiihlen, daft jeder andere Kreis 
yon C~ stetig a~f C~ in einen Kreis k" hiniiberg~iihrt werden ]ca/an, der 
aus Kreisen a l , . . .  , %, in passender Aufeinanderfo~ge und l~ichtung durch- 
~aufen , entsteht. 

Mathematische 2k~aalen. LXIX. 10 
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Wir sehreiben: 

/ ~=+I i ~, , ~oder  -- I 

k,=l ,  2..., , 

\ o d e r  # 

was bedeu~et, dab k' entsbht, wena man erst ak, , dana a~. . . ,  endlieh ak. 

durchliu~ and zwar in positiver oder negativer Riehtung, je nachdem 
el, . . .  , e, gleich -t-1 oder gleich - - 1  ist. 

Der Beweis fiir den Satz wird unmitblbar dureh die bekannten Siitze 
fiber die Reduktion yon Kurven auf geschlossenen zweiseitigen Fliehen ge- 
gegeben, wenn man die zweiseitige Fliiche yore Gesehlechl p = g be- 
trachte~, die ans dem C 1 folgendermaSen enbbht :  Man ersetz~ jeden 
n-fachen Knotenpunkt dutch ein Blatt mit n -  1 Liichern, jede Strecke 
durch eine 2 solche LScher an den 2 zu ihr gehi~rigen Knotenpunkbn 
verbindende Riihre. 

2. Wir wandeln den C i in einen Fliiehenkomplex C 2 urn, indem wir 
dutch m Kreise ki, ka, . . . ,  k,, Elementarflachenstricke legen. 

Es mSgen kl, ka , - . ,  die Darsbllungen haben: 

= ~(~) ,~(~)... a~ i ]~1 a k i ( m )  a k a ( 1 )  

�9 �9 . o ~ , . ~ . 

A. 
�9 �9 . , , �9 . ~ . 

sl (m) . a v ( m )  

Dana bilden wir die Gruppe, deren einzige 0perationen a l , . . . ,  a~ 
sind und deren Relationen dutch A geliefert werden, wena man stat~5 
der linken Seite [iberall 1 sehreibt. Diese Gruppe heiBt die I~undamental - 
grsz2pe Gr des I~l~henkomplexes O a. Jedem Kreis k yon C 2 entspricht dutch 
seine Darstellung in den a t eine Operation dieser Grul~e und umgekehrt 
jeder Operation der Gruppe ein Ifreis des C~. 

Wenn man bedenkt, a) dab jede Operation yon re,, die gleieh 1 ist, 
dutch Komposition and Transformation aus den k i , , . . ,  k~ entspreehenden 
0pera~ionen der Gruppe entsteht, b) da$ jedes aus mehreren Fli~ehen- 
stricken zusammengesetzb E]ementarfllchensttick mindestens ein solches 
besitzt, dessert Wegnahme es wieder in ein Elementarfl~chenstriek verwan- 
delt, so ergibt sich leicht: 

Die no~wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft eim Kreis k 
in dem C a ein Elementarfl~iehenstiick begrenzt, ist, daft die k entsprechende 
Operation der Fundamenta~gruppe des C a in dieser g~eich 1 ist. 
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w 

Ein topologischer Hilfssatz (das ,,Lemma"). 

Wit werden des 8f~eren uns des folgenden Satzes ans der Topologie 
der Fl~ichenkomplexe bedienen miissen, den wit wegen seiner ausgezeich- 
neten Stellung in dieser Arbeit kurz das Lemma nennen wollen. 

Ein Fl~henkomplex C 2 m6ge ganz im ]nneren einer homogenen Mannig- 
faltigkeit M, (n > 2) liegen. Auf  dem C~ m6ge die Kurve k ein Z-Tementar- 
fl~ichenstiick E~" begrenzen. Hat _E 2' auf seinem t~ande keine Singularit~iten, 
dann begrenzt k in der M, auch ein v6llig singularit~tenfreies ZTementar- 
fliichenstiick. 

Dieser Satz ist selbstvers~4ndlich, wenn die M~ mehr als drei Dimen- 
sionen hat, denn in einer solchen Mannigfaltigkeit ist jedem zweidimen- 
sionalen Gebilde sin homiiomorphes ohne Singularit~ten benachbar~. Wir 
k~innen also n = 3 annehmen. 

1. a) Es sei A B  sine mehrfach zu z~hlende Strecke (A + ~), an der 
sine Reihe yon B]iiltern h~ngen, d. i. Paare yon Fliichenstiicken, die je 
auf dem singularitiitenfreien Abbild /i:~ ~ yon ~ '  aneinandergrenzen. Da 
wir uns nach Voraussetzung im Innern einer homogenen M 8 befinden, so 
ist die Umgebung yon A B  in der M a ein Elemen~rraumstfick, und wit 
kSnnen davon reden, da~ sich zwei jener Blii~ter l~ings A)~ durchsetzen 
(schneiden) oder beriihren. 

.STehmen wix nun an, daft sich s~mtliche Bldtter t~.qs A B  ber~ihren, 
so wird es jedenfalls sin Blatt geben, auf des~en einer Seite kein andsres 
tier Bli~tter liegt, und wir kiinnen dieses Blat~ dutch sin anderes ersetzen, 
alas auf dieser Seite liegt und keinen inneren Punkt der Strecke A B  en~- 
h~ilt, ohne dab es etwa neue Punk,s mit den anderen Bls gemeinsam 
ha~. Wir kiinnen dann mit einem weiteren der an A B  h~ngendea Bl~t~er 
genau so verfahren und so erreichen, dab sich keine zwei Bliiiter mehr 
liings A B  bertlhren, dab A B  also aufh(irt, singuliire Kante zu sein, ohne 
dab et-wa neue Singularit~iten hereingekommen wi~ren. 

b) Sei ferner A sin mehrfach zu z~hlender Punkt, an dem eine Reihe 
yon Bl~t~ern h~ngen, die aber keine yon A ausgehende gemeinsame S~recke 
haben. Da die Umgebung yon A in der M8 wieder sin Elementarraum- 
stiick ist, so k~innen wit sin Blatt finden, auf dessen einer Seite kein an- 
deres der Bls liegt, und dasselbe durch ein anderes Blatt ersetzen, das 
auf dieser Seite liegt und nicht mehr dutch A hindurchgeh~, ohns dab 
es e~va neue Punk,s mi~ den anderen gemeinsam ha~. Auf diese Weiss 
fortfahxend, kSnnen wit A als singuli~ren Punk~ fortsohaffen, ohne neue 
Singu|arifi~ten einzuffihren. 

lO* 
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Aus a) und b) erkennen wir, dab wir eine E~' mit~ Singularitiiten 
dutch eine singularit~tenfreie Eg erse~zen k6nnen, wofern nur an s~imt- 
lichen sing~l~iren Kan~en bloB einander beriihrende Bl~ter vorkomme~. 
Wir werden also unsern Sa~z bewiesen haben, wenn wir ein Verfahren 
angeben kSnnen, das eine gegebene /~,'.in eine solehe transformiert, bei 
der allen singuli~ren Strecken obige Eigenschaft zukommt. 

2. a) Zuni~chst kann man alle etwa vorhandenen n-fach ( n >  2) 
zu ziihlenden singuli~ren Streeken fortschaffen, indem man die einzelnen 
Bl~itter dutch benachbarte ersetzt, gerade so, wie man den n-fachen Punk~ 
einer Kurve durch s~etige Ab~nderung derselben in Doppelpunk~.e auf- 
16sen kann. 

b) Dutch Abilnderung nach 1) schaffen wit sich an Punkten oder 
Kanten beriihrende Bl~itter for~. Es kgnnen ferner singuli~re Punkte vor- 
kommen, an denen sieh zwei Blg~ter mehrfach durchsetzen (d. i. es kann 
Durchdringungslinien mR entsprechenden mehrfaehen Punk~en geben): 
Dutch Ersetzen dieser BlOtter dutch benachbarte beseRigen wit diese Er- 
scheinung. Endlich kiinnen wir jeden n-fachen Punkt (n > 3) dutch das- 
selbe Verfahren in blol3 dreifaehe Punkte auflSsen. Nach diesen Trans- 
forma~ionen is~ jeder ~ingul~ire Psen/st: en~weder ein allgemeiner Punk~ 
auf einer singulgren zweifach zu z~hlenden Linie oder ein gewShnlicher 
dreifacher Punk~, durch den drei Blighter hindurchgehen~ wie die drei Koor- 
dinatenebenen des Cartesischen Systems durch den Anfangspunkt (,,Ver- 
zweigungspunkte" sind nach unserer Bezeichnung nich~ singulhre Punk~e, dtt 
ja nut e/n [sich selbst durehdringendes] Bla~ dutch einen solchen Punk~ 
hindurehgeht): An singul~iren Li~ien hat die E 2' nut noeh: 1. Paare 
yon singulgren Streeken mR gemeinsamen Endpunkten, die ungesehlossen% 
in einfachen Verzweigungspunkten endende Doppellinien bilden, 2. ge- 
sehlossene Linien, die, entweder zykliseh auf sieh selbst bezogen oder 
paarweise auf einander bezogen, geschlossene Doppellinien bilden.-Keine 
einzelne S~recke (des singularitiitenfreien Abbilds) hSr~ in einem Punkte 
auf~ ohne dai] sieh eine wei~ere singal~e Stxecke an diesen Punkt an- 
schliel~t. Andernfalls miit~te der dem Endpnnkte entspreehende Punk~ 
aus dem Rande der .Es' liegen gegen die Voraussebzung: der l~and wiirde 
die E~' in einem inheres Punkte sc]meiden. 

A) Wir woUen zuniichst die wngeschlossenen Do~pellinien behande~n. 
Seien l" und l" zwei Strecken au~ dem singularit~tenfreien Abbild E~ o 
yon E~' mit denselben Anfangs- und Endpunkten A und B. Die Linien 
l' und l" fallen in E~" zusammen und bilden eine Doppellinie 1. A und 
B sind die zu ihr gehSrigen Verzweigungspunkte. l' und l" kiinnen 
Doppelpunkte haben nnd auch einander schneiden. Sei C ein solct/er 
Schnit~punk~, so entspricht C = C" auf l' etwa C" auf l', und wir k6nnen 
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C' und C" voneinander versehieden annehmen, da andernfalls C als zu der 
Doppellinie geh6riger End- 
kann (s. Fig. 1). 

B 

:Fig. 1. 

und Verzweigungspunk~ angesehen werden 

A 

Seien nun A F '  and A~'"  (s. Fig. 2) zwei einander entsprechende 
sing'alaxit~enfre.ie Strecken yon l' und ~" ohne gemeinsame Punkte, dann 
k(Jnnen wit langs des en~sprechenden Sttickes A F  yon 1 eine ,Umschal- 
fun9" vornehmen, d. i. die Blatth~lf~en, in die jedes Blatt dutch A:F zer- 
f~llt~ in anderer Weise aneinanderheften, so zwar, dab sich die neuen 
Bighter l~ings A F  bertihren und die Umgebung yon A zweibl~t~rig wird. 
Das kSnnen wir so macheu, dal~ wit jede Blatth~lf~e mit derjenigea H~lf~e 
der anderen Bl~ter  verbinden, die yon ihr in E~ ~ dutch keine der Linien 
A 2 "  odor A F "  ge~renat wird (s. Fig. 2, wo diese Verbindung dutch 
verschiedenar~ige Pfeile angedeutet is~). Dadurch wird der frfiher einfach 
zu z~hlende Punkt  A in einen zweifachen verwandelt; der zweifache Punk~; 
F in einen einfachen. Die Anzahl % der Ecken yon ~2' bleibt also un- 
~er~nder~, und dami~ auch ihre Charak~eristik, und da die neue Fl~clie 
auch nich~ zerf~llt, wie z. B. ein Blick auf die Figur zeig~, so is~ sie ein- 
fach zusammenh~ngend geblieben. Von dem Punk~ 2'  geht wieder eine 
ungeschlossene Doppellinie k aus, welche abel" nicht no~wendig mit einem 
Toil yon l iden~isch isk Da die SchnRtpunk~e'der die Doppellinie bil- 
denden Strecken sich nich~ selbs~ entsprechen, so kSnnen wit dlesen 
Prozel~ so lange wiederholen, bis als Doppellinie blot~ ein Stfick 
. D ~  = {(/)1~)', (/).E)"} fibrig bleibt, auf der kein Schnit~punk~ der S~ficke 
( D ~ ) '  und (DE)"  und kein Doploelpunk~ derselben liege. (D~) '  und (D.E)" 
sind also singulari~ten.freie Sireckon ohne gemeinsame Punkte. 

Es ist nun leicht einzusehen, dal~ wir l~ngs dieser Doppellinion d~s 
Schneiden der BlOtter durch Umschalten der Bl~h~lften in . / ~ _  
Bertihrung verwandeln kSnnen, so zwar, dal~ die Umgebungen Z ?  
yon D und • dnbl~t~rig bleiben. Die aneinander zu herren- 
den Bl~tter sind in der Fig. 3 dutch gleiche Schraffur aus- 
gezeichnet. Wieder bleib~ die Anzahl der Ecken unge~ndert, " 
die neue Fl~che zusammenh~ngend und also auch einfach zu- " 
sammenh~ngend. Scha~en wit also noch die Bertihrung l~ngs ~Jg. 8. 
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A B  gemgB 1. a) fort, so haben wit die Singularitii~ yon 1 beseitigt, ohne 
neue Singularitilten einzuftihren oder den Zusammenhang zu '~ndera. Auf 
diese Weise kiinnen wir an die Stelle yon ~ '  ein Elementarfl~chenstiick 
.E~" mR derselben Randkurve setzen~ dessen Singularit~ten blo$ in ge- 
schlossenen Doppellinien bes~ehen. 

B) Es bleib~ noeh fibrig, die gesehlossenen DoppeUinien wegzu- 
sehaffen. Wir ordnen sie in Gruppen zusammen, und zwar betracht;en 
wit als zu einer Gruppe gehiirig die Strecken, die eine Doppellinie bilden, 
ferner die S~recken aUer derjenigen singularen Linien, die dutch die sin- 
gul~ren Punk~e der ersten Doppellinie hindurchgehen; und welter die Strecken 
aller derjenigen singul~ren Linien, die dutch die singulgren Punkte jener 
zweiten Sehar yon Kurven hindurehgehen usw. Die Strecken einer Gruppe 
bflden nach dem oben Auseinandergesetzten eine Reihe yon geschlossenen 
Kurven auf dem singularitgtenfreien Abbild der Mannigfal~igkeit. Haben 
wit also irgend zwei Punk~e der Mannigfaltigkeit, die nicht auf diesen 
Linien liegen, so haben alle Verbindungsstrecken derselben entweder eine 
gerade oder eine ungerade Anzahl yon Punkten mi~ jenen Linien gemein- 
sam. Wit nehmen nun irgend ein Paar entsprechender Strecken der 
Linien einer Gruppe and schalten ]~ings derselben die an ihr hKngenden 
Halbblg~ter urn, und zwar so, dab zwei Halbbl~tter ineinander iibergehen: 
bei denen je zwei Punkte Verbindungsstreeken haben, die eine ungerade 
Anzahl yon Punkten mit den Linien der Gruppe gemeinsam haben. Wir  
behaupten nun folgendes: Wean wit jene Umschaltung nach der einen 
SeRe tier Streeke genfigend lang stetig fortsetzen, so kommen wir zu 
allen S~recken tier Gruppe, mR Ausnahme eines Paares entsprechender 
Strecken~ auf denen kein singuliirer Punk~ liegt. Die Mannigfaltigkeit geht 
fiber in eine zwei- oder einseitige Flilche mi~ der Zahl Io = 1 resp. k = 2, 
auf der die ttbrigbleibenden S~reeken eine geschlossene~ singulari~itenfreie, 
nieht5 zerstiickelnde, zweirandige Kurve zusammensetzen. Sehneiden wir  
liings dieser die Fliiehe auf und herren die Strecken jeder der beide- 
Randkurven zusammen, so ist die Umschaltung f(ir die Linien der Gruppe 
vollendet, d. h. wit haben die Mannigfaltigkeit olme Hinzuftigung neuer 
SingularRi~ten iibergeffihr~ in eine neue~ einfach zusammenhiingende Man- 
nigfaltigkeit, boi der die Singularitiil li~ngs der Linien der Gruppe naeh 
1. fortgese]aai~ werden kann. Dutch den Beweis der obigen Behauptung 
wird also das L'emma volls~i~udig bewiesen sein. 

1. Zeigen wir, dal~ wit bei Fortsetzung der Umsehalhmg zu ellen 
Strecken der Gruppe koramen: Verlgngern wit die UmsehaRung fiber den 
nKchsten singuli~ren Punkt herfiber~ so erhallen wir eine offenbar zusammen- 
hiingende MannigfaltigkeR, bei der nun die yon dem Endpunkt der Um- 
schaltung ausgehende singulgre Linie sich ver~nder~ ha~: Vor der Urn- 
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sehaltung lief sie noeh ein zweRes Mal dureh den singul~ren Punk~. 
Dutch die Umsehaltung werden nun die beiden auBer tier UmschaRungs- 
s~reeke dureh den singuliiren Punkt gehenden Zweige selbst umgesehal~et, 
wie das in der Fi~o~ar 4 dureh die punktierten 
Linien angedeutet ist. Kommen wir also je~zt ...~ ~ ,  
yon dem Endpunkt der Umsehaltungsstreeke for~- 
schrei~end zu dem singul~iren Punk~ zurtiek, so 
m~ssea wir auf dem andern Zweige uns wieder 
VOlt demselben en~fernen. Dieser andere Zweig 
gehSr~ einer zweiten~ ebenfalls zur be~raehteten 
Gruppe geh~rigen, Doppellinie an. Beim Dutch- ~i~. ~. 
laufen derselben kommen wit wieder zu dem singul~iren Punl~t zuriick 
(n. Vs. is~ die Linie ja geschlossen) und entfernen uns yon dem Punkt 
auf der noch tibrigbleibenden Strecke, die der ersten singul~ren Linie 
angeh~rt. Verfolgen wir diese welter, so kommen wir zum Anfangs- 
punkt der UmschaRungsstrecke zur[tck. Wir sehen also: die veto End- 
punk~ der Umschaltungsstrecke auslaufende singul~e Linie besteht aus 
dem fibrigbleibenden Teil tier ersten singul~ren Linie und der anderen 
Linie, die yon dem singul~iren Punkt ausgeht, und f~ir diese neue 
Doppellinie ist der betreffende Punkt nieht mehr singul~ir. In dieser 
Weise for~fahrend, erkennen wit, dal3 wit bei s~etiger Fortsetzung der 
Umsehaltung in der Ta~, alle Linien der Gruppe durehlaufend, endlich als 
yore Endpunkte der Umsehaltung auslaufende singul~re Linie eine im 
Anfangspunkt endigende Strecke tibrig behalten, die keinen singul~ren 
Pun]~ mehr hat. Neue singul~re S~recken sind dabei nieht entstanden. 

2. Dureh die UmschaRung bleibt die Fl~che offenbar zusammen- 
h~ngend. Die Multiphzit~i~ aller Punkte bleibt unver~ndert, nut Anfangs- 
und Endpunkt der Umsehaltung, die vorher zweifaehe P~mkte waren, sind 
jetzt einfaehe Punkte geworden. Also hat die neue Fl~iehe die Zahl p ~ 1 
resp. k ~ 2. 

3. MSgen A'B" und A'.B" (s. Fig. 5) 
die singularit~tenfreie Strecke bilden, l~ngs 
deren wit mit der Umschaltung begonnen 
haben. Diese is~ aber so ,eingeriehtet, da~ 
wir zwei Pank~e iP" und P'  auf Seiten yon 
/TA und .B"A", die ineinander fibergehen, 
durch einen S~reekenzug H verbinden k~nnen, 
der eine ungerade AnzahI yon Punk~en mi~ v ~ ~ . .  ~ ' - ~  
den Strecken der Gruppen, die als singular 
tibrig bleiben, geme~sam hat. Setzen wit 
nun die .Umsehaltung tiber den n'~chsten ~.~.  
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singul~ren Punkt S hinfiber etwa bis (C', C") fort, so kSnnen wir auch 
je~zt eine Kurve 1-[' finden, die eine nngerade Anzahl yon Punkten mi~ 
den als singul~ir fibrig bleibenden S~reeken der Gruppe gemeinsam hat; 
wir brauehen nut iede die S~recken B 'C '  oder B"C" schneidende Strecke 
X Y yon 1"[ dutch das Streckenpaar Y C', C ' X  resp. Y6r C"X zu er- 
setzen, das droi Punkte mi% jenen Strecken gemeinsam hak Dutch diesen 
Proze$ entsteht aus 1-[ wieder eine geschlossene Kurve mit der verlang~en 
Eigenschafl. Auf diese Weise fortfahrend behalten wir endlieh yon den 
Strecken der Gruppe nur noeh zwei singularitKtenfreie Strecken A Z fibrig, 
und wit k~nnen eine geschlossene Kurve 1"[ ~ finden', die eine ungerade An- 
zahl yon Pnnkten mit diesen beiden Strecken gemeinsam hat. Diese bilden 
also eine nicht zerstiickelnde Kurve der Fl~che. 

4. Wir haben endlich naehzuweisen, dab die aus den beiden Strecken 
A Z gebildete Kurve zweirandig ist. Wit  betrachten die Kurve, die aus 
den beiden S~recken A'/~' und A"~B'" gebildet ist, mit denen wit die 
Um~chaltung begonnen haben. Diese Kurve ist sieher zweirandig; ihre 
beiden Riinder werden aus den beiden Seiten yon A'B" resp. aus den 
Seiten yon A":B" gebildek*) Daran ~der$ sich auch nichts, wenn wir 
die Umsehaltung bis zum Punkte C fiber einen singul~ren Punkt fort- 

A 

L r  ~ 

:Fig. 6, 

se~zen. Andererseits isis die Kurve 
(A' reap. (A' C', A'" C") 
eine nichl zerstiiekelnde, denn es gibt 
eine geschlossene Kurve 1-[, resp. 1"[', 
die sie nut. in einem Punkte ~rifft. 
Ffihren wir die Umschaltung his zum 
Punkte Z, so erhalten wir demzufolge 
eine zweirandige, nicht zerstfickelnde, 
doppelpunktlose Kurve, die yon der 
aus den beiden Strecken A Z  gebildeten 
Kurve in zwei "Punkten, n~mlich A 

und Z, geschnitten wird. Folglich ist auch diese le~ztere Kurve zweirandig, 
womit unser Beweis vollendet ist. 

Zusatz .  Wir werden das Lemma noch in folgender Form gebrauchen: 
Auch dann wird u~ter sonst gleichen Voraussetzungen K ein singu- 

larit~itenfreies ~Elementarfl~icl~ens~ick begrenzen, wenn im urspriinglich ge- 
gebenen E~' z w ~  Singul~it~te~ auf K liegen, abet K nicht das lnnere 
yon ~E~" schneider (d. i. yon der einen Seite yon E~' zu der anderen durch- 
dr ingt). 

*) Die yon A ausgehenden zwei singul~en S~recken liegen auf verschiedenen 
~ d e r a  tier Kurve (A'~', A"~"). 
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In der Tat gentig~ diese u urn, was allein zum Beweis 
nS~ig ist (s. S. 148), die UnmSgliehkeit singularer Streeken, die im Innern 
yon E2 ~ aufhSren, elms dai~ sich sine zweite singulars Strecke a~schliei~t, 
hei-beizuffihren. 

Kapitel  II. 

IKnoten und  G r u p p e n .  

w 

Definition. 

Gehen zwei Gebilde G u~d G' des gewShnlichen Raumes dutch sine 
stetige Deformation des Gesambaumes ineinander fiber, so werden G nnd 
G' im Enzyklopidiear~ikel als isotop in bezug ~uf den R~um bezeichne~. 
Zwei singnlarit~itenfreie Strecken, Elementarfliehenstticke, Kngelflichen 
oder Elementurraumstiicke sind je miteinaader isotop. Dagegen gibt es 
homSomorphe, aber nicht isotope geschlossene Kurven, berandete oder 
~esehlossene Fllchen yon hSherem Geschlecht: Sei U die l~andkurve e'mes 
singularit~tenfreien Elemenbxfl~chenstiickes, K sine weitere geschlossene 
Raumkurve ohne Singularitiiten. Dann ist X nut dann isobp mit U, 
wenn es such eta yon _K berandebs singularit~bnfreies Elementarflichen- 
stiick gibt. Das ist abet im allgemeinen nicht der Fall, niimlich immer 
dana nicht, wenn K im gewShnlichen Sinne sine verknotete Kurve ist. 

Def in i t ion :  .Eine geschlossene (singularitdtenfreie) I(:urve _K heiflt 
dann und nut dann unverknotet, wenn sis isotop ist mi~ der Begrenzung 
sines singuIaritStenfreien L-Tementarflgchenstiickes. 

Wit werden im drittsn Paragraphen dieses Kapitels eine Methods eat- 
wickeln, um ftir jede topologisch definierb Raumkur~s zn enbeheiden, ob 
sie verknob~ is~ odor nichk 

Wi~hrend f ir  spi~ier die Benutzung unendlicher Gruppen erforderlich 
ist, wollen wit zuniichst rein geome~risch _Eige.n~chaften ~)n Knobn~ez~- 
wickeln, die auch t~fir das Folgende yon WichtigkeR sind. 

w 

Der verknotete Schlauch. 

Die Begrenzung der Umgebung einer gescMossenen Raumkurve K 
is~ sine Ringfliiche _R (sin Schlauch). Wit findsn sis als die Begrenzung 
einer aus zwei Elementarraums~iicken •8 i 'und Es ~ bes~ehendsn Detains 
or: Es 1 und ~9. haben zwei Elementarfl~ichenst[tcke E~ ~ und J ~  gemein- 
sam, und die Raumkurve K bestsht aus zwei Strecken, die zwei Punkte 
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yon t~21 und E2 ~ im Innern yon :E31 und E3 ~ miteinander verbinden. Wir 
erkennen: jede doppelpunkflose Kurve auf 2~, die die Begrenzung yon •21 
und E~ ~ je einmal schneider (sie zerst~ickelt ~ nicht), begrenzt mit K 
zusammen ein in J liegendes singularit~teufreies Band und ist daher in 
J" mit K isotop. Ist  also K verknotet, so mut~ es auch jene Kurve sein. 
- -  Die Dom~ne, die zusammen mit dem l~,nern J des Schlauches den Ge- 
sam~raum bildet, wollen wir als A_u~enraum A bezeichnen, ferner die Be- 
gren~ung yon E~ ~, die n~ch Konstruktion in # ein einfach zusammen- 
h~ngendes Flichenstiick begreuzt, mit ~. Wit  zeigen, dal~ as tuater jenen 

einmal schneidenden Kurven solche gibt, die in A begrenzen (homolog 
Null sind). In der Tat: f~igen wir zu A das Elementarraumst~iek E31 
hinzu, so wird A zu einem Elementarraumst~ick, in dem jede geschlossene 
Kurve homolog Null ist. Es ist also jede Karve yon A homolog mit 
einer Anzahl yon Kurven auf der Begrenzung yon ~1.  Da abet yon 
diesen blolt die Begrenzungen yon ~ l  und E2 ~ in A nieht begrenzen 
und alle beide mit ~ homolog sind, so ergibt sich, dat} jede Kurve in A 
und auf seiner Begrenzung mit der mehrfach gez~hlten Kurve ~ homolog 
Null ist. Sei also C eine beliebige, ~ einmal schneidende Kurve des 
Schlauohes, so ist in A 

also 

Abet man kann stets eine ~ einmal schneidende, singularit~tenfreie Kurve 
finden, die mit C -  n ~  homolog ist. Es folgt also, dalt 

~ 0  

is~ im Au~enraum A, wie behauptet. Und zwar wird das yon ~ in A 
begrenzte Fliichens~fick dann und nut dann einfaeh zusammenh~ngend 
sein kSnnen, wenn K unverknote~ ist. Denn in diesem Falle werden wir 
dutch Hinzufiigung des oben erw~hnten singularitgtenfreien Bandes ein 
yon K begrenztes Elementarfliehenst~iek ohne Randsingularit~ten und 
folglieh nach dem Lemma ein solches iiberhaupt ohne Singularititen er- 
halten, woraus folgt, dal~ K unverknotet is~. Hierauf werden wit im 
n~ichsten Paragraphen zuriickkommen. 

w  

Konstruktion der zu einem Knoten geh~rigen Fundamentalgruppe. 

Ein jeder S treckenkomplex liefer~ (s. Kap. I, w 2) eine mehrfach zu- 
sammenh~ingende Fliche:  Die Strecken werden mit RShren u m ~ b e n , _ d i e  
an den Knotenpunk~en ineinander fi.be_rgehcn- Wir wollen speziell diese 
Flichen betrachten ftlr die ebene Projektion eines Knotens. Es liefer~ 
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z. B. die einfachste Projektion des einfachsten Knoten% die Kleeblatt- 
schlings, eine Fliiche yore Geschlech~ 4. Allgemein liefert eine Projsktion 
mit n -  1 l~berkreuzungsstellen eine Fliiche F vom Gesehlecht Iv = n. 

Um eins bestimmte Anschauung den folgenden ErSrterungen zugrunde 
legen zu kSnnen, denken wir uns die Fl~che F symmstrisch in bezug 
auf die Projektionssbene. Sie kann dana fsrner so geleg~ werden, dab sie 
n + 1 Kurven mit der Projektionsebene gemeinsam hat: den ~uBsren 
Umri$ und die Umrisse der n Parzellen. Diese le~zteren Kurven trams- 
~brmieren wir auf F dutch einander und die Umrisse nicht schneidende 
Doppelstrecken~ dis zwei Nachbarpunkte mi~ je einem der inneren Umrisse 
und au~erdem aUe sinen etwa auf der Oberseite yon F liegenden Punkt P 
gemeinsam haben. Wit bezeichnen die so entstehenden n auf tier Fl~ehe 
und dutch P laufenden, singularitiitenfreien Kurven mit C~ + 1, C~ + ~.,-.., C~,. 
Wir lsgen dnrch P noeh weitere n Kur~en 01,,..., C~ yon der Art, dab 
Q die Kurve C~+~ in _P schneider (d. i. yon der einen Seite yon C,+~ 
auf die andere [ibergeht), Q die Knrve C~+ a (h @= i) nieh~ schneider und 
da$ zwei Kurven C iund  C~ auger _P fiberhaupt keinsn Punkt gemeinsam 
habsn. Dann wird dis Fl~iehe durch Zerschneidsn liings Q , . . . ,  C~, in 
ein Polygon verwaadelt, desssn Berandung bei geeigneter Bszeichaung 

dnrch die Kurven C~, C,+~, C[ 1, C[~-1,... in der angegebenen Weise 
durchlaufea gebildet wird. Jede Kurve L auf F a ist Kquivalent mit einer 
Anzaht yon Kurven C~ in bestimmtem Sinn nacheinander durchlaufen, wis 
etwa der Ausdruck angibt 

c;: c;: . . .  c ( = +_ ). 

Bildsn wir dis unendliehe (Fuehssehs) Gruppe mi~ den erzengenden 
Operationen C1, C~,--., C~ und der einzigen Relation 

dann entspricht jsdem Elemen% der Gruppe sine Kurve aaf I' und um- 
gekehrt; ferner jedem Element der Gruppe, das sieh ~ermSge der Relation 
als ~-1 erwsist, eine Kurv% die auf der Fl[che ein einfach-zusammen- 
h[ngendes l?l~chens~iick begrenzt nnd umgekehrt. 

Bilden wir nun eine neue Gruppe mit densslben erzengenden 
Relationen und 

- -  C . + ,  . . . . .  = 1 ,  

so folgt die obige Relation und ferner wird jede Kurve auf F~ deren 
zugehSrige Substitution in dieser neuen Gruppe ----1 ist, im zu F ge- 
h~renden iuBenraum ein Elementarfliishens~tick begrenzsn, da ja dies 
ftir C~+1,.. . ,  C~ der Fall ist. Abet auch umgekehr~, jeder F[~chen- 
kurve L, die in jenem Augenraum ein Elementarfts begrenz% 
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en~sprieht eine Substitution in der Grupp% die gleich 1 isk Um dies 
einzusehen~ kons~ruiere man yon Q+I ,  "" ", C~, begrenzte, im Aut3enraum 
geIegene, singularit~tenfreie Elementarfl~ehenst~lcke. Werden diese doppelt 
genommen, so bildet ~ zusammen mit ihnen eine Kugelfl~ehe. Ein 
Elemen~arfl~ehenst[iek/~, dessen Rand L ist und das wit uns dem Lemma 
zufolge etwa singularit~tenfrei vorstellen kSnnen, schneider diese Kugel 
mSglicherweise in geschlossenen Kurven. Jedes der Stficke, in die E 
zerf~llt, ersetzen wit dutch ein Stiick der Kugeloberfl~che und erhalten 
so ein yon L begrenztes ElementaH]~chenst~iek, das blo6 aus Fl~chen- 
stricken jener Kugeloberfl~ehe zusammengesetz~ ist. Diese sind aber yon 
den  K n r v e n  e . + ,  �9 �9 . ,  C , .  oder  , ,on  tier ~ :ur~e  q e . + ~  e~  -~ G -~.+1 �9 �9 �9 b e -  

grenzt, woraus feign, dal3 das der Kurve L entspreehende Element der 
Gruppe == 1 ist. - -  Da wir aus einer Gruppe erzeugende Elemente, die 
gleich 1 sind, for~lassen kSnnen, so erhalten wir als den Kurven der 
Fl~ehe F in bezug auf den Aul3enraum entspreehende Gruppe diejenige, in der 
Q , . . . ,  C, erzeugende Elemente sind, zwischen denen keine Relation besteht. 

Wit  wollen nun zu dem Aueenraum yon ~ noch ~ ~ 1 Elementar- 
raumst~icke hinzufiigen, entspreehend den n - - 1  Uberkreuzungspunkten 
der Projek~ionsfigur: Sei A B C 1 )  (s. Fig. 8) eine einen Uberkreuzungs- 

/ 
~ig. 8. 

punkt nmgebende Kurve auf der Fl~iche, 
und zwar sollen die Punkte A B C D  auf  
solchen Umril~eilen liegen, die dem Zweig 
entspreehen, der unterhalb des anderen 
durch den Uberkreuzungspunkt hindurch- 
geht. Ferner soUen die Streeken A/~ 
und CD auf der 0berseite, die Strecken 
B C und A D  auf der Unterseite yon 2" 
verlaufen. A'B 'C 'D'  sei eine Nachbar- 
kurve yon A B C D  auf 2'. Dann nehmen 
wir aus dem Innearaum yon F ein Ele- 
mentarraumstfick heraus, das yon diesen 

beiden Kurven, dem zwischen ihnen liegenden Streffen yon F u n d  zwei 
yon ihnen im Innenraum begrenzten Elementarfl~chenstficken begrenzt; 
wird, und fiigen es zu dem Au~enraum hinzu. Ebenso verfahren wit bei 
den underen Uberkreuzungspunkten. Wit erhalten dann einen Aut~en- 
raum A~ der begrenzt ist yon einer Ringfl~che/~, die genau so verknotet 
ist wie die ursprfinglich gegebene Kurve K. 

Die n -  1 Kurven A B C D  usw. sind im AuBenraum yon F, wie 
oben gezeig~, auf Kurven yon der Form 

( ~  --F 1 

\ ~  1~ 2,. �9 oder n / 



Topologie des dreidimensionalen Raumes. 157 

reduzierbar. Wit  wollen die n -  1 Kurven in diesel- Form e~wa mit 
S~, . . . ,  Sn_ ~ bezeichnen. 

In bezug auf den AuBenraum A yon R haben die Kurven yon / t  
~olglich die Grupp~: 

I erzeugende Elemente: C~, Cs , . . . ,  C~, 

G~ l~elationen: S~ = S s . . . . .  S~ --- 1. 

1)iese Gr~ppe G~ wollen wir die ~'u~damentalgruppe der gesehlossenen 
~aumku~ve K nennen. 

Wir wollen noch angeben, wie man in 
einfachster Weise die n -  1 Relationen direkt 
aus der Projektionsfigur ablesen kann: Seien 
(Fig. 9) mi, m~, m~, mi die !Nummern der Par ~ 
zeilen, die in einem Uberkreuzungspunkt zu- 
sammenstol~en und in der Reihe m 1 m~ m s ma 
aufeinander um den Punkt herum folgen. MSge 
nun m~ und ml, sowie ~ und m 8 je an 
dem untern Zweig zusammensbBen, so !auger 
(tie zum KreuzungspunI~ m geh6rige t~ela~ion: 

wenn der I.Tmlaufssinn der U( geeignet gew~hlt ist. 

Fig. 9. 

Fiir die Kreuzungs- 

punkte, die auf dem iiu$erea UmriB lbgea , ist das in bezug auf diesen 
vorkommende Glied in der Relation einfach fortzulassen. Der Beweis 
fiir diese Behauptung ist leieht mit Hilfe der Sitze fiber die Reduktion 

yon Kurven auf Fli~chen zu ffihren. 
Alle .Rdationen der Gruppe G~ sind also 

drei- oder viergliedriy. Wit erhalten auf diese 
Weise ftir die Kleeblat~schlinge (Fig. 10) die 
Fnndamen~lgruppe: 

erzeugende Elemente: Q ,  C~, C8, C~; 

Relatio,en: l 1C CsC~ ~ i, 

:Fig. lO. 

w 

Unverknotete  Raumkurven.  

Eine unverknoteb Raumkurve ist dadurch charakbrisier~, daft 
die Begrenzung eines singulariti~tenfreiea Elementa~ichenstiickes is~. 
nun die Ringfliiche ~ wie die gegebene Kurve K verknotet ist, 

sb 
Da 
80 
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ist die im Aul~enraum A yon // begrenzende Kurve 9~ a.uf R verknotet 
oder unverknoter je nachdem es K isk Ist K unverknotet, so wird ~[ ira 
AuSenraum A ein singnlariti~tenfreies Elementarfl~chenstiick begrenzen. 
Ist also S~ die ~ in der Gruppe G k darstetlende Substitution, so mug 
S~-~ 1 sein, wenn K unverknotet isi. Umgekehrt: ist S~-~ 1, so be- 
grenzt ~/ im hu~enraum ein Elementarfliichensttick, das, da i~ auf der 
Begrenzung yon A liegt, keine wesentlichen Randsingularit~ten haben 
kann. Fotglich begrenzt 9/dann auch nach dem Lemma ein singulaxit~ten- 
freies Elementarfli~ehensttiek in A. Wir haben damit den Satz: 

Satz 1. 1)amit die l~aumkurve K unverknotet ist, ist notwendig und 
hinreichend~ daft in der zu K geh6renden Grat~e GK eine bestimmte Sub- 
stitution Su = 1 ist. 

Im Falle dab K unverknote~ ist, also auch der Schlauch /~ sind 
aUe Kurven auf t3 in dem Aui~enraum A reduzierbar auf die Potenz 
einer einzigen Kurve, der im Innern begrenzenden Kurve ~i auf _R. Es 
ist also in diesem Falle Gx isomorph mit der (Abelschen) Gruppe, die 
aus ether einzigen erzeugenden Operation ohne Relation besteht. Um- 
gekehrt, wenn Gx eine Abelsche Gruppe ist, so folgt~ daf~ K unverknotet 
is~. Denn da ?/ im Au~enraum homolog Null ist, so folgt, alas 

1 1 

sein mug, wo sj an der S~elle der der Substitution S~ entsprechenden 
Kurve yon/~ steht. Aus dieser Kongruenz folgt aber, wenn Ver~auschung 
der Reihenfolge der Subsr erlaubt ist, sofort 

S ~ = I ,  

womit die in Satz 1 aufgestellte hinreichende Bedingung erreicht ist. Wir 
hubert also den 

Sa~z 2. Dann und nut dann ist K unverknotet, wenn die Fundamental- 
gruppe yon K abelsch ist. 

Ist eine Knotengruppe abelsch, so ist sie isomorph mi~ der 
Gruppe {S ~}. 

Noeh eine dritte Methode kaun man anwenden, um die unverknoteten 
Kurven zu erkennen: Set ~R irgend eine singularifiitenfreie Kurve auf der 
Ringfliiche R, flit die die Homologie besteht 

(Jede Kurve ~R, die ~l nur einmal schneider, wird eine Homologie dieser 
Art befriedigen.) ~ (die im Inneren begrenzende Kurve) kann darges~;e]_It 
werden dutch die Substitution C, (wo i der Index einer Parzelle ist, die 
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mit dem Aui]enrand eine Streeke gemeinsam hat). ~ sei dargestellt dnrch 
die Substitution Sm ~on Gx. Is~ nun Gx abelseh, so ist 

S~=I undS~=C~. 
Fiigt man nun zu A eine in J liegende~ yon einem Streifen l~,ngs 
begrenzte Scheibe hinzu, so wird A fiir jeden Knoten ein Elementar- 
r~umstiick. Die Gruppe der Kurven auf /~  in bezug auf dieses Elementar- 
raumstiick entsteh~ abet ads Gx~ wenn man die Relation C~ = 1 hinzu- 
fiig~. D~ abet alle Kurven auf / t  in diesem Elementarraumst~ick ein 
Elementarfl{ichensttick begrenzen, so muff die Gruppe, die aus GK dutch 
Hinzufiigen yon C~ = 1 entsteht, die Identitiit sein. Folglich mnB nach 
obigem, wenn K unverknotet ist, auch Gx zur Identitii~ werden, wenn 
man Sm----1 hinzuffig~. Ist aber K verknotet, so wird das im allge- 
meinen nich~ der Fall sein, wie wir an Beispielen im nichsten Paxa- 
graphen zeigen werden. Vielmeh'r ents~ehen aus verknote~en Schliiuohen 
Mannigfaltigkeiten yon der Ar~, wie sie yon Poincar6 (Pal. Rend. 1904) 
entdeckt sind und die wir deshalb _Poincardsche _Rdume nennen wollen. 
Dies sind geschlossene M s ohne Torsion mit eLnfachem Zusammenhang, 
d. i. jede geschlossene Kurve begrenzt in den M 8 einmal genommen. Aber 
sie sind im allgemeinen nich~ mR dem gew~hnliehen Raum homSomo~h. 
Eine solche Mannigfal~igkei~ k~nn, in diesem allgemeinen FaUe, wie im 
letz~en Kapitel bewiesen wird, nieht als Fundamentalgruppe die Identi t~ 
haben. Folglich haben wir (s. tiber Konstruktion der Fund~mentalgruppe 
in M~, Kapi~el III, w 3): 

K ist verknotet, ~venn dutch Hinzufii#en irgend einer yon gewissen 
t~elationen ~m = 1 zu~" ~'undamentalgru_~pe G~ diese nicht zur ldentitgt wird. 

w  

Spezielle Knoten und Poincar~sche Riiume. 

a) D/e KleebZa#schlinge. 
Die Fundamental~'uppe der Kleeblat~soMinge is~, wie oben gezeigt: 

erzeugende Substi~ntionen: Q,  Cs, Cs, C~; 
Relationen: 
Q CjiC~ = C s C ( I C s =  Csd~-IQ---1. 

Das Gr~l~enbitd (s. Rap. I, w 1) setzen wir zusammen aus Parallel- 
streifen (Fig. 11), die begrenzt sind yon Linien, die aus Strecken C~ be-. 
stehen. Wit  zeichnen nun zwei gleichlaufende Ketten yon Strecken C~, 
die wir dutch einen Streckenzug C1C~C3 CiC~C~ etc. so verbinden, dab 
die Ecken dieses Streckenzuges ab'wechselnd auf den beiden C~-Ketten 
liegen. Wir erhalten auf diese Weise drei versohiedene Arten yon Ecken 
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bei den S~reifen: solche, yon denen C1 und C'Z~ , solche, yon denen C 2 und 
C~ -~, endlich solche, yon denen C s und C~-1 ausgehen. Wir nehmen nun einen 
S~reifen und herren an seinen einen Rand zwei weitere Streifen, mi~ ihren 

R~mdern gleichlaufend, so an, dab an jedem der Eck- 
punkte des gemeinsamen Randes jetzt alle drei Arten 
yon Ecken zusammens~oBen. Wir brauchen nur dafilr 
zu sorgen, dal~ dies an einem einzigen Eckpunkt der 

4 Fall is~, dann wird yon selbst die Forderung fiir 
alle Eckl~unkte erfiillt sein. An den drei freien 
R~indem dieses S~reifentripels herren wit wieder in 

4 derselben Weise je zwei weir, ere Streifen an und 
fahren so fork Wir erkennen leich~, dab der so 
entstehende unendliche Streckenkomplex tats~ichlieh 

4 das Bild der vorgegebenen Gruppe ist. Denn yon 
jedem Punkte gehen die aeh~ S~recken 

aus und an jeder der Strecken h~agen die zwei resp. 
drei Kreise, die den zwei resp. drei verschiedenen 

4 Arten entsprechen, wie die betreffenden SubstRu- 
tionen in den Relationen vorkommen. 

4. SVir erkennen nun sofor~, dab die Gruppe nicht iso- 
~,g. 11. morpll ist mit der Gruppe {~q~}, dab sie nicht abelseh 

ist. Zum Beispiel is~ der S~reckenzug C~ C~ C~- ~ C~ ~ 
nicht geschlossen. 

Der im AuBenraum begrenzenden Kurve ~[ auf/~ entsprich~ die Sub- 
s~ih~tion S~ ---- C~ C~ C~ C~ ~ C~- ~ C Z ~. Wit  erkennen auf dem Gruppenbild 
sofort, daB S~ durch einen ungeschlossenen Streckenzug dargestellt wird, 
also 9.I begrenzt im AuBenraum kein Element~rfl~ichensitick, sondern nur 
eine Fl~iche h~heren Zusammenhangs, wie es sein muB, da K verknotet ist. 

Wit wollen nun den zur Kleeblattschlinge geh6rigen Poincargsehen 
Ra~m (s. S. 159) betrachlen: Eine die Kurven ~[ und C~ einmal sehneidende 
Kurve %t der Ringfl~che wird dutch die Substitution S~ = C~ C~ C~ C~-' C~ '  
darges~elR. F~gen wir zu dem AuBenraum l~ngs ~R eine Seheibe hinzu~ 
so en~steh~ ein yon einer Kugelfl~iche begrenz~er _Poincargsc~er Raum r 
Die Gruppe dieses Raumes ist, da alle Kurven des AuBenraumes A auf 
Kurven der Ringfl~iche reduzierbar sind, gleieh der Gruppe der auf der 
Ringfl~iehe liegenden Kurven in bezug auf r d. i. sie is~ folgende" 

erzeugende Elemente: Ci, C~, C~, C~; 

c, c, q i ! 
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Wir wollen das Gruppenbild konstruieren: Dazu betrachten wit die 
folgende dodekaedrische Figur 12. Die den Streeken beigeffigten Pfeile und 
Zahlen bedeuten~ dab die Strecken, im Pfeilsinn durchlaufen, die erzeu- 
genden Operatiouen mi~ dem der Zahl entsl~rechenden Index darstellen. 
Die FJgur besteht aus neun Fiinfeeken, einem Sieben- und einem Achteck 

2 

3 

3 

2 

~ig. 12. 

un~ dem Randpolygon. Jedes PoJygon stetl~ in einem bestimmten SJna 
durchlaufen, den Ausdruck der linken Seite der 4 te~ Relation dar, resp. 
diesen Ausdruck ~ransformiert dutch die ers~en dreJ Relationen. Wir er- 
kennen, dab aus den vier Relationen die (dem Randpolygon entspreehende) 
Rdation 

5) C~ ~ v 2  = 1 
folgt. Anderersei~s erhal~en wir durch Transformation der 4 tea Relation 
mit Hilfe der drei anderen 

6) C~S Ci -~ = 1, 
woraus folgt: 

7) c/o - c~1o= c~ 1~ c,o= 1. 

Wit wollen, ehe wir diese Re]ationen benutzen, noch eiwas darauf 
eingehen, wie man die Behauptnng nachweist, dab die den Polygonen der 

MathematiBohe Annalen. LXIX.  11 
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Fig. 12 entsprechenden Relationen, sowie 6) aus tier Relation 4) vermSge 
1), 2) uncl 3) bervorgehen. Zu dem Zweeke konstruieren wir uns einea 
Tefl des Gruppenbildes f~ir die Gruppe der Kleeblattschlinge, in der der 
Ausdruck auf der linken Seite yon 4) dargestellt wird. Dieser Tell besteht 
aus f~inf Streifen (s. Fig. 13). Aus der Relation 4) folgt~ dab die beiden 
freien l~nder zusammenfallen, und zwar so, cl~ die Endpunkte des den 
Ausdruck 4) darstellenden Streckenzuges aufeinander fallen und dement- 
sprechend die anderen Punkte der beiden Riinder. Dann folgt durch 
direkte Betraehtung der Figur~ da~ die anderen behaupteten Relationen 
gelteu: Die sie darstellenden Streekenziige endigen ~n korrespondierenden 
Punkten tier heiden R~nder. (In der untenstehenden Fig. 13 wird die 
Bezeiehnung einer Strecke durch eine aus ihr durch horizontale Versehie- 
bung en~stehenden Strecke gegeben. Von den Streeken C~ sind nur die 
Randstrecken und yon diesen nur die Richtung je einer angegeben. Die 
Relation 4) ist in der Figur dutch einen stark ausgezogenen Streckenzug, 
die den Polygonen der Dodekaederfigur entsprechende Relation dutch 
punktierte, resp. strichpunktierte Streckenziige, der Streekenzug der Re- 
lation 6) dutch eine gewellte Linie dargestellt). 

Unter Benutzung der Relation 7) erhalten wir nun folgende Kon- 
struk~ion des Gruppenbildes- Aus den fiinf in der Figur 13 dargestellten 

, F q 

Streifen konstruieren wir 
eine .Ring/15che~ indem 
wit erstens entsprechend 
der Relation 4) die beiden 
ffeien R~nder zusammen- 
herren, ferner der Rela- 
tion C~6=1 entsprechend 
je auf einer Kette yon 
C 4 um sechs Sireeken aus- 
einanderliegende Punkte 
als identiseh erkl~ren. Da- 
durch erhalten wir eine 

Pi~. 1~. Ringfl~che. Jedes der 
Polygone der Dodekaederfigur ist eine nicht zers~iickelnde geschlossene 
Kur~e auf dies~r Ringfl~.ehe; wir k~nnen deswegen dutch jedes der 
Polygone eine solche Ringfl~che hindurcMegen. Da an jeder Ecke der 
Dodekaederfigur drei Strecken zusammenstol~en, die den drei versehie- 
denen Ecken der Streeken entsprechen, so haben wir in tier Gesamthei~ 
der Punkte und Streifen auf den 12 Ringfl~ehen, die sich pa~rweise 
]~ngs eines Streifens beriihren und zu dreien in einer Kante zusam- 
menstoBen, den gesnch~en, das Gruppenbild darsteLlenden S~reckenkompIex. 
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Die Gru/Tpe ~nseres Poincar6schen l~aumes ist aZso endlich, sie bes~eh~ 
aus 120 Substitutionen, denn auf jeder Ringfliiche liegen 30 Punkte, 
jeder Punkt  liegt aber auf drei Ringfi~chen, so dab wir als Anzahl der 

12 �9 3 0  
SubstRutionen - - ~ - =  120 erhalten. Diese Zahl lii{~t vermuten, dai~ die 

Gruppe mit der dutch die Spiegelung erweiterten Ikosaedergruppe isomorph 
ist, eine u  die sich leicht verifizieren l~i]~t. In der Tat lassen 
sich CI, C2, C a als Drehungen um die drei Ecken einer Ikosaederfi~iche ver- 
bunden mit Spiegelung am )Iittelpunkt, C A als Drehung um den Mittel- 
punkt der Fliiche verbunden mit Spiegelung am )~ittelpunkt des Ikosaeders 
au~asSeI1, 

Die Fundamentalgru~ve eines zur Kleeblattschlinge geh6rigen Poincard- 
schen ~aumes ist isomorph mit der durch Spiegebung erweiterten 120-glied- 
rigen Ikosaedergru~oloe. 

Es ist leicht, die Gruppen anderer zur Kleeblattschlinge geh6riger 
_Poincardscher R~iume zu finden. Sie sind, mit Ausnahme natfirlich des 
trivialen Falles des gewShnlichen Raumes~ al~e unendlich. Den eins 
Fall erhiil~ man, wen_u man zur Gx der Kleebiattschlinge die Relation: 

8) C, C~ C~ q C~ C~ C~ = i 

setzt. Geometrisch bedeutet das, dal~ man zum Aul3enraum l~ngs einer 
zweimal und 9~ einmal schneidenden Kurve einen ElementarraumteiI hinzuffigt. 
Der entstehende Poincargsche Raum hat die Gruppe, die dutch die er- 
zeugenden Operationen mit den Relati(men 1), 2), 3), 8) gegeben ish 
Mit Hilfe der Rela~ionen ]dinnen wit (analog wie vorhin) 8)~ransfor- 
mieren in 

9) c J  = 1. 

Wit erkennen, dal3 das Gruppenbild folgendermal~en zu konstruieren is~: 
Die Ri~nder eines aus 11 Streffen zusammengesetzten Blattes lassen wir 
passend zusammenfallen und erhalten dadurch einen Zylinder. Wir nehmen 
ferner ein regulates Netz in der Lobatschewskyschen Ebene, das aus 
Els besteht, die zu je dreien an einen Punl(~ h~ingen. Dutch die 
Netzmaschen legen wit Zylinder, die paarweise einen Streifen und zu 
dreien eine Kante gemeinsam haben. Wit  haben die Zylinder derartig 
einzusetzen, dal~ an einer Kante je drei Streffen in der Weise zusammen- 
stol~en, wie es bei dem Gruppenbild der Kleeblattsehlinge der Fall isl. 
Das ist, wie unschwer einzusehen, ohne weiteres mSglich. Die Punkte 
und Strecken auf diesen Zylindern liefern das Bild der gegebenen Gruppe, 
die also unendlich ist. Analoges gilt flit die anderen Poincar~schen 
Gruppen, die darch die .~ n-real und 9~ einmal sehneidenden Kurven des 
Ringes erzeugl werden. Wit haben das Resultat: 

1 1 "  
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Alle Poincareschen t~ume, die zur Kleeblattschlinge geh6ren, haben, 
mit Ausnahme der oben untersuchten uad des gewiJhnlichen Raumes, un- 
enartiche Gruppen, derer~ Bilder dutch reguliire Polygoneinteilung der Nicht- 
.Euklidischen ~'bene, bet der je drei (6n--1)-Ecke ( n > l )  in einem P~nkte 
zusammenstoflen, erzeugt werden. 

U m  die Bedeutung des Gruppenbildes sti~rker hervortreten zu lassen, 
set bemerkt ,  dab jeder gesehlossenen Kurve auf dem Bfld eine Substi- 
tution entsprich~,  die = 1 ist, und eine Kurve der Ma.nnigfaltigkeit, die 
auf Nul l  zusammenziehbar ist, d . i .  sin einfach zusammenhiingendes 
F1gchenstfick begrenzt. Die Aufstellung des obigen Gruppenbildes hilft 
nieh~ n u r  zum Beweis, dab die Raumkurven verknotet oder die Riiume 
dem gew~ihnlichen nieh~ homSomorph sind, sondern es wird dadurch 
auch die -dufgabe gelgst, yon jeder gegebenen Kurve des Aufie.y~raums, 
bezw. der verschiedenen I)oincardschen JR~ume, in einer endlichen Anzahl yon 
Schritten zu entscheiden, ob sie auf Null zusammenziehbar ist oder nicht. 

b) Andere Kno~t. Hier soll nut eine Gruppe yon ganz besonders 
einfachen Knoten behandelt werden, die eng mit der Kleeblattschlinge 
verwandt sind. Die ersten beidsn Glieder sind in den nebenstehonden 
Figuren 14~ 15 angedeutet, die anderen werden analog fortschreitend er- 
halten. Sis haben 5, 7, . . - ,  3 + 2n  Kreuzungspunkte und gehen dutch 

Fig,  14, Fi~ 15. 

1, 2 ~ . . . ,  n Umsehaltungen an den Kreuzungspunkten in die Kleeblatt- 
schlinge fiber. Man erkennt naeh der im vorigen Paragraphen gegebenen 
Regel le icht ,  dab ftir n = i die f r appe  gegeben ist dutch 

Fig. 16. 

Erzeugende Opera~ionen: C~, G,  G,  C~, C5, C s. 

R I t;on n- J q G = G G -- G G 
=GC  G=GG G= 1. 

Das Gruppenbild setzt sich aus iihnlichen Streifen zusammen, 
wie bet der Kleeblat~schlinge (s. Fig. 16), je fiinf Streifen stol~en 
an einer G6-Kette zusammen. - -  Ahnliehes gilt f i i r n  > 1. 
Ffigen wit im Falls n = 1 zu den Relationen die neue Relation 

q c, c, G c., c;" --1 
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hinzu, so entsteht die Gruppe eines zu dem Knoten gehiirigen Poincarg- 
schen Raumes. ~an  erkennt, da~ alas Gruppenbild erzeug~ wird durch 
Zylinder, die aus je neun S~reifen zusammengesetzt sind, die zu je fiinf 
liings einer C6-Kette zusammenh~ingen. Die Durchschni~te der Zyiinder 
entsprechen einer regul~ren Polygonein~eilung der hyperbolischen Nicht- 
Euklidischen Ebene in 9-Eeke, die zu je ftinfen in einer Ecke zusammen- 
s~ol~en. _~hnliches gilt ftir n ~ 1. Wir haben also: 

Die t)oincardschen .Pdiume, die zu den angefiihrten Knoten geh6ren, 
haben siimtlich une~dliche Gruppen~ die durch regul~ire Gebietseinteilungen 
tier hyperbolischen .Ebene erzeugt werden. 

Aul~er der Ikosaedergruppe und der Identi~t haben wir a l so  blo~ 
unendliche Gruppen fiir Poincargsche Ri~ume bekommen. Ftir Mannig- 
f~ltigkeiten mit Torsion sind die zyklischen Gruppen die einzigen be- 
kannten endlichen Gruppen. 

Wei~ere Untersuchungea tiber Knoten~uppen, sowohl im speziellen~ 
als im aUgemeinen, d.i. ~_ufsuchung yon Eigenschaften, die allen Kno~en- 
grulopen eigentiimlich sind, sollen wei~eren Arbeiten vorbehalten bleiben. 

Kapitel Ill. 

Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten. 

w 
Allgemeines (Konstruktion des ~lahtkomplexes und der 

Fundamentalgruppe). 

Sei M s eine geschlossene Mannigfaltigkeit yon drei Dimensionen, 
S.~" 6in beliebiges konstituierendes Raumstiick derse.lben, H~' die 23' be- 
grenzende Kugelfl~ehe. Sa ~ sei eines yon den konstituierenden Raumstticken, 
die mit S 8' mindestens ein Elementarfliichenstiick gemeinsam haben. Wir 
bilden aus S S' und Ss 2 ein Elementarraumstiick 2:8~ , indem wir Ss 1 und 
Ss 2 l~ings eines gemeinsamen Elementarfl~chens~iickes zusammenheften. Die 
~s ~ begrenzende Kugelfliiche/-I~ ~ besitzt nut solche Fliichen, die auch der 
~/I S angeh~ren, aber es kann mehreren Paaren solcher Fti~chen auf //2 ~ 
je nut eine einzige Fl~che in 2-hr s entsprechen, wenn n~mlich Ss 1 und S~ ~ 
mehr als ein Elementarfl~chenstfick gemeinsam haben. An 22~ ~ herren 
wir nun ein dri~tes Raums~tick Ss 8 der Ms, das mit / /~  mindestens ein 
Elementarfl~chensttick gemeinsam hat, und zwar liings eines solchen 
Fi~ichensttickes. ~ und Ss s m~igen zusammen 2~ ~ mi~ der Begrenzung 
T/.~ 8 bilden. In dieser Weise fahren wir fort, bis wir ein Elementarraum- 
stfick 2~ 3 erhal~en, das s~mtliche koastituierende Raumstticke der/-~/s en~- 
h~lt, und das begrenzt sein mSge yon der Kugelfliiche H~. Jede Fl~iche 
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yon 1-I8 komm~ auch in M~ vet, je zwei Fl~chen yon 112 entsprich~ eine 
und dieselbe Fl~che in 2~3, da ja 2/3 nach Voraussetzung geschlossen 
ist. Wit nennen //~ ,,Schnittfliiche der M~". .Die M. a ist demnach ho- 
~ngomorph mit einem yon der Schnittfi~ehe begrenzten Elementarraumstiiclc, 
wenn die .FIiichen derselben in bestim~nter, aus der obigen Konstruktion 
sioh ergebender, Weise ~vaarweise als identiseh erkliirt ~verden (erste all- 
gemeine Erzeugungsweise einer Ms). Dutch diese Beziehung der Fl~ichen 
yon II2 aufeinander werden gleiehzeitig ihre Indikatrizen (Umlaufssinne) 
eina~der zugeordnet. Aus der Definition der Zwei- resp. Einseitigkei~ 
mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten ergibb sich dann unmittelbar das 
Resul~a~: Haben zwei en~sprechende Fl~ichen der //~ mit in obiger Weise 
zugeordnetem Umlaufssinn in bezug auf die H a ~llemal vorschiedenen 
Umlaufssinn, so is~ die M s zweiseitig, andernfalls einseitig. So bietet 
uns die //~ ein bequemes Mittel, um diese erste Frage nach dem Cha- 
rakter der vorgelegten M~ zu entseheiden. Wit lassen nun entsprechende 
Fliichen der Schnit~fl~ehe H~ zusammenfallen und erhalten einen Ftiiehen-. 
komplex _N~, den wit die Nahtfl~iche der M s nennen. Diese Bezeichnung 
dearer an, dab man aus einem Kugelraum dutch Zusammenheften l~ngs 
des ~ die vorgeleg~e M s ethYlS. Dem C, en~sprieht bei zweidimensionaler 
Mannigfal~igkei~ ein Sehni~system, dureh das die M~ in ein einfaeh zu- 
sammenh~.ngendes Fliichenstiiek verwandelt wird. Es ergeben sieh dann 
fotgende Kesultate: 

1) Jeder Streekenkomplex und jeder Fliiehenkomlolex der M~ is~ 
homotop mit einem Strecken- resp. Fl~ehenkomplex der Nahtfl~ehe (d. i. 
in eine~ solchen stetig mit Selbstdurchdringung auf der M s iiberfiihrbar). 
Denn jeder Streeken- oder Fl~chenkomplex, der nicht der Nahtfl~ehe ~ 
angeh~Sr~, lieg~ im Kugelraum 2~ s und is~ also homotop mit einem Kom- 
plex auf tier Begrenzung / / ,  nnd also auch mit einem solehen auf iV,. 
Begrenz~ also eine Kurve (oder auch ein Kurvenkomplex) ein Elemenfl~r- 
fl~chenstiick resp. ein F15ehenstiick hSheren Zusammenhangs in M~, so 
begrenzt eine en~sprechende Kurve (oder auch ein entsprechender Kurven- 
komplex) yon 2V~ ein Elementarfl~chenstiick resp. eino Fl~ehe hSheren 
Zusammenhangs auf iV~ und umgekehrt. Sind zwei Kurvensysteme auf 
~ ,  nicht ineinander s~e~ig fiberfiihrbar, so ist dies aueh fiir die ~/~ nich~ 
der Fall; ist eine Kurve auf iV~ speziell nicht auf einen Punkt zusammen- 
ziehbar (begrenzt kein Elementarii~chenstiiek auf ~Y~), so ist sie auch in 
dor M s nich~ auf eiaen Punk~ zusammenziehbar. Wit bezdchnen deswegen 
mit Reeh~ d~e Fundamentalgr~e yon iV, als die _Fundarnentalgr~2pe tier 
Ms: Ga ~ Gz~. Die Konstruk~ion yon G~ durch die Darstellung tier 
begrenzenden Kreise in einem passend gewi~hlten System yon dutch einea 
Punk~ laufenden Kurven auf ~r  is~ in Kapitel I, w 2 entwickel~. 
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Der ~ lieg~ ein Streekenkomplex zugrunde, den wir mi% N I be- 
~.eichnen. Die Umgebung dieses Komplexes wird in tier M~, faUs sie zwei- 
seitig ist, begrenzt yon einer zweiseitigen gesehlossenen Fl~iche F yore 
Geschlecht p = ~ = v 1 -- ~o "J- 1 (vl: Anzahl der Strecken, ~0: Anzahl der 
Ecken yon ~W~) (s. Kapitel I, w 2). Diese Umgebung ~ entsteht ans einem 
Elementarraumstiick durch ttinzufiigung yon j0 weiteren Elementarraum- 
stiicken (,,Henkeln"), die mi~ dem ersten je zwei J_nheftungsfliichen gemeia 
haben. Sie is~ also in unserem gewiJhnlichen Raum repr~sentierbar. WJr 
bezeichnen sie etwa a]s gew~hnlichen zweiseitigen mehrfachen _Ringraum. 
Desgleichen wird tier Tell yon Ms, der fibrig bleib%, wenn man ~ wegl~Bt~ 
der ,Aul3enraum" A~ yon N1, i n  solcher gewShnHcher mehrfacher Ring- 
raum sein, wie sich aus der Konstrul~tion unraRtelbar ergibt. Im Falle, 
dal~ die M~ einseitig ist, sind ~ und A~ yon einer einseitigen Fls 
gerader Charakteristik begTenzt. Js und A 3 bilden gew~Jhnliche einseitige 
mehffache Ringriiume. Wir haben also als zweite Erzeugungsweise: 

Die allgemeins~e homogene geschlossene M~ erh~ilt man dutch Ver- 
schmdzu~zg der Oberfl~che zweier gew6hnlicher mehrfacher l~ingriiume. 

Daraus folg~: 
Jede homogene geschlossene M s ist in vier singulari~itenfreie ~,lementar- 

raumstiicke zerlegbar. 
Jede Kurve des Raumes ist mit einer Kurve auf der F l~he  _~, die 

A s und ~ %rennt, iso%op. Man kann dann ohne weiteres die Poincar6sehen 
S~tze fiber die Beziehung zwischen dem Kurven- and dem Fl~ehenzusammen- 
hang ableiten, worauf wir hier nicht weiter eingehen. Es sei nut bemerk% 
da~ sich diese Uberlegungen unmit~elbar auf beliebig viele Dimensionen 
erweitern lassen, woraus unter anderm folgt, da~ jede homogene M~, flit 
jedes beliebige ~, sich aus vier Elementarmannigfaltigl~eiten zusammen- 
setzen liii~t, dann abet auch sieh ein einfacher Beweis fiir die entsprechen- 
den Poinear4sehen Ss f~ir eine M~ ( n >  3) ergibt. 

w  

De]: gewShnliche Raum. 

Dal3 die Fundamentalgruppe des gew~Jhnlichen Raumes die Identit~it 
ist, sieht man gleich ein. Denn es begrenzt ja jede Kurve im Raume 
ein Elementarfiiiehenstiick (ev. mit Singularitiiten), also auch jede Kurve 
tier Ns auf der _~s, wor~us nach Kapitel 1, w 2 folg~, dai~ die Funda- 
mentalgruppe yon N~ oder, was dasselbe ist~ yon _M s die Iden~R~ ist. 

Is~ umgekehrt die Fundamentalgruppe G~ der _hv2 gleieh der Identi- 
%~t, dana begrenzt jede Kurve anf ~ .  Unter dieser u wird 
die N~ keine geschlossene zweiseRige Fliiehe euthaltea, woraus folg~, dab 
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keine ungeschlossene Strecke der _~.~ ftir sich allein ein Elemen~arflgchen- 
sttick begrenzt. Enthiilt dann ~V 1 eine ungeschlossene Strecke, so kiinnen 
wir diese durch Zusammenziehen beseitigen, d. i.: legen wit in der modi- 
fizierten s 1 dutch geeignete Kreise ElementarflSehenstiick% so bilden 
diese doppelt genommen wieder eine Xugelfls und erkls wir bet 
einem yon dieser Kugelfiiiche begrenzten Elementarraumstiick die eat- 
sprechende Fliichen der Begrenzung als i~entisch~ so erhalten wir eine 
der gegebenen _M s homiiomorphe M s. Auf diese Weise kiinnen wit alle 
ungesehiossenen Streckea der N 1 entfernen: derselbe besteht dann aus 
lauter Kreisen mit einem gemeinsamen Punkt O. Is~ nun G~ die Iden- 
~it~t, so begreaz~ jeder dieser Kreise ein Elementarfl~chenst~ick, dessert 
einzige singul~re Linien die Kreise durch 0 sind. KSnnten wit nan zeigen, 
dal~ keine diese Flilchen wesentliche Randsingularit~ten (s. Kap. I, w 3) 
hat, so wiirde sofort ans dem Lemma folgen, ~ dab es ein System yon 
singularit~tenfreien Elementarfl~chenstiicken gibt, die je yon einem der 
Kreise begrenzt werden u~d aul3er 0 keinen gemeinsamen Punkt haben. 
Die Umgebung eines solehen Fliichenkomplexes in einer homogenen M~ 
is~ abet ein Kugelr~um. Wit kiinnen also N 1 in einen Kugelraum /~a~ 
einsehlieBen. Die Begrenzung K~ dieses Kugelmumes liegt aber nach der 
Auseinandersetzung des vorigen Paragraphen in einem passend gewi~hlte~_ 
Aul3enraum A sund  begrenzt in diesem ein Elementarraums~iiek Es ~. Denn 
jede geschlosseae Fl~iehe begl'enzt in einem gewShnliehen mehrfachen Ring- 
raum, speziell die Kugelfl~che ein Elementarraumstfiek, und zwar gilt dies, 
ohne dab vorausgesetzt zu werden braucht, dab der Ringraum zweiseitig 
ist. Die ~8 ~ abet und Es ~ ergeben, l~ngs der begrenzenden Kugelfl~ehe K- 
verschmolzen, die gegebene M s and diese is~ folglieh homiiomorph mi~ 
einem gewShntiehen Raume. Abet unsere Annahme des Nichtvorhanden- 
seins wesentlicher Randsingulariti~ten ist nicht ohne weiteres zu begriinden. 
Dazu ist es nStig, die Fiille, bet denen GN zur Identit~t wird, nigher z~_ 
studieren. 


