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2,
Krifteim Raume.

(Yon Herrn Geh. Hofr. und Professor Dr. Schweins in Heidelberg.)

1.

Die Bewegung eines Kriftensystems lisst sich auf eine gerade fortgehende
und auf eine drehende Bewegung oder Kraft zuriickfiihren. Die erste erhalt
man durch das Parallelepipedum, dessen Kanten die Summen der Projectionen
der Krifte auf die Coordinaten-Axen sind. Sie ist bekanntlich fiir alle Puncte
im Raume von gleicher Grisse und gleicher (paralleler) Richtung.

Ein anderes Para]lelepfpedum fiibrt zur Grosse der drehenden Kraft,
zur Ebene, in welcher diese drehende Kraft wirkt, und zur Richtung der
Dreh- Axe, um welche die Drehung Statt findet. Es werden nimlich auf die
Coordinaten-Ebenen xy, 2z, yz die Drehmomente der Krifte projicirt und,
wenn der Anfangspunct der Coordinaten der Drehpunct ist, auf den Coordi-
naten z, y, x Theile 2/, y’, 2’ nach Verhiltniss der Summen ¥, M, L dieser
Projectionen genommen. Diese Theile sind die Kanten des rechtwinklichten
Parallelepipedums, dessen Diagonale nicht allein die Grisse des Drehmoments
des ganzen Kriftensystems, sondern auch die Richtung der Dreh-Axe dieses
Drehmoments angibt, dessen Kraft in der Ebene liegt, die senkrecht zu dieser
Dreh-Axe ist und durch den Drehpunct geht.

Hier habe ich die Gegenstinde bezeichnet: Drehmoment, Dreh- Axe,
Momenten-Ebene, und die durch das Durchschueiden dieser Ebenen erzeugten
Gegenlinien, welche ich einer neuen Untersuchung unterworfen habe, deren
reichliche und wichtige Ergebnisse ich hier bekannt mache. — Herr Professor
Moibius hat dieselben Gegenstinde in der gegenwirtigen Zeitschrift im X. Bd.
1833, Seite 336. und in seiner Statik 1. Th. 1837 auf eine ihm ganz eigen-
thiimliche VVeise behandelt, und sich dadurch ein grosses Verdienst erwor-
ben. Mein Verfahren hat mit dem seinigen nichts gemein. Es ist nicht
meine Absicht, Bekanntes zu geben; ich werde hievon so viel mittheilen, als
nothig ist, um Das, was mir angehdrt, verstindlich zu machen, und jenen
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selbst neue Grundlagen geben. Der Stoff ist reich genug, dass Mehrere An-
theil nehmen kinnen. Ich werde es anzeigen, wenn ich mit 1hm in den Re-
sultaten zusammenkomme. : ' .

..In Hinsicht der Drehmomente unterschende ich (was blsher nicht gesche-
hen 1st) ein vollstindiges von einem unvollstindigen Drehmomente. Jenes ist die
Summe der Projectionen der Drehmomente der einzelnen Krifte auf die Ebene,
welche ich oben Momenten-Ebene genannt habe; oder: wenn auf drei zu ein-
~ander senkrechten Ebenen, deren Durchschnitt zum Drehpunct genommen wird,
die Drehmomente der Krifte projicirt werden und die Summen dieser Pro-
jectionen auf zwei dieser Ebenen = 0 sind, so ist das Drehmoment in der
dritten Ebene ein vollstindiges: verschwinden diese Summen aber nicht, so
ist das Drehmoment in jeder dieser Ebenen ein unvollstindiges. Zu dieser
Unterscheidung bin ich gefiihrt durch die Beobachtung, dass es: v1e]e VVahr-
heiten gibt, dle fiir ersteres, aber nicht fiir letzteres gelten.

Um die Uebersicht zu erleichtern, habe ich den reichen Stoff unter
folgende Ueberschriften gebracht: A. Follstdndiges' Drehmoment, und zwar
a. Drehmoment, Momenten-Ebene und Dreh-Axe; 4. Momenten-Ebenen in
Verbindung, und c. Gegenlinien. B. Unvollsténdiges Drehmoment, und C. Ein
Kriftensystem durch zwei Krdfte ersetat.

A. YVolilstindiges Drehmoment. |
a. Drehmoment, Momenten- Ebene und Dreh- Axe.
2. | L
Die - Bezewhnung sel - dxe]¢mge, welche gew()hnhch gebraucht wird;
nimlich die Summen .der Projectionen der Krifte P, Py, .. auf die rechtwmk-,
lichten Coordinaten-Axen =z, Y % selen |

X =A,. 2¥Y =B, & = .3Z=C,
und die Summen der Projectionen der Drehmomente’ der Krifte um den An-
fangspunct (000) der Coordinaten auf die Coordinaten-Ebenen yz, xz, @y seien
S(yZ—z¥Y)=1, Z(ZX—xZ)—- S(x¥—yX)=N.

Hiezu komme fo]gende Bezelchnung Fur den Drehpunct (xo Yo zo) gehen
L, M, N iiber in ‘

L'—'yOC+zoB L,

M— ZoA -+ &, C= M!

— 2, B+ y, 4= 1N,
Crelle’s Journal f, d M Bd. XXXVII[ Heft 1. 6
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Achnliches gilt von L,, M,, N, L, M, N‘, ... fiir die Drehpuncte (1 y1 21),
(@ y' '), .

Fiir dle Drebpuncte (000), (z, ¥, %), (#1y121), .... sollen die Drehmo-
mente durch R, R,, R,, ...., die Momenten-Ebenen durch 3¢, M;,, M, ...., die
zugehdrigen Dreb-Axen durch A, Ay, Uy, e, die diesen Drebpuncten zugehsrigen
gerade fortgehenden Krifte durch E, E,, E,, .... (welche simmtlich gleich sind),
vorgestellt werden, und zuletzt durch K die Summe der Producte

AL+ B M+ C.N=K

3.

Mit Hiilfe dieser Bezeichnung konnen fiir einen bestimmten Drehpunct
das vollstindige Drehmoment, die Momenten-Ebene und die Dreh-Axe in weni-
gen Zeichen angegeben werden. Es ist nimlich fiir den Drehpunct (=, ¥, z,)
das vollsténdige Drehmoment

1. R} = L} + M; + N
die Momenten-Ebene M, .ist
2. (z—=x) L, + (y—-yo)M + (z--z‘,)]V =0
und die Dreh-Axe %, ist

T—& __ Y=Y _ 3—%

3. T M, — N, "

4.

Die Grundwahrheit fiir einen grossen Theil der Untersuchung ist die
Unverinderlichkeit der Summe der Producte, welche durch K vorgestellt ist.
Es ist merkwiirdig, dass, obgleich 4, B, C mit der Richtung des Coordinaten-
systems, und L, M, N sowohl mit dem Drehpuncte als mit der Rlchtung des
Coordinatensystems SICh indern, die Summe der Producte ‘

AL+BM+CN_K
keine Aenderung erleidet. : '

Dass K sich nicht mit dem Drebpuncle ande;t, ist lelcht zu beweisen;
denn man hat nur in

A. L + B M, + C. ]V
die obigen Werthe fiir L, M, N, einzufithren. Dies gibt
A.L+B.M+ C.N;

K=K,=K,=.
Um aber zu beweisen, “dass auch die Veranderung der Richtung der

es ist also
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Coordinaten-Axen keinen Einfluss auf K hat, werde angenommen, dass die
neuen Coordinaten #*, y’, 2’ mit den alten Coordmaten “Winkel bilden, deren
Cosinusse folgende sind:

Mit’ x ¥y z
x o B v
] 4 al ﬁl r}}l
21 all ﬁl! '}}”-

Hiedurch geht nach Dem, was sich in meiner Untersuchung iber die vlrtuelle
Geschwindigkeiten *) findet, |
' A iber in aSX' + 'Y’ + a"ZZ',
B - - BIEX'+4 p3Y + p“2Z,
C - - y3IX' 4 2Y' +"2Z,

oder , -
A.L iiber in (oA’ + o'B' + o"C"). L,
B.M - - (BA' ¥ (B + p'C).M,
CN - - (yA'+y'B +"C).N,

mithin A.L + B.M + C.N iiber in

A(@LA+BM+yN) + B'(a’L+M~+y'N) + C'(o"L+"M~+"N).
Es sind aber die Factoren von A4, B, C' die Summen der Projectionen von
L, M, NV auf die Ebenen y* 2, auf &'z’ und auf w’y Werden dlese durch
L, M, N vorgestellt so entsteht die Glelchung

4 AL+BM+CN=A.L+B.M+C.N

d. h.: Die Summe der Producte AL, BM und CN ist fiir dasselbe Krdften-
system sowohl ¢on dem Drehpuncte als von der Richtung des Coordma—
tensystems unabhdngig, und eine bestandlge Grésse.

. 5.
Diese Elgenschaft der Summe K ist auch der Grund, warum ich von
1hr beglnne Ich messe. [d1v1d1re] sie durch das Product aus der gerade

fortgebenden Kraft und aus dem vollstandlgen Drehmomente, nam]xch durch
E,. R,; so dass

K A L, B M, C' N,
" E,.R"E'R VYERTE &

Die ersten Factoren vorstehender Producte sind die Cosinusse der VVinkel,
welche E, oder die Dlagonale des ersten Para]leleplpedums -, und dxe zweiten

b

 %)'Perfecta solitio problematis.  4.-1843. Heidelbergae. pag. 13:- * -
6*
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Factoren .sind die Cosinusse der Winkel, welche 9, die Diagonale des zweiten
Parallelepipedums, mit den Coordinaten-Asen bildét. Das, was zur Rechten des
Gleichheitszeichens steht, ist also der Cosinus des WWinkels, den die beiden
Diagonalen oder die gerade fortgehende Kraft und die Dreh-Axe bilden; also
ist
E'o_]_'{R; = cos (ﬁo E,),
oder »
5. A. L+ B.M+ C.N= K = E,.R,.cos (%, E,).
Diese Gleichung kann auf verschiedene Weise gedeutet werden. Zuerst kann
E, . cos (%, E,)
betrachtet werden als die Projection der gerade fortgehenden Kraft E, oder
als die Projection aller Krifte P, P,, .... auf die Dreh- Axe %,. Wird die
Summe dieser Projectionen durch '
=p,
vorgestellt, so ergibt sich bei dieser Betrachtungsweise aus vorstehender Glei-
chung folgender Satz:

6. AL+ B .M+ C.N=K=R,.=P,;

d. h.: Das Product aus dem vollstindigen Drehmomente eines Puncts und
aus der Projection aller Krifte auf die Richtung der Dreh-Axe dieses Dreh-
moments ist eine bestc’indz};e Grisse und gleich der Summe der Producte
AL, BM und CN..
, Dieser Satz. kann benutzt werden, um durch ein emfaches Verfah-
ren das vollstindige Drehmoment einer Linie als Dreh-Asxe zu finden. ‘Man
projicire die simmtlichen Krifte auf diese Linie, und suche R, durch die
1 K

Gleichung R ._ EPa | |
Dieses Verfahren setzt aber voraus, ‘es sei schon’ bekannt dass die Linie die
Eigenschaft einer Dreh-Axe hat; denn nicht alle Linien (wie ich spiter zei-
gen werde) kdnnen Dreh-Axen sein, Wer dieses nicht beachten WOllte wurde
zu grossen Irrthiimern gelangen.

Die obige Gleichung (5.) gibt auch Zu fo]gender Betrachtung Anlass.
In ihr sind K und E, unveranderhche Grossen; also ist auch das Product

. cos (o Fy)’

eine bestindige Grésse und, obglencb seine Factoren von dem Drehpuncte ab-
hangen, von diesem Drehpuncte unabhingig. Ich nehme eine Ebene, an, wel-
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che senkrecht zu der gerade fortgehenden Kraft oder senkrecht zu allen
E, E,, E, .... ist, und nenne sie Normal-Ebene. Im allgemeinen ist es gleich-
giiltig, durch welchen Drehpunct diese Ebene geht.

Da nun das vorstehende Product die Projection des Drehmoments R,
auf eine Normal-Ebene ist, so ist durch diese Betrachtungsweise folgender Satz
erlangt: .

7. Die Projectionen aller vollstindigen Drehmomente auf eine Nor-

mal-Ebene sind gleich, und jede Projection ist = —l—é—- .

6.

Der Winkel, welchen' die Dreh-Axe %, des vollstindigen Drehmoments
R, mit der gerade forigehenden Kraft E, bildet, kann von 0° bis 90° wach-
sen, also ‘der Cosinus von 1 bis 0 abnehmen, mithin dej‘ Factor R, von seinem
kleinsten VWerthe bis ins Unendliche wachsen. Dieses fiihrt zu der Frage: Fiir
welche Drehpuncte findet das kleinste vollstindige Drehmoment Statt?
Die Drehpuncte fiir das kleinste vollstindige Drehmoment, und dieses

- Drehmoment selbst, werden durch die Gleichung

I(o = E -RO’
oder durch

(AL, + BM, + CN,)* = (A* + B* + C*) (L% + M} + N?).
bestimmt, Diese nimmt auch folgende Gestalt an:
(AM, — BL,))* + (AN, — CL,)* + (B]V —CM)»=0

und gibt zu erkennen, dass

AM, — BLy= AN, — CL, = BN, — CM, = 0,
oder dass
AM — BL + ACxy + BCyy — (A* + Bz, = 0,
CL — AN + ABz, — (A* + CYyo+ BCz =0,
BN — CM — (B* + CYHxy + ABy, + ACzy, = 0

1st; woraus s1ch folgende Gleichungen ergeben:

A L—Cy+B=0,
8 |- B;,(+M Az + Co =0,
CK+1V—-Bm+Ay—0

Die Drehpuncte, fiir welche das kleinste vollstindige Drehmoment Statt findet,
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liegen also in einer geraden Linie. Ferner geht aus diesen Gleichungen, wel-
che auch schon bei Andern vorkommen, hervor, dass diese Linie die Rich-
tung der gerade fortgehenden Kraft hat. Ferner gehen die Gleichungen der
Dreh-Axe T o (.
' I, — M, — N, |

fir einen Punct (x, 9o 2,) in dieser Linie der kleinsten Drehmomente mittels
der eben gefundenen Gleichungen, weil «,, y,, z, ihnen geniigen miissen,
in folgende iiber:

‘fi"'gi — =% = zﬁ
A B c -
Die Dreh-Axe hat also die Richtung der gerade fortgehenden Kraft und fillt
mit dieser Linie der kleinsten vollstindigen Drehmomente zusammen. Daher:
9. Die Linie der kleinsten vollstindigen Drehmomente, auch Haupt-
drehlinie genannt, ist die _Dreh—Axe aller Drehpuncte, welche in ihr ange-
nommen werden. Die Momenten Ebenen dieser Drehpuncte sind zu ihr
senkrecht und das vollstindige Drehmoment jedes Drehpuncts in ihr ist
‘ . K AL+BM+CN
B=§ = oppis o)
© (A4B%4- 0
und gleich der Projection jedes vollstindigen Drehmoments irgend eines
Drehpuncts im Raume auf die Normal- Ebene.
Hieraus folgt umgekehrt, .dass. '
- 10. K=EFE.R; _ ‘
d. h.: Die Summe der Produds AL, BM und CN ist gleich dem Producte

aus der gerade fortgehenden Kraft und aus dem lflemsten .vollstandigen
Drehmomente. . -

Das vollsténdige Drehrnioment jedes Puncts ausserhalb der Hauptdreh-
linie ist grosser, als ‘das -eben gefundene Drehmoment R;; es hangt von der
Entfernung seines Drehpuncts von dieser Hauptdrehlinie ab, und seine Grésse
kann durch das kleinste vollstindige Drehmoment B; und durch die Entfer-
nung seines Drehpuncts von der Hauptdrehlinie ‘angegeben werden. Denn
fallet man aus dem Drehpuncte (%o 2) auf die Hauptdrehlinie eine senk-

rechte Linie %, so findet sich fur lhre Grbhse durch geeignete Rechnungen
die Glelchung v .

R’ E?— K’
B
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und folglich, mit Beriicksichtigung von (10.), die Gleichung

11. R:= R} + h*. E? oder R — R} =h*.E*;
d. h.: Die Zunahmen der zweiten Potenzen der vollsténdigen Drehmomente
wachsen nach Verhdltniss der zweiten Potenzen der Entfernungen ihrer
Drehpuncte von der Hauptdrehlinie.

Bei Kriften im Raume gilt also im Allgemeinen nicht das Verhiltniss
der Drehmomente, welches bei Kriften in der Ebene gilt. Nur dann, wenn
eine Mittelkraft Statt findet, oder wenn R; = 0 ist, findet unter den vollstin-
digen Drehmomenten bei Kriften im Raume dasselbe Verhiltniss Statt, wie bei
Kriften in der Ebene. — Dass die Drehmomente mit der Entfernung der
Drehpuncte von der Hauptdrehlinie wachsen, war schon bekannt; aber nicht,
nach welchem Verhiltnisse.

Aus dem so eben gefundenen Satze folgt, dass Drehpuncte, welche
von der Hauptdrehlinie gleich weit abstehen, gleiche vollstindige Drehmo-
mente haben.

Nachdem das Verhiltniss der vollstﬁndigen'Drehmomente in Hinsicht
ihrer Grosse gefunden, ist noch tibrig, dasjenige in I-Imsxcht ihrer Richtung
zu suchen.

Bei den Drehpuncten in der Hauptdrehlinie fallen die Dreh-Axen mit
dieser Hauptdrehlinie zusammen, und ihre Momenten-Ebenen sind senkrecht zu
derselben. VVenn nun der Drebpunct die Hauptdrehlinie verldsst, so wird das
vollstindige Drehmoment grosser; zugleich neigt sich die Dreh-Axe und weicht
von der Hauptdrehlinie immer. mehr ab*). Man sieht dieses aus der oben
gefundenen Gleichung :
cos (%, E,) = EKR ,

oder “"Ch besser wenn man den Cosmus in dxe Tangente umsetzt, nimlich aus

E'I A2+BI+02
2 g@E)=h.F =k i p o

Die Tangente dieses Winkels wachst also i im Verhaltmss der Entfernung des
Drehpuncts von der Hauptdrehhme Die Dreh-Axe fiir unendlich entfernte

Drehpuncte wird zu einer Senkrechten auf die Hauptdrehhme, und die Momen-
ten-Ebene geht durch dieselbe,

*) Here Professor Mbius gelangt S. 141 1 Thl durcb andere Betrachtungen zu demsel-
ben Satze, :
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8.

Ausser der Momenten-Ebene M,, welche durch :die G]elchung (2) an-
gegeben wird, kommen hier. noch folgende Ebenen -in Betracht: ,

Erstens: die Ebene, welche ich Normal-Ebene nannte; und Zwar dle-
jenige, welche durch den Drehpunct (w 'y, 2,) geht ihre Glelchung ist, weil
sie zu B, senkrecht.ist, folgende:

13, (=) A+ (Y—y) B+ (z—2z,) C=0.

Zweitens: die Ebene, welche durch die Hauptdrehlinie und durch den
Drehpunct (@, ¥, 4,) geht; ibre Gleichung ist :
14. (x—ax,) (E*Ly—AK)+(y—y,) (E*My— BK)+(z—z,) (E*N,—CK )=0, und

Dirittens: die Ebene, welche durch die Dreh-Axe und durch die ge-
rade fortgehende Kraft F, geht; ihre Gleichung ist
156. (x—ay) (CMy— BN)+(y—y,) (ANy— CLy)+(2—2,) (BL,— AM,)=
Die drei Ebenen (2., 13. und 14.) durchschneiden sich in einer Linie, welche
senkrecht zur Hauptdrehlinie ist; denn die Gleichungen dieses Durchschnitts sind

16, T L Y=y 2—2,

| . CM—B.N,™ A.N—C.Ly— B.L—A.M,
Die Ebene U, E, (15.) durchdringt di¢ Momenten-Ebene 5.2 in einer lee,
deren Glelchungen

' a:--m:. k — o F—2
17 (] y ~Yo 0

A.Ri—L,. K BR MK C.R:=N,.K
sind, und dle Normal-Ebene ]V 13 m emer Lxme, deren Glelchungcn
18 G R e TR o

FL—4K_ E.M~B.K_ E.N—CK"

sind. Aus den Gleichungen (15. and 16.) geht hervor, dass die Ebene %, E,
zu der Linie, welche vom Drehpuncte (@9 Yo 20) auf die Hauptdrehlinie senk-
recht gefillet wird, senkrecht ist; - Daher:

19. Die Momenten- Ebene, die Normal-Ebene eines Drehpuncts,
und die Ebene, welche durch dzesen Drehpunct und durch die Hauptdreh-
linie geht: diese drez Ebenen durchschnezden sich in einer Linie, welche zur
Hauptdrehlinie senkrecht ist; und zu dieser Durchschnittslinie ist die Ebene
senkrecht, welche durch dze gerade fortgehende Kraft E0 und durch die

Dreh- Axe %, geht
9.

Die Drehpuncte in der Rlchtung einer gerade fortgehenden Kraft ha-
ben g]elche Drehmomente, denn sie stehen von der Hauptdrehlinie gleich weit
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ab. Die Momenten-Ebenen dieser Drehpuncte gehen durch die Linien, welche
von diesen Puncten senkrecht auf die Hauptdrehlinie gefillet werden und unter
sich parallel sind. Auch bilden diese Momenten-Ebenen mit der Hauptdreh-
linie gleiche Winkel. Hieraus folgt, dass die Momenten-Ebenen dieser Dreh-
puncte parallel sind, und dass auch ihre Dreh-Axen in einer und derselben Ebene
liegen und parallel sind*). Dieser Satz lisst sich auch unabhingig von obiger Be-
trachtungsweise begriinden. Ist nimlich (x'y’z") ein Punct der Linie E,, so ist
r'—xy Y=y, __ 3'—%

4 — B — ¢
also
, __ Bla'=x)+ 4y, o, C(a'—xy)+ Az,
=——F ., =7
mithin

L'=L—yC+4+2B=L— yC + z,B= 1L,
und eben so ist auch
M = M, und N = N,.
Es konnen also L', M, V' mit L,, 'Mo, N, verwechselt werden. Die Glei-
chungen des vollstindigen Drebhmoments R’, der Momenten-Ebene ' und der
Dreh-Axe 9’, nimlich
R?*=L"?*4+ M?*+ N?
(z—a)L' + y—y )M + —2)N' =0,
e—a' _ y=y _ ==
L — M — N>
gehen durch diese Verwechselung in folgende iiber:
R* = L3+ Mg + N} = Ry,
(x—a)Ly+ (y—y) M, + (z—2z) N, = 0,
a—a' _ y—y' _ =%,
T, — M, — N
aus welchen folgt, dass die Drehmomente der Puncte in der Linie E, gleich,
die Momenten -Ebenen parallel und auch ihre Dreh-Axen parallel sind, und
also in einer Ebene (%1, E,) liegen.

10.

Es ist noch iibrig, auszumitteln, ob nur die Momenten-Ebenen von
Puncten in der Richtung einer gerade fortgehenden Kraft die oben gefundene
Eigenschaft, nimlich die der Parallelitit besitzen, oder ob noch andere Momen-

*) Mobius Statik. 1. Th. S. 154.
Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XXXVIL Hef: L. 7
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ten-Ebenen parallel sein kinnen:. Zu diesem Zwecke nehme man irgend zwei
Drehpuncte (o Yo 23), (@, 3 21), zu welchen die Momenten-Ebenen
@z Lo+ (4= 30 My + (i—z) Ny = 0,
(@—x) L+ (y—y)M, + (z—2z, )N, = 0
gehdren.  Sollen dlese para]lel sem, ‘0 miissen folgende Glelchungen zuglexch
Statt ﬁnden g :

— —_— ——

Wird nun zur Abkiirzung T
L(xl-—xo) + M(y—y) + ]V(zl—zo)
+ A(yozl"'%@o) + B(Zoxl_zlwo) + C (@oth—x190) = f
gesetzt, so kann diesen Bedingungsgleichungen fo]gende Gestalt gegeben werden:
Cf—(—2)K=—B.f+ @ —y)K=A.f— (' —a) K =0,
und hieraus folgt unmittelbar:

x'—a, — y'—yo _— z'—2%
A =B T ¢
Da nun diese Glelcbungen ‘der' 'Lime E, angehoren, ) lst durch sie folgender

Satz gewonnen:
20. Nur die Momenten Ebenen von Drehpuncten in der Richtung
einer geraden fortgehenden quft konnen parallel sein.

11.

Aus allem Diesen geht Folgendes hervor:

DieDrehpuncte, die in demMantel einer Walze liegen, deren Durchschnitt
ein Kreis und deren Axe die Hauptdrehlinie ist, haben gleiche Drehmomente *);
ihre Momenten-Ebenen bilden: glelche Winkel mit der Hauptdrehlinie; die
Momenten Ebenen" derjenigen Puncte, welche in einem Umringe liegen, beriih-
ren einen Doppelkegel dessen” prtze und Axe in der Hauptdrehlinie liegén;
und in der Ebene, welche den Mantel beriihit, liegen alle parallele Dreh-Axen
der Drehpuncte, die in der Berihrungslinie dieses Mantels sich befinden.

. - N 12. o .
Die Dfehf-Axé:'QIo berishrt’ den M’antel in idem» Drehpu'ncte‘ (20 90 2,) 3
jede zwei Puncte dieser DrehAxe, di¢' auf beiden Seiten dieses Drehpuncts

*) Mobius, Seite 141. N, 1.
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liegen und gleich weit von ihm- absiehen, sind auch gleich weit von der
Hauptdrehlinie entfernt, haben also gleiche Drchmomente, die aber grosser
sind, als das Drehmoment des Beriihrungspuncts (x, %, %); denn ihre Dreh-
puncte stehen von der Hauptdrehlinie weiter. ab als (x, 9, 2,). Daher:

21. Zu jedem Drehpuncte gehiort eine bestimmte Dreh-Axe und
ein bestimmtes vollstindiges Drehmoment; jeder andere Punct der Dreh-
Awxe hat ein grisseres vollstindiges Drehmoment, und dieses ist desto
grasser, je weiter sein Drehpnnct von dem Beriihrungspuncte (x,Yoz,) absteht.

Da hier kein freies Drehmoment ist, und verschiedenen Drehpuncten
verschiedene Momenten -Ebenen und verschiedene Dreh-Axen angehéren, so
muss, wenn. die Momenten-Ebene oder die Dreh-Axe gegeben ist, auch der
zugehdrige Drehpunct gefunden werden konnen. .

Das vollstaindige Drehmoment bestimmt nicht den Drehpunct, sondern
nur den Mantel der Walze, in welchem. der Drehpunct liegt. Dieses folgt so-
wohl aus dem Obigen, als aus der Glelchung fiir das vollstindige Drehmoment

R} = (L—y,C4z,B)" + (M—zy A+2,C) + (L— 2, B+, A,
welche die Gleichung einer WWalze mit kreisformigem Durchschnitte ist.

Die erste hier zu lésende Aufgabe ist: den Drehpunct der Ebene

ax + by + cz=d
suchen,

Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung der Momenten-Ebene
(@—x0) Ly + (y—y) M, + (z—20) Vo = 0,

oder mit
aLy + yM, + zNV, —x0L+yoM+z0]V .
0 erhalt man zur Bestimmung der Coordinaten des Drehpuncts die Glexchungen
L, M, N, xoL+yoM+ N’ A

e =y e d
und aus diesen Glelchungen fo]gende Werthe:
S . dA—cM4ybM
,w""— @A4-0B4-cC ~’
dB—aN+4cL
2. (p= aA+bB+cC’
dC—bL 4+aM

: Zo = ad40B4cC’
Man kann selbst die Grosse des voﬂstandxgen Drehmoments ‘R,, welches der
gegebenen Ebene angehtrt, aus den Elementen der gégebenen Glelchung be-

rechnen. Man findet, wenn man die gefundenen Werthe von x,, ¥,, 2z, in die
Gleichung fiir R, einfiihrt:

7*



52 2. Schweins, Krdifte im Raume.

_ (@b
2. B, = aA4bB4cC’ K

Es ist nicht unwichtig, hievon Anwendung auf die Coordinaten-Ebenen zu
machen und den Drehpunct jeder dieser Ebenen aufzusuchen. Die Glei-
chung der Ebene xy ist

z2=20;
mithin ist a=546=d =0, und die Coordinaten des Drehpuncts dieser
Ebene sind

M L
xo=———6, ?/o=+?: z0=0.
Eben so ergeben sich fiir den Drehpunct der Ebene xz die Coordinaten
N L
2=4+F, %=0, z=—7
und fiir den Drehpunct der Ebene yz die Coordinaten
- N M
xy =0, "Yo=—7 > Zy =+ 7-

Merkwiirdig ist, dass in allen diesen drei Fillen der Gleichung

alh +yM + zV =0
durch die drei Werthe x,, ¥,, z, Geniige geschieht. Da nun dieselbe die Glei-
chung der Ebene des Drehmoments ist, wenn der Anfangspunct der Coordi-
naten zum Drehpunct angenommen wird, so haben die vier Drehpuncte fol-
gende Eigenschaft:

24. Die dred Drehpuncte der drei rechtwinklichten Coordinaten-
Ebenen und ihr Durchschnittspunct liegen in einer Ebenc, und der Durch-
schnittspunct oder der Anfangspunct der Coordinaten ist der Drehpunct
dieser Ebene*).

Die vollstindigen Drehmomente dieser drei Ebenen 2y, xz, yz, durch
R,,, R,., R,. bezeichnet, sind nach N. 23.:

2. R, =% R.=%, R.=7

Die vollstindigen -Drehmémente fir die Coordinaten-Ebenen sind nicht
IV, M, L: diese sind nur die Projectionen des -vollstindigen Drehmoments,
welches dem Anfangspuncte der, Coordinaten als, Drehpunct angehdrt.

Ep o g

*) Mibius, S. 154.
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13.

Ich gehe jetzt zur zweiten, wichtigeren Aufgabe iiber, nimlich: den
Drehpunct einer Linie suchen. :

Die Gleichungen der Linie seien

y =ax + b, z=a,x + b,.
Dieselben, verbunden mit den Gleichungen der Dreh-Axe, fiihren zu den vier
Gleichungen
a.Ly,= M,, aL,= N, Yo = ax, + b, Zy = ayxy + by,

zwischen den drei Grissen xy, ¥y, Z,, und diese nicht allein zu den Werthen
dieser Grissen oder der Coordinaten des zu bestimmenden Drehpuncts, sondern
auch zu einer Bedingungsgleichung. 'WVird nimlich zur Abkiirzung

26. 1+ a+al=p, A+ aB + a,C =g,
L—-C+bB=] M — Ab, =m, N4+ Ab=n

gesetzt, so sind die Coordinaten des Drehpuncts:

al—m al—n
27. &0 = 50 ag oder = pBrag’
Yo = ax, + b, zZy = a,xy + b,

und die Bedingungsgleichung, welche von a, 4, a,, b, befriedigt werden muss,
wenn die gegebene Linie einen Drehpunct haben oder die Linie einer Dreh-
Axe eines vollstindigen Drehmoments sein soll, ist

28. (a,l—n) (pC—a,q) (al—m) (pB—aq) = 0.
Um die Anwendung dieser wichtigen Bedingungsgleichung zu erleichtern, gebe
ich ihr folgende Gestalt:

29. g.h—p.K=0,
wo

30.  h=L—4C+ 5B+ a(M—b,A) + a,(N+bA)
. =Il4+a.m-+ a,.n.
1st. Es ist gut, hier anzumerken, dass

31. Al4+B.m+C.n=K

ist. Hieraus geht hervor, dass man nicht nach Willkiir Dreh-Axen annehmen
kann; denn fiir jeden Punct gibt es zwar eine Dreh-Axe eines vollstindigen
Drehmoments, aber nicht umgekehrt fiir jede Linie einen Drehpunct; oder
nicht jede Linie kann eine Dreh-Axe eines vollstindigen Drehmoments sein.
Fibrt man diese VWerthe (27.) von ,, ¥y, z, in die Gleichung fiir

das Drehmoment R, ein, so erhilt man zuerst
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. Ch—a, K
Ly =L—6C+ 4B+ (—aC+a Bz, = Cp ‘:hq
' ' Ch—a, K
My=M — by A + (C—ay Az, = ‘a_(@__‘%)’ |
Ny =N+ bA+ (—B+ad)a, =" A@;ﬁ% BR) -

und zuletzt das Drehmoment

A (A +0*) (Ch—a, K)? +(Ah— K+ a( (Bh—ai))*
32.‘ _Rg — ] (Cp_alq)z »7 i

Wobéi noch die Bedingungsgleichung
g.h—p.K=0

zu - berucksmht]gen ist. -

Die Glelchungen (29.,27. und 32) geben dxe Eigenschaft an, welche eine
Linie haben muss, Wenn sie eine Dreh-Axe eines vollstandlgen Drehmoments
sein soll; ferner, wenn diese Eigenschaft vorhanden ist, wie ihr Drehpunct ge-
funden, und zuletzt, wie das’Drehmoment selbst aus den Elementen der Glei-
chungen der lee ‘berechnet wird.

Bedenkt’ man, dass in einer Ebene, welche den Mantel einer Walze
beriihrt, nur die Llr_nen nach einer bestimmten Richtung Dreh-Axen sein konnen,
alle iibrigen Linien in dieser Ebene nicht, so kommt man bald zu der Ueber-
zeugung, dass die Anzahl der Linien, welche zu Dreh-Axen eines vollstindigen
Drehmoments genommen werden kénnen, im Verhiltniss zu jenen, welche zu
beseitigen sind, sehr klein ist. , :

Zur Berechnung der Grosse des vollstindigen Drehmoments einer Li-
nie, als Dreh- Axe betrachtet, habe ich in (5. und 32) zwei verschiedene Ver-
fahrungs-Arten angegeben. Beide setzen. aber voraus, dass man sich entweder
durch die Bedingungsgleichung (28. oder 29) von der Zuverlissigkeit der Linie
als Dreh-Axe versichert hat, oder dass dleses durch andere Betrachtungen
schon ausgemittelt sei.

Um einige Anwendungen hievon zu machen, soll untersucht werden wann
die Coordinaten-Axen Dreh-Axen eines vollstandlgen Drehmoments, und wo
ihre Drehpuncte sind.

- 'Die Glelchuugen fiir die’ Coordmaten Axe x smd
;e y=0, . z=0; .
also ist e =a, =b=b,=0. Die Coordmaten Axe x ist. also nur dann
eine Dreh-Axe eines vollstindigen Drehmoments, wenn

B.M+€.N=0
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ist, und wenn diese Bedingung erfiillt wird, so sind die Coordinaten des Dreh-

t N M .
puacts =g =— 2, %=0 ud z=0.

Das vollstindige Drehmoment dieses Drehpuncts ist nach (32.)
R, = L, '

Auf gleiche Weise findet man in (29.), —:—- = b, =0, also, dass die Coordina-

ten-Axe y nur dann eine Dreh-Axe eines vollstindigen Drehmoments ist, wenn
AL+ C.N=0.
ist. Das Gleiche gilt von z (in (29.), al= b = 0), wenn
A L+B.M=0.
ist.  Also:
33. Drel zu einander senkrechte und in einem Puncte sich durch-
schneidende Linien kénnen nicht zugleich Dreh- Azxen vollstindiger Dreh-

momente sein; und nur zwei derselben, z. B. x und y, kénnen Dreh-Azxen
sein, wenn

A.L=—B.M=—-C.N st

14.

Vermittelst der oben (29.) gefundenen Bedingungsgleichung kann jetzt
auch bewiesen werden, dass die Linien, welche in einer Momenten - Ebene 9%,
liegen und durch den Drehpunct (x, ¥, z,) gehen, keine Dreh-Axen vollstin-
diger Drehmomente sein konnen. Der Beweis ist folgender.

Wird zur Vereinfachung der Rechnung der Anfangspunct der Coordi-

naten zum Drehpuncte angenommen, so sind die Gleichungen fiir eine dieser
Linien

' y = ax, z = qlx.
Da diese Linie in der Momenten - Ebene
ol 4+ yM + zN =10

liegt, so miissen die Vorzahlen @, @, der Gleichung
L+aM+ aN=0
geniigen. Zugleich miissen a, a, die Bedingungsgleichung (28.) befriedigen.
Beide Gleichungen vereint fithren zu
. 1+a*+ai=0;
was nicht mdglich ist. Daher:
34. Die Linien, welche in einer Momenten-Ebene liegen und durch
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den Drehpunct derselben gehen, kinnen keine Dreh-Azxen von vollstindigen
Drehmomenten sein.*)

15.

Wenn das vollstindige Drehmoment einer Ebene auf eine andere Ebene
projicirt wird, so kann im allgemeinen diese Projection dem vollstindigen
Drehmomente, welches dieser zweiten Ebene angehirt, nicht gleich sein. Es
ist nothwendig, diese wichtige und wohl zu beachtende VWahrheit zu beweisen.

Sind R,, R’ die vollstindigen Drehmomente der Drehpuncte (, y, z,),
(2'y'z") und

(=) Ly + (Yy—yo) My + (z—2)) ¥, = 0,

(z—2VL' + (y—y )M + (z—z)N' =0
die Gleichungen ihrer Momenten-Ebenen ,, M’, so ist der Cosinus des Win-
kels, den diese beiden Ebenen bilden,

Ly.L'+My.M'4+N,.N'
cos (MM) = g Fr—

mithin die Projection des Drehmoments R’ auf die Momenten-Ebene ,:

. , ' ] !

35. R’. cos (mom/) — Lo-Ll+Mol-{in +N,.N . |

Dieser Bruch ist im allgemeinen nicht gleich dem Drehmomente R,. Die
Fille, in welchen diese Gleichheit Statt findet, ergeben sich aus der Gleichung

L, L' +M,.M'+ N,.N' = R:.
Damit Das, was gesucht wird, sich bald offenbare gebe ich den L/, M, NV
folgende Gestalt:

L' = L—(y'—y)C + (z'—2,) B,

M = My—(z'—2z)) A + (a'—=x,) C,

N = Ny—(a'—z) B+ (¥'—y) A4,
und vervielfache (multiplicire) sie mit L,, M,, V,. Die Endgleichung ist
(@—ay) (BN,— CM,) + (y'—y,) (CLy— AN,) + (z'—z,) (AM,— BL,) = 0
Diese Gleichung gibt, wenn 2, 3, 2/, fiir welche hier x, y, z gesetzt sind, als
laufende Coordinaten betrachtet werden, eine Ebené an, die so beschaffen ist,
dass, wenn ein Punct (2'y’z’) derselben als Drehpunct angenommen wird, die
Projection seines vollstindigen ‘Drehmoments auf die Ebene %, dem vollstin-

*) Herr Prof. Mobius nennt Seite 143. die Ebene, welche ich Momenten- Ebene nenne, Null-
Ebene, weil das Drehmoment der Linien, welche in der Ebene liegen und durch'déen Drehpunct gehen,

=0 ist; er nennt den Drehpunct Nullpunct. Allein der Name ist von dem Besitze und nicht von dem
Nichtbesitze herzunehmen. ‘ . .
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dlgen Drehmomente R, dieser Ebene gleich ist. Dlese Ebene ist nach No. 15.
die Ebene %, E,. Daher:

36. Die Projection eines vollstindigen Drehmoments R’ auf die
Ebene M, ist im allgemeinen nicht dem vollstindigen Drehmomente R,
dieser Ebene gleich, sondern nur dann, wenn der Drehpunct (x'y’z') je-
nes Drehmoments R' in der Ebene liegt, welche den Mantel der F¥alze,

deren Awxe die Hauptdrehlinie ist, im Puncte (%, Yo2,), oder in der Linie
E, beriihrt.

b.  Mornenten- Ebenen in ¥erbindung.
16.

Die Gleichung der Momenten-Ebene fiir den Drehpunct (a,¥s2,) ist
(x—ao) Ly + (y—yo) My + (z2—20) Vg = 0.
Ist (x,%,%,) ein Punct in dieser Ebene, so ist
(@, xo)L + (yl""‘%)Mo + (Zx—zo)-N = 0
oder, wenn
L, =L, — ‘(,7/0““?/1) C+ (Zof‘zl) B’. :
M,= M, — (Zo_"zl)A + (xo_“xl) C,
Ny =N, — (wo— ) B + (yo—y) A4
gesetzt wird,
a. (@ _wl)-l‘ + (Yo—y ) M, + (20—2) NV, = 0.
Werden nun a,, ¥,, z, als laufende Coordinaten angenommen, so erhilt man
die Gleichung einer Ebene
37. (@—a)Ln+ (y—y) M, + (z-——zl)IV =0,
in welcher der Punct (a, 3, z) liegt, und welche durch den Punct (¥, 2)
geht. Da nun diese Gleichung die Gleichung der Momenten-Ebene des Dreh-
puncts (x,y,z,) ist, so ist folgender Satz gefunden:

38. Die Momenten- Ebene. cines Puncls einer andern Mamenten-
Ebene geht durch den Drehpunct dieser Ebene;, oder: Liegt im Durch-
schnitte zweier Ebenen der - Drehpunct  einer Ebene, so liegt .in dzesem
Durchschnitte auch der Drehpunct. der-andern Ebene *): Ny

Diese Glexchung (37.) -nimmt eine andere Gestalt an, wenn die Gle1~
chung («) von ihr abgezogen wird.. . Es, entsteht die..Gleichung

39. (w—a0) Ly + W=y M, + (z—2z) N, =0,

~“‘_%-§.““-_
*) Mibius, Seite 151.
Crelle’s Journal £, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 1.
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wodurch dieselbe Ebene ausgedriickt wird.: Man kann also die Momenten-Ebene
eines Drehpuncts (&, 4y 2,), der in der Momenten-Ebene des Drehpuncts
(@oy02,) liegt, entweder durch die Gleichung (37.), oder durch die Gleichung
(39.) darstellen. Aus der Gleichung (38.) folgt unmittelbar folgender Satz:
40. Die Momenten- Ebenen aller Drehpuncte einer Ebene durch-
schneiden sich in dem Drehpuncie dieser Ebene*).
Umgekehrt kann behauptet werden, dass die Drehpuncte aller Momen-
ten-Ebenen, welche sich in dem Drehpuncte («,y,2) durchschneiden, in der
Momenten-Ebene dieses Drehpuncts liegen. Denn die Gleichung einer Mo-
menten - Ebene, deren Drehpunct (x, y, z,) ist, ist '
(@—a) Ly + (y—y) My + (z—2z) ¥, = 0.

Soll nun diese durch den gemeinschaftlichen Punct (a, ¥, z,) gehen, so ist
(@o— ) L 4 (Yo— 1) My + (20— 2) IV, = 0.

Werden beide Gleichungen von einander abgezogen, so entsteht die Gleichung
(x—20) Iy + (y —yo) My + (2—z,) V, = 0.

Dieses ist aber die Gleichung einer Ebene (39.), deren Drehpunct in der Mo-

menten-Ebene des Drehpuncts (a, ¥4 20) liegt.  Daher:

41. Die Drehpuncte aller Ebenen, welche sich in einem Puncte
durchschneiden, liegen in einer Ebene, und zwar in der Momenten- Ebene
des gemeinschaftlichen Puncts **).

Um mich kurz und bestimmt ausdriicken zu kSnnen, nenne ich alle
Linien, welche in einer Ebene liegen und durch den Drehpunct dieser Ebene
gehen, Strahlen. Fiir diese Strahlen ergibt sich aus (38.) folgende Eigen-
schaft, die noch spiter ihre besondere Wiirdigung finden wird:

42. Die Momenten-Ebenen aller Puncte eines Strahls durchschnei-
den sich in diesemn Strahle; und umgekehrt: die Drehpuncte aller Ebenen,
welche sich in einemn Strahle durchschneiden, liegen auch in diesem Strahle.

Nur die Strahlen (wie ich sie oben bezeichnet habe) besitzen diese
Eigenschaft, und keine andere Linien; denn nicht jede Linie kann zum Strahle
angenommen werden, oder nicht jede Linie liegt in einer Ebene und geht zu-
gleich durch den Drehpunct dieser Ebene. Soll nimlich die Linie

y =~ yo=a(E=x,), 2z zy = a,(x— )
ein Strahl sein, so milssen die finf Gréssen @, @, 2, yo, 2, der Gleichung
Ly+aM,+ ayNy =0

*) Mbius, S. 151.
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Geniige leisten. Ich werde sogleich diesen Gegenstand in grosserer Allge-
meinheit behandeln.

¢. Gegenlinien im Allgemez'ﬂen.
17.

Nach (40.) ist der Ort der Durchschnitte der Momenten - Ebenen aller
Puncte, welche in einer Ebene liegen, ein Punct: der Drehpunct dieser Ebene;
und umgekehrt: der Ort der Drehpuncte aller Ebenen, welche sich in einem
Puncte durchschneiden, ist eine Ebene: die Momenten-Ebene dieses Puncts.
Es liegt jetzt die Frage sehr nahe: P¥o ist der Ort der Drehpuncte von
Ebenen, welche sich in einer Linie durchschneiden? Die Losung dieser Auf-
gabe ist folgende:

Es seien

B. y =ax + b, z=a,x + b,
die Gleichungen des Durchschnitts der Momenten-Ebene, und
(z—a) L + (J’—_')’I)Ml + (z—z) ¥, =0
die Gleichung einer dieser Momenten-Ebenen: man sucht den Ort ihres Dreh-
puncts (x;, y, z,).

Da die Ebene durch die gegebene Linie gehen soll, so finden folgende

Bedingungsgleichungen Statt:
Li+aM,+a V,=0,
m,L+y1M+z.1]V-—le-—bl.7V,=0,
aus welchen sich, wenn entweder z, oder y, eliminirt wird, die Gleichungen
einer geraden Linie ergeben, nimlich:

x;(n(aC—a,B) — I(B—aA))
+ y,(n(a;A— C) — m(B—aA)) =0 und
43, + n(L4+aM+a,N) + (bM+b,V) (B—aA)
x,(m(aC—a, B) — I(a; A—C))
+ z,(m(B—aA) — n(a;A—C)) =0;
+ m(L+aM+a,N) + (bM~+b,N) (a,.A—C)

wo /, m, n_dieselbe Bedeutung haben, wie friher in (§. 13.).
Dieses sind die Gleichungen einer geraden Linie, in welcher sich der
Drehpunct jeder Ebene befindet, welche durch die gegebene Linie p geht. Daher:
44. Der Ort der Drehpuncte aller Ebenen, welche sich in einer
Linie durchschneiden, ist eine gerade Linie.

8‘
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18,
Ich kehre die Aufgabe um, und suche den Ort der Durchschnitte

von Momenten-Ebenen, deren Drehpuncte in einer geraden Linie liegen.
Die Gleichungen der Linie, in' welcher die Drehpuncte liegen, seien
Ve y:aw+6, ‘z=ax + b.
Sind (x; y02,), (%, 12,) zwei Puncte der gegebenen Linie, so sind die beiden
zugehorigen Momenten-Ebenen
(x—x,) Ly + (y-—yo)M + (z—ze) N, = 0,
(x—x) L, + (y—y) M, + (2—2z) VN, = 0.
Die Gleichungen des Darchschnitts dieser beiden Ebenen sind
x(—Bh+aK) + y(Ah—K) + Nh + 6K =0,
45. x(—Ch+a,K) + z(Ah—K) — Mh + 6, K =0,
y(—Ch+a,K) + z(Bh—aK) + L + (ab;—a,b) K = 0;
wo h die Bedeutung in (30.) hat.

Da diese Gleichungen unabhingig sind von den Coordinaten der beiden
Drehpuncte, so folgt, dass alle Momenten-Ebenen sich in dieser Linie durch-
schneiden. Daher:

46. Alle Momenten- Ebenen deren Drehpuncte in einer geraden
Linie liegen, durchschneiden sich in einer und derselben geraden Linie.

Diese beiden Linien bestimmen sich gegenseitig. Herr Prof. Mdbius
nennt sie Gegenlinien. Vergleicht man die Gleichungen (43. und 45.) mit
einander, so findet man, dass sie identisch, dass aber ihre Elemente auf ver-
schiedene WWeise gruppirt sind.. Daher:

47. Drie erste der beiden Gegenlinien enthdlt die Drehpuncte, deren
Momenten-Ebenen sich in der zweiten Gegenlinie durchschneiden, und die
zweite Gegenlinie enthdlt die Drehpuncte, deren Momenten- Ebenen sich in
der ersten Gegenlinie durchschneiden *). ’

19.

Diese Gegen]i;ﬁen’ verdienen eine grissere Aufmerksamkeit, als ihnen
bisher zu Theil wurde. * Ich werde hier eine ihrer Haupt- Eigenschaften ent-
wickeln, von welcher ich’ spﬁte’t‘ 'Wichtige Anwendungen machen werde. Ich suche
nidmlich die Gleichungen der Linie, welche zu beiden Gegenlinien senkrecht
ist, odér welche durchidie beiden nichsten Puncte zweier Gegenlinien geht.

*) Mobius Statik, Seite 152.
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(2o ¥o %) sei einer dieser nichsten Puncte, und
y — yo = u(x—mx), z = zg = p, (x—12)
seien die Gleichungen der ersten, also nach No. (45.),
x(— Bh+uK) + y(Ah—K) + Nh + (— px,+y,) K =0,
x(—Ch+u,K) + z2(Ah—K) — Mh — (— 2+ 2) K= 0
die Gleichungen der zweiten Gegenlinie; wo
h=1L,+ uM,+ wN,
ist. Die Gleichungen der Linie, welche durch ihre beiden nichsten Puncte
geht, seien ¥ — o = d(x—ux,),
z — zy = &) (x—1x,).
Es sind hier nun die Bedingungen zu suchen, welchen die Vorzahlen d und
&, unterworfen sind. Die erste ist
9. Ly+S8.My+6,.N,=0;
denn die verlangte Linie muss in der Momenten - Ebene des Puncts
(@0 ¥o 2o) liegen. Die zweite ist
8. 14+d.u4+d.u4,=0;
denn die genannte Linie ist senkrecht zur ersten Gegenlinie. Und da sie
auch zur zweiten Gegenlinie senkrecht ist, so ist die dritte Bedingung:

Ah — K+ §(—Bh+uK) + 6, (—Ch+u, K) =0

oder

¢. A+38.B+46,.C=0.
Aus (%) und (€) ergeben sich fiir & und &, die Werthe:
AN~ (L, _ BLy—4M,
m- d—CMo_BNo; d\l——(;Mo_BNo,

und die Gleichungen der verlangten Linie sind

48 T—xy  _ Y=Yo  __ %
CM,—BN, — AN,—CL, _ BL,—AM,’

also dieselben, welche frither No. 16. gefunden sind. Daher:

49. Die Linie, welche zu zweien Gegenlinien senkrecht ist, oder
welche durch ihre beiden nichsten Puncte geht, ist senkrecht zur Haupt-
drehlinie und geht durch dieselbe ; oder: Zwei Gegenlinien sind senkrecht

zu emmer Linie, welche senkrecht zu der Hauptdrehlinie ist. und durch
diese geht. '

Die erste Gegenlinie ist durch Zos Yo Zos Mty th gegeben. Die Verbin-
dung der Gleichungen (B und D) giebt folgende:

50.  CM, — BN, + w(AN,—CLy) + u,(BLy— AM,) = 0,
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welche den Zusammenhang der Richtung der ersten Gegenlinie und ihres
nichsten Punctes (@, y, z,) angiebt.

20.

In dem Falle, wenn die beiden Gegenlinien zusammenfallen, muss
— b+ K= "BroK _ VK —ChvaK _ —Mhsb K _ Lht(ab—ah)K

a - b - al - bl — ab,—alb ’
folglich
B N C M
(—A+PDh=(—A—Ph=(—A4+ Hh=(—=4+)h= (—A—g b)h =0
sein. Also muss entweder 2 =0, oder

B N C M L
——A+—=——A——3=—A+*—=-—A+E=—A—m

sein. Die letztere Annahme fiihrt durch Verelmgung der Glelcbungen zu der

Endgleichung

=0

A.L+B.M+ C.N=0;

was gegen die Voraussetzung ist. Es ist also

h = 0.
Nimmt man in dieser Doppellinie zwei Puncte (, y, 25), (; ¥1 1) an, so ist
A ) 2 —% _ _
a = a—::xo al = -Tl—-.'t‘o ’ b —_— _yo -_— axo, bl —_— zo - alxo.

Werden nun diese Werthe in die Gleichung A = 0 gesetzt, so ergiebt sich
(1 —0) Lo 4 (yr—y0) My = (2,—20) V, = 0.
Aus dieser Gleichung folgt aber, dass der Punct (x; ¥, z,) in der Momenten-
Ebene M, liegt, und also die Doppellinie ein Strahl in der Momenten-Ebene
M, ist. Daher:
51. Die Doppeliinie ist ein Strahl einer Momenten- Ebene.
Dieses stimmt ganz mit Dem]emgen uberem, was am Ende von (§. 16.)

gefunden wurde.
21.

Wenn aber eine der Gegenlinien die Richtung der gerade fortgehenden
Kraft hat, so sind die Momenten-Ebenen aller Puncte dieser Linie parallel,
und es findet entweder keine zweité Gegenlinie Statt, oder diese liegt im Un-
endlichen. Dieses bestitigt auch die obige Rechnung; denn ist in der Gleichung

1 c
(yin §.18.) | =:413_ und a=-,

so verschwinden auch die Vorzahlen von x, ¥, z in den Gleichungen (45.)
der Gegenlinie.
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22,
c;. Gegenlinien, welche zu einander senkrecht sind.

Die Momenten-Ebenen aller Puncte einer Ebene 9, durchschneiden
sich in dem Puncte (@, %, 2,), und von diesen Ebenen durchschneiden sich
jene in einer geraden Linie; nimlich in einem Strahle, dessen Drehpuncte in
diesem Strahle selbst liegen. Allein welche von diesen Momenten - Ebenen
durchschneiden sich in der geraden Linie, die durch diesen Drehpunct
(= 0 20) geht und senkrecht zu der Ebene 9, ist? oder: welche Momenten-
Ebenen durchschneiden sich in 9,, der Dreh-Axe der Ebene 9},?

Zur Beantwortung dieser Frage kann man von der Eigenschaft zweier
senkrechter Linien (hier Gegenlinien), oder von der Eigenschaft zweier senk-
rechten Ebenen ausgehen. Es soll der letzte VWeg gewihlt werden. Die Glei-
chung der Ebene M, ist

(w—x0) Ly + (y—1y0) My + (2—2) V, = 0;
und ist (&, y; z;) ein Punct dieser Ebene, so ist
(w—ag) Ly + (y—yo) My + (2—2p) V, = 0
die Gleichung seiner Momenten-Ebene. Die Bedingungsgleichung fiir den
senkrechten Stand dieser Ebene ist
Ly.Li+M,.M, + N,.N,=0.
Die Grossen L,, M,, N, ersetze ich durch andere, nemlich durch
Lo(LO_(yl"‘;)’o)C + (z,—z,) B)
+ My (My—(2,— z¢) A + (2, — x,) C) =0,
+ Ny(NVo— (2, —x) B + (y1—1v0) 4)
und vertausche ay, v,, z, gegen x, v, z. Die Gleichung, welche hierdurch
entsteht, ist
52. (xr—u=x,) (CMy—BN,) + (y—1y,) (AN,—CLy)
+ (z—z,) (BL,— AM,) + R} = 0.
Sie driickt eine Ebene aus, welche so beschaffen ist, dass, wenn ein Punct der-
selben zum Drehpuncte genommen wird, seine Momenten-Ebene zu der Mo-
menten -Ebene 3, senkrecht ist, und zwar durch 9I,, durch die Axe dieser
Momenten-Ebene geht,

Diese Ebene (52.) ist parallel zu der Ebene 9%, E, (15.), also auch
parallel zu der Hauptdrehlinie.

Die Momenten-Ebene 0, wird von der Ebene (52.) in einer Linie
durchschnitten, welche durch folgende Gleichungen ausgedriickt wird:



64 2. Schweins, Kréfte im Raume,

(v—) (BRA— M, K) — (y—yo) (AR — L, K) — N, B =0,
53. | (e—a) (CR—N,K) — (i—2) (AR — LK) + M, R} = 0,
(y—1yo) (CR}—N, K) — (z—z,) (BR; —M,K) — L, R = 0.
Dies sind die Gleichungen einer Linie, welche in der Momenten-Ebene 9%,
liegt, und so beschaffen ist, dass die Momenten-Ebenen ibrer Puncte senkrecht
zu der Ebene M, sind und durch die Dreh-Axe 9, derselben gehen, und dass
mithin die Dreh-Axen dieser Mpmenten-Ebenen_ in der Ebene 9, liegen.
Diese Linie (53.) und die Dreh-Axe 9, sind zwei zu einander senk-
rechte Gegenlinien. ,
Die Gleichungen (53.) enthalten R, das Drehmoment der Ebene 9,.
Ich suche den Zusammenbang dieses Drehmoments mit den Drehmomenten
der eben erwihnten senkrechten Momenten-Ebenen, und gebe deshalb diesen
Gleichungen folgende Gestalt:
RY(N—Ba+dy) = K(—(@—z) M, + (y—yo L),
R{(M— Az+ Cx) = K(4(x—x4) Ny — (2 —2,) L),
R{(L—Cy + Bz) = K(— (y—y0) Ny, + (z2—2z) My).
Ich wihle einen bestimmten Punct (&, vy, z,) dieser Linie, und setze deshalb
diese bestimmten Coordinaten statt der a]]gemeibnen x, v, z. Die Factoren von
R? werden hiedurch Ny, My, L. Ich vervielfache (multiplicire) die Gleichun-
gen mit sich selbst, und zihle sie zusammen. Dies giebt
Ry (Li4+ M+ NV}) = R K* (2 —x0)* + (y1—70)" + (31—%)%)
— K?((xl—xa)llo + (y1—y0) My 4+ (1—=0) Vo)™
Wird nun die Entfernung der beiden Puncle (xyy,%), (®1y1%:)) = r, gesetzt,
so ist der Factor von R2K? =r}. Der letzte Theil verschWindgt; denn (x,7y,%,)
liegt in der Ebene M,. Ich erhalte hiedurch den merkwiirdigen Satz:
54. RB,.R =r.K,
d. h.: Das Product_der beiden vollstindigen Drehmomente zweier zu ein-
ander senkrechter Momenten-Ebenen, deren Drehpuncte in threm gemein-
samen Durchschnitte . liegen, gleicht dem Producte aus dem Abstande der
beiden Drehpuncte und aus der bestindigen Grésse K oder A,.L+B.M~+ C.N.

Jede Linie hat eine Gegenlinie (§§. 17. 18,), aber nicht jede Linie hat
einen Drebpunct. Ist es aber miglich, dass eine der'beiden Gegenlinien einen
Drehpunct hat, phne dass die andere Gegenlinie einen Drehpunct besisse? Ich
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werde diese Frage untersuchen, und beweisen, dass nie eine allein diese Eigen-

schaft hat. Sind

y=axr+b, T=ax+b
die Gleichungen der ersten Gegenlinie, so muss, im Fall sie einen Drehpunct hat,
q . h - p . K — 0

sein. Die Gleichungen der zweiten Gegenlinie giebt (45.). Die Bedingungsglei-
chung, welche Statt finden muss, wenn auch diese Linie einen Drehpunct
haben soll, erhilt man, wenn man in den Gleichungen (26., 29. und 30.)
g Bk —NBK G-aK , _ M-LK
Ah—K Ah—K 1 Ah—K 1 Ah—K
setzt. Hierdurch gehen p, g,/ m, n in p,, ¢,, },, my, n,, b, iiber und die Be-
dingungsgleichung (29.) in

@by —p K= 0.
Es findet sich
WB®.E*4+p.K*—29.h. K h.E*—q.K
pr= (Ah—K)? N ! 5
*h-DK —mK —nK h.K

L=

I-K° ™M=k M=Zixg h=nox

und zuletzt y
K*(q.h—p.K)
9ih— P K= gy -

Ist also gh — pK =0, so ist auch ¢,h — p, K = 0. Daher:

55. Hat eine der beiden Gegenlinien einen Drehpunct, so hat auch
die andere Gegenlinte einen Drehpunct.

Die Gegenlinien zerfallen also in zwei Arten: in solche, welche keinen
Drehpunct haben, und in solche, deren jede einen Drehpunct hat.

Bei den letztern, deren jede Gegenlinie einen Drehpunct hat, kann,
wenn

y:am+b, Z=alx+bl
die Gleichungen der ersten Gegenlinie sind, da
h=PE
q

ist, den Gleichungen der zweiten Gegenlinie folgende Gestalt gegeben werden:
«(Bp—aq) — y(dp—q) — Np — bg =0,
56. x(Cp—a,q) — z(Ap—q) + Mp —b,qg =0,
y(Cp—a,q) — z2(Bp —aq) — Lqg — (ab,— a,b)p =0,
wo, wie friither festgesetzt,

1+a*+al=p, A+aB+aC=q st
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVIII. Heft L 9
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24.

Aus den Gleichungen fiir die beiden Gegenlinien in (§. 18.) ergiebt sich
der Winkel, den sie bilden. Wird dieser durch (Gg) bezeichnet, so ist

h.gq—p.K
(R E*+pK*—2qhK)}Y’
wo p, g, h die frihere Bedeutung haben.

Ist nun hg — pK =0, so ist dieser Winkel = 90°. In diesem Falle
haben aber die Gegenlinien die Eigenschaft der Dreh- Axen; daher:

58. Haben die Gegenlinien die Eigenschaft der Dreh-Axen, so
sind sie zu einander senkrecht; und umgekehrt: sind die Gegenlinien zu
einander senkrecht, so haben sie die Eigenschaft der Dreh- Axen.

Der Drehpunct (x, yo %)) bestimmt die Dreh-Axe (3.), und zugleich
die Gegenlinie (58.), welche zu jener senkrecht ist. Daher:

59. Ein Punct, als Drehpunct angenommen, bestimmt zwei zuge-
hérige zu einander senkrechte Gegenlinien.

Da die Gegenlinien, welche zu einander senkrecht sind, die Eigenschaft
der Dreh-Axen haben, so ist, wenn (x, ¥, z,) der Drehpunct der ersten und
(@1 y1 %,) der Drehpunct der zweiten Gegenlinie ist, nach (5.):

K=R,.E . cos (gE)= R, .E.cos (GE),

57. cos (Gg) =

mithin
1 1 2
T + T = mi(cos@EY + cos (GE).

Da nun die Gegenlinien sich in einer zur Hauptdrehlinie senkrechten Linie
durchschneiden, so erginzen sich die Winkel (gE) und (GE) zu 90°, daher
der letzte Factor = 1 ist. Es ist folglich

60. 1:'}_: + 1%; = (%—)2.

Wird diese Gleichung mit dem friiher gefundenen Satze in Betreff des klein-
sten Drehmoments B; (9.) in Verbindung gebracht, so erhilt man die Glei-
chung

61. RE + 1:, = -—; oder ) (%—f
und in Verbindung mit dem Satze (56.) folgende:

62. R4+ Ri=r.FE
wo r der kleinste Abstand ‘der Gegenlinien ist.
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B. Unwvollstindiges Drehmoment.
25.

Nur die Puncte einer zur Hauptdrehlinie parallelen Linie ha-
ben gleiche vollstindige Drehmomente; die vollstindigen Drehmomente der
Puncte jeder andern Linie sind ungleich. Unter diesen ist bei einer Linie
A, welche die Eigenschaft einer Dreh-Axe hat, dasjenige vollstindige Drehmo-
ment das kleinste, welches dem Drehpuncte der Linie .4 angehért, und dessen
Momenten-Ebene zu der Linie .4 senkrecht ist. VVenn die vollstindigen Dreh-
momente der iibrigen Puncte dieser Linie 4 auf die Ebene dieses kleinsten
vollstandlgen Drehmoments oder auf eine Ebene, die zu der Linie .4 senkrecht

, projicirt werden, so sind alle diese Projectionen gleich; und zwar gleich
dem genannten kleinsten vollstindigen Drehmomente (36.).

Bei einer andern Linie z’, welche die Eigenschaft einer Dreh-Axe
nicht hat, haben die Puncte derselben, als Drehpuncte, auch verschiedene voll-
stindige Drehmomente; diese sind bei den Puncten, welche der Hauptdrehlinie
des Kriftensystems niher liegen, kleiner als bei den entfernteren Puncten.
Aber keine Momenten-Ebene, welche einem Puncte dieser Linie angehort, kann
senkrecht zu dieser Linie z“sein. Auch bei dieser Linie 2' werde ich die voll-
stindigen Drehmomente ihrer Puncte auf eine Ebene projiciren, die senkrecht
zu dieser Linie ist, und zeigen, dass alle diese Projectionen gleich sind.

In dieser Linie ' werde ein Punct (, ¥, %) angenommen, und durch
diesen Punct eine Ebene gesetzt, senkrecht zu der genannten Linie; 9, sei seine
Dreh-Axe, R, sein vollstindiges Drehmoment und #»~ die Projection dieses
Drehmoments auf die erwihnte Ebene. Diese Projection kann angegeben wer-

den durch
63. V = R,.cos (A%,

oder wenn
cos (Wp%’) = cos (Ypx) cos(3'x) + cos (Ayy) cos(z'y) + cos (U,R) cos(2'z)

M N,
= % cos(%'x) + R*o . cos(%'y) + Rg . cos(3'%)

gesetzt wird, durch

64. = Ly.cos(z'x) + M,.cos(z'y) + NVy.cos (z ?).
Ich werde nun nachWelsen, dass 7 sich nicht #ndert, wenn ein anderer Punct
(@1 51 2,) in derselben Linie 2z’ angenommen wird. Zu diesem Zwecke ist es
nothig, zu zeigen, dass

(Ly—L,)) cos(z'®) + (My— M,) cos(%'y) + (Ny=—N,) cos(33) =0 ist,
. g
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Ich nehme an, dass

y=ax + b, z=a,x+ b
die Gleichungen der Linie z' seien, dass also auch
Y — Yo = a(zy—x,), — 7, = ay(x,—x,),

cos ('x) = I%’ cos (3'y) = ey cos (8'%) =
mithin

L, — L, = ({y—4) C — (%,—%0) B = (&, —x,) (aC—a, B),

M, — M1 (& —%) A — (21 —2,) C = (21— ) (@, 4—C),

Ny — M = (11 —0) B — (y—y0) 4 = (w1 — ) (B—ad) sei.
Diese Werthe in die obige Gleichung gesetzt, geben

0=0.
Daher:

65. WVenn die vollstindigen Drehmomente der Puncte einer Linie
auf eine Ebene, welche senkrecht zu dieser Linie ist, projicirt werden, so
sind alle diese Projectionen gleich.

Diese Projection 7 ist das unvollstindige Drehmoment, oder kurz, das
Drehmoment einer Linie, welches entweder durch das Product (63.), oder durch
die drei Producte (64.) angegeben werden kann. -

26.

Ich werde jetzt zeigen, wie das unvollstindige Drehmoment einer Linie,
welche in einer Ebene liegt, aus dem Drehmomente dieser Ebene hergeleitet
werden kann,

Es sei C der Drehpunct der Ebene $,, 4B die Linie in dieser Ebene,
welche die Drehpuncte enthilt, deren Dreh-Axen in dieser Ebene liegen (53.);
EG sei eine dieser Dreh-Axen. Der Abstand EC sei = r. Ich suche das
Drehmoment der Linie EF, welche in dieser Ebene liegt, mit der Dreh-Axe
EG den Winkel u bildet, und deren Abstand von C, = u ist.

Ist 7 das unvollstindige Drehmoment der Linie EF, und R, das Dreh-

moment des Puncts E, so ist

V=R1.coslu—'y-—1—21

Diese und die Gleichung (54.) vereint, geben
’ “ K
66. V=u. R

Nach dieser Gleichung kann das- unvollstindige Drehmoment einer Linie aus
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dem Drehmomente R, einer Ebene, in welcher die Linie liegend angenommen
wird, und aus u, dem Abstande der Linie von dem Drehpuncte C der Ebene,
gefunden werden.

27.

Von der Gleichung (66.) lassen sich schtne Anwendungen auf die Ge-
genlinien machen. Zuerst nehme ich zwei Puncte, (2, % %) und (&, 7, %)
in einer und derselben Linie an, und fille von ihnen Senkrechte u,, u, auf
ihre Gegenlinie. Ist nun /7, das unvollstindige Drehmoment dieser Gegenlinie,

so ist nach (66.)

K K
V,=uo.R-o und auch =u.g

mithin
. b % B,
67. R == oder R —u
d. h.: Die colistindigen Drehmomente zweier Drehpuncte einer Linie messen
sich so oft [sind dieselben Vielfachen von einander| wie die senkrechten

Linien, welche von diesen Drehpuncten auf ihre Gegenlinie gefillet werden.

28.

Es sei 7, das unvollstindige Drehmoment der ersten und #’, das der
zweiten Gegenlinie;
(@1 45 %)) sei ein Punct in der ersten und («, ¥, %,) ein Punct in der zweiten;
u, die Senkrechte, von (@, ¥, %) auf die zweite, und
uy die Senkrechte, von (a, ¥, %) auf die erste Gegenlinie gefillet.
Es 1ist nach (70.)
V,. Ry Vi.R

68. L=l = K

%o Uy
d. h.: Das Product aus dem vollstindigen Drehmomente eines Puncts
einer Linie und aus dem unvollstindigen Drehmomente der Gegenlinie, ge-
messen [ dividirt] durch den Abstand des Puncts von dieser Gegenlinie,
ist eine bestindige Grisse, und zwar =K.
Sind nun (a, ¥, %,) und (@, , %) die beiden Puncte, in welchen die
Linie, die zu beiden Gegenlnmen senkrecht ist, diese Gegenlinien durchschnei-
det, so ist uy = u,, mithin
P69 =g,

d. h.: Die unvollstindigen Drehmomente zweier Gegenlinien messen - sich
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so oft [sind dieselben Vielfachen von einander| wie die Drehmomente
der beiden Endpuncte des kiirzesten Abstandes der beiden Gegenlinien.

Zuletzt bezeichne ich die erste Linie mit &, die zweite mit &, und
verbinde mit der so eben gefundenen Gleichung den frithern Satz (63.), nemlich:

Vo= R,.cos (U, Gy, Vi=R,. cos (%, G)).
Dies giebt fo]gende Gleichung:
70. (A,.G) = (U G)),

d. h.: Die Dreh- Axen der Endpuncte des kiirzesten Abstandes der beiden
Gegenlinien bilden mit den Gegenlinien gleiche VVinkel.

29.

Ausser dem Kriftensysteme Py, Py, .... werde noch eine Kraft ), in
einer Linie ¢ am Angriffspuncte (=, ¥, z,) wirkend, angenommen. Die Pro-
jectionen dieser Kraft auf die Coordinaten-Axen x, g, z seien durch

Q= Qy. O

und die unvollstindigen Drehmomente dieser Kraft (), um die Axen z, ¥, z

durch Qui, Qas, Quy
bezeichnet.  Das unvollstindige Drebmoment des ganzen Kriftensystems
P,, Py, .... um die Axe ¢ ist
Vo= L,.cos(gzx) 4+ M,. cos (qy) -+ N, . cos (gz).

Wird diese Gleichung mit Q, vervielfacht [multiplicirt] und beriicksichtigt, dass

Q. coslgz)= Qe Qu.coslgn)=Qy Q. cos(g2) = Q.
ist, so ergiebt sich die Gleichung
V. Qo= Qm(L——yoC+zoB)+ Qy(M—zoA+xoC)+ Q:(N—2,B+y,A)
= QzL+ QyM+ Q.N+ A(on;-fz.Qy) -_i_-ﬂ(onz —20Qs) + C(20Qy — 1, Qo).
Die Unterschiede der vorstehenden Producte sind die mit Qys, Qus, Qzy be-
zeichneten unvollstindigen Drehmomente der Kraft ;. Es ist folglich

71. Vy.Qo=A.Qu+ B. Qu+C Qoy+ Qz. L+ Qy. M+ Q.. N.

Hier bedeuten
A, B, C die Pro]ectlonen aller Krifte P .... auf =, 9, 2z

Qz, Qy. st - - - der Kraft lQo - - - |
L, M, N - . allerDrehmoménte'vonPo,P,, . um die Axe 2,7,z;

Qys, Qzs, Quy - - des Drehmoments der Kraft Q, - - - - - -;

Die erstern mit den letztern und dlq zweiten mit den dritten vervielfacht
[multiplicirt], geben Producte, deren Summe gleich ist dem Producte aus der
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Kraft Q, und aus dem unvollstindigen Drehmomente des ganzen Kriftensystems
P, P,.... um die Axe ¢, in welcher die Kraft Q, wirkt.

Dieser Satz ist die Grundlage eines viel allgemeineren, welcher entsteht
wenn mehrere Krifte Qy, Q,, .... in verschiedenen Richtungen ¢,, ¢, .... an
verschiedenen Angriffspuncten wirkend angenommen werden, und wenn jede
Kraft Q,, Q,, .... mit dem unvolistindigen Drehmomente der Krifte P,, Py, ....
um die Axen ¢, gy, .-.., In welchen die Krifte Qy, Q,, .... wirken, verviel-
facht [multiplicirt] wird. Es entstehen eben so viele Gleichungen, als oben ge-
funden; ihre Summe 1st
SF.Q=A.2Qu~+B.2Qu+C.2Qxy+ L.2Q:+M.ZQy+ N.Z2Q,,

oder, wenn

>Qz, =Qy, 2Q: durch A, B, C
und Q. ZQaz, ZQoy durch L, M, NV
bezeichnet werden:
2. V,.@+V,.Q+7V,.Q+
=A.L+B M+ CN+ AL+ B.M+ CN

Diese Gleichung ist merkwiirdig; es sind nimlich zwei Kriftensysteme P, ....,
und Q, .... vorhanden; die ersteren werden auf Ebenen, welche senkrecht zu
den letzteren oder senkrecht zu ¢, ¢, .... sind, projicirt, und dann werden
die so entstandenen unvollstindigen Drehmomente derselben mit der Kraft,
worauf die Ebene senkrecht ist, vervielfacht [multiplicirt]. Die Summe dieser
Producte gleicht den Producten, die entstehen, wenn
A B, C wmt L, M, N

und A, B, ¢ wmit L M, N

multiplicirt werden. :
Wena die Krifte @, Q,, .... im Gleichgewicht sind, so ist
A=B =C'=L =M =N =0,

und also : :
73. Ve Q+V,.Q+V,Q+...=0;
d. h.: Wenn Krifie Q,, Q,, .... im Gleichgewicht sind, und jede Kraft als
Axe eines andern Kréfiensystems P, Py, .... betrachtet wird, wodurch eben
so viele unvollstindige Drehmomente als Axen oder als Krifie Qy, Qy, ....
entstehen, und wenn jedes dieser unvollstindigen Drehmomente mit der
Kraft, welche lingst der zugehérzgen Adze wirkt, multzplwzrt wird, so ist
die Summe dieser Producte =0, :
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4 Herr Prof. Mébius findet Seite 164, 1. Thl. seiner Statik diesen spe-
ciellen Fall.

Wenn Q,, Q,, .... und P,, P, .... ihre Rollen wechseln, so entstehen
_dieselben Producte, wie in (72.); daher ist
74. Vo Qo+ .0+ 7V, %4+...=U,.Py+ U,. P, + U,.P, +

=A.L'+BM+CN+A.L+B.M+C.N;

wo
Vo, V1, e die unvollstindigen Drehmomente der Krifte P,, Py, ... bedeuten,
um die Axen ¢, ¢y, ...., in welchen die Krifte Q,, Q,, .... wirken, und
U,, Uy, .... die unvollstindigen Drehmomente der Krifte @, @,,.... um die
Axen p;, py, ...., in welchen die Krifte Py, P, .... wirken.

Zu diesem allgemeinsten Satze bin ich gekommen, indem ich nicht
vom Gleichgewichte ausging.

C. Ein Krdftensystem durch zwei andere Krdfte ersetzt.
30.

Von diesem Gegenstande habe ich in Heft 3., Band 32. dieser
Zeitschrift den Hauptsatz verdffentlicht, niamlich: Die beiden Krdfte, wo-
durch ein Kriftensystem ersetzt werden kann, oder welche diesem das
Gleichgewicht halten, gehen senkrecht durch einen Hebelsarm, der an der
Hauptdrehlinie senkrecht befestigt ist. Ich will diesen Satz auf den, wel-
chen ich oben bei den Gegenlinien gefunden, zuriickfiihren, und zugleich
mehrere andere beifiigen.

Q,, Q, sind auch hier die beiden in Rede stehenden Krifte; X,, X,,,
Y, Y,,Z, Z, sind ihre Seitenkrifte, und

A=X,+ X,, B=Y+Y%Y,, C=2+2,,
L=yZ7-—23Y+y,2,—2z,%Y,,
JVI._zX—-a:,7 +z,X,—2x,2,,,
N=aY—yX+a2,Y,—y,X,
ihre Bedingungsgleichungen. Aus diesen erhilt man durch Elimination die
Gleichung
75. L (xr—x”) + M (y' Y)+ N (z,—z,)
= A(y,z,—y,3,) + Bz ,—2z,,) + C(x, Y=, Y)
welche auch folgende Gestalt annehmen kann:

76. ( l—wﬂ) L, + (y""'y'n)M -+ (zr""zrﬁ)IVn =0,
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oder

77. (z,—a,) L'+ Y, —y) M + (z,—z,) V' = 0.
Zwei Krifte @, ¢/, die durch den Anfangspunct der Coordinaten gehen, den
Kriften Q,, Q, gleich und parallel sind, und der Mittelkraft E das Gleichge-
wicht halten, werden, wie auch am angefiihrten Orte geschehen, zu Hiilfe
genommen,

Ist der Punct (x,, ¥, 2,) fest, und sind «,, y,, 2, verinderlich, so gxebt
die Gleichung (76.) eine Ebene M, an, deren Drehpunct dieser feste Punct
ist, und in welcher zugleich der Punct (z,y,z,) liegt.

Ist der Punct (z,y,z,) fest, und sind =, ¥, 2, verinderlich, so giebt
die Gleichung (77.) eine Ebecne M, an, deren Drehpunct (x, y, z,) ist, und
welche durch den Punct (x,y,z,) geht.

Die Angriffspuncte der beiden Krifte Q,, @, liegen also in dem Durch-
schnitte der beiden Momenten-Ebenen M, und 3%,, oder der Ebenen (76., 77.).

Dass @, in der Ebene (76.) und @, in der Ebene @, liegt, ergiebt sich
auf folgende Weise: Ich lege die Gleichung

. L,+y.M,+z.N,=0
zum Grunde. Sie giebt eine Ebene an, welche zu der Ebene (76.) parallel ist
und durch den Anfangspunct der Coordinaten geht. Ihr geschieht Geniige,
wenn X,, Y, Z, stalt x, y, z gesetat werden; in ihr liegt also die Kraft @'
Da nun Q, zu Q parallel und auch die Ebene (76.) zu dieser Ebene parallel
ist, und da in der Ebene (76.) der Angriffspunct (&,y,z) von @, liegt, so
liegt auch die Kraft @, in der Ebene (76.).

Eben so wird bewiesen, dass die Kraft Q,, in  der Ebene (77.) liegt. Daher:

78. Die Krdfte Q,, Q,, liegen in dem Durchschnitte zweier Momen-
ten-Ebenen M, M,,, welche durch die Gleichungen (76. und 77.) angegeben
werden; und zwar liegt Q, in der Ebene M, und Q,, in der Ebene I,.

31.

Es ist noch {ibrig, zu beweisen, dass die beiden Linien, in welchen die
Krifte Q,, @,, witken, Gegenlinien sind *). Von diesem Satze lisst sich, da jetzt
die Gleichungen fiir Gegenlinien entwickelt sind, folgender Beweis geben:
Die Gleichungen der ersten Gegenlinie sind

*) Mobius, Journal der Math., Bd. X., Seite 338.
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 1. 10
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Y = _yi‘ — N—“’,Y;-F.%X' — _g_’L + M—21X1+mlzl
J—’Xn.x X, ’ ‘ z—x;.x X, ’

mithin ist nach (§. 18.):,

Y, .4, —Nigx,Y,—y,X, M-z X yxZ,

X, *=x. b=Tx . h=Tx
Werden nun diese Werthe von a, g,, 8, 5 in die Gleichungen (43. oder 45.)
eingefiihrt, so entstehen, nach gehirigen Reductionen, fiir die zweite Gegenlinie

a =

die Gleichungen

r—2x, —_— Y=y, —_— 23—z,

X 7 z, -
Diese sind aber die Gleichungen der Linie, in welcher die Kraft @, liegt. Daher:
79. Die beiden Krifte Q,, Q,,, durch welche das Krdifiensystem er-

setzt werden kann, wirken in zwei Gegenlinien.
Mit dieser Eigenschaft ist nach (49.) nothwendig folgende verbunden:
80. Dre beiden Linien, in welchen die das Kriftensystem ersetzen-
den Krdifte Q,, Q,, wirken, sind senkrecht zu einer Linie, welche rechtwink-

licht die Haupidrehlinie durchdringt.

32.

Zu den Momenten der Krifte Q,, Q, iibergehend, bezeichne ich die
Linien, in welchen sie wirken, mit ¢,, ¢,, das unvollstindige Drehmoment
der Kraft @, um die Axe ¢, mit 7, und das Drehmoment der Kraft @, um
die Axe g, mit F“. Es ist '

V'=L'.cos(Qx) + M. cos(Qy) + N .cos(Qz),
wo Ilr = (.’}u-!/r) Zu - (le—zl) Y/n
Mr = (zrr—z;)‘x:r - (xn_xl) Zln
N‘ = (x”_x/) Yu — (?/n""?/r) Xn
X Y, Z,

und cos(Q,x) = jQ—,', cos(Q, y) = 6:’ cos(Q,z) = o
Wird die Multiplication wirklich vorgenommen, so entstehen dieselben Pro-
ducte, als wenn die Gleichungen im Anfange des (§. 30.) mit X,+X,,, ¥, +7,,,
Z,+Z, vervielfacht werden. Das Gleiche entsteht bei ¥*, daher:

81. 0.V =0, V'=A.L+ B.M + C.]V=-flﬂ
d. h.: Sind q,, q, die Linien, in welchen die Kréifte Q,, Q, wirken, so ist

das Product aus dem unvollsiindigen Drehmomente con Q, um die Axze
q, und aus der Kraft Q, gleich dem uncollstindigen Drehmomente von Q,
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um die Axe q,, und aus der Kraft Q,,, und gleich der Summe der Producte
A.L+B.M+ C.N*.

Der Satz lisst sich noch auf eine andere Weise begriinden. Vom An-
fangspuncte der Coordinaten fille man senkrechte Linien S,, S, auf die bei-
den parallelen Ebenen (in dem 3. Hefte des 32. Bandes dieser Zeitschrift,
Seite 227. mit (3. und 9.) bezeichnet), in welchen die Krifte Q, und Q lie-

gen; dann ist
(L.X,4+M.Y 4 N.Z)
S = @2 —Y,27+ ZX,— 2,50 +X, T,—X, T
Dem Nenner kann folgende Gestalt gegeben werden:
X+ P+ 2 X+ Y+ 7)) — (X, X, + Y, Y, +Z,Z,).
Das erste Product ist = Q2. Q?; das zweite ist
= 00’ (cos(Q, ) cos(Q, x) + cos(Q, y)cos (0, y) + cos(0,z) cos(0,z))
= Q. 0%.cos(0,0,)-
Der Nenner ist also = 0,20Q? (1 —cos(Q,0,)*) = 0,20%sin(Q,Q,), Es ist
daher der Zihler
LX,+M.Y,+N.Z=3,.0,..0,:n(00.,).

Eben so ist
LX,+MY,+N.Z,=S.0,.0,.5n(00,).
Beide Gleichungen, durch Zusammenzihlen vereint, geben folgende:
82. AL+B.M+ C.N=(S5+S,).0,.0,.5sin(0,0,).
S, 4 S, ist der Abstand der beiden parallelen Ebenen, in welchen die Krifte
liegen, und gleich dem senkrechten Abstande der beiden Linien ¢,, ¢,,. Es
ist daher

(S, +S,).q, .sn(Q,Q,)
das Drehmoment der Kraft @, um die Axe G und
($+S,).Q,.5sn(Q,Q,)
das Drehmoment der Kraft @, um die Axe ¢,. Wird nun jenes mit @, und
dieses mit @, multiplicirt, so entsteht aus (82.) die Gleichung (81.); jene hat
also mit dieser dieselbe Bedeutung.

33.

Vor allem ist der Fall zu wiirdigen, wenn die beiden Krifte Q,, Q,,,
durch welche das Kriftensystem ersetzt werden soll, zu einander senk-
recht sind; denn in diesem Falle finden merkwiirdige Relationen Statt. Zuerst

*) Diesen Satz gab zuerst H. Chasles im XVIII, Bd. No, 12. der Annalen von Gergonne.
10*
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bemerke ich, dass nach dem Friiheren die Linien ¢,, ¢,,, in welchen die Krifte
Q,, Q, wirken, die Eigenschaft der Dreh-Axen haben und dass die vollstindigen
Drehmomente dieser beiden Dreh-Axen die Drehmomente der Endpuncte des
kiirzesten Abstandes dieser beiden Linien ¢,, ¢,, oder die Drehmomente jener
Endpuncte sind, in welchen ¢,, ¢,, den zur Hauptdrehlinie senkrechten Hebels-
arm durchdringen. Ist r dieser kiirzeste Abstand, und sind R,, R, die voll-
stindigen Drehmomente des Kriftensystems P, P, .... um diese Dreh-Axen
4> G, so ist nach (54., 61. und 62.)
R.R, =r.K, R’?+ R* = rPE? —1+—1-'=-E—:1=—1'
e Lo ’ bl » BYETRETE
Das Drehmoment der Kraft @, um die Axe ¢, ist = rQ,,, und das der Kraft
Q, um die Axe g, =r.Q,; daher ist nach (81.)
r.q,.q, = K
Ferner: werden @, und @, auf die Hauptdrehlinie projicirt, so miissen diese
beide Projectionen vereint der gerade fortgehenden Kraft E gleich sein; und
da Q,, 0, zu einander senkrecht sind, so bilden Q,, @, ein rechtwinklichtes
Viereck, von welchem E die Diagonale ist; daher ist
0+ Q)= E~
Zuletzt, da Q, und- Q,, das ganze KraﬁenS)stem P, P,,.... ersetzen, so ist ihr
vollstindiges Drehmoment um irgend eine Dreh-Axe auch gleich dem vollstin-
digen Drehmomente des ganzen Kriftensystems um dieselbe Dreh-Axe. Daher
ist bei der Dreh-Axe ¢,, R, = r.(, und bei der Dreh-Axe ¢, ist B, =r.Q,.
Folglich:

83. Sind die Krifte Q,, Q,,, durch welche ein Krdflensystem ersetzt
wird, zu einander senkrecht, sind R,,R,, die vollstindigen Drehmomente
des Kriftensystems um die Dreh- Axen q,, q,, und ist v der kiirzeste Ab-
stand dieser Dreh- Axzen, worin Q,, Q,, wzrlfen, so finden folgende merk-
wiirdige. Relationen Statt :

a) R, =r.Q,, R,=r.Q,,
B R,.R,=1r.0Q,.Q,=rK,
) B’z + Bz___ 2(Q,2+Q2) — rz 2,

d\) (Qa '*'
Heidelberg den 28. November 1846.



