
70 2. Schellbachf über die Zeichen der Mathematik.

2.
Über die Zeichen der Mathematik.

(Von Herrn Dr. Schellbach zu Berlin.)

TT * e
Um den Gedanke» gleich an einen bestimmten Gegenstand zu knüpfen,
stellen wir hier die einfachen Rechnungsarten zusammen*

Addition

Subtraction

a+b — c
c — a = L·
c — b = a

Multiplikation ab = c

Division

o
Logarithmirung = c

1.
2.
3.
4.

7.

Extrahirung ac = b . . . . 8.
Potenzirung bc = a . . . . 9.

Das Zusammenfallen der Rechnungsarten (2.) und (3.) in die Sub-
traction, so wie (5.) und (6.) in die Division, erklärt sich aus der Gleich-
gültigkeit der Summanden und Factoren; in der dritten Gruppe, wo die
Gröfsen a, b, c verschiedene Bedeutung haben, sind auch die Rechnungs-
arten gesondert, welche durch sie bedingt werden.

Die Notwendigkeit der Bezeichnungsweise des Potenzirens und
Extrabirens zeigt sich darin, dafs jetzt weniger mit der Grundgröfse selbst
operirt wird, als mit dem Operationszeichen, d, h. dafs die Rechnung mit
Potenzen und Wurzeln auf eine Rechnung mit ihren Exponenten zurück**
gebracht ist. Der Gedanke bietet sich von selbst dar, auch die Logarith-
men durch eine schickliche Bezeichnung diesen Vortheil geniefsen zu las-
sen; daher ist statt der unvollständigen Formel

log = c
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2. Schellbach, über die Zeichen der Mathematik. 71

die Gleichung
b

entstanden.
Die Wahl einer divis ionsförmigen Bezeichnung der Logarith-

men rechtfertigt sich wohl dadurch am besten, dafs

der Logarithmus von a für die Basis b ist.
Der Satz vom Modul wird dann auf folgende Weise geschrieben:

_ a b a
10. X X = X

b k k
woraus sogleich folgt:

a ab a b c a b c d
11. l = x = x x = x x x r = x = . . . .

a b a b c a b c d a
Nennt man in der Gleichung (7.) a den Logarithmandus, b die Ba-

sis und c den Logarithmus, so läfst sich (11.) durch den Satz ausdrücken:
In einem Produc te verschiedener Logar i thmen heben sich
gle iche Basen gegen gleiche L o g a r i t h m a n d e n auf.

In dieser Form ausgesprochen, prägt sich der Satz (10.) vom Mo-
dul dem Gedächtnifs auf der Stelle ein, weil er hier mathematischer er-·
scheint, als in der gewöhnlichen Weise.

Man hat aufserdem folgende Verwandlungen:
j.

10 m 71 a «w a»12. — x^=x^=:x=:X^=2X
n l b JL bn L

bm bm

Auch hier zeigt sich der Vortheil einer d iv i s ions förmigen Lo-
garithmen-Bezeichnung deutlich.

So wie für die Multiplication und Division verschiedene Bezeich-
nungen beibehalten sind, weil sich manche Formeln auf die eine Weise
geschickter darstellen lassen, als auf die andere, so kann man auch aus
demselben Grunde für die Logarithmen noch eine zweite Bezeichnung
einführen. Es ist nemlich ganz gleichbedeutend

und a .b
a

eben so sei es mit
— und Gib

x und . | bb
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72 2. Schellbach, üb fr die Zeichen der Mathematik.

Sind Logarithmand oder Basis zusammengesetzte Grofsen, so wird
man die letzte Bezeichnung anwenden , also den Logarithmus von a + b
für die Basis c schreiben:

Dieser Bezeichnung wird man sich ebenfalls bedienen, wenn der
Logarithmus von einem Logarithmus genommen werden soll; also drückt

(a\b)\c
den Logarithmus von a \ b für die Basis c aus.

Durch diese Bezeichnung wird nun auch die formelle Auflösung
der Gleichung

ab = c
den übrigen mathematischen Operationen analoger; denn so wie man sie
sonst in Bezug auf a gewissermafsen r n u i t i p l i c a t i o n s weise auf-
löste, durch

£ L
a ' =.cb d, h. a = c6;

so löst man sie jetzt in ähnlichem Sinne d iv i s ions weise auf in Be-
zug auf b durch

Ct, Lx = , d. h. o =

§· 2.
Der nächste Fortgang von den obigen 9 ersten Gleichungen ist

durch die Gleichgültigkeit der A n z a h l der Elemente 0, b, c gegeben.
Sind diese ohne alle Beziehung zu einander, dann entwickelt sich aus den
aufgestellten Gleichungen die Buchstabenrechnung. Treten sie aber nur
in die einfachste Beziehung der Aufeinanderfolge, so müssen wieder neue
Zeichen gewählt werden, die sich an die schon vorhandenen anschliefsen.
Hier sind nun zunächst folgende wesentliche Unterschiede der mathemati-
schen Zeichen festzuhalten.

1. Entwicklungszeichen, Zeichen, die aus der Entwickelung
der Mathematik selbst entstanden sind, ohne welche überhaupt kein wah-
rer Fortschritt dieser Wissenschaft möglich ist. Sind die ersten dieser
Zeichen gesetzt, so ist die Form der folgenden auch schon bestimmt·
Wegen der Einfachheit der ersten mathematischen Operationen wird der
Willkur in der Bildung dieser Zeichen auch kein grofser Spielraum ge-
blieben &ein^ und wir überzeugen uns bald von der Noth wendigkeit und
Richtigkeit derselben; bauen wii also $uf ihjien fort, so sind wir der
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2. Schellbach, über die Zeichen der Mathematik. 73

Festigkeit unserer Grundlage versichert. Ein Blick auf die oben aufge-
stellte Tafel lehrt, dafs schon in der driften Gruppe die Formen der bei-
den ersten wieder benutzt sind, wie z. B. bei den Bruch-Exponenten und
Logarithmen; denn dafs sich hier die Bezeichnung durch log sehr fremd-
artig ausnehmeii würdö, leuchtet wohl hinlänglich ein.

2. Abkürzungsze i chen , Zeichen, bei denen es nur darauf an-
kommt, das Wesentliche einer Formel, also das Veränderliche, vom Un-
wesentlichen, dem Starren, Unveränderlichen, zu sondern, und in einem
Bilde zusammenzufassen. Hier hat die Willkür schon bei weitem freieres
Spiel. Soll z. B. der kie Binomialcoefficient der #teai Potenz ausgedrückt
werden, so kann dies geschehen durch rc*, oder (/2,#), oder m, oder
auf eine beliebige andere Weise, wenn nur die Elemente n und k in
einem Ausdrucke abgesondert dargestellt werden. Solche Zeichen haben
den Werth, dafs sie deutlich hervortreten lassen, was das Wesentliche
eines Ausdrucks eigentlich ist; aber ihre Organisation stellt sich in den

• einzelnen Fällen oft auf die mannigfaltigste Weise von selbst dar, kann
daher auch nicht Gegenstand dieser Abhandlung sein sollen. Unter die-
sen Zeichen können nicht leicht inconsequente vorkommen, wohl aber
unter denen der ersten Art.

Bei der Bildung aller Zeichen ist der Grundsatz wichtig, n i ch t s
durch Buchs taben zu beze ichnen , was durch b lofse S te l lung ,
oder wohl gar schon durch Zahlen ausgedrück t w e r d e n kann .
Man giebt also die Folge der Coefficienten in Reihen immer durch Indi-
ces an, und bezeichnet Operationen nie durch das hingeschriebene Wort
derselben, oder durch dessen erste Sylbe oder ersten Buchstaben; denn
diese werden sich fast nie der R e c h n u n g unterwerfen lassen, und ge-
rade die höhern Theile der Mathematik sind eine Rechnung mit Rech-
nuugszeichen.

Den ausgesprochenen Ansichten gemäfs, gehen wir zur Bildung
neuer Zeichen fort. Man bezeichnet eine Summe von n g leichen
Gröfsen a durch na oder

+ + + 0+····+ — na
Demgemäfs setze man nun die Summe der n verschiedenen GröCseu

1. + # + 02 + 03+••••+0n-i = n\aa
Die Summenzahi n giebt an, aus wie viel Gliedern die ganze Summe bo
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74 * 2. Schellbach, ber die Zeichen der Mathematik.

steht. Dem Summenzeiger <r m ssen nach und nach alle ganze Werthe
von 0 bis n — l beigelegt werden. Nimmt man die Reihe r ckw rts, so
ist auch

2. *ο+*1+«2+*3+··· ·+«»-1 === "Κ-Ι-σ·

W re z. B. zu summiren
0 + 1 +2 + 3+. ... + (« — !) = φ-,

so ist, mit R cksicht auf (2.),
n\r = Λ|(Λ— l— er) = Λ|(Λ— Ι) — Λ|<Γ, *|2<τ = 72(72— 1), /i|<r = "("~^.

An dem Gliede /?|(/z — 1) der obigen Gleichung, welches nichts an-
deres als n (n — 1) ist, zeigt sich, dafs die Summenzahl n wieder zur Be-
deutung eines b lofsen Fac tors herabsinken kann, und eben darin ruht
die Notwendigkeit , die Summen auf die angegebene Weise zu bezeich-
nen; denn wenn sich ein BegriiF aus einem allgemeineren entwickelt hat,
so mufs er dessen Bestimmtheit noch mit an sich tragen, und es ist klar,
dafs dies hier wirklich mit dem BegrilFe der Summenzahl und dem all-
gemeineren des Factors der Fall ist.

§. 3.
Diese Summenbezeichuung ist also nur ein consequentes Erweitern

der Bedeutung des Factors . Eine eben solche Erweiterung der Basis
einer Potenz zur Basis einer Factorielle, hat zuerst auf die wissenschaft-
lichste Weise der Herausgeber dieser Zeitschrift, in einer Abhandlung des
VII. Bandes derselben, eingef hrt.

Wir entlehnen von ihm die Bezeichnung
1. a(a +tj(a + 2*) .... (a + η k—k)—(a,+ky und

und dehnen dieselbe auch auf das Product
2. 0αΟ*02*Λ3*···· C"*— * = °»,+*

aus. Eben so schreiben wir
/(*)/(* +JO/0* + 2jO · - · ./(* + n y - j) = /» (x,

und auch

(1-Γ«β)(1-ο1)(1-α,)....(1-αΙΙ-ι) = C1 ~ β»Αΐ)"η·
Die Grundsatze der Bioomialcoefficienten lassen sich dann auf folgende
Weise ausdr cken;
3 w.m-— l.m— 2«·.... m— n-f-l _ /m,— l\n _ /m,-~ l\m"^ _ τττ.τη^Ι τη— 2.,..yt+l

ΪΤ2.3....71 Vl,+l/ ~\1, + 1/ " 1.2. 3. ...m — n >
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2 6 c h e / lb a c h , ber die Zeichen der Mathematik. 75

'-1V>-.- - t-1 _ Λ*·Η,- ιfm'-1V>-|.- ^-ty-1 _ Λ*·Η,- ι γ·
' \ ι , + ι/ / +νΐΗΜ>' -V-IPFI '
^ /'"' — Λ" Λ» — ™» — 1V_ //i, — 1\» (n -v,— f \D· VIT+I; v i,+i / — VIT+I; VT;+T/

Die Formel (6.) erscheint hier vielleicht zuerst; in ihr und in (5.)
sind die angegebenen Ver t u schlingen der Elemente oft von Nutzen.

Wir schliefsen gleich noch ein brauchbares Zeichen an, um das
blofse V o r k o m m e n oder A u f t r e t e n von n Gr fsen αυ, #i> 2 > ···· an~i
anzudeuten; dies geschehe nemlich durch

7. η!αδ

Dem Zeiger $ werden alle ganze Zahlen von 0 bis n — l bei-
gelegt. Also eine Function von #\}, OCL> &29 .... #„_! wird ausgedr ckt
durch f(n!x£). Diese Bezeichnung erspart oft viele Weitl ufigkeiten.

Ferner bezeichnen wir die C o m b i n a t i o n e n ohne Wiederho-
l u n g e n zu je 7/2 der Elemente o0> a L j a2, .... an^ durch

8. (m, n ! a ̂
und die C o m b i n a t i o n e n mit Wiederholungen durch

9. [m, n!as]
Es finden bei dieser Bezeichnung bekanntlich folgende Formeln Statt:

10. (τ//,
11. [/7Ι,

Die erste derselben heifst also: die Combinationen ohne Wieder-
holungen zu τη Elementen aus den s -j~ l Elementen

Λ + ,9, Λ + <* — ly n-$~s — 2, .... Λ+1, n
oder auch

n — sy n — ̂ -M> n — <? + 2> ....n — l, n
sind zusammengesetzt aus allen Combinationen dieser Art, denen das Glied n
fehlt, und dem Producte desselben mit den Combinationen zu m — l Ele-
menten, denen ebenfalls dieses Glied mangelt.

Ist in den beiden letzten Gleichungen s = ny und man w hlt die
untern Zeichen, so sind die Elemente nur 0, l, 2, 3, .... n , und dann
schreiben wir diese Gleichungen, mit Auslassung der Zeiger, ganz einfach

12. (m, 72 + 1) = (77?, 72)+ 72 (W— l, /2)

10
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76 2. Schellbach, ber die Zeichen der Mathematik.

i. 4.
Wir geben jetzt zu einer Methode der Reihen -Entwickelang und

der Summatkm ber, deren Grundbegriffe uns einfacher und allgemeiner
z« sein scheinen, als die der Differenzen-Rechnung, welche gew hnlich zu
diesem Zwecke angewandt wird.

L Hat man die Functionengleichung

und multiplicirt sie mit (+)w+1, nachdem man in ihr χ + n y statt χ ge-
setzt hat, so entsteht

(+)"41 Φ (*+«j) = CFW(*+(«+ 1)7) - OT/(*+«r)
Wird von dieser Gleichung die Summe nach n genommen, so verwandelt
sie sich in

Trennt man hier von der ersten Reihe der rechten Seite das letzte Glied
ab, und von der zweiten Reihe das erste, so erh lt man

Die beiden Reihen rechts heben sich nun gegen einander auf, und es bleibt
2. Λ|(+)*ιΦ(*+<τχ)

oder

H. Es sei 3< <pW = /(a

Man tnultiplicire diese Gleichung mit

so erh lt man
ψ-CH-y,

Diese Gleichung kann aufgefafst \verden als

und giebt dann, wenn man sie mit (!.) und (2.) vergleicht,
«|(+)σ+1 V (m— ff) Ή-0?) = (+)" f (m— n, a?+ny) — F(w, Λ-)

Wird nun m-=.n — l gesetzt und das, was V und F bedeuten, so erhalt
man hieraus
4. η|(+)"+' ψ-ι-
oder

— r) =
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2. ScheUbach, ber die Zeichen dar Mathematik. 77

Die Gleichung
.5. <P(ar) = κ

liifst sich eben so behandeln; denn multiplicirt man sie mit
•χ? (x — y, — 7) ΨΡ (a? -fj, +r)

so entsteht
%m (*— y>— y) Ψ3 (*+y, -f y) Φ (*)

= %"+'(*, ̂ )ψΡ(*+7,+7)/(α^)±%
oder V(m,P,a) = Γ(Λ2
und hieraus durch Vergleichung mit (1.) und (2.)
6. «|(+)fl+1 Γ(ΐ7ΐ+ «r,/>— cr,ar+ -7) = (+)nF(w+/7,/;— Λ,^+Λ/)— F(m,p,x)

Zur Versinnlichung dieser Formeln w hlen wir einige Beispiele.
1) Es ist

<P(«) =/(«+!) -
Diese Gleichung verwandelt sieh nach (2.) in

"· "*

# — 1 α?—-1
oder, wenn man mit xm dividirt:

1 <*# JL v1 -t. 2̂ ι l ^n—l ,̂ Tjlwr ^ ^
/ · »JL· "̂ p" «Λ/ | wL· " J™ · · · · l »^ *" """ ' * l**' · * *

2) Die Gleichung (4-) des §. 3.

kann aufgefafst werden als

und liifst sich <?anu in die drei Formen bringen:
8. /(w+l,«+l) =/(Λ,Π+Ι)+/(»»,Λ)
9. /(ΛΙ,Λ + 1) = /(OT + 1, +1)— /(«Ι,Λ)

10. /(m, Λ— 1) = /("H- 1, H)—/(OT, Ό
deren Vergleichung mit (1.) und (2.) ergiebt:

Ή' -< V+1+g _ Λ ^ (^ ~i V+ ._ (m, -l\*ί,+ι / ~~ ^ ; V 1,4-1; M,+I/
+g, -lA^^ _ (m+k,—iy+* (m,—l\*
l,+l 7 ~ \ 1,+1 / "~VI7+T/
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78 .2. Schcllbachj ber die Zeichen der Mathematik.

K nftig wollen wir ein Glied, welches aus einem links 'vorherge-
henden entsteht, wenn in diesem irgentj ein Element, z. B. k, gleich Null
gesetzt wird , durch (£ = Θ) bezeichnen. Dann schreiben wir z. B. die
letzte dieser Gleichungen r

3) Es ist

Hier sollen a und α ganz beliebige Elemente sein, m und p aber nur po-
sitive oder negative ganze Zahlen. Bilden wir nun noch aus den entspre-
chenden Elementen o, und β, η und y drei ahnliche Gleichungen, so k n-
nen diese mit den obigen auf folgende Weise zusammengestellt werden:

Λ j(a+m<x, + a}P (a,+a)P\ (a + pa, + a)™-P _ (a+pa, + a}™ («, + «)"
± (fr,

(a, +a)m _ (g, +κ)™+Ρ (α,- - ' . . , _ g,
- ~

Diese Gleichungen lassen sich auffassen als
^( , ) = F(e+/)a,i+7 )±F(e,o) und F(/72^) = F(
und werden durch Vergleichung mit (1.) und (2.) summirt. Aus (14.)
erhalten wir z.B. f r m = n, />=!, 7 = — l

ΙΑ α>

( o — « , - — , ,
V

Bei diesen -Summationen kommt es nur darauf an, die Elemente in den
Gleichungen (14.) und (15.) so zu w hlen, dafs die Summenzeiger aus
den eingeklammerten Theilen der linken Seite verschwinden. Die Glei-
chungen (14.) und (15.) sind sehr allgemein; aus ihnen fliefsen auch leicht
die Reiben (!!·)> (12.) und (13.), so wie noch viele andere.

4) Setzt man „„
•Xf j ——· **»

wo y und Fnnctionen von χ sein m gen, so erhalt man durch /zmali-
cc71—*ges DiiTerenziren nach #, und Multipliciren mit -— die Gleichung

a?*-1 d^ _. n
n dxn X

welche aufgefafst werde» kann als
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2. Schellbach, ber die Zeichen der Mathe/Hatik. 79

und dann durch Vergleichung mit (3.) und (4.) folgende Reihe giebt:
. , y

V ;

5. Wir haben bis jetzt die Aufl sung der Gleichung (1.) und (3,)
n«ur benutzt, um φ# in eine Reihe zu . -entwickeln ; sie diene zugleich
aber auch dazu, die Form von fx durch φ χ und ψ α? zu bestimmen,
oder, was dasselbe ist, zur Integration von DilFeren^engleichungen.

Bekanntlich sind von den Differenzengleichungen
yL = Ry+Q und Ay + Py = Q

die Integrale
y = f jfe -%H und y = [l -P _J S - ̂ +r

[«*] [l— P« 3
Diese beiden Djifferenzengleichungen sind aber nichts anderes, als

/(*+/;)— ΨΟτ)/(*) = (P(j?) und /(ΛΤ + Α)_(1~ψΛ?)/(ίΡ) = φ*
und nach der Formel (4.) erh lt man hieraus durch 0ine leichten nde-
rung der Werthe der Elemente

und

.
wo /O die zum Integral zu f gende Constante ist.

F r h = l fallen diese Ausdr cke mit den obigen Integralen zu-
sammen. Es scheint mir brigens vorteilhaft, diese Integrationen und
die obigen Reihenentwickelungen in einen unmittelbarem Zusammenhang
zu bringen, als gew hnlich geschieht.

§. 5.
Ist Φ(Λ,*) eine Function der Grufsen n und k von der Beschaffen-

heit; dafs

und dafs sie f r negative Werthe von n und solche, die grofser als k sind,
verschwindet , so folgt aus diesen Annahmen , wenn man erst n = — l
und dann n~k setzt,

2. φ(0,*+1) = φ(0,ί)
3. φ (*+!,*+!) =

Hat man nun die Gleichung
4. /*)=

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/7/15 9:36 PM



80 & ScheHba-ch> ber die Zeichen der Mathematik.

und multiplicirt sie mit (±)* φ («,£), nachdem man in ihr x-\~(z—y)n statt
oc genetzt hat, so erhalt man

5. (±)n φ (

Bezeichnet man der Kurze wegen /(#+(* — y)ri) durch /'(/z) und
/C^+y+O2^)72) durch F(fl), und denkt sich dann n durch die ganzen
Zahlen von 0 bis n ver nderlich, so verwandelt sich (5.) in
(n+l\(±r<P(<r,k) V(<f) = (>2+1|(±)σφ(<Γ,*)Γ^
Wird nun von der ersten Reihe der rechten Seite das erste Glied abge-
sondert, und von der letzten das letzte, so entsteht mit R cksicht auf (1.)
und (2.)

+ (+)»+» y(n,ifc)P
^

oder 6·
= (Λ+! Ι(±)σ 9 (*,

Verschwindet f r irgend einen Werth von n, den wir durch r be-
zeichnen wollen, das letzte Glied Φ ( ,̂ *)/(#+-+£(* — y)r) dieser Glei-
chung ? so erhalten wir

Ist aber Λ = λ', so kann, verm ge der Bedingung (3.), auch das letzte
Glied der Formel (6.) mit in die Reihe der rechten Seite aufgenommen
werden, und es ergiebt sich daraus dann

8. (fc + l|(±)"y)(^^)/(^+(-— r)^) = (*+2|(±)^(c;f : + l)/(a?+y+( — r)<y)
Die Gleichungen (7.) und (8.) lehren, da * man die Gr fse χ immer um
ein y und die Gr fse k um die Einheit vermehren oder vermindern kann,
bis man, wenn dies /2mal geschehen ist, zu den Formeln gelangt:

+ (*-^) σ) = (/ο±/ί+1Ι(±)σ φ (^ :±7i)/(or+ v+(«-^) σ)
welche mit R cksicht auf die Bedingungen, denen die Function φ unter-
worfen ist, f r k r= 0 und φ (0, 0) == c in die folgenden bergehen :

1L cx) =
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2. Schcllbach, über die Zeichen der Mathematik. Q\

In der Gleichung (10.) kann ein negatives n bei Jer Annahme
k = 0 nicht Statt finden, weil nten nicht weifs, was eine negative Sum-
menzahl bedeutet, wohl aber bei der Annahme n — k, wodurch man

<
findet, welche Gleichung aber, für x-^ky statt #, mit (13.) identisch
wird. Eben so entsteht aus (9.) eine mit (l l,) identische Gleichung, wenn
man für den negativen Werth von ny k = n setzt*

Aus der Gleichung (4.) des §3. ist ersichtlich, dafs die Binomial-
coefficienten unter der in (L) aufgeführten Function verstanden werden
können· Wir schlieCsen daher aus (13.), dafs sich die Functionengleichung

immer binomisch entwickeln läfst, so dafe

15. f(x)^

Verschwindet aber für irgend einen Werth von r das Glied f(x+z+(z—
so erhält man, nach (H·) und (12.), auch noch

16. /(*) =

17. /(o?) =
Ganz auf dieselbe Weise hatte man auch die noch allgemeinern

Functionen , ^ . , . , , .18. ( +1,#+1
und 19. /(*) =
mit einander combiniren können, wo a afe ein constanter Factor ange-
nommen wird. Die Yergleichung von (18.) mit der Gleichung (12.) des
§. 3. lehrt, dafs unter dieser Form die Combinationen ohne Wiederholun-
gen begriffen sind, dafs sich also eine Gleichung wie (19.) in eine Reihe
entwickeln läfst, deren Coefficienten aus solchen Combinationen bestehen.

(Der Sclüuis folgt im nächsten Seite,) *
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