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2.
Uber die Zeichen der Mathematik.

(Von Herrn Dr. Schellbach zu Berlin.)

§l 1.
Um den Gedanken gleich an einen bestimmten Gegenstand zu kuiipfen,
stellen wir hier die einfachen Rechnungsarten zusammen.

Addition a-+b c)y .... L
b} DR

I

. |c—a
Subtraction gc__ b o 3.
Multiplication @b = ¢ . ... 4.
== 5.
Division @
(4
T e 6
Logarithmirung ’E =c 7
I
Extrahirung e =04\ .... 8.
Potenzirung b=a/ .... 9,

Das Zusammenfallen der Rechnungsarten (2.) und (3.) in die Sub-
traction, so wie (3,) und (6.) in die Division, erkliirt sich aus der Gleich-
giiltigkeit der Summanden und Factoren; in der dritten Gruppe, wo die
Grifsen o, b, c verschiedene Bedeutung haben, sind auch die Rechnungs-
arten gesondert, welche durch sie bedingt werden.

Die Nothwendigkeit der Bezeichnungsweise des Potenzirens und
Extrahirens zeigt sich darin, dals jetzt weniger mit der Grundgrifse selbst
operirt wird, als mit dem Operationszeichen, d. h. dals die Rechnung mit
Potenzen und Wurzeln auf eine Rechnung mit ihren Exponenten zuriick-
gebracht ist. Der Gedanke bietet sich von selbst dar, auch die Logarith-
men durch eine schickliche Bezeichnung diesen Vortheil geniefsen zu las-
sen; daher ist statt der unvollstindigen Formel

loga = ¢
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die Gleichung

= C

X Q

entstanden.
Die Wahl einer divisionsformigen Bezeichnung der Logarith-
men rechtfertigt sich wohl dadurch am besten, dals
(a—1)—L(a—124-I(a—1)'—....
Cb—D)— b1y F3G—1)—....
der Logarithmus von e fiir die Basis 5 ist.
Der Satz vom Modul wird dann auf folgende Weise geschrieben:

a b a
10. X X = X
b k k
woraus sogleich folgt:
a b a b ¢ ab c d
11. 1=§l<=xx=xxx=xxxx=....
a b a b ¢ a b ¢ d a

Nennt man in der Gleichung (7.) ¢ den Logarithmandus, 4 die Ba-
sis und ¢ den Logarithmus, so lilst sich (11.) durch den Satz ausdriicken:
In einem Producte verschiedener Logarithmen heben sich
gleiche Basen gegen gleiche Logarithmanden auf.

In dieser Form ausgesprochen, priigt sich der Satz (10.) vom Mo-
dul dem Gediichtnils auf der Stelle e¢in, weil er hier mathematischer ere
scheint, als in der gewdihnlichen Weise,

Man bat aufserdem folgende Verwandlungen:

m

S

am

X R

a”
= X =
b

X Q

12, 2=
n

X
3 bn

X Q
3|
Ells

b b

Auch hier zeigt sich der Vortheil einer divisionsférmigen Lo-
garithmen - Bezeichnung deutlich,

So wie fiir die Multiplication und Division verschiedene Bezeich-
nungen beibehalten sind, weil sich manche Formeln auf die eine Weise
geschickter darstellen lassen, als auf die andere, so kann man auch aus
demselben Grunde fiir die Logarithmen noch eine zweite Bezeichnung
einfilhren. Es ist nemlich ganz gleichbedeutend

axbund a.b

a
-b— und a:b

eben so sei es mit
| und a.:b

X Q

7
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Sind Logarithmand oder Basis zusammengesetzte Gréfsen, so wird

man die letzte Bezeichnung anwenden, also den Logarithmus von a6
fiir die Basis ¢ schreiben:

(efd)ic
Dieser Bezeichnung wird man sich ebenfalls bedienen, wenn der
Logarithmus von einem Logarithmus genommen werden soll; also driickt
- (@ib)ie
den Logarithmus von e:b fiir die Basis ¢ aus.

Durch diese Bezeichnung wird nun auch die formelle Auflésung
der Gleichung

a6=c

den iibrigen mathematischen Operationen analoger; denn so wie man sie

sonst in Bezug aul o gewissermalsen multiplicationsweise auk

16ste, durch
1 1 1

. 5. » 1 1

a P=ct d. h a=c?:
so l6st man sie jetzt in dhnlichem Sinne divisionsweise auf in Be-
zug auf b durch

[
[ (1 (4
X — X dcho b—-x
a Qa Q

, §. 2.

Der niichste Fortgang von den obigen 9 ersten Gleichungen ist
durch die Gleichgiiltigkeit der Anzahl der Elemente e, 0, ¢ gegeben.
Sind diese ohne alle Beziehung zu einander, dann entwickelt sich aus den
aufgestellten Gleichungen die Buchstabenrechnung. - Treten sie aber nur
in die einfachste Beziehung der Aufeinanderfolge, so miissen wieder neue
Zeichen gewiiblt werden, die sich an die schon vorhandenen anschliefsen.
Hier sind nun zuniichst folgende wesentliche Unterschiede der mathemati=
schen Zeichen festzuhalten.

1. Entwicklungszeichen, Zeichen, die aus der Entwickelung
der Mathematik selbst entstanden sind, ohne welche iiberhaupt kein wah-
rer Fortschritt dieser Wissenschalt moglich ist. Sind die ersten dieser
Zeichen gesetzt, so ist die Form der folgenden auch schon bestimmt.,
Wegen der Einfachheit der ersten mathematischen Operationen wird der
Willkiir in der Bildung dieser Zeichen auch kein grofser Spiclraum ge-
blieben sein, und wir iiberzeugen uns bald von der Nothwendigkeit und
Richtigkeit derselben; bauen wir also auf ibnen fort, so sind wir der
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Festigkeit unserer Grundlage versichert. Ein Blick auf die oben aufge-
stellte Tafel lehrt, dals schon in der dritten Gruppe die Formen der bei-
den ersten wieder benutzt sind, wie z. B. bei den Bruch-Exponenten und
Logarithmen; denn dals sich hier die Bezeichnung durch Jog sehr fremd-
artig ausnechmen wiirdé, leuchtet wohl hinliinglich ein.

2. Abkirzungszeichen, Zeichen, bei denen es nur darauf an-
kommt, das Wesentliche einer Formel, also das Veriinderliche, vom Un-
wesentlichen, dem Starren, Unveriinderlichen, zu sondern, und in einem
Bilde zusammenzufassen. Hier hat die Willkiir schon bei weitem freieres
Spiel.  Soll z, B. der 4 Binomialcoefficient der »'* Potenz ausgedriickt

werden, so kann dies geschehen durch 7;, oder (n,%), oder (Z), oder

auf eine beliebige andere Weise, wenn nur die Elemente » und £ in
einem Ausdrucke abgesondert dargestellt werden. Solche Zeichen haben
den Werth, dals sie deutlich hervortreten lassen, was das Wesentliche
eines Ausdrucks eigentlich ist; aber ihre Organisation stellt sich in den
cinzelnen Fiillen oft auf die mannigfaltigste Weise von selbst dar, kann
daher auch nicht Gegenstand dieser Abhandlung sein sollen, Unter die-

sen Zeichen kiénnen nicht leicht inconsequente vorkommen, wohl aber
unter denen der ersten Art.

Bei der Bildung aller Zeichen ist der Grundsatz wichtig, nichts
durch Buchstaben zu bezeichnen, was durch blofse Stellung,
oder wohl gar schon durch Zahlen ausgedriickt werdenkann.
Man giebt also die Folge der Coefficienten in Reihen immer durch Indi-
ces an, und bezeichnet Operationen nie durch das hingeschriebene Wort
derselben, oder durch dessen erste Sylbe oder ersten Buchstaben; denn
diese werden sich fast nie der Rechnung unterwerfen lassen, und ge-
rade die hohern Theile der Mathematik sind eine Rechnung mit Rech-
nungszeichen.

Den ausgesprochenen Ansichten gemiils, gehen wir zur Bildung
neuer Zeichen fort, Man bezeichnet eine Summe von # gleichen
Grifsen ¢ durch e oder

at+aetated....+a = na )

Demgemiifs sefzc man nun die Summe der 2 verschiedenen Grilsen
1. a+atetat..+o,= n'%

Die Summenzahl # giebt an, aus wie viel Gliedern die ganze Summe be-
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hfi. 1, 10
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steht. Dem Summenzeiger o miissen nach und nach alle ganze Werthe
von O bis 7n—1 beigelegt werden. Nimmt man die Reihe riickwiirts, so

ist auch
2. atoFatot....Fa=nje,_,_,.
Wiire z.B. zu summiren
0+1 +2+3+ olno+ (ﬂ—i) — an',
80 ist, mit Riicksicht auf (2.),

nle = nj(n—1—0) = n|(n—1)—nje, ”lQG‘ = n(n—1), ”l __nkh—1) ——1)

An dem Gliede 7|(n—1) der obigen Gleichung, welches mchts an-
deres als n(n—1) ist, zeigt sich, dals die Summenzahl n wieder zur Be-
deutung eines blofsen Factors herabsinken kann, und eben darin ruht
die Nothwendigkeit, die Summen auf die angegebene Weise zu bezeich-
nen; denn wenn sich ein Begriff aus einem allgemeineren entwickelt hat,
so mufs er dessen Bestimmtheit noch mit an sich tragen, und es ist klar,
dals dies hier wirklich mit dem Begrille der Summenzahl und dem all-
gemeinercn des Factors der Fall ist.

§. 3.

Diese Summenbezeichuung ist also nur ein consequentes Erweitern
der Bedeutung des Factors. FEine eben solche Erweiterung der Basis
einer Potenz zur Basis einer Factorielle, hat zuerst auf die wissenschaft-
lichste Weise der Herausgeber dieser Zeitschrift, in einer Abhandlung des
VII. Baudes deyselben, eingefibrt.

Wir entlehnen von ihm die Bezeichnung

1. a(a +lc)‘(rz+2/c).... (a4 nk—k)y= (e, + k) und

(a—ln)(a-*lk)\a—-—dk e—nk) — (ay 4+ k),
und dehnen dieselbe auch auf das Product

2. @Oy A5 eee s Qg = 0 13
aus. Eben so schreiben wir
S@fety)f(@42y) .. fletny—y) =f"(x,+¥)

und auch
1

(I—ay(1—ay)(l—ay)....(1—an) =1 —-a"”H) K
Die Grundsiitze der Binomialcoefficienten lassen sich daan auf folgende
Weise ausdriicken:
3 mm—1.m—2..m—nt1 __ (m;——-i) (m - 1)’"-"' —mm -1 m—2...n41
¢ 1.2.3....n T\ 41 1,41 1.2,3....m—n *
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m,»—i)n (m,—l -t (m-}-l,-—-1)”
4. (x,+1 + 1,+‘1) A N T B
n—1IWN\"fn—m,—1\"_ (n,—1\" [n—v,—1\"
5. (1,+1) ( 1,41 )—‘(1,+1) ( 1,1 )
n,-——l m m,__«l))n—u_ n’__i v v’__l n—m
0. (1,+1) (1,+1 =\1,F1 (1,+1)
Die Formel (6.) erscheint hier vielleicht zuerst; in ihr und in (5.)
sind die angegebenen Vertauschungen der Elemente oft von Nutzen.
Wir schliefsen gleich noch ein brauchbares Zeichen an, um das
blofse Vorkommen oder Auftreten von »n Grifsen ay, 2,y @y .... @,_,

anzudeuten; dies geschehbe nemlich durch
7. n! Qs

Dem Zeiger § werden alle ganze Zahlen von O bis 2#—1 bei-
gelegt.  Also eine Function von xy, x;, 2,5 .. .. x,_; wird ausgedriickt
durch f(n!xs). Diese Bezeichnung erspart oft viele Weitliufigkeiten.

Ferner hezeichnen wir die Combinationen ohne Wiederho-
lungen zu je m der Elemente a,, @,, a,, .... @,y durch
8. (myn!ay)
und dic Combinationen mit Wiederholungen durch
9. [m, n!as]
Es finden bei dieser Bezeichnung bekanntlich folgende Formeln Statt:
10, (my,s+1/ntsF0)=(m,s!n+sF0)4n(m—1,s'n+sF3)
1. [mys41/ntsFd]=[m,s!n+sFo]+n[m—1,s4+1/n+sF]
Die erste derselben heilst also: die Combinationen ohne Wieder
holungen zu 7 Elementen aus den s-}1 Elementen
n-ts, nds—1, n}s—2, .... n+4+1, n

oder auch
n—s, n—s-+1, n—s-42, ....n—1, n

sind zusammengesetzt aus allen Combinationen dieser Art, denen das Glied »
fehlt, und dem Producte desselben mit den Combinationen zu 7,2 —1 Ele-
menten, denen ebenfalls dieses Glied mangelt.

Ist in den beiden letzten Gleichungen s==7, und man wiihlt die
untern Zeichen, so sind die Elemente nur 0, 1, 2, 3, .... 7, und dann
schreiben wir diese Gleichungen, mit Auslassung der Zeiger, ganz einfach

12, (myn+1) = (m,n)4n(m—1,n)
13. [myn+4-1] = [m,n]4n[m—1, n-41]
10 *
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§. 4.

Wir gehen jetzt zu einer Methode der Reihen-Entwickelung und
der Summation iiber, deren Grundbegriffe uns einfacher und allgemeiner
zu sein scheinen, als die der Differenzen-Rechnung, welche gewihnlich zu
diesem Zwecke angewandt wird.

I. Hat man die Functionengleichung

1. 0@) = fl@ty)+f(x)
und multipliciet sie mit (F)**!, nachdem man in ihr x| 2y statt x ge~
setzt hat, so entsteht
FrHQ@tny) = F S (wnt Dy) — (T f@+ny)
Wird von dieser Gleichung die Summe nach # genommen, so verwandelt
sie sich in
n|(F)y @ (wtay) = 2|(F)HSf (@ +1)y) —n| (F) flx+0oy)
Trennt man hier von der ersten Reihe der rechten Seite das letzte Glied
ab, und von der zweiten Reihe das erste, so erhiilt man
ny(F)HQ(xtay) =
(n—1|F)H S (et )y) + (F) S (@tny) —fx) — (a—=1|(F)* f(wH(o+1)y)
Die beiden Reihen rechts heben sich nun gegen einander auf, und es bleibt

2. 2fF)YQxtoy) = F)fl@tny)—f(x)
oder

FO@)+0+9) FO@-+27) F ook (B Qb —y) = (F) Sw-+ny)— )
IL Essel 3 g@) = flety) £ 4@f(@

Man multiplicire diese Gleichung mit

Y(@+y) Y@+ )Y @+3y) b (@tmy) = L7 (@ty, 1)
so erhiilt man

Y (@ty, TP @) = L (xty, +0)flety) 24 (@ 450 (x)
Diese Gleichung kann aufgefalst werden als
¥(myx) = F(m—L,x+ty) LI (m,x)

und giebt dann, wenn man sie mit (1.) und (2.) vergleicht,

nf(Fyt V(m—e,x+toy) = (F)' F(m—n,x+ny)—F(m,z)
Wird nun 7, = n—1 gesetzt und das, was 7 und F bedeuten, so erhiilt
man hieraus
4:] n|(F)y 4 (aty oy, +y) @ (wtoy) = (F) S (wtny)— 4" (#,47)fx)
oder
TV @ty 1) (@) +4" (w12, 1) @ (wty) T4 (#13y, Ty) Pl t2y)t e

vt (F) @ (etny—y) = (F)f(xtny) — V" (=, +y) [ (x)
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Die Gleichung
S Q@) = x(x)f(w+>’)+\#(w)f(x)

la('st sich eben so behandeln; denn multiplicirt man sie mit
X" (@ —Y,—y) L (@ 4y, +y)

X" (@—y,—Y) ¥ (@+y, +y) P(x)
= X" (@, =y )V (@+y, +y) floty) 1" (@—y, —y) 7 (@, 1) f(®)
et Plm,p,x) = F(m+1, p—1, 2+y) £ F(m, p, )
und hieraus durch Vergleichung mit (1.) und (2.) '
6. 2|(F)+ Vim0, p—0,x+0y)=(F)'F(n+n,p—n,x4-ny)—F(m, p, x)

Zur Versinnlichung dieser Formeln withlen wir einige Beispiele,
1) Es ist

30 entsteht

"= m(ac——~1 __ xmi xm

=T a1/ T i =
®(m) = f(m—+1) —f(m)
Diese Gleichung verwandelt sich nach (2.) in

n|@(m+e) = f(m+n) — f(m)

oomtn xm

oder

d. h,

nlx’"‘"” =
x—1 x—1
oder, wenn man mif x™ dividirt:
7. dHxFf T = njx = :i
2) Die Gleichung (4.) des §. 3.
mt1, —L\® m,-—i) (m,—l 1
1,41 1,41 1,1
kann aufgefalst werden als
fim+1,n) = f(m,n) 4 f(m,n—1)
und liifst sich dann in die drei Formen bringen:
8. fmtl,nt1) = f(n, n1)+ flmm,n)
9. f(mynd-1) = f(m4-1,n4-1)— f(m, n)
10. f(m,n—1) = f(m~+1,n)—f(m,n)
deren Vergleichung mit (1.) und (2.) ergiebt:

1. kl(_)o (m-i-f--ll_ri) +l+o= (_)k %,:_::_})n-{-l_- (m,___-_—_l)"

1, 71
=

13, kl mj-:- I.1 - (T_;l’—f},_-l—i)n _ (TI:_-:‘T_-})’L
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Kiinftig wollen wir ein Glied, welches aus einem links:vorherge-
henden entsteht, wenn in diesem irgend ein Element, z. B, £, gleich Null
gesetzt wird, durch (£ = 0) bezeichnen. Dann schreiben wir z. B. die
letzte dieser Gleichungen: - :

(7)) + )+ G e () = (B5T) - 6=0)
3) Es ist

(a,+a)? (a+pa, +a)"P = (¢, +a)"
(ad-ma, 4ay (a+pa,+-a)" = (a-pa, +ay
(a++ma,+a) (a, +“)m = (a,+a)"*?
Hier sollen ¢ und a ganz beliebige Elemente sein, 72 und p aber nur po-
sitive oder negative ganze Zablen. Bilden wir nun noch aus den entspre-
chenden Elementen 4 und 2, #» und ¢ drei iihnliche Gleichungen, so kin-
nen diese mit den obigen auf folgende Weise zusammengestellt werden:
14 {(a-l—moe,-%a\ﬂ’ (a.+a)| (atpa,+a)™P — (atpa,+a)™ (a,-{-a)'f
C NGB ABT T 0B Ot aB AR T (bFgB B (4,18

admatar Vo d@n _ (a4 (o4
. + - =
15 {(b‘i'"ﬂ, +8)— 1} 0, +5)" (6, + )+ * &, +8)"

Diese Gleichungen lassen sich auffassen als
V(a,b)=1F(a+tpo,b+493)+F (a,b) und V(m,n)=F(m+p,n+g)+F(m,n)
und werden durch Vergleichung mit (1.) und (2.) summirt, Aus (14.)
erhalten wir z. B. fiir m = n, p=1, g=—1
(a, 40" | (a—e, 4! | (a—2a to)"! (a—kata,+ o)™

16 gt Gt Gren g Tt Gr e =
(a—ao,+ )"t (a—kee, + )"
(b} 0,47+t = n(efi—neff—afi—be)(b+kF, +5)" — (¢ =0)
Bei diesen Summationen kommt es nur darauf an, die Elemente in den
Gleichungen (14.) und (15.) so zu wiihlen, dafs die Summeuzeiger aus
den eingeklammerten Theilen der linken Seite verschwiuden. Die Glei-
chungen (14.) und (15.) sind sehr allgemein; aus ibnen fliefsen auch leicht
die Reiben (11.), (12.) und (13.), so wie noch viele andere.

4) Setzt man 2y = %

wo y und = Functionen von x sein mbgen, so erh.ﬂt man durch 7z mali-

ges Differcnziren nach x, und Multipliciren mit £ die Gleichung

1 an _ xn—l an l + xh an
n

n Ox* oant Jx™

welche aufgefalst werden kann als
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@(n) = fn—1) L (n)f(n);-
und dann durch Vergleichung mit (3.) und (4.) folgende Relhe giebt:
alto  Qltoz i 87‘

= /El( )0(1 F1 axl+a+( )k(1 +1)k
5. Wir haben bis jetzt die Auflisung der Glenchung (1.) und 3.)
nar benutzt, um Qx in eine Reihe zu entwickeln; sie diene zugleich
aber auch dazu, die Form von fx durch @2 und Y zu bestimmen,
oder, was dasselbe ist, zur Integration von Differenzengleichungen.
Bekanntlich sind von den Diflerenzengleichungen

yn=~Ry+Q und Ay+4Py=Q

die Integrale

x 0
=)= wd y= -, jz—%
(R [t—P. ]

Diese beiden Differenzengleichungen sind aber nichts anderes, als
fle+h)—d@)f(x) = ¢(x) und flx+4i)—(1—Yx)f(z) = Q=
und nach der Formel (4.) erhiilt man hieraus durch eine leichten Ande-

rung der Werthe der Elemente
x f g (ho)
flla) = VOl el 2 + fo}

und

) = A O e o}

wo f0 die zum Integral zu fiigende Constante ist.

Fir i=1 fallen diese Ausdriicke mit den obigen Integralen zu-
sammcn. Es scheint mir iibrigens vortheilbaft, diese Integrationen und
die obigen Reihenentwickelungen in einen unmittelbarern Zusammeunhang
zu bringen, als gewdshnlich geschieht,

§. 5.
Ist Q(n,k) eine Function der Grifsen 2 und £ von der Beschaffen-
heit, dals
L o+1,k+1) = @(r+1,5) +@(n,h)
und dals sie fiir negative Werthe von 2 und solche, die grilser als # sind,
verschwindet, so folgt aus diesen Annahmen, wenn man erst n—=—1
und dann 2 =1% setazt,
2, Q(0,k41) = @0,k
3. QU1 k1) = Q(hE)
Hat man nun die Gleichung

4. fl@) = flaty) £ f(xt2)
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und multiplicict sie mit (+)" @ (n,4), nachdem man in ihr x-- (z—y)7 statt
x gesetzt haty, so erhiillt man v

5. (B)"@@k)f(x4(z—y)n)

= (1) @ (k) f(z+y+(s—p)n) + (XM @ (nh) f(w+y+ (s —y) (n1))
Bezeichnet man der Kiirze wegen f(x4(s—y)n) durch # () und
f(@+y+(z—y)n) durch ¥(n), und denkt sich dann n durch die ganzen
Zahlen von O bis 2 verinderlich, so verwandelt sich (5.) in
(nH1)(£) @(0,k) P (o) = (n+-1|(£)° @ (0, 1)F(0) +(n4-1](£)H' (0, k) Fo+-1)
Wird nun von der ersten Reihe der rechten Seite das erste Glied abge-
sondert, und von der letzten das letzte, so entsteht mit Riicksicht auf (1.)
und (2.)
(n+1)(E) @ (o, %) 7 (0)

= ¢(0,K) FO)+n](X)Hep(o+1,k) F(o 1) +nl(1)7 ¢(0,k) Flo+1)4 (1) g(n, k) F(nt1)
= ¢(0,4+1) FO)+nl(£)o+ {p(0+1,0)+ 9 (0,8)} Flo+1) + (L) + ¢(n, %) Flnt 1)
= @(0,k+1) FO)+nj(+)H ¢(o+1,k4+1) F(0+1) + (£)+ @(n,k) F(n+1)
= ¢(n+1|(£)° ¢(0,k+1) F(0) + (1)"+ p(n, %) F (n+1)

-oder 6. (I D1 S (=+ =) 0)
= (n41{(1)° @ (0, k+1) f(xty+ G—y) 0) + (£t @ (n, k) f(xty+ (z—p) (n+1))
Verschwindet fiir irgend einen Werth von 7, den wir durch r be-
zeichnen wollen , das letzte Glied @ (k) f(x+2+2(z—y)r) dieser Glei-
chung, so erhalten wir
7. rHE) ¢, D) et G=o) = r+1 L)’ (o, k+1) flx+y +(z—y)0)
Ist aber n =14, so kann, vermige der Bedingung (3.), auch das letzte
Glied der Formel (6.) mit in die Reihe der rechten Seite aufgenommen
werden, und es ergiebt sich daraus dann
8, k+1|(E) 9 (0, k) f(ct(z—p)0) = (kF2J(X)° ¢ (0,k+1) fl@ty+ (z=—y)0)
Die Gleichungen (7.) und (8.) lehren, dals man die Grolse x immer um
ein y und- die Grifse & um die Einheit vermehren oder vermindern kann,
bis man, wenn dies nmal geschehen ist, zu den Formeln gelangt:
9. (r+1(Dr¢(ok) S+ (z—p)o) = (r H( D) @(0,k tn) flx £ nyt (z—p)0a)
10, (k+1[{E) ¢ (0, k) f(x + = ¢) = (ktnt+1}(£) ¢ (0,kE n) f(@tny+(z—) 0)
welche mit Riicksicht auf die Bedingungen, denen die Function @ unter-
worfen ist, fiir £=0 und @ (0, 0) = ¢ in die folgenden iibergehen :
1L of(®) = ({2100 f(@+ry+(—y)0)
12, cf(®) = (r+1|(+)7 (@ n) fx—ny +(s—y)c)
13, cof(x) = (n4-1[(X)° @ (e, ) f(e4ny 4 (z—¥)0c)
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In der Gleichung (10.) kann ein negatives » bei der Annahme
k£ = O nicht Statt finden, weil man nicht weils, was eine negative Sum-
menzahl bedeutet, wohl aber bei der Annahme n =#, wodurch man

(k+1[(£)Y @(0:h) f(@+H(z—y)0) = cf(x—Fky) ‘
findet, welche Gleichung aber, fiir &+ ky statt o, mit (13.) identisch
wird. Eben so entsteht aus (9.) eine mit (11.) identische Gleichung, wenn
man fiir den negativen Werth von 2, £ = » setzt,

Aus der Gleichung (4.) des § 3. ist ersichtlich, dals die Binomial-
coefficienten unter der in (1.) aufgefilhrten Function verstanden werden
kiénnen., Wir schliefsen daher aus (13.), dafs sich die Fdnctionengleichung

. [fl@) = flety)tfl@+2)

immer binomisch entwickeln Lilst, so dafs"
15, o) =il (o) fEtr ey =

f(w+ﬂ1)+( )ﬂw+ny—-y+z)+( +1) flztny— 21'-l~2z:)+(1 +l)ﬂ$‘+ny—3y+3z)
+.o0 H(E)fl@tnz)

Verschwindet aber fiir irgend einen Werth von r das Glied f (w+z+(z-—-y)r),

8o erhilt man, nach (11.) und (12.), auch noch

16, f@) = 1|y (25) fetnrHa—y0)
17, f@) = ¢+l () S @—ny+(z—y)0)

Ganz auf dieselbe Weise hiitte man auch diq noch allgemeinern

Funcﬁouen 18. ¢(n+1’k+1) == @(n-‘—'l,k)-!— a¢(ﬂ,k>
und 19. f(@) = flz+y)tof(z+32)

mit einander combiniren konnen, ‘wo o als ein constanfer Factor ange-
nommen wird. Die Vergleichung von (18.) mit der Gleichung (12.) des
§. 3. lebrt, dafs unter dieser Form die Combinationen ohne Wiederholun-
gen begriffen sind, dafs sich also eine Gleichung wie (19.) in eine Refhe

entwickeln lifst, deren Coefficienten aus solehen Combinationen bestehen,
‘ (Der Schiufs folgt im nichsten Hefte,) *
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