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25.

Extraits de lettres de M. Ch. Hermite a M. Jacobi
sur différents objets de la théorie des nombres.

Premieére lettre.

P:rés de deux années se sont écoulées, sans que j’aie encore répondu
a la lettre pleine de bonié, que Vous m’avez fait honneur* de m’écrire *).
Aujourd’hui, je viens Vous supplier de me pardonner ma longue négligence,
et Vous exprimer toute la joie, que j’ai ressentie en me voyant une place dans
le recueil de Vos oeuvres. Depuis long—temps éloigné du travail, j’ai été bien
touché d’un tel témoignage de Voire bienveillance; permettez-moi, Monsieur,
de croire qu'elle ne m’abandonnera pas; elle me devient encore en quelque
sorte d’un plus grand prix, en me sentant, aprés un long intervalle ramené
de nouveau a DI'étude, sur la voie de quelques unes de vos pensées. |

Jai cru voir l'origine de belles et importantes questions d’analyse dans
cette partie de Votre mémoire: ,De functionibus quadrupliciter periodicis etc.”
o Vous établissez l'impossibilité d’une fonction a trois périodes imaginaires.
L’algorithme si singulier, par lequel Vous réduisez a un degré de petitesse
arbitraire les deux expressions *

ma-m'a’ - m"a’, mb- m'b' -}-m"b",

n'est-il pas le premier exemple d’un mode nouveau d’approximation, ou les
principales questions de la théorie des fraclions continues, viennent se repré-
senter, sous un point de vue plus étendu?

Par exemple, étant données deux irrationnelles 4, B, on pourra dé-
terminer lorsqu’elle existe, toute relation linéaire telle que:

Ao+ Bbtc =0

ou @, b, ¢, sont entiers. Qu'on prenne en effet,

mAd—m' = «, mB —m'" = f3,

#) Cette lettre imprimée dans le Journal de M. Liouville vol. XI page 97 et dans le
premier volume des ,Opuscula Mathematica™ page 357 porte la date du 6 aout 1845.  J.
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o et (3 pourront devenir aussi petits que I'on voudra, d’ailleurs on en conclura:
ao-t+b63 = m(Aa--Bb)— am'— b = — (am' - bm" -+ cm).

Le second membre de cette égalité est un nombre entier, donc ac- 53 ne

pourra diminuer au dela de I'unité sans se réduire a zéro. Ainsile calcul des

nombres, m, m', m", poussé a cette limite, il n’y aura plus qu’a convertir g
en fraction continue pour obtenir la relation cherchée.

Cherchant a appliquer le nouvel algorithme, aux irrationnelles, définies
par des équations du 3° degré a coefficients entiers, j’ai vu s’offrir quelques
questions d’une grande éiendue auxquelles je me suis principalement applique,
et qui m’ont amené a considérer la méthode d’approximation que je me pro-
posais d’étudier, sous un point de vue bien éloigné de son origine. C’est dans
quelques propriétés tres élémentaires des formes quadratiques a4 un nombre
quelconque de variables, que j’ai rencontré les principes d’analyse dont je Vous
demande la permission de Vous entretenir. A

Jai tiré de ces principes une démonstration de Votre beau théoréme
sur la décomposition des nombres premiers 5m -1, en quatre facteurs com-
plexes, formés des racines cinquiemes de l'unité. Je ne sais, Monsieur, s’il
me sera donné de Vous suivre dans les nouvelles régions de I’Arithmétique
transcendante, dont Vous avez ainsi ouvert la voie. Jusqu'ici, j’ai eu plutot
en vue dans cette recherche, 'application qui s’offre d’elle-méme a la’ théorie

de la division des fonctions Abéliennes dependante de lintégrale /;/(1

Peut-étre, d’ailleurs, trouvera~t-on la, des éléments nouveaux, pour cette
question si difficile des lois de réciprocité des résidus de 5° puissance, sur
laquelle Vous avez le premier appelé I'attention des géoméires.

Tout polynome homogéne du second degré a = -1 variables,
[(@y @y ... 2,),

peut étre mis sous la forme:

[ L PTRSIL.

. d.x‘o d‘zl‘ dx,
Si Pon pose:
L df df d
z‘dxo—" )9 '%'JE:"— 19 v e %—dx’::Xn’ .

en nommant, [) le déterminant relatif a ce systéme d’équations linéaires, la
substitution des variables X,, X, .... X, conduira & un nouveau polynome
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que je représenterai ainsi, savoir:
F(X,, X,,... X))
. D
Cela étant, je nommerai D, le déterminant de f, et F), la forme adjointe a f;
on trouve ensuite aisément, que la forme adjointe a F, sera: D"7'f.

La notion des formes adjointes donne le théoréme suivant:
Si la forme f, a =41 variables «,, «,, ... «,, se change par la sub-
stitution:

0

0

I

AL 'i’ “'}"1 ‘l" “"}"2 + "l‘ a("_l)"'n 1— &y
Byos+By1+B"ys 4+ + By — 2

I

lyoJr l’ I—H"y + +l("""yn 11—, =0
en la forme g, qui n’en renferme plus que n, le déterminant relatif a A
s’obtiendra par la forme adjointe ', en donnant aux variables X, X,, ... X,
respectivement, les valeurs représentées par les coefficients des termes
Loy &1y .. T, dans le déterminant de la substitution, ces derniers termes
étant regardés comme une (n--1)°" colonne de coefficients.

Un autre théoréme essentiel, dans mon analyqe, se fond sur la proposition
aisée a démontrer, qu’étant donnée une forme binaire (@, b, a’) de déter-
minant négalif — D et dont les coefficients ne sont plus entiers, mais des
quantités quelconques, I'on peut toujours trouver deux nombres entiers premiers
entre eux, «, (3, tels qu'on ait:

ao’ +2bef L d'B* << y(4D).
Quant aux formes de déterminant positif I), on obtient dans touts les
cas la limite inférieure:

\

ac*4-2bof3 1+ d'3* << yD.

Soit actuellement f(x,, x,,.... x,) une forme quelconque a n-|}1 va-
riables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels, et dont le déter-
minant soit I} en valeur absolue, je dis qu'on pourra toujours trouver
n+-1 nombres entiers, o, 3, y, ... &, tels quon ait:

n+1
£ B, 75+ H) < (YD,
Supposons que ce théoréme soit vrai pour les formes de » variables,
on pourra démontrer qu’il est vrai aussi pour les formes de n-|1 variables,
il sera donc vrai en général puisqu’il a lieu pour les formes binaires. Cette
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démonstration se base sur le lemme,
que Pon peut toujours déierminer = colonnes de n-{ 1 nombres entiers
telles qu'en ajoutant une (r4-1)*"° colonne et formant le déterminant,
les coefficients multipliés dans ce déterminant par les différents termes de
la (n-}1)®< colonne, soient des nombres entiers donnés.

En effet, étant proposés n--1 nombres entiers quelconques,

o, B oy, ... x, A,
déterminons @, b, c, ...k d’une part, ¢, d', ... k' de lautre, par les équations:

ap—bo=mn,, cy—emy=mn, ... kx—bkn,_,=n,,,
ot 1, désigne le p.g.c. d. de o et 3, 7, le p.g. c. d. de y et 7y, ... 7,_,
le p. g. c. d. de 7, et x, on saura prouver que le déterminant du systéme:
o £ o bd b bed ... k.0
ni ﬂ? n3 n4
1) —= & _ed  ade _aed... k:d
nl 9‘2 nS n‘i
@ o =& 9 o ... k.
n2 nl’l n4
3) o ot —m _d¢ T 4. k2
= = .k
(n) 0 0 0 o ... (—1)yn,,,

est:

a(0)+BM)+y @)+ -+ F4(n).

Ce lemme joint au théoréme ci-dessus fait voir que si l'on déduit
d'une forme [ de n--1 variables une autre f, de n variables, en sub-
stituant aux n-|1 variables des fonctions linéaires de n variables aﬁcte’es
de cocfficients entiers, on pourra choisir ces fonctions a substituer de
maniére que le determinant de f, devienne

F(a:ﬂ:”-l)’

F étant la forme adjointe de [ et o, 3, ... ) des entiers donnés & Uar-
bitraire.

L’adjointe de F' étant D"~'f, on pourra donc aussi déduire de F' une
forme de m variables F|, dont le déterminant sera

D' (0, 3, ... 4),

@, 3, ... & étant des enliers donnés quelconques. Donc, dans Ihypothése
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admise pour des formes de n variables, la forme F), et par suite la forme ¥
elle méme, pourra prendre une valeur moindre que

. DY f (e, 3,.. 1)),
valeur que je ‘désignerai par F'(ay,3), .. 4). On prouve de la méme ma-
niére que f pourra prendre une valeur moindre que

($pe=n VF (a5 Bos - - A)s
valeur que je désignerai par f(o',(3,..4"). On aura donc

F@, B, 1) < (3RO 0y, By - - ho)
F(0y, o, . . ) < (AHDY(D™f(a, B, .. 1)),

et par suite :

n2—1 ,9 )
fe, B, ) <<@™ V(D' f(e, B, .. 1))
En continuant de la méme maniére et en posant
[, B0, .. i0) =[O, flo, B .. 1) = fO
n—1 n?

" yDt =1,

’
on trouvera successivement

f'<<i &Zf“”, rr<ijf, .. fm™< l}u/f('n—l),
d’ou suit (
1 1 n2m

1
fom < l""ﬁ"‘ PrA Ty Vre.
On pourra donc, en prenant m assez grand, parvenir a une valeur de f,

o <I o o< ()0 D,
ce qu’il fallait démontrer.
De nombreuses questions me semblent dépendre des résultats précédents.
Voici en premier lieu comment j’ai essayé d’'y ramener Votre nouvean mode
d’approximation.
A et B étant les quantités données, je considére la forme ternaire

[ = (&'— Az} + (2" — Bx)' | l;—i,

dont le déterminant est une quantité positive quelconque -+ Pour toutes les

"

valeurs de 4, on saura déterminer trois nombres entiers, m, m', m", tels

quon ait: Vo " | mt 1
(m' — Am)* -+ (m" — Bm) +7 < %“;7;9

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft3, 35
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et par suite:

: 2 1 ppe 2. 2 3
m——Am<;/3--;/d, m Bm<1/3 e ’”<V3'Vd-
Les deux premiéres relations font voir qu'on peut rendre simultanément

d’un degré de petitesse arbitraire, m'— Am, m"— Bm, la troisieme donne

! "
o) . . . m m
la mesure précise de I'ordre d’approximation des fractions T > €n mon-

. . 1 . .
trant que I'erreur est proportionnelle a " Enfin la forme adjointe de £,

étant:
.Z"2+.Z",2

(x4 Ax' -+ Bx" )+ —
le calcul conduit encore a une suite de nombres entiers, tels que «, 3, 5,

qui rendent la fonction linéaire Ao - B[)'—-I—Q/? de l'ordre ;1; ou et on

1
'E?a
démontre que s'il existe une relation telle que: Aa-+Bb-+|¢=0, a, b, ¢
étant entiers, on verra la fonction Aa4Bb4-c¢, s'offrir nécessairement a
partir d’un certaine valeur de 4, puis se reproduire indéfiniment, pour toutes.
les valeurs plus grandes.
Voici d’autres conséquences.
Soit
Fa) = a2+ A"+ . -+ Kae+L = 0

une équation quelconque irréductible a coefficients entiers et dont o, 3, .. 4

soient les racines; si la congruence F'(x) = 0 admet une solution x =«

pour un certain module IV, en posant:

¢p(a) = Nr,+4 (¢ —a)x,+ (& — @) 2y - - + ("' — a2, _,,
z,, x, etc. désignant des entiers, la forme
f= g@eB)..90)
représentera toujours des nombres entiers multiples de N: or je dis
qu’on pourra trouver une infinité de systémes de valeurs de x,, =, .. @,_,
pour lesquelles on ait
f= M.N,
I’entier M étant au dessous de la limite,
tneneny { A\
@ren (=),
dans laquelle 4 représente le produit des n(n —1) différences des ra-
cines o, 3, .. A prises deux a deux.
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Supposons en premier lieu les racines o, 3, .. 4 réelles, je considére
la forme quadratique & » variables:

[ = Dg*(@)+Dig*(B)+ -+ + Dy 9*(4)
ou Dy, D,, .. D,_, sont essentiellement positifs: soit D), le déterminant de f,
on saura trouver pour ,, o, .. &,_;, un systeme de valeurs entiéres telles

qu'on ait:
[ = o@eyD,
w étant moindre que l'unité. Or le produit des quantilés positives D,¢’e,

n
D,¢’B etc. ne pourra jamais dépasser son maximum (7':—) , correspondant au

cas ou elles sont toutes égales, on aura donc:

D

D(JDI > Dn—lf2 << (%)%"("—1)7—&;'

Il faut ici obtenir D), qui est le déterminant relatif au systéme des équations
linéaires dont les premiers membres seraient:

v A df _Af

gy, tdx,? ' %drna

.

Or on trouve sans difficulté:
D = J.D()Dl . Dn——l' N2,

ce qui conduit a la limite annoncée.

Comme il ne reste dans le résultat aucune trace des quantités, D,
D,, .. D,,, il suit qu’en leur attribuant toutes les valeurs possibles, les
mémes multiples de N se reproduiront nécessairement une infinite de fois,
pour une infinité de systemes de valeurs distinctes de x,, x,, .. x

n—1-

Si Iéquation proposée, F'(x)==0, n’a plus toutes ses racines réelles,
on fera correspondre dans la forme f, a chaque couple de racines conjuguées

o, (3, le produit Dygp(a)p (), au lieu de D,¢*(e)+ D,¢*(3). Dans le cas
ou toutes les racines seraient imaginaires, ce qui suppose le degré un nombre
pair #=2u, on sera conduit de la sorte a la forme

f= Dp@pB)+Digp(y)p@)+ -+ D) p(A).
Le déterminant s’obtient aussi dans ce cas aisément, et 'on trouve:
D = (D,D,.. D, -5 N
35*
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Comme on a d’ailleurs:
‘u
D,D,..D,.f < (L)
et '
[ = w@eyD,
on en tire la limite: ‘
AN
dn(n~=1) { <
M < (—‘3!_) (nn) bl
qui ne difféere pas de celle que nous venons d’obtenir dans le cas des ra-
cines réelles.
Supposons que I’équation proposée soit:

xP—1
xr—1

— 0,

qui donne lieu & une congruence soluble pour tout module premier N=/kp -1,
4 sera alors: p*~*. Ainsi dans le cas de p=>5, on aura la limite

5,53
)G

laquelle est =1 mais <Z 2, donc on aura précisément
f = N.

C’est, comme Vous voyez, Monsieur, la démonsiration de Votre théoréme.

Mais il y a plus. Prenant p =17, on trouve I’expression

(3) G
qui est moindre que 6. Or la forme f étant toujours =0 ou 1 suivant le
module 7, on ne pourra avoir encere dans ce cas que f=N.
Considérons, en second lieu, I'équation #'(2) =0, qui a pour racines

xP—1
xr—1

les (p—1) périodes de deux racines de =0, on aura la proposition

que la congruence F'(z) = O est resoluble pour tout module premier N=/p—1.

On trouvera alors: 4 = pt®=), d’ou l'on tirera comme ci-dessus la limite
de M. Dans le cas de p=17, n =23, il vient:

A AR '
M < (3) (3
et par suite M < 3. Or il est facile de voir que suivant le module 7 la
forme f est toujours =0, 1, ou —1. On ne peut donc admettre que M — 1.
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De la résulte ce théoréme,
que lout nombre premier Tm—1, est décomposable en trois facteurs
complexes formés des racines de Uéquation :
24 22—22—1=0.

En réfléchissant aux questions précédentes, j’ai été conduit a m’occuper
de la théorie de la réduction des formes quadratiques a un nombre quelconque
de variables, qui m’a semblé devoir étre introduite dans I'étude des expres—
sions telles que f. De méme que pour les formes binaires, on obtient ce
résultat que pour un déterminant donné, elles se laissent distribuer en un
nombre toujours fini de classes. La méthode de réduction devra reposer encore
sur ’emploi de substitutions linéaires a coefficients entiers, et au déterminant
+1, par lesquelles une forme donnée est changée en une autre entiérement
équivalente et de méme déterminant. Voici quelques réflexions sur ce sujet.

Soient d’abord

x, o X)X, +e"X,4 . . faM)X,
BXABX AR XA .. LA7X,

z, = X, + VX + VX4 . F X,
les substitutions qui changent f(x,, x,,.. x,) en la forme équivalente et de
méme déterminant F'( X, X,, .. X,). Nommons

I00s Y1y - Yn)s  G(Xy, Yoy . X,

les formes adjointes respectivement a f* et F, par la définition méme donnée
ci-dessus des formes adjointes, on prouve trés facilement que 1’on aura:

I(Yos Yis -+ Ya) = G(KM Yu Yn)’

Z,

en posant:
Y= ey, + By + .. + iys
Y, =dy + By + .. +¥y,

Y, =a®y+ "4 . .+,

Il suit- de cette proposition que si dans la forme f I'on change seule-
ment les n variables x,, &,, .. =, en d’autres X, X,, .. X,, pour obtenir
la transformation correspondante de la forme adjointe, on aura a changer
seulement les n variables y,, y2, .. y, en dauires ¥,, ¥,, .. ¥,, et ré-
ciproquement. D’ou I'on voit qu'en changeant dans la forme adjointe les
n variables y,, y2, .. y, en dautres Y,, Y,, .. Y,, par la transfor-
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mation correspondante de la forme proposée, le coefficient de x ne seru
pas altere.
Changeant au contraire, dans la forme proposée, la seule variable x,
en X par la substitution,
z, = X+do,4d"z,+ .. e,
les substitutions correspondantes a faire dans la forme adjointe seront,

M 171_0"3’09 Y= Ifz_a”ﬁn e Y= Yn-—a(n)}’u-
D’ou l'on voit qu'en changeant, dans la forme proposée, la seule variable
Z,, par la transformation correspondante de la forme adjointe ne seront
altérés que les termes multiplies par y, et yj.
Voici le résultat que j’ai obtenu au moyen de ces lemmes:
ysNommons réduife une forme .
FX, X,, .. X,),

du déterminant D), telle en premier lieu qu’en faisant,

dF ) )
%FXF = AX,+BX,|-CX,+ -- 4 LX,,

on ait:
N n-+41 ;
A<<@r"yD, B<<id, C<<idA, .. L<}A,
telle encore que la forme adjointe a F, &(Y,, Y\, .. Y,), représente
pour ¥,=0, elle aussi une forme réduite: si I'on sait ramener les for-
mes d’ordre » a des formes équivalentes réduites, on saura aussi ramener
a des formes équivalentes réduites, les formes d’ordre m4-1.”

En effet, lorsqu'on se propose de changer la forme donnée / dans une auire
équivalente fi(xj, xi, .. x,), au moyen de la substitution,
x, = oxy+ o'z .. { o2,

Byt By .. 40,

Ty

1l

x, = ixo+Nxl .. 1%, ‘
on peut prendre pour ¢, (3, .. 4 des entiers quelconques sans commun divi-
seur, puisqu’on sera toujours maitre de délerminer les autres nombres o', 3', .. 1/,
o", 3", eic. de maniére que le determinant des (n-1)* coefficients soit égal
a +1*). Prenons donc pour o, 3, .. 4 les entiers sans commun diviseur

*) M. Hermite avait ajouté a sa letire la résolution la plus générale de ce pro-
bléme publiée depuis dans le Journal de M. Liouville vol. XIV page 21.
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par lesquels on peut satisfaire a P'inégalité

n+1
flos By o ) <($) yD,
en nommant A le coefficient de a’ dans la transformée f;, on aura 4=—

[(e, 3, .. ) et, par suite,
n+1
A< $PYD.

La forme f(x,, ®;, .. x,) étant transformée dans la forme équivalente
[(xi,xy,..a)), supposons en méme temps la forme adjointe & £, g(yo, Yis -+ ¥n)
~ transformée dans 'adjointe a fi, ¢,(¥,, Y5, Ys,-.y.). Faisons ensuite dans
cette derniére ¥, =0, et ramenons la forme d’ordre n, ¢,(0, yi, Y5, .- yi-
a une forme équivalente réduite, aux variables yy', yi, .. y). Supposons
que par la méme substitution la forme g¢,(Yy, y1, ¥y}, .. y.) soit changée en
92X, ¥y yds .. yW), cette forme représentera pour ¥ =0 la forme réduite
d’ordre n. Transformons en méme temps la forme fi(z}, i, .. x,), dont
g1 est ladjointe, dans la forme fy(x), X,, X;, .. X,) dont P'adjointe est g,.
De ce qu’on a remarqué ci-dessus, il suit que par cette derniére transforma-
tion le coefficient de «|’, 4, ne sera pas altéré. Enfin faisons

) = X,+m X4 mX,4 .. m, X,

yi = Y\—m Y, y) =Y, —mY,, .. yon=Y,—mY,
et supposons que par ces substitutions f, et g, soient changées respective-
ment en

F(X,, X,, X, .. X;) e Gy, ¥,, Vi, .. Y,),
le coefficient de X; dans F sera encore A et la forme G' représeniera en-
core pour Y,=0 la ‘réduite d’ordre ». Or posant

, Of, __ Az)+ bX, + X, .. +IX,

204",

o — AX,+BX,|CX, .. }LX,,

of, _ OoF .
on aura ox, = OX, et, par suite,

B=bttmd, C=c4+mAd, .. L=1+4+m,A
Donc, m,, m,, .. m, pouvant éire des entiers quelconques, on saura les dé-
terminer de maniére qu'on ait
B<3A4A,C<<}A,..L<}A,
et Pon aura ainsi satisfait a toutes les conditions.
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Je remarquerai a présent qu’étant donnés

F
8‘9% et GO, Y., Y,, .. Y,

en méme temps que le déterminant D de F', on connaitra la forme
GY,, Y, ..Y)et par suite, F(X,, X,, .. X). En effet, soit
F = X,(4X,4 BX, 4 CX, + - +LX,)
+X,(BX,+BX,+CX,+ .- +L'X)
+X,(CX,+C'X,+C"X,+ .. +L"X,)

+ X (LXALX, A L' X} - + LOX,),
G = Yo((*‘l)Yu‘i‘ (B)K"l' o —I_(L)Yn)
+Y,.(B)Y,+(BYY,+ - +(L)Y,)
+Y. (L)Y, + (L)Y, + - - +LM)Y,),
on aura
A4)+ BB+ CC)+ -+ + LL) =D
AB)+BB)+CC)+ -- + L) =0
AC)+BCC)+CC)+ -+ +LWAL") =0

I

l

AL)+BWL)+CWL")+ - 4+ L(L™)= 0.
Or étant donnés % et (0, Y,,.. Y,), on connaitra
4, B, C, .. L

et touts les n* coefficients (B'), (C’) etc., d’ou I'on déduira par les » derniéres
équations, les valeurs des coefficients

(B), (C), .. (L),
et par la premiére, D étant aussi donné, celle du coefficient (4). On connaitra

donc touts les coefficients de &'(X,, ¥, .. ¥,) et, par suite, ceux de
F(X), ‘Xrl, .. X,,).

Par ce qui précéde on prouve aisément que les formes d'un ordre
quelconque attachées & un méme délerminant, peuvent étre ramendes i un
nombre fini d'entre elles. Et d’abord il suit des conditions ci-dessus que
les coefficients 4, B, .. L ne pourront prendre qu’un nombre fini de valeurs,
ensuite le déterminant de la forme 60, Y,, Y,, .. Y,), étant D"'4, sl
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est démontré que les formes d’ordre n d’'un méme déterminant peuvent étre
ramenées a un nombre fini d’entre elles, on n’aura pour chaque valeur de A
qu'un nombre limité de formes & (0, ¥,, Y¥,, .. ¥,). Or, par les nombres
A, B, .. L et la forme G0, Y,, Y,, .. Y,), élant déterminée la forme
d’ordre n+1, F(X,, X,, .. X,), ces formes aussi seront en nombre fini.
Ainsi la proposition étant admise pour les formes d’ordre m, elle sera démon-
trée pour les formes d’ordre »-{-1. Elle est donc vraie en général puis-
qu'elle a lieu pour les formes binaires.

Vous voyez, Monsieur, que jomets tout-a-fait, le cas important oii_
'on a A==0; mais cette circonstance n’est point a considérer, lorsqu'on se
propose seulement de poursuivre les rapports que j’ai essayé d’établir entre
les formes quadratiques définies et les expressions désignées ci-dessus par f.
Les résultats précédents me semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches,
mais dans lequel je n’ai presque fait.jusqu’ici qu’entrevoir une longue série
de questions et de problemes difficiles a résoudre.

Convenons d’abord des notations suivantes, savoir:

f = Flw)f(w)..f(w.),
en prenant:
f(w) = zypo(@)+ @91 (0)+ ++ 220, (0),
¢;(w) désignant la fonction a coefficients entiers:
a;4 b0+ c;w*+ - - - Low",

et les quantités wy, w,, . . w, étant toujours les racines d’une méme équa-
tion irréductible a coefficients entiers et dont celui de la plus haute puissance
est 'unité. Je considére ensuite (dans le cas ou toutes les racines ' sont
réelles), la forme quadratique définie, d’ordre n-|-1,

f = Dofl (wo)'*"leg(wl) "{‘ .. +an2(wn)‘)
ou Dy, D,, .. D, sont supposés essentiellement positifs. En nommant £2 le
produit des n(n--1) différences des racines w prises deux a deux, et 4 le

déterminant du systéme:
a 4 .. a4,
'bu bl .« . b,. <
L 4 .. 1,
on trouvera pour le déterminant de f° I'expression:

D= D,D,.. D, 1.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 36



274 25." Lettres de M. Hermite @ M. Jacobi sur la théorie des nombres.

Cela posé, faisons la substitution :
= oX)+dX, 4+ . . +aMX,
r, = BX4pA X+ . . +B7X,
z, = A X,+ VX, + .. +4a0X,,
les coefficients étant déterminés par la méthode exposée tout-a-Iheure, de
maniére a réduire la forme adjointe a f. En posant pour abréger:
Bi(w) = P gy(w)+ O () - - +1Vg, ()
F(o) =X, ®y(0)+ X, Py(0)+ -+ +X, P, (),
la forme quadratique f* deviendra d’une part:
F = D,F*(w))+ D, F*(w,)+ - - + D, F*(w,),
et la forme f, de l'autre:
§ = F(w)F(w,) . . F(w,).
Or voici le dernier résultat auquel je suis arrivé, et qui me parail appeler
bien de recherches aprés lui.
Les substitutions en nombre infini, correspondantes a touts les systemes
possibles de valeurs des quantités D,, D,, . . D,, ne conduiront jamais
qu'a un nombre essentiellement limité de formes .
De la se tire aussi toute la théorie de la réduction des formes f.
Je me suis principalement fondé sur la proposition suivante:
Etant donnée une forme' quadratique f dordre n-+1, de déterminant DD,
réduite d’aprés la méthode ci-dessus, soient
‘ (@), (@), (@), . . (@)
les coefficients des carrés dans la forme adjointe g, on aura d’abord,
comme on sait,
(a®) < $YD,
puis pour toutes les valeurs ¢=1,2,.. a:
(&Y (@) < @YD),
p étant un facteur numérique, dépendant uniquement de n et i.

Je vais prendre les formes fernaires pour exemple de la méthode qui donne
ce résultat.

A}

Soit axi|2bx,x,+42cxy 2, elc. la forme réduite donnée et

(@)yi+(@)yi+(@)y:+20) yoy, F2(0)yoy2 +2(¢) y1y2
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son adjointe g, la théorie générale donne en premier lieu les relations:

a<®)YD, b<tas, c<ja;
ensuite pour y,= 0, ¢ doit devenir une forme binaire réduite. Cette derniére
étant représentée par (a')yi+2(c¢')y,y.+ (a")y:, son déterminant, comme
on le sait, est ), on a donc encore:
@) <{(4aD), ()@ <$aD, (¢)<}(a").

Or des relations:

a(a)—{-b(b)\—[—c(c) = D

a(b)+b(d)te(c) =0

"~ a(c)+b(c)+e@) =0,
on déduit sans difficulté:
(<< $@d), @) (a")<<aD, (c)(a")<<aD.

Done, aprés avoir multiplié les deux membres de la premiére équation par (a")’
et divisé par a, on obtient: ’

(@)(a") < $D*+aDy($aD),
et enfin, en remplagant @ par sa limite supérieure:
(@)@} <5D
La propriété énoncée ci-dessus des formes réduites, qui m’a long-
temps échappé, donne lieu & beaucoup d’autres conséquences que je suis forcé
d’ometire. Seulement j’observerai encore qu’en prenant pour point de départ ¢
au lieu de f, et nommant a® les coefficients des carrés dans cette derniére
forme, on serait arrivé pour les formes ternaires aux relations:
a' << %;/D, o dd' << (g)ﬁ/D’*, aa” <3D,
et on trouverait dans le cas général:
n+1 i . n4l
a(") < (%_)%” ]/D, a(") a("") < w -‘/D'+1’
d’ou l’on tire encore:
a™’" q") <<y, D.
Appliquons maintenant ces résultats a la forme quadratique:
F = D,F*(w))+ D, F*(w,)+ - + D, F*(w,),
dont le déterminant a pour valeur:

D = D()Dl- .D,IJQQ.
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Il est aisé de voir qu’on aura:
a? = Do‘-l’g(wo) +D1 D} (w,) + o + D, D} (w,),
donc en premier lieu:
D,D,.. D, & (w,) P (w,) . . B2(w,) < a™"",
d’ou:
D, (wy) Py (wy) « . Bp(w,) < p. 4L,
ce qui reproduit une conséquence obtenue précédemment. Secondement, fai-
sons abstraction dans a™, du terme D, P} (w;), il est clair quon aura:
D,D,..D;,_Dy,,..D,. (bﬁ(wo)}ﬁi(wl) o B (W) D (0141) « - D (0,) << (@),
donc combinant cette inégalité avec la suivante:
D, b} (w;) < a®,

et posant pour abréger:

¥i(wp) = Di(wy). D, (wo)q5 (1) . - Py (W4y) Pr(Wpyy) « - P (wy),
il viendra:

D,D,..D, ?I’,?(&)k) < (a™)'(aP) <<v.D,
d’ou:
Pi(wy) << vd 8

Or #;(w) est, comme on le voit aisément, un polynome entier en w.
Les diverses valeurs de ce polynome correspondantes aux diverses racines
w,, W, .. W,, étant toutes finies et méme proportionnelles a 42!, il en sera
de méme de touts ses coefficients qui sont des nombres entiers; de la suit
immédiatement le résultat que je voulais obtenir.

On peut mettre en effet F'(w;) sous la forme:

F(wk) = ¢ (wk) {X "l‘ n—1 d;l—(l(:,)k) _l_ + lq) (wk) + §

ou bhien:

Flo) = o)Xt X+ Xog @44

Donc toutes les formes f en nombre infini, qui correspondent a une méme
valeur du déterminant 4, peuvent étre ramenées par les substitutions précé-
dentes a un nombre d’entr’elles essentiellement limité, car les combinaisons
de toutes les valeurs entiéres possibles pour les coefficients des polynomes
¥;(w) sont en nombre fini. Enfin ces derniéres formes qu'on peut nommer
réduites, se représenteront elles-mémes une infinité de fois en employant
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successivement les diverses substitutions qui. correspondent & touts les systémes
de valeurs imaginables des quantités positives. D,, D,, .. D,.

Dans le cas spécial des formes f que j’ai d’abord considéré, pour
démontrer Votre théoréme sur les nombres premiers Hm--1, on démonire
facilement que les polynomes ¥;(w) contiennent touts en facteur le nombre NN,
c’est donc uniquement de £2 que dépendront les limites des coefficients dans
les formes réduites. On entrevoit ainsi la possibilité d’obtenir, par exemple,
tout ce qui se raltache a la représentation des nombres premiers 11m-|-1,
par des facteurs complexes formés des racines onziémes de I'unité, en opérant
non plus sur chaque nombre donné, mais en général sur les racines de I'équa-
lion 2" =1.

Mais j’ai hate, Monsieur, de finir cette longue lettre, oa il n’y a plus
place pour la théorie des fonctions elliptiques. Je n’ai pu jusqu'ici faire a
mon gré celte recherche de I'ensemble des transformations de la fonction O,
ni retrouver ce résultat si remarquable de la réduction du module ¢ a la limite
e—7v%, dont Vous m’avez parlé dans Votre lelire. Oserais-je Vous deman-
der quelques éclaircissements sur ce point? Mr. Borchardt, a eu la bonté
de me meltre un peu sur la voie pour déduire les propriétés des fonclions @
de la multiplication des quatre séries Ze~(*+° mais je ne sais si je pourrai
marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de Vous prier de me rappeler
a son souvenir, j’ai entendu Mr. Sturm parler avec de grands éloges de son
mémoire publié par Mr. Liouville.

Ayez la bonié, si Vous le jugez convenable, de faire paraitre dans le
journal de Mr. Crelle quelques uns des résultats précédents, j’essayerai ensuite
de les développer plus complétement.

P. S. Japergois a I'instant que I'algorithme indiqué pour déterminer
les nombres entiers «, 3, .. A tels qu’on ait:

n+1
fle, B,.. 5 = @D
peut étre présenié d’une maniére: bien plus précise.

En premier lien pour les formes binaires de déterminant — D: ,on
ne peut objecter que les opérations continuent a Pinfini, car on verrait s’offrir
une infinité de quantités a, o', a" etc. liées par les relations a > a' = a" etec.
et par conséquent différentes. Mais a chacune d’elles correspondent deux
nombres entiers o™, 3™, qui donnent p. ex.

a™ = aa™' 4 2bo™MpBM L /B,
Crelles Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 3, 37
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Ces nombres sont essentiellement limités, donc il faudrait qu’'une méme com-
binaison o, 3 se produisit dans le cours du calcul une infinité de fois, ce qui
conduirait & supposer égaux, contre I’hypothése, une infinité de termes de la
suite a, d', 4"’ etc.”

Pour les formes fernaires: ,désignant pour abréger f(al™, A, yt™)
par fC, on voit naitre de la continuation du’calcul précédemment proposé,
une suite de quantités, f, f’, f" etc. liées par les relations,

' <<y(@&XDf), "<<y($’Df) ete.
Or on obtiendra la limite annoncée, dés qu’il se présentera une valeur f¢"'"
égale ou supérieure a la précédente f. En effet, de

[0 > ot [ < Y@ D),
on déduit aisément:
[ < 4yD.

D’ailleurs on ne peut admettre, dans le cas d’une forme définie, que les opé-
rations se prolongent indéfiniment, car les nombres o™, 3™, (™ étant essen-
liellement limités, on verrait se reproduire une infinité de fois une méme
combinaison de ces nombres entiers, ce qui ramenerait les mémes termes dans
la suite f, f’, f", contrairement a I'hypothése. Si la forme [ est indéfinie,
mais a coefficients entiers (seul cas dont j’aurai besoin plus tard), la méme
conclusion subsiste, puisqu’une suite de nombres entiers décroissante ne peut
aller a Dinfini.”

Pour les formes quaternaires. ,Or ici se représentent les mémes
considérations que dans le cas des formes ternaires; dés que le calcul con-
duira 4 un terme f*" égal ou supérieur au précédent, on obtiendra Ia

limite annoncée, car de f"+D = flm e} f<'"+‘><f/((g)“D2f"")), on -déduit:
, f('")<(-§)%;/11. D’ailleurs les opérations s’arréteront toujours, quels que soient
les coefficients, si 'on opére sur une forme définie, et la méme chose aura
lien pour une forme méme indéfinie, mais a coefficients entiers.”

(La continuation de ces lettres au cahier prochain.)

——

Berichtigungen in diesem Hefte.
S. 22 Z. 19 v. o. ist statt der 9 Wurzeln dreimal ya, ¥/, yc zu lesen.
— 220 — 1 v. u. sind ({ —2m) und (n—17) zu vertanschen.
— 228 — 9 v. u. ist statt ,,erste” zu lesen ,,zweite”’
— 229 — 16 v. o. ist vor bc—a'? einzuschalten: ,,b so wie”
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