
261

25.
Extraits de lettres de M. Ch. Hermite a M. Jacobi

sur differents objets de la theorie des nombres.

Premiere lettre.

JL res de deux annees se sont ecoulees, sans que j'aie encore repondu
a la lettre pleine de bonte, que Vous m'avez fait Thonneurpde m'ecrire*).
Aujourd'hui, je viens Vous supplier de me pardonner ma longue negligence,
et Vous exprimer toute la joie, que j'ai ressentie en me voyant une place dans
le recueil de Vos oeuvres. Depuis long-temps eloigne du travail, j'ai ete bien
touche d'uri tel temoignage de Votre bienveillance; permettez-moi, Monsieur,
de croire qu'elle ne m'abandonnera pas; eile me devient encore en quelque
sorte d'un plus grand prix, en me sentant, apres un long Intervalle ramene
de nouveau a Tetude, sur la voie de quelques unes de vos pensees.

J'ai cru voir Porigin^ de belies et importantes questions d'analyse dans
cette purtie de Votre memoire: „De functionibus quadrupliciter periodicis etc."
oü Vous etablissez rimpossibilite d'une fonction ä trois periodes imaginaires.
L'algorithme si singulier, par lequel Vous reduisez a un degre de petitesse
arbitraire les deux expressions %

ma + m'a' + m1 'a", mb + m'b' + m" h",
n'est-il pas le premier exemple d'un mode nouveau d'approximation, oü les
principales questions de la theorie des fractions continues, viennent se repre-
senter, sous un point de vue plus etendu?

Par exemple, etant donnees deux irrationnelles A, B, on pourra de-
terminer lorsqu'elle existe, toute relation lineaire teile que:

Aa + äb + c *= 0
9 b, c, sont entiers. Qu'on prenne ea effet,

mA — m' = a, mB — m" = ß,

*) Cette lettre imprimee dans le Journal de M. Liouville vol. XI page 97 et dans le
premier volume des „Opuscula Mathematica" page 357 porte la date du 6 aout 1845. J.
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262 SS. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombres.

a et β pourront devenir aussi petits que Γόη voudra, d'ailleurs on en conelura:
aa^b = m(Aa-\-Bb} — am'— bm" = — (am'-fbm"-j- cm).

Le second membre de cette egalite est un nombre entier, donc aa-\-b ne
pourra diminuer au dela de l'unite sans se reduire a zero. Ainsi le calcul des
nombres, m, m', m", pousse a cette limite, il n'y aura, plus qu'a convertir —
en fraction continue pour obtenir la relation cherehee.

Cherchant a appliquer le nouvel algorithme, aux irrationnelles, definies
par des equations du 3e degre a coefficients entiers, j'ai vu s'offrir quelques
questions d'une grande etendue auxquelles je me suis principalement applique,
et qui m'ont amene a considerer la methode d'approximation que je me pro-
posais d'etudier, sous un point de yue bien eloigne de son origine. C'est dans
quelques proprietes tres elementaires des formes quadratiques a un nombre
quelconque de variables, que j'ai rencontre les principes d'analyse dont je Vous
demande la permission de Vous entretenir.

J'ai tire de ces principes une demonstration de Vqtre beau theoreme
sur la deeomposition des nombres premiers 5w?-|~l, en quatre facteurs com-
plexes, formes des racines cinquiemes de l'unite. Je ne sais, Monsieur, s'il
me sera donne de Vous suivre dans les nouvelles regions de l'Arithmetique
transcendante, dont Vous avez ainsi ouvert la voie. Jusqu'ici, j'ai eu plutot
en vue dans cette recherche, l'application qui s'offre d'elle-meme a la theorie

S* l

de la division des fonctions Abeliennes dependante de l'integrale / , x
 5 *

Peut-etre, d'ailleurs, trouvera-t-on l , des elements nouveaux, pour cette
question si difficile des lois de reciprocite des residus de 5e puissance, sur
laque e Vous avez le premier appele l'attention des geometres.

Tout polynome homogene du second degre a ιι-j-l variables,
f* l i

j \*^ () ί l ί . · · ·»* fi j ,

peut etre mis sous la forme:

Si i'on pose:
l_rf£= = J£ i J*f = Y i df =X

//v dv "*" ' * * /?<v n^ *"tflA/n M«X/ j \4Jin

en nommant D le determinant relatif a ce Systeme d'equations lineaires, la
Substitution des variables^, -Xi, JTn, conduira a un nouveau polynome
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2S. Lettres de M. Hermite M. Jacobi sur la theorie des nombres. 263

que je representerai ainsi, savoir:

D

Cela etant, je nommerai D, le determinant de /', et F, la forme adjointe /';
on trouve ensuite aisement, que la forme adjointe F, sera: Dn~lf.

La notion des formes adjointes donne le theoreme suivant:
Si la forme f , a n-\-l variables #0, o?l9 ... a?n, se change par la Sub-
stitution :

* «yo+«Vi+«iV2+--- + a(l|-1)r-i-^ = o
-h "r* + · · · + /^'r-i - ̂  = o

*' V» + · - · + ̂ Vn-l - *n = 0

en la forme ^ qui n'en renferme plus que n, le determinant relatif g,
s'obtiendra par la forme adjointe F, en donnant aux variables -3ζ,, XL, .. . JTn

respectivement, les valeurs representees par les coefficients des termes
x-0, j?19 . . xn dans le determinant de la Substitution, ces derniers termes
etant regardes comme une (w-|-l)iome colonne de coefficients.

9
Un autre theoreme essentiel, dans mon analyse, se fond sur la proposition
aisee a demontrer, qu'etant donnee une forme binaire («, b, af) de deter-
minant negatif — D et dont les coefficients ne sont plus entiers, mais des
quantites quelconques, Γόη peut toujours trouver deux nombres entiers premiers
entre eux, a, , tels qu'on ait:

<m2 + 2ba -f a' 2 < j/(f D ).
Quant aux formes de determinant positif /λ on obtient dans touts les

cas la limite inferieure:

Soit actuellement f(x^ Χι·> ---- #„) une forme quelconque a w-j-1 va-
riables., dont les coefficients soient entiers ou irrationnels, et dont le deter-
minant soit D en valeur absolue, je dis quon pourra toujours trouver
fi-j-1 nombres entiers , α, β, γ, . . . λ, tels qiion ait:

f(a, β, γ, . . . λ)
Supposons que ce theoreme soit vrai pour les formes de n variables,

on pourra demontrer qu'il est vrai aussi pour les formes de n-fl variables,
il sera donc vrai en general puisqu'il a Heu pour les formes binaires. Gelte
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264 i*·1 Lettres de M. Hermite a M. Jacobl sur la theorie des nombres.

demonstration se base sur le lemme,
que Γόη peut toujours determiner n colojmes de n-\-l nombres entiers
telles qu'en ajoutant une (w-j-l)iiime colonne et formant le determinant,
les coefficients multiplies dans ce determinant par les differents termes de
la (η-|~1)ίέιηβ colonne, soient des nombres entiers donnes.

En effet, etant proposes n-f l nombres entiers quelconques,
<*, β, γ> - · · *, λ,

determinons a, b, c, ... k d^ine part, c', df, ... k' de l'autre, par les equations:
a — ba = nL, c'y — cn^ = n2^ . . . k1 κ — knn^=nn_^

o πΑ designe le p. g. c. d. de a et , n2 le p. g. c. d. de γ et π19 . . . nn_L

le p. g. c. d. de πη_2 et κ, on saura prouver qtte le determinant du Systeme:

\yj

(1)

(2)

r<n

«1

et

0

ο

«y «c5
Λ2 ™S

^ cr3
^2 ^3

Π* ^2

«crfi ,

** -rj. . . c/ et .

. . Π/ . Λ

..Α;λ

. . A . λ

& 2

(») ο ο ο ο ... (-ΐ)χ_!,

Ce lemme joint au theoreme ci-dessus fait voir que si f n dedmt
dune forme f de n -j- 1 variables une autre fa de n variables , en sub-
stituant aux n -f l variables des fonctions lineaires de n variables affectees
de coefficients entiers9 on pourra choisir ces fonctions a substituer de
maniere que le determinant de fa devienne

J^ etant la forme adjointe de f et a> > ... λ des entiers donnes Far-
bitraire.

L'adjointe de F etant Dn~lf, on pourra donc aussi deduire de F une
forme de n variables F() dont le determinant sera

""y(«,ft . · .*),
a, , ... λ etant des entiers donnes quelconques. Donc, dans l'hypothese
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23. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombres. 265

admise pour des formes de n variables, la forme F() et par suite la forme F
eile meine, pourra prendre une valeur moindre que

valeur que je designerai par F(a{), (>, . . λ()). On prouve de la meme ma
niere que f pourra prendre une valeur moindre que

valeur que je designerai par f(a', ', . . λ'). On aura donc

f(a', ', . . λ') < (ί)*("-1}Μ«ϋ» &» · · *«)

>(«„, /?„, · · λ«)< (f^-'VC^-'/K β, . . λ)),
et par suite

/·(«', β',., λ' )< (^ ycD-VCa, , . . λ)).
En continuant de la meme maniere et en posant

f (<**>, fi», . . A«) = f®, f(a, , . . λ) = fW

on trouvera successivement

r<ijf™, r
d'o suit

H 1 . 1 - . 1 »
(m) "̂  «2 "4 2^-1)/•(

On pourra donc, en prenant m assez grand, parvenir a une valeur de f,

ce qu'il fallait demontrer.
De nombreuses questions me semblent dependre des resultats precedents.

Voici en premier lieu comment j'ai essaye d'y ramener Votre nouveau mode
d'approximation.

A et B etant les quantites donnees, je considere la forme ternaire

f = (4-Ax? + (*/'-Bxf+^

dont le determinant est une quantite positive quelconque -j·. Pour toutes les
valeurs de J, on saura determiner trois nombres entiers, m, m', m", tels
qu'on ait:

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 35
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266 28. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nonAres.

et par suite:
___ , _

Los deux premieres relations f nt voir qu'on peut rendre simultanement
d'un degre de petitesse arbitraire, m! — Am, m" — Bm, la troisieme donne

la mesure precise de Pordre d'approximation des fractions — , — , en mon-

trant que Terreur est proportionnelle a — ̂  — . Enfin la forme adjointe de f ,
etant :

le calcul conduit encore a une suite de nombres entiers, tels que a, β, γ,
l lqui rendent la fonction lineaire Αα-\-Ββ-}-γ, de Tordre -γ ou -^-, et on

deraontre que s'il existe une relation teile que: Aa-\-Bb-\-c==0^ a, b, c
etant entiers, on verra la fonction Aa -\-Bb-\-c, s'offrir necessairement a
partir d'un certaine valeur de^/, puis se reproduire indeliniment, pour toutes %

les valeurs plus grandes.
Voici d'autres consequences.

Soit
F(x) = xn-\- Ja?"-1-)- · - + a? + L = 0

une equation quelconque irreductible a coefficients entiers et dont a, , . . λ
soient les racines; si la congruence F(x) = 0 adraet une solution χ = a
pour un certain module N, en posant:

φ (a) = Nx(i -f (« - a) x, + (a2 - a2) *2 + · - + (a"-1 - ^~2) ̂ ^ ,
a?o, Λ?! etc. designant des entiers, la forme

f = 9 («) 9 ( /? ) · · V (*)
representera toujours des nombres entiers multiples de N: or je dis
qu'on pourra trouver une infinite de systemes de valeurs de a?0', o?! , . . o?,,̂
pour lesquelles on ait

j = M.N,
l'entier M etant au dessous de la limite,

dans laquelle 4 represente le produit des w(n— 1) diiferences des ra-
cines a, , . . λ prises deux a deux.
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2 . Letfres de M. Hermite M. Jacobi sur la theorie des nombres. 267

Supposons en premier Heu les racines a, , .. λ reelles, je considere
la forme quadratique a n variables:

f= DvV*W + Drf( )+.-+Dn_lq>2(V .

ου Z?o, A , . . />„__! sont essentiellement positifs: soit D, le determinant de/',
on saura trouver pour #·,,, & ! · > · . £"„-1, un Systeme de valeurs entieres telles
qu'on ait:

ω etant moindre que l'unite. Or le produit des quantites positives Ο(ίφ2α,
· / f\n

Di<p β etc. ne pourra jamais depasser son maximum ( — j , correspondant au
cas ou elles sont toutes egales, on aura donc:

n π π f2 <^ ί4\Μ*—ο ** Tυ(}υ±. . i^„_jj <^ (^) —

II faut ici obtenir D, qui est le determinant relatif au Systeme des equations
lineaires dont les premiers membres seraient:

i **f ι df ! df

Or on trouve sans difficulte:

ce qui conduit a la limite annoncee.

Comme il ne reste dans le resultat aucune trace des quantites, D(},
/> ! , . . Dn^n il suit qu'en leur attribuant toutes les valeurs possibles, les
memes multiples de N se roproduiront necessairement une infinite de fbis,
pour une infinite de systemes de valeurs distinctes de x(}, x^, . . xn_i.

Si Tequation proposee, jF(a?) = 0, n'a plus toutes ses racines reelles,
on fera correspondre dans la forme /", a chaque couple de racines conjuguees
a, , le produit Ο(}<ρ(ά)φ(β], au Heu de /)0φ2(α)·{-D^( ). Dans le cas
ou toutes les racines seraient imaginaires, ce qui suppose le degre un nombre
pair n = 2μ, on sera conduit de la sorte a la forme

Le determinant s'obtient aussi dans ce cas aisement, et Γόη trouve:

35
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268 28· Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des .nombres.

Comme on a (Tailleurs:

et

on en tire la limite:

M

qui ne differe pas de celle que nous venons d'obtenir dans le cas des ra
cines reelles.

Supposons que Tequation proposee soit:

qui donne lieu a une congruence soluble pour tout module premier N ==kp-\- l,
Λ sera alors: pp~*. Ainsi dans le cas de p = 5, on aura la limite

laquelle est > l mais < 2 , donc on aura precisement
f = JV.

C'est, comme Vous voyez, Monsieur, la demonstration de Votre tbeoreme.
Mais il y a plus. Prenant p = 7, on trouve l'expression

3,
qui est moindre que 6. Or la forme f etant toujours =0 ou l suivant le
module 7, on ne pourra avoir encere dans ce cas que f = JV.

Considerons, en second lieu, l'equation jF(2r) = 0, qui a pour racines

les %(p—1) periodes de deux racines de —HT^^O, on aura la proposition

que la congruence F(z) = 0 est resoluble pour tout module premier N==kp—1.
On trouvera alors: J = p^^\ d'ou Γόη tirera comme ci-dessus la limite
de M. Dans le cas de /? = 7, r i==3, il vient:

et par suite M << 3. Or il est facile de voir que suivant le module 7 la
forme f est toujours =0,1, ou —i. On ne peut donc admettre queJ(f==l.
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28. Lettres de M. Hermite M. Jacobi sur la theorie des nombres. 269

De la resulte ce theoreme,
que tout nombre premier 7m—l, es t decomposable en trois facteurs
complexes forme's des racines de Vequation:

*3-[-*2_2*-l = 0.
En reflechissant aux questions precedentes, j'ai ete conduit m'occuper

de la theorie de la reduction des formes quadratiques a im nombre quelconque
de variables, qui m'a semble devoir etre introduite dans l'etude des expres-
sions telles que f. De meme que pour les formes binaires, on obtient ce
resultat que pour un delerminant donne, elles se laissent distribuer en un
nombre toujours fini de classes. La methode de reduction devra reposer encore
sur Pemploi de substitutions lineaires a coefficients entiers, et au determinant
+ 1, par lesquelles une forme donnee est changee en une autre entierement
equivalente et de meme determinant. Voici quelques reflexions sur ce sujet.

Soient d'abord

xn =
les substitutions qui changent f(x^ x^ . . -a?„) en la forme equivalente et de
meme determinant F(X^^X^ .. Xn}. Nommons

les formes adjointes respectivement a f et F, par la definition meme donnee
ci-dessus des formes adjointes, on prouve tres facilement que Γόη aura:

y(r ,r„. .rn) = G(Y0,rt9 rn),
en posant:

F„ = «y0 + y, + . . + ly„
T, = afyo -f. 'Yl + . . + λ'γη

Yn =«<">
II suit de cette proposition que si dans la forme f Γόη change seule-

ment les n variables a?19 ^2, . . xn en d'autres ^ζ, X^ .. Xn^ pour obtenir
la transformation correspondante de la forme acljointe, on aura a changer
seulement les n variables yn y2^ · · yn en d'aulres F19 F2, . . Fn, et re-
ciproquement. D'ou Γόη voit qu'en changeant dans la forme adjointe les
n variables y19 y^, . . yn en d'autres FA, F2, . . Yn, par la tramfor-
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270 SS. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theone des nombres.

mation correspondante de la forme proposee, le coefficient de xl ne seru
pas altere.

Changeant au contraire, dans la forme proposee, la seule variable x{}

en X par la Substitution ,

les substitutions correspondantes faire dans la forme adjointe seront,
7i= FI — aVo, 72= F2— a"y0, . . yn = F„ — «<">>·„.

D'o Γόη voit qu'en changeant, dans la forme proposee, la seule variable
x(}, par la transformation correspondante de la forme adjointe ne seronl

lteres que les termes multiplies par y(J et yl.
Voici le resultat que j'ai obtenu au moyen de ces lemmes:

Nommons reduite une forme„

du determinant D, teile en premier Keu qu'en faisant
, dF

on ait:

teile encore que la forme adjointe a F9 G(Y(^ Yi, . . !Fn), represente
pour ^==0, eile aussi une forme reduite: si Γόη sait ramener les for-
mes d'ordre n a des formes equivalentes reduites, on saura aussi ramener
a des formes equivalentes reduites, les formes d'ordre n-f 1."

En effet, lorsqu'on se propose de changer la forme donnee f dans une autre
equivalente fi(x'u, &[·> · · ^«)9 au moyen de la Substitution,

x() = axr
()-\-afx( . . -J-a^a^

xn = .
on peut prendre pour a, /?, . . λ des entiers quelconques sans commun divi-
seur, puisqu'on sera toujours maitre de delerminer les autres nombres a', ',.. λ',
«", β", etc. de maniere que le determinant des (n -f-1)2 coefficients soit egal
a ±1*). Prenons donc pour a, /3, . . λ les entiers sans commun diviseur

*) M. Hermite avait ajoute s lettre la resolution la plus generale de ce pro-
bleme publiee depuis dans le Journal de M. Liouville vol. XIV page 21.
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20. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombres. 271

par lesquels on peut satisfaire a I'inegalite

en nommant A le coefficient de x[? dans la transformee /i, on aura A
f(a, , . . λ) et, par suite,

La forme f(x^ a?19 . . xn} etant transformee dans la forme equivalente
f ( x [ ) , x [ , . . #!,), supposons en meme temps la forme adjointe a f , g(y^ y^ · · y„)
transformee dans Padjointe /i, ^i(F0, yl, 7 2 5 · · yn). Faisons ensuite dans
cette derniere 1̂  = 0, et ramenons la forme d'ordre n, ^(0, ri, yi, .· y!,),
a une forme equivalente reduite, aux variables y", y", . . y". Supposons
que par la meme Substitution la forme ^Ι(ΪΌ, yi, y£, . . yn) soit changee en
g<i(Y{), yi', yi', . · yn')j cette forme representera pour F=0 la forme reduite
d'ordre n. Transformons en meme temps la forme /1(#0, x\, .. arj,), dont
^ est Padjointe, dans la forme /i(.x*o, JEi, JT2, . . JTn) dont Tadjointe est ^r2-
De ce qu'on a remarque ci-dessus, il suit que par cette derniere transforma-
tion le coefficient de #[,2, ^9 »^ sera pas altere. Enfin faisons

x\} = X^m^Xm^X- . . mnXn

et supposons que par ces substitutions fz et ^2 soient changees respective-
ment en

F(X(„ X,, X,, . . Xn} et G(F0, F19 F2, . . Fn),
le coefficient de JTy dans l̂ 1 sera encore A et la forme G representera en-
core pour F0 = 0 la "reduite d'ordre n. Or posant

a/; F .on aura -̂ 7- = -g-sr et, par suite,

JB = b-\-mlA^ C==c-\-m2A, . . L = l-\-mnA.
Ejonc, I9i19 t/i2, · · »irt pouvant etre des entiers quelconques, on saura les de
terminer de maniere qu'on ait

et Γόη aura ainsi satisfait toutes les conditions.
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Je remarquerai ä present qtfetant donnes

4£ et £(0, F1? Fa, . . F„),

«n meine temps que le determinant D de F, on connaUra la forme
- , . . JT„). En effet, soit

F == ^(AÜ-f-B^H- CZ, + · · -f LJITJ

6? = F0((J)F„+(B)F1+
+ F1C(Ä)F0+(fl')F1+

on aura
· + L (L·) = D
. +!,(!/) = 0
· LI/ ' = 0

. -f L(L^)= 0.
nr»

Or etant donnes -5-«?- et 6r(0, Fn . . Fn), on connaitra

A, B, C, . . L
et touts les n2 coefficients (B'), (C") etc. , d'oü deduira par les n dernieres
equations, les valeurs des coefficients

(B), (C), . . (L),
et par la premiere, D etant aussi donne, celle du coefficient (Ä). On connaitra
donc touts les coefficients de 6r(F0!) F19 . . Yn) et, par suite, ceux de

Par ce qui precede on prouve aisement tfue les formes ffun ordre
yuelconque attachees ä un meme determinant, peuvent etre ramenees ä un
nombre fini d'entre elles. Et d'abord il suit des conditions ci-dessus que
les coefficients A, B, . . L ne pourront prendre qu'un nombre fini de valeurs,
ensuite le determinant de la forme 67(0, Fn F2, . . F„), etant Dn~lA, s'il
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2#. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombres. 273

est demontre que les formes d'ordre n d'un meme determinant peuvent etre
ramenees a un nombre fini d'entre elles, on n'aura pour chaque valeur de A
qu'un nombre limite de formes 6?(0, F^ Y2, . . Fn). Or, par les nombres
A, B, . . L et la forme β(0, F19 F2, . . Fn), etant determinee la forme
d'ordre n-\- l, F(X(), Xlt) . . JCn), ces formes aussi seront en nombre fini.
Ainsi la proposition etant admise pour les formes d'ordre n, eile sera demon-
tree pour les formes d'ordre n-j-1. Elle est donc vraie en general puis-
qu'elle a Heu pour les formes binaires.

Vous voyez, Monsieur, que j'omets tout~a-fait, le cas important ou
Γόη a ^4=^0; mais cette circonstance n'est point a considerer, lorsqu'on se
propose seulement de poursuivre les rapports que j'ai essaye d'etablir entre
les foroies quadratiques definies et les expressions designees ci-dessus par f.
Les resultats precedents me semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches,
mais dans lequel je n'ai presque fait . jusqu'ici qu'entrevoir une longue serie
de questions et de problemes difficiles a resoudre.

Convenons d'abord des notations suivantes, savoir:
f *=

en prenant:
f(u>) = 07o9D0 (ω)

φζ(ω) designant la fonction a coefficients entiers:

et les quantites ωϋ? ω19 . . ωη etant toujours les racines d'une raeme equa-
tion irreductible a coefficients entiers et dont celui de la plus baute puissance
est Punite. Je considere ensuite (dans le cas o toutes les racines sont
reelles), la forme quadratique definie, d'ordre w-j-1,

f = Ζ?οΓΚ)+'ο1Γ(«>ΐ)+··+^ηΓΚ).

ou i?o, D L, . . Dn sont supposes essentiellement positifs. En nommant Ω, le
produit des n(n-\-\} diiferences des racines ω prises deux a deux, et J le
determinant du Systeme:

Ό Ιι · · Ή,
on trouvera pour ie determinant de f l'expression:

D = DuDi .. Dn4*i2.
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Cela pose, faisons la Substitution:
•a?0 = «JSo + a'JSi-f . . -f a™Xn

x
les coefficients etant determines par la methode exposee tout-a-1'heure , de
maniere a reduire la forme adjointe a f. En posant pour abreger:

la forme quadratique /" deviendra d'une part:
F =

et la forme f, de l'autre:

Or voici le dernier resultat auq el je suis arrive, et qui me parait appeler
bien de recherches apres lui.

Les substitutions en nombre infini, correspondantes a touts les systemes
possibles de valeurs des quantites D(), D^ . . D„, ne conduiront jamais
qu'a im nombre essentiellement limite de formes $·

De la se tire aussi toute la theorie de la reduction des formes f.
Je me suis principalement fonde sur la proposition suivante:

itant donn^e une forme quadratique f d'ordre n -f- 1 , de determinant />,
reduite d'apres la methode ci-dessus, soient

(a), (<i% (O, · - («°°)
les coefficients des carres dans la forme adjointe #, on aura d'abord,
comme on sait,

puis pour toutes les valeurs i =1,2, . . n:

μ etant un facteur numerique, dependant uniquement de n et i.
Je vais prendre les formes ternaires pour exemple de la methode qui donne

ce resultat.
Soit aa$-f 2*ΑΡ0#ι + 2<?α?ο#2+βΙο. la forme reduite donnee et
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son adjointe g, la theorie generale donne en premier Heu les relations:

ensuite pour y0=0, g doit devenir une forme binaire reduite. Gelte derniere
etant representee par (ο>}γΙ-\-^(^}γιγ^·\·(αη}γ\^ son determinant, comme
on le sait, est aD, on a donc encore:

(«") < !/(f aD}, (a')(0") < %aD, (cf) <i(a").
Or des relations:

«(*) + *(*) +<?(*) =

(«O= 0,
on deduit sans difficulte:

(0 < ί («Ό, (*)(«") < «/>, (c)(alf) < aD.
Donc, apres avoir multiplie les deux membres de la premiere equa on par (a")2

et divise par «, on obtient:

et enfin, en remplagant # par s limite superieure:

La proprieto enoncee ci-dessus des formes reduites, qui m'a long-
temps echappe, donne lieu a beaucoup d'autres consequences que je suis force
d'omettre. Seulement j'observerai encore qu'en prenant pour point de depart g
au lieu de /*, et nommant a(0 les coefficients des carres dans cette derniere
forme, on serait arrive pour les formes ternaires aux relations:

et on trouverait dans le cas general:

aw

d'o Γόη tire encore:

Appliquons maintenant ces resultats a la forme quadratique:
F = J90F2(£o ) +

dorit le determinant a pour valeur:
D = D
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II est aise de voir qu'on aura:
α® = ΑϋΦϊ(ω

donc en premier Heu:
UoA . .Οη.Φΐ(ω^Φΐ(ωύ . . Φΐ(ωη) < <Ρ*+\

d'o :
Φη(ω0)Φη(ω1) . . Φη(ωη) < μ.4ί$,

ce qui reproduit une consequence obtenue precedemment. Secondement, fai-
sons abstraction dans a(n), du terrae Ο1ίΦΐ(α)ίί), il est clair qu'on aura:
D,D, . . D^D^ ..Dn. ΦΚω^ΦΚω,} . . ΦΙ (ωΑ-1) Φ* (co*+1) . . Φη

donc combinant cette inegalite avec la suivante:

et posant pour abreger:
^(ω

il viendra:

d'o :

Or ^(ω) est, comme on le voit aisement, un polynome entier en ω.
Les diverses valeurs de ce polynome correspondantes aux diverses racines
co0, ω19 .. con, etant toutes finies et meine proportionnelles a J&, il en sera
de m me de touts ses coefficients qui sont des nombres entiers; de la suit
immediatement le result t que je voulais obtenir.

On peut mettre en effet F(wk} sous la forme:
ΙΛ/ ^ rf> f, \ l nr \ -r Φη-ι(ω*) Γ ι τ Φ(ω*) ι lF(co4) = ΦΜ(ωΑ)|Χη + ̂ _1-^^^ +

ou bien :

Donc toutes les formes f en nombre iniini, qui correspondent a une meme
valeur du determinant z/^ peuvent etre ramenees par les substitutions prece-
dentes a un nornbre d'entr'elles essentiellement limite, car les combinaisons
de toutes les valeurs entieres possibles pour les coefficients des polynomes
Ψι((ο) sont en nombre fini. Enfin ces derniereS formes qu'on peut nomtner
reduites, se representeront elles-memes une infinite de fois en employant
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successivement les diverses substitutions qui correspondent ä touts les systemes
de valeurs imaginables des quantites positives D(), D^ .. Dn.

Dans le cas special des formes f que j'ai d'abord eonsidere, pour
demontrer Votre theoreme sur les nombres premiers 5wi-j-l, on demontre
facilement que les polynomes ^(co) contiennent touts en faeteur le nombreJV,
c'est donc uniquement de que dependront les limites des coefficients dans
les formes reduites. On entrevoit ainsi la possibilile d'obtenhv par exemple,
tout ce qui se rattache ä la representation des nombres premiers llfw-j-1,
par des facteurs complexes formes des racines onziemes de l'unite, en operant
non plus sur chaque nombre*donne, mais en general sur les racines de l'equa-
tlon a?"=l.

Mais j'ai bäte, Monsieur, de finir cette longue lettre, oü il n'y a plus
place pour la theorie des fonctions elliptiques. Je n'ai pu jusqu'ici faire a
mon gre cette recherche de l'ensemble des transformations de la fonction ,
ni retrouver ce resultat si remarquable de la reduction du module q a la liniile
-71/!, dont Vous m'avez parle dans Votre lettre. Oserais-je Vous deman-

der quelques eclaircissements sur ce point? Mr. Borchardt, a eu la bonle
de me mettre un peu sur la voie pour deduire les proprieles des fonctions
de la multiplication des quatre series -S^""(ax+l6)2, mais je ne sais si je pourrai
marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de Vous prier de me rappeler
ä son Souvenir, j'ai entendu Mr. Sturm parier avec de grands eloges de son
memoire publie par Mr. Liouville.

Ayez la honte, si Vous le jugez convenable, de faire paraitre dans le
Journal de Mr. Crelle quelques uns des resultats precedenls, j'essayerai ensuite
de les developper plus completement.

P. S. «PaperQois ä Tinstant que Talgorithme indique pour determiner
les nombres entiers a, ß, . . tels qu'on ait:

peut etre presente d'une moniere bien plus precise.
En premier lieu pour les formes binalres de determinant — Di „on

ne peut objecter que les operations continuent ä Tinfini, car on verrait s'offrir
une infinite de quantites a, a', a" etc. liees par les relations «>«'>>«" etc.
et par consequent differentes. Mais ä chacune d'elles correspondent deux
nombres entiers a("}, /2(n), qui donnent p. ex.
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Ces nombres sont essenliellement limites, donc il faudrait qu'une meine com-
binaison «, β se produisit dans le COUPS du calcul une infinile de fois, ce qui
conduiraH a supposer egaux, contre i'hypothese, une infinite de termes de la
saite a, a', a" etc."

Pour les formes ternaires: „designant pour abreger f(a(m\ M,y(m})
par fim*> on voit naitre de la continua on dur calcul precedemment propose,
une suite de quantites, f, f, f" etc. liees par les relations,

r < /«ι )3 οη , r < V« f W) ^
Or on obtiendra la limite annoncee, des qu'il se presentera une valeur / ' ( m f l )

egale ou superieure a la precedenle /*(w). En effet, de

on deduit aisement:

D'ailleurs on ne peut admettre, dans le cas d'une forme definie, que les ορό-
rations se prolongent indefiniment, car les nombres a(m),, (m\ y(w) etant essen-
tiellement limites, on verrait se reproduire une infinite de fois une meme
combinaison de ces nombres entiers, ce qui ramenerait les meines termes dans
la suite f, f , frf, contrairement a Phypothese. Si la forme f est indefinie,
mais a coefficients entiers (seuF cas dont j'aurai besoin plus tard), la meme
conclusion subsiste, puisqu'une suite de nombres entiers decroissante ne peut
aller a Pinfini."

Pour les formes quaternaires. „Or ici se representent les memes
considerutfon^ que dans le cas des formes ternaires; des que le calcul con-
duira a un terme /(m+1) egal ou superieur au precedent, on obtiendra la
limite ann ncee, car de fv+v^fw et ft«+» < ^((f )12/)γ^>), on deduit :

/*m)<C(i)^i/#· D'ailleurs les operations s'arreteront toujours, quels que soient
les coefficients, si Γόη opere sur une forme definie, et la meme chose aura
Heu pour une forme meine indefinie, mais coefficients entiers."

(La continuation de ces lettres au cahier prociiain.)

B e r i c h t i g u n g e n in d iesem Hef te .
$. 212 Z. 19 v. o. ist statt der 9 Wurzeln dreimal /Λ, /6, /c zu lesen.
— 220 — l v. u. sind (i —2m) und (Λ~-?) zu vertauschen.
— 228 — 9 v. u. ist statt „erste" zu lesen „zweite"
— 229 —16 v. o. ist vor ftc — «'2 einzuschalten:.„6 so wie"
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