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24.
Zur Theorie der binären kubischen Formen.

(Von Herrn F. Arndt.)

Wer Erste, weicher Untersuchungen über die binären Formen des drit-
ten Grades publicirt hat, ist bekanntlich Eisenstein (Bd. XXVII dieses Journals).
Die Resultate derselben beschränken sich indessen auf einige wenige Theoreme,
und beruhen auf derartigen Methoden, welche zur allgemeinen Lösung der
Fundamentalprobleme nicht führen können. Die Bestimmung der Anzahl der
Transformationen, sowie der Anzahl der kubischen Classen, welche zu einer
determinirenden quadratischen Classe gehören, aber nur für den besonderen
Fall, wo die Determinante dieser Classe gleich —4/>, und p eine positive
Primzahl 4wt-[ 3, die überdiefs zu den von Gaufs so genannten regulären
Determinanten gehört, ist im Wesentlichen Alles, wTas von Eisenstein in diesem
Gebiete geleistet worden ist. Denn der p. 76 erweiterte und ohne Beweis
aufgestellte Satz, in welchem nur noch die Einschränkung, dals die Deter-
minante ohne quadratischen Theiler sei, festgehalten wird, ist weder allge-
mein richtig (er gilt z. B. nicht für die positiven Determinanten), noch kann
er durch die früheren Principien bewiesen werden.

Diese Sätze von Eisenstein waren mir noch unbekannt, als ich im
Jahre 1850 an die Untersuchung der kubischen Formen ging. Die Resultate
derselben sind in der Zeitschrift von Grunert Th. XVII und XIX publicirt.
Man findet dort die Fundamentalprobleme, betreffend die Aequivalenz, Trans-
formation, Eintheilung in Classen, Einschliefsung vollständig gelöset. In Th. XIX
steht der allgemeine Satz, nach welchem sich die Classification der kubischen
Formen für eine beliebige Determinante bewerkstelligen läfst.

Die Auflösung einer gewissen Klasse von unbestimmten Gleichungen
höherer Grade mit 3 Unbekannten hat mich nun auf eine neue, überaus ein*
fache, Darstellung der Hauptresultate der Theorie der binären kubischen Formen
geführt, die mir der Mittheilung nicht unwerth geschienen hat. Es kommt da-
bei ein Lemma in Anwendung, dessen Beweis ich seiner Einfachheit wegen
übergehen zu dürfen glaube, nämlich:
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310 &*· Arndt, bin re kubische Formen.

„Es sei a prim gegen 2b und b2 — ac = D; man kann eine ganze
„Zahl B finden, so dafs B = b (mod. a) und B*~D (mod. 0") ist, wo
„n eine positive ganze Zahl. Auch ist dann an prim gegen 2B, und die
„unendlich vielen Werthe von B werden nach dem mod. an congruent
„sein."

„Ist ferner a prim gegen b9 b1—&ac — D, so kann man immer den
„Congruenzen B = b (mod. 2«), B2^D (mod. 4«n) gen gen, so dafs
„#" prim gegen B, und die B nach dem mod. 2an congruent sind."

Die Eigenschaften der kubischen Form «o?3-)- 3b&2y -f 3cxy2-\- dy* . . . (/*)
h ngen gr fstentheils von der quadratischen Form

ab, welche ich die Charakteristik genannt habe. Ihre Determinante

D _ (bc _ adf—4(b2 — ac) (c2—bd) = «2rf2 - 3iV + 4ae3 + 4d£3

wird die Determinante von (f) genannt, wobei zu bemerken, dafs D nur =0
oder =1 (mod. 4) sein kann, und dafs eine kubische Form von negativer
Determinante stets eine positive quadratische Form zur Charakteristik hat. Dies
folgt augenblicklich aus den beiden identischen Gleichungen:

2b3 — Zabcf — 4(62 — ac)3 - a*D = 0
2— 4 c 2 — bdf— d2D = 0.

Transformirt man / 'und φ durch dieselbe Substitution (^ \J, au— y=z

in die Formen (f) und (<p';, so zeigt die Rechnung, dafs (yf) wieder die
Charakteristik von (f) ist. Wenn demnach f, f eigentlich quivalent sind,
so gilt dasselbe ron ιρ, φ', welcher Satz aber nicht umgekehrt werden
darf. In jedem Falle aber kommt die Frage nach der eigentlichen Aequi-
valenz zweier kubischen Formen f} f von derselben Determinante auf
die Betrachtung kubischer Formen von derselben Charakteristik zur ck.
Es sei n mlich φ die Charakteristik von f, φ1 die von f. Sind φ9 φ' nicht
eigentlich quivalent, so gilt dasselbe von f, f. Im entgegengesetzten Falle

aber transformire man φ in φ' durch eine Substitution ( 3 ) 9 «^ — /?/=l,

die aus der Theorie der quadratischen Formen als bekannt vorausgesetzt wer-
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24. Ar n dt, binäre kubische Formen. 311

den kann, und durch die nämliche Substitution f in f", welche letztere Form
mit f einerlei Charakteristik haben wird; da nun f und /*" eigentlich äqui-
valent sind, so werden f und f eigentlich äquivalent sein, oder nicht, jenach-
dem f9 und f" eigentlich äquivalent sind, oder nicht.

Um alle kubischen Formen von derselben Determinante D = 4m oder
4w-j-l zu klassificiren, stelle man zunächst die Repräsentanten aller quadrali-
schen Klassen zur Determinante D (bei negativem D nur die positiven Formen)
auf: , ', " etc., und suche die verschiedenen kubischen Formen auf, deren
Charakteristiken diese letztern sind. Aequivalente quadratische Formen
brauchen nämlich nicht in Betracht gezogen zu werden. Um dies zu
zeigen, seien , eigentlich äquivalente quadratische Formen (von der De-
terminante /)), und f, /i, ^2, etc. alle kubischen Klassenrepräsentanten, deren
gemeinschaftliche Charakteristik ist. Man bezeichne ferner mit g eine Kubik-
form mit der Charakteristik , transformire in durch die Substitution
\ ) wo «^—ßy = l, und g in eine andere Kubikform g' durch die nämliche
Substitution; y' wird mit g eigentlich äquivalent sein, und die Charakteristik
haben. Nach der obigen Definition der Formen f, fL, /2, . . . ist aber y* mit
irgend einer derselben eigentlich äquivalent, folglich auch g, wodurch die Be-
hauptung erwiesen ist.

Die Klassification der Kubikformen von gegebener Determinante D hängt
hienach von zwei Problemen ab, nämlich 1°. „Alle Kubikformen zu bestimmen,
welche eine gegebene Charakteristik haben, und 2°. dieselben in Klassen zu
bringen." Dabei genügt es, die primitiven kubischen Formen ( , Ä, c, rf),
d. h. diejenigen zu betrachten, für welche a, b, c, d ohne gemeinschaftlichen
Theiler sind. Es ist hiebei wohl zu bemerken, dafs die Charakteristik einer
primitiven Kubikform keine primitive quadratische Form zu sein braucht. Man
hat ferner zwei Fälle zu unterscheiden, indem die Charakteristik

= (2(62—ac), bc—ad, 2(c2—6rf))
sowohl aus einer eigentlich primitiven Form, wie aus einer uneigentlich pri-
mitiven derivirt sein kann. Im ersten Falle sei (f, g, h } jene eigentlich
primitive Form, ihre Determinante = ; da f und h nicht beide gerade sind,
so ist klar, dafs

die Form (2m/; 2mg, 2mA)
haben mufs, deren Determinante D = 4m2^ ist. — Im zweiten Falle sei
(ji,f,yy 2A) die uneigentlich primitive Form von der Determinante y2— 4/Ä = z/,
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312 24. Arndtf bin re kubische Formen.

wo also g und d ungerade sind. Es erhellt, dafs hier
φ von der Form (2m f, mg, 2mA) , D = m24 ist.

Betrachten wir nun den ersten Fall. Um alle primitiven kubischen
Formen mit der Charakteristik φ zu bestimmen, hat man den folgenden Glei-
chungen

(0.) b~ — ac = mf, bc — ad = %mg, c2 — bd — mh
zu gen gen, so dafs die Unbekannten a, b, c, d ohne gemeinschaftlichen
Theiler sind. Um die Aufgabe zu vereinfachen, wollen wir annehmen, dafs
/ prim gegen 2mJ> mithin auch prim gegen 2g ist, eine statthafte Annahme,
indem durch die eigentlich primitive Form (f, g, K] unendlich viele Zahlen
dargestellt werden, die gegen eine gegebene Zahl prim sind. Es wird nun
behauptet, dafs unter dieser Voraussetzung a und b relative Primzahlen sein
werden. Um dies zu zeigen, sind noch die identischen Gleichungen

( .) Cf— 2bg f ah = 0, df— 2cg -f bh = 0
zu beachten, welche sich aus (a.) ergeben. Es sei der gr fste gemeinschaft-
liche Theiler (#) von a und b von der Einheit verschieden. Nach (#.) geht
& in mf und %mg, folglich in dem gr fsten gemeinsamen Maafs dieser Zah-
len (m) auf, ist also prim gegen f; daher geht & in c auf, was aus (#.)
folgt, folglich ist m durch 0* theilbar (wegen der ersten Gl. (#.))} also ad
und bd ebenfalls (wegen der beiden ndern Gl. («.)) ; nun mufs &1 prim ge-
gen d sein, da a} b, c, d keinen gemeinschaftlichen Theiler haben d rfen,

folglich sind a und b durch &2 theilbar, d. h. die ganzen Zahlen -5;, -^ h tten

noch den Faktor & gemein, w hrend sie relative Primzahlen sind. Da hiemit
erwiesen, dafs a und b prim gegen einander, so folgt aus («.), dafs a prim
gegen wf ist.

Dies vorausgesetzt, beruht die neue Theorie auf der folgenden identi-
schen Gleichung, die sich aus (#.) ergiebt:
(c.) (bf — ag'f — ά*Λ = mf3, oder ξ2—η2Λ=ζ?η^; wo £ = bf—ag, /? = «
prim gegen einander sein werden, wie leicht erhellt. Mit H lfe dieser Glei-
chung lassen sich nach (#.) die Coefficienten der Kubikform durch ξ und η
ausdr cken wie folgt:

n — r> * —a — η, &τ= —, — ~~7* -- ' - 7* -
Man bemerke noch folgende irrationale Form, deren Anwendung die weitere
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24. Ar n dt, bin re kubische Formen. 313

Betrachtung sehr vereinfacht. Bringt man den Ausdruck
ie Form 8

so wird L = ax* -f 3Aary -f 3c?a?y2 -J- rfy3, wo #, , e·, rf die obigen Werthe
haben, diejenige Kubikform, um deren Bestimmung es sich handelt. Auch die
andere Form ? spielt in der Theorie der kubischen Formen eine Rolle; man
kann sie dre Adjuncta von L nennen. Die Coefficienlen dieser Form sind

„ _ . w _c — - i , o —

und lassen sich durch «, b, c, d, f , y, h wie folgt ausdr cken:
α = bf— ag, b = by — ah, c = df— cg, b = dg ·— eh.

Die Form £ ist brigens auch von Eisenstein bemerkt worden.
Die Zahlen | und η sind nun nicht willk hrliche Wurzeln der unbe-

stimmten Gleichung (c.), denn es tritt die Bedingung auf, dafs b, cy d ganze
Zahlen seien. Zuf rderst bemerken wir, dafs c und d von selbst ganz sein
werden, wenn nur b eine ganze Zahl ist. In der That Β\ΐ80η-\-ξ=0 (mod./*)
folgt (^r?7-|~£)2 — 0 (raod./*2), d. i. (.(</*'\-Λ')η-\-2(/ξ~)η:^.0 (mod. /'2); nun
ist f prim gegen η (denn ein gemeinschaftlicher Theiler von f, η w rde ξ
messen), folglich ist (^2-j-z/) ??-{--2^ = 0 (mod./'2), d. h. c eine ganze Zahl.
— Es ist weiter (ffri'\-§}({g'l-\-4}ri~\-%g!i):=Q (mod./*3), woraus wie vor-
her folgt, dafs d eine ganze Zahl ist.

Wir haben also nur noch die eine Bedingung: „6 ganz" zu ber ck-
sichtigen. Diese l fst sich auf eine andere zur ckf hren. Nach dem in der
Einleitung angef hrten Lemma bestimme man eine Zahl G so, dafs

(#.) G=:y (mod./*), G2 = 4 (mod./'3);
da yrj-^-ξ durch f theilbar sein soll, so gilt dasselbe von βη·\-ξ. Es ist ferner
(£-}-fify)(£— βη) ==(J—G*)rf*-\-tn/*, also nach (#.), (ξ-\-βη)(ξ - βη) durch
/"3 theilbar. Es werden aber f und ξ — Gr\ relative Primzahlen sein; denn ein
gemeinschaftlicher Theiler dieser Zahlen w rde nach dem Vorhergehenden in
ξ-\-Gη aufgehen, mithin in Gfy, w hrend doch f prim gegen dieses Produkt ist.
Hieraus folgt £-|-6r?;ΞΞΞ0 (mod./'3). Man setze die Zahl links =f*r, und
substituire den sich ergebenden Werth ξ in (#.); es Rommt die Gleichung

i-^I—η2 5= m,

und wenn man alle m glichen Werthe r, η bestimmt, welche dieser Gleichung
40*
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314 £4· Arnat> bin re kubische Formen.

gen gen und prim gegen einander sind, ferner die entsprechenden £=/'3r~6fy
berechnet, so hat man nach (rf.) alle Kubikformen (a, b, c, rf), welche die
Form φ = (2mf, 2mg, 2mK) zur Charakteristik haben. Die Aufgabe ist hie-
nach darauf zur ckgef hrt, alle Darstellungen der Zahl m durch die quadratische
Form

von der Determinante Λ zu bestimmen. Es ist brigens leicht zu sehen, dafs
diese Form durch Triplication der Form (f, g, h} von der n mlichen De-
terminante entsteht.

Die %erste Bedingung der L sbarkeit der Gleichung (/T) besteht darin,
dafs Λ quadratischer Rest von m ist. Ist sie erf llt, so vertheilen sich nach
G auf χ die s mmtlichen L sungen in eine endliche Anzahl von Gruppen, die
zu den verschiedenen Werthen des Ausdrucks ωΞ|/ζ/ (mod. m) geh ren.
F r ein bestimmtes ω entspricht eine Gruppe von Aufl sungen den s mmtlichen
eigentlichen Transformationen der Form φ in die Form

mit der sie eigentlich aequivalent sein mufs. Bezeichnet man ferner mit τ0, η(}
eine individuelle L sung der Gruppe, so erh lt man bekanntlich alle brigen
L sungen dieser Gruppe τ, η durch die Formeln

und T2 — ̂ £72=1 ist. Setzt man noch &=^3τ0—

findet sich leicht ί+ι/^ = (Ιο + %^)(Γ+0'^)· Die kubische Form i,0,
welche der individuellen L sung entspricht, ist durch die Gleichung

bestimmt, jede andere durch eine hnliche Gleichung, in welcher £, η, ί, L
statt ^o, 170, 809 ^o stehen. Nach dem Vorhergehenden ist also

Setzt man, um L zu entwickeln, L() — (#0, Λ(Μ c(J, rf()), mithin

So = (bof—<*off> #o?—
ferner L =-(0, i, 0, rf), so kommt
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24, Ar n dt, bin re kubische Formen. 315

a == yT'-[- (io/*— #0,00 C"
£ = * 0Γ+(*οα—m,A)i7·(^yi.j /

J^ = e*T+(d»f-w)
d == ^οΓ-f (rf0if — CO ) f^.

Wir haben somit folgenden Satz erwiesen:

„Es sei (/*,#, A) eine eigentlich primitive Form von der Determinante J,
und /'prim gegen 2wz/,, ferner G =g (mod./*), 6?2 = z/ (mod./*3). Die
s mmtlichen primitiven Kubikformen, welche die gemeinschaftliche Charak-
teristik φ = (2w/*, 201 ,̂ 2wA) haben, vertheilen sich in eine endliche
Anzahl von Gruppen, die den verschiedenen Wurzeln der Congruenz
ω2 = J (mod. m) entsprechen. Aus einer individuellen Form jeder
Gruppe (α0, #0, ι?0, rf0) findet man alle brigen Formen der n mlichen
Gruppe (β, 6, c, rf) nach den Formeln (Α.), w hrend die Coefficienten der
individuellen Form folgende Werthe haben:

υ

Hier ist f0 = f\— fi^o? und ^09 % sind beliebige Wurzeln der unbe-
stimmten Gleichung

/V -

prim gegen einander und aus derjenigen Gruppe von L sungen, die man
betrachtet, die also einem bestimmten Werth von Ο>Ξ|/Ζ/ (mod. in)
entsprechen."

Wir haben uns nun mit der Klassification der Formen (/) (a, b, c, d)
zu besch ftigen. Nach dem Obigen kann man

setzen, so dafs f=L ist, wo §, η ihre obige Bedeutung behalten. Man er-
h lt alle mit L eigentlich quivalente Formen von derselben Charakteristik φ,
wenn man L durch alle diejenigen eigentlichen Substitutionen transformirt,
durch welche φ in sich selbst bergeht. Durch diese Substitutionen geht offen-
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316 24. Ar n dt, binäre kubische Formen.

bar auch die Form (f>g>K) in sich selbst über; die Substitution ist also
= (T-fU^-Wy*, y = fUx' -\-(T -\- 3U]y',

wo T, U ihre obige Bedeutung beibehalten. Hienach findet sich

folglich geht 9+LJJ über in - ( f x + gr -f }/ /)3 ( -\- J4) ( -j -U^}\

d. h. in ($-}- L-\/J)(T-\-U-]f4)3. Wir haben also folgenden Satz bewiesen:

Theorem.
„Es sei f . . . (#, b, c, d} eine Kubikform mit der Charakteristik

... (2w/i 2#t^, 2#iA}, wo (f, y, A) eine eigentlich primitive Form von
der Determinante . Man findet alle mit f eigentlich äquivalente kubische
Formen mit der nämlichen Charakteristik , nämlich f... («', V, cr, df)
nach folgenden Formeln:

a' = aT'-\-(bf—ag)O'
V = b
c = c
d' — d

wo T-\ -U'yj = (T-f U^}\ und T, U alle möglichen Wurzeln der
unbestimmten Gleichung T2— z/(72— l sind."

Vergleicht man diese Formeln mit (A.), so ergiebt sich, dals eigentlich
äquivalente Kubikformen mit derselben Charakteristik nothwendig derselben
Gruppe angehören, so dafs also Formen aus verschiedenen Gruppen auch
verschiedenen Klassen angehören.

Um nun die Formen derselben Gruppe zu klassificiren , unterscheiden
wir folgende Fälle:

1°. Ist J ein Quadrat , so enthält die Gruppe (A.) nur zwei Formen
(« , , ?0, rf(J) und ( — r t 0 9 — A<)9 —* — 4),S da die Gleichung TT—4UU—1
in diesem Falle nur die beiden Wurzelpaare T=+l, £7=0 zuläfst. Diese
Formen bilden 0/ 0 Klasse, da die eine in die andere durch die Substitution

übergeht.

2°. Ist J negativ, so gilt dasselbe. In dem Falle J= — l jedoch
kommt noch die Lösung T = 0, U— + 1 hinzu, aber die 4 Formen, welche
die Gruppe nun enthält, constituiren wiederum eine einzige Klasse, denn für
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24. Ar n dt > binäre kubische Formen. 31

=0, 17 =+1 kommt T' = 0, U' = ±l, weshalb die betreffenden For-
men nach dem vorhergehenden Theorem eigentlich äquivalent sind.

3°. Ist 4 endlich positiv, so läfst sich erweisen, dafs die unendlich
vielen Formen derselben Gruppe drei verschiedene Klassen constituiren.

Um dies zu zeigen, werfe man aus ( .) zunächst alle die Formen aus,
welche durch Veränderung aller Vorzeichen anderer Formen entstehen, was
darauf hinauskommt, T als positiv zu betrachten. Sind nun t, u die kleinsten
positiven Wurzeln der Gleichung TT — 4UU~ l, verschieden von T— l,
17 = 0, so erhält man bekanntl ich alle übrigen Wurzeln durch die Formel

wo jede beliebige ganze Zahl zwischen — oo und -f- oc bezeichnet. Be-
deutet nun L(} die Grundform der Gruppe, während L, Lf zwei andere For-
men derselben, so hat man

L = J^
L' = L<}

und hieraus folgt
LT'-fStf' = L'T+t'ü, W -\-L4U' = %'T+L'Ji',

also durch Elimination von i':

d.h . wenn die Formen (a,l>,c,d); (a',b',c',d') den Werthen T, i/; T', V
ihrer Gruppe entsprechen . so kann man die eine Form durch die andere so
ausdrücken :

a' = aT" + (bf—ag}U"
V = bT'-\-(bg-ah}U"
c' = cT" + (df—cff)U"
d' = dT"-\-(dff-ch)U",

so dafs T"=TT'-JUW und V"=TU' — 1JT' ist. Macht man nun

so kommt
T" + £f " ̂  = (i -f u

Sollen die betrachteten Formen eigentlich äquivalent sein, so mufs nach dem
obigen Theorem T"-\ -U" ̂ 4 die Form (t -f « / }3 haben, und umgekehrt,
also kommt ' — — 3/w. Hieraus ersieht man leicht, dafs die Formen der-

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/18/15 4:59 PM



318 2 ·̂ Ar n dt, bin re kubische Formen.

selben Gruppe in der That 3 Klassen constituiren; die Repr sentanten derselben
erh lt man aus (A.), wenn man T-\- Uyj = (t-\-u]/4)2 setzt, und f r λ ir-
gend drei nach dem mod. 3 incongruente Werthe nimmt, z. B. 0, l, 2.

Ί

Theorem.
„Alle Kubikformen mit derselben Charakteristik (2mf, ^mgy 2/wA),

die eine Gruppe bilden, constituiren drei Klassen, wenn J=g~—-f'h
positiv und nicht quadratisch ist, in den brigen F llen eine Klasse."

Wir kommen nun zu dem zweiten Hauptfalle. Die aufzul senden Glei-
chungen sind hier

2 — ac = mf, bc — ad = mg, c* — bd = mh.
Man darf f prim gegen 2m Λ nehmen ; dafs alsdann f prim gegen 2g, a und
b prim gegen einander, und a prim gegen mf, wird wie oben bewiesen. Statt
der Gleichung (/?.) kommt

g2 - tfd = ±mf\ ξ = 2bf— ag, η = α.
ξ und η werden keinen ungeraden Faktor gemein haben, und entweder beide
gerade, oder beide ungerade sein, wie leicht erhellt. F r die Coefficienten
der Kubikform erh lt man die Werthe:

a — „a — η, o — ——

oder auch, wenn die Form mit L bezeichnet wird, so ist

W*+9r+v1*ns+n1^ = *+W·
Ist b ganz, so werden 0, d ebenfalls ganze Zahlen sein. Denn

(2^ + (/-Μ)Ό*? = 0 (mod. 4/"2);
wenn also η ungerade, so ist c eine ganze Zahl, wenn aber // gerade, so ist
der Faktor von η links sowohl durch 4, als auch durch f2 theilbar, mithin
durch 4/*2, also c wieder ganz. — Ferner

C(/+8^)i? + (8/+^)i), = 0 (mod.8/·3),
also d ganz, wenn η ungerade; wenn aber // gerade, so folgt dasselbe, da
der Faktor von i\ links dann durch 8 (heilbar ist.
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24. Ar n dl , bin re kubische Formen. 319

Nach dem Lemma der Einleitung kann man 6? so bestimmen, dafs
G~ff(moa.2ft, G2EEEz/(mod.4/'3) ist, und £+6fy mufs durch 2f theilbar
sein. Man hat ferner (£-| -ify)(£ — 6ty) = (4 — 6?2)r/2 = 0 (mod. 4f3). Ist
nun erstens η gerade, so folgt leicht, dafs f prim gegen ξ — Οη, also §-}-Οη
durch /3 theilfaar ist; die letzte Zahl ist aber ungerade, folglich ξ -\-Gri durch

2/'3 theilbar. In diesem Falle ist (·—) — ̂ (TT) = Λ/ι/3 ungerade, folglich
£ 72

-~-|-6r— ungerade. Setzen wir also §-\-θη = 2/'3τ, so ist τ ungerade, mit-
hin prim gegen η. — Ist zweitens η ungerade, so kommt

ί(ξ+0η).1(ξ-θη) = 0 (mod./*3),

und da leicht zu zeigen, dafs /prim gegen den zweiten Faktor, so kommt
i(£-ffify) = 0 (mod. /*)* »'so wie vorher ξ-\-Οη = 2f3r, so dafs τ prim
gegen ^ ist. Statt der Formel (/;) erh lt man so die folgende:

2—-r? = 2m, l = 2/*τ-βη,
wobei zu bemerken, dafs

eine uneigentlich primitive Form von der Determinante J ist. Die Coefficien-
ten der Form ? werden

a=:2bf—ag, b = by — 2ak, c = 2df—cff, t> = dg — 2ch.
Das dem ersten Theorem entsprechende lautet nun wie folgt:

Theorem.
„Es sei (2f,ff,2h) eine uneigentlich primitive Form von der Deter-

minante z/, und f prim gegen 2w4, ferner G=:g (mod. 2/*), G2 = ̂
(mod. 4/*3). Die s mmtlichen primitiven Kubikformen, welche die gemein-
schaftliche Charakteristik φ = (2m f , mg, 2mA) haben, vertheilen sich in
eine endliche Anzahl von Gruppen, die den verschiedenen Wurzeln der
Congruenz co2 = J (mod. 2m) entsprechen. Aus einer individuellen Form
jeder Gruppe (#0, *ο? ̂  4) findet man alle brigen Formen der n mlichen
Gruppe (a,b,c,d} nach den Formeln:

2d
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320 ^4. Arndtf binäre kubische Formen.

wo T, ü alle Wurzeln der unbestimmten Gleichung T2 — JU2 = 4 be-
deuten, während die Coefficienten der individuellen Form folgende Werthe
haben :

_£3o±|o __(
— ° —

Hier ist £„ = 2/'3 > — fify,,, und r,„ % sind beliebige Wurzeln der unbe-
stimmten Gleichung

- i V = 2 m ,
prim gegen einander und aus derjenigen Gruppe von Lösungen, die man
betrachtet, die also einem bestimmten Werth von = ]/ (mod. 2m)
entsprechen."

Da ferner die Form (2f,0,2fy in sich selbst übergeht durch die eigent-
lichen Transformationen

so gelangt man ähnlich wie Oben zu dem folgenden
Theorem.

„Es sei / ' ... (u,b,c,d) eine Kubikform mit der Charakteristik
. . . (2mf,m(/,2mh}, wo (2f,ff,2A) eine uneigentlich primitive Form

von der Determinante . Man findet alle mit /' eigentlich äquivalente kubi-
sche Formen mit der nämlichen Charakteristik , nämlich f.· . (X, V> c1, d')
nach folgenden Formeln :

2a' = aT' + (2bf-atfU'
26' = bT'-}-(bff-2a/i}U'
2c' =
2d' =

wo T'-f i^V^ = 2 - 4 - - ] / ^ , und T, ü alle möglichen Wurzeln
der unbestimmten Gleichung TT — z/J7U=4 sind."

Um die Formen derselben Gruppe zu klassificiren, sei
1°. 4 ein Quadrat. Dann hat die Gruppe nur zwei Formen, die in

eine Klasse gehören.
Ist 2°. negativ*), so* ist T = 2, 17=0**) für ein beliebiges 4;

*) Man bemerke dafs nicht =— i sein kann, wegen y2—4/ = ̂ .
**) Die Formen, welche durch Veränderung aller Vorzeichen andrer Formen ent-

stehen, kann man aus der Gruppe auswerfen.
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24. Arndt, binäre kubische Formen. 321

T=l, CT==+1 für ^/= — 3. Ist nun z/ nicht = — 3, so hat die Gruppe
nur eine Form. Ist z/= — 3, so hat sie 3 Formen, welche auch 3 Klassen
constituiren, da die Bedingung l ±J = 2(l-j-0.^)3 nicht möglich ist.

3°. Ist z/ positiv, so findet sich wie Oben, dafs die Formen der Gruppe
wiederum 3 Klassen bilden, deren Repräsentanten man aus (A'.) erhält, wenn man

setzt, und für irgend drei nach dem mod. 3 incongruente Werthe nimmt,
z. B. 0, l, 2. Hier sind /, u die kleinsten positiven Wurzeln der Gleichung

T2 — JU* = 4,
verschieden von T =2, U — Q.

Theorem.
„Alle Kubikformen von derselben Charakteristik (2mf, mg, 2mA), die

eine Gruppe bilden, constituiren drei Klassen, wenn z/=^2— 4/ po-
sitiv und nicht quadratisch, und wenn ^/= — 3 ist, in den übrigen Fällen
eine Klasse."

Da nun die Anzahl der quadratischen Klassen für eine gegebene De-
terminante endlich ist*), und da zu jeder solchen Klasse eine endliche An-
zahl von kubischen Klassen gehört, so gelangt man zu dem

Fundamentalsatz.
„Alle Kubikformen von derselben nicht verschwindenden Determi-

nante**) zerfallen in eine endliche Menge verschiedener Klassen."

*) Formen von der Determinante Null ausgeschlossen.
**) Wenn die Determinante Null, so ist die Anzahl der Klassen unendlich grofs.

Berlin, den 6. September 1855.
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