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Zur Theorie der aui~erwesenthchen Diskriminan~enteiler 
algebraischer K6rper .  

Von 

E. vo~ ZVLt~S~I in G~ttingen. 

Herr K. Hensel hat in seinen zahlen~heoretischen Arbeiten*) :fo]gen- 
den bekannten Satz tiber die auBerwesentlichen Diskriminantenteiler eines 
algebraisehen K(irpers aufgestellt: 

Es sei: 

die Zerlegung einer nattirlichen P r imzah l  2 innerhalb des alge- 
braischen KSrpers K(a)  in Pr imidea l fak toren ,  und es m6gen die 
Zahlen $1, ~,...,X],... angeben, wie  viele unter diesen h ~erschie- 
denen Prim~eilern yore Grade 1, 2 ,  - . . ,  f, . . .  sind. Es sei welter: 

), 

g (f) -~ , ~  ~ ~ ,  dl;" 

wo % die MSbiusschen Koeff iz ienten  in der Kroneckerschen 
Bezeichnung sind, so ist I0 dann  u n d  nut  dann ein auBerwesent- 
licher Teiler aller Gleiehungsdiskriminanten yon K(a), wenn 
yon den Ungleichungen: 

x~ > g(1), 2x, > g ( 2 ) ,  . . . ,  f~tf > g ( f ) ,  . . .  
wenigs~ens eine erftiU~ is~. *~) 

In seiner im Jahre 1908 erschienenen .Theor ie  der algebraisehen 
Zahlen" S. 291 beweisl Herr Hensel auch d e n  Satz: 

Eine Primzahl kann nur d a n n  auBerwesenflicher Diskrimi- 
nantenteiler ftir den K5rper n ~ Ordnung  K ( a )  sein, wenn sie 
nieht grSl~er als n(n--l) ist. 

auf Seiie 279~280  desselben Werkes zeigg e r  aber, dab im Falle, wenn 

*) Arithme~ische Untersuchungen iiber I)iskriminanten und ihre aul~erwesen~- 
lichen Teiler, Inaug. Diss., Berlin 1884, S. 10; Ax~ithmetisehe Untersuohungen fiber 
auBerwesenfliche Diskriminantenteiler, J. s ~aSh. 113, S. 188; Theorie der alge- 
br~.ischen Zahlen, I, S. 278 und '288. 

**) Dieser Sa~z k~.nn iibrigens ~ueh leich~ als eine unmit~elba~e Folgcrung aus 
den D~dekindschen Ergebnissen (GSt~. hbh. 28, S. 29 und J. f. M~r 54:~ S. 21 und ~3) 
betraehtet werden; siehe P. Baehmann, Zahlentheorie, u S. 276. 

Mathematcische inna len ,  I~X~I/I. I~ 
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die Primzahl p innerhalb des KSrpers n ~r Ordnung •(a) genau in n Prim- 
fatr~oren ers~en Grades zerlegbar is~,/~ nur dann auf3erwesenflicher Diskri- 
minantenteiler yon K(u) ist~ wenn es kleiner als n is~. 

Es ist leicht zu zeigen, dab fiberhaupt der Satz grit: 
Eine na~iirliche Primzahl p kann nut dann ein gemein- 

samer aul~erwesentlicher Diskriminantenteiler eines algebraischen 
KSrpers n ~~ Ordnung K(~) sein, wenn sie kleiner als n ist, 
d. h. wenn die Ungleichung _p < n besteht. 

In der Tat, einerseits ist fast evident, dal~ g ( f )  ein yon l~ull ver- 
schiedenes Multiplum yon p is~, also 

(1) g( f )  ~ p ;  

denn #(f)  kann offenbar immer als eine Differenz zweier im ~v-adischen 
Zahlensystem geschriebenen ganzen rationalen positiven Zahlen dargestellt 
werden, wobei der Minuend mehr Ziffern als der Subtrahend hat, also im 
gewShnlichen Sinne der grSBte yon den beiden ist. 

Andererseits, besteht zwischen der Ordnung n des Kiirpers, den 
Graden f der Primzahlteiler p und den Exponen~en e folgende bekannte 

Beziehung: e l f  1 + e~f 2 + . . .  + eh[" ~ = n. 

Da aber e ~  1, so is~: 

f~ + 5  + . . .  + f~_<, ,  
oder, wenn man die gleichen Grade zusammenfal3t: 

, Z~ + 2 Z~ + �9 �9 �9 + f ; t / +  �9 �9 �9 ~ n ;  

daraus folg~ unmittelbar die fiir jedes f geltende Ungleiehung: 
(2) f;tj < n. 

Wenn aber lo ein auBerwesenflichor Diskriminantentoiler des K(irpers 
ist, so besteht naeh dem zuers~ ausgesproehenen Henselschen Satze sicher 
eine Ungleichung yon tier Form: 

fZ] > g ( f ) ,  
woraus abet mit Rfieksicht auf (1) und (2) folgt: 

n > p ,  
was zu beweisen war. 

Aus unserem Satze folgt aueh als spezieller Fall die durch die Herren 
B. Ermakoff*) und F. Levi**) auf zwei verschiedene Weisen bewiesene 
Tatsaehe, da$ ein kubiseher ZahlenkSrper nut die Primzahl 2 Ms auBer- 
wesentlichen Diskriminantenterier besitzen kann. 

Gii~tingen,  Juli 1912. 

'~') Mitgeteilt im Math. Seminar an der Universities Kiew im M~rz 1911. 
�9 *) Integrlt~sbereiche und K~irper drli~en Grades, In~.ug. Diss., S~a~burg1911~, S. 70. 


