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IL PRINCIPI0 DI RELATIVITA. 

UMBERTO C R U D E L L  

Considerazioni sail' elettrodinamica dei sistemi in moto e 
sterili rieerehe intraprese per fare qualche lace sulla questione 
della esistenza o della non esistenza di un movimento della 
terra rispetto all' eter% inflairon% com'~ noto, salla conget- 
tara  che ann quiete assolata, non soltanto nella meccanica 
ordinaria ma aache nell'ottica e nell'ettrodinamic% non trova 
rispondenza nella realt '~ e, precisament% influirono a prb del- 
l'ipotesi dell'esistenza d'infiniti sistemi naturali~ l 'uno rispetto 
al l 'ni tro in quiete oppure l ' uno  rispetto all 'ni tro in moto 
traslatori% rettilineo, uniforme, nei quali valgono i postulati 
della fisiea (sistemi naturali  di riferimento, usando una frase 
del Prof. Castelnaovo i)). Codesta ipotesi fa detta principio 
di ~'elativith. Insieme con essa, fu fatta~ dall' Einstein, l 'altra 
ipotesi (principio della costanza della velocit& della luce) eh% 
cio~, la grandezza della velocith della lace sin, nel vuoto, ann 
costante universal% iadlpendentemente dallo stato di quiete 
o di moto delia sorgente luminosa. 

I suddetti sistemi sono~ come abbiamo detto, sistemi in 
quiete, 1' uno rispetto all' altro~ oppare sistemi, l' uno rispetto 
all' altr% in moto traslatorio~ rettilineo, unfforme. Siano K e 
K'  due dei suddetti sistemi, con ognuno dei quali intende- 
remo invariabilmente collegato un osservatore. Designeremo 
con x~ y~ z le coordinate eartesiane di spazio rispetto al si- 
sterna K e con t la coordinata di tempo rispetto all' orologio 
dell' osservatore di K~ ottenate~ coteste coordinat% dall' osser- 
vatore in diseorso, ed infine, analogamente, designeremo con 
x', y', z'~ t' le eorrispondenti coordinate eli spazio e di tempo 
nel sitema K'  ottenute dall' osservatore dl K ~ medesimo. Di- 

~) G. Castelnuovo. << II principio di relativifft e i fenomeni ottici ~. 
.Rivista di Soien~a, 1911. 
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remo, parlando nel linguaggio iperspaziale, che x,  y,  z, t op- 
pure x', y', z', t' rappresentano le coordinate di un generieo 
punto di uno spazio a quattro dimensioni, del quale verr~ 
stabilita, qui appresso, la metrica. 

I sistemi K e K' siano in mdto 1' uno rispetto all' altro 
e la veloeit~ di K' rispetto a K (velocitk della quale indiche- 
remo con v la grandezza)s' intenda, per semplicit~, orientata 
come l'asse delle x. S'intenda, inoltre, per semplicita, chc 
per t - - ' 0  la terna d' assi di K' coincida con quella di K e 
che, allora, sia t ' =  0. Cib premesso, l 'Einstein, col sussidio 
del suddetto principio di relativit~ e del principio della co- 
stanza della velocit~ delia luce, perveniva a mostrare the le 
x',  y', z', t' resultano legate alle x,  y,  z, t dalle seguenti rela- 
zioni 

t ' = t ~  t -  T x 

x ' =  ~ (x - -  v t) 

y ' = y  

dove 

1 

rappresentando c la grandezza della velocits della luce. Co- 
teste relazioni eoincidono con le trasformazioni Lorentziane, 
ottenute, perb, dal Lorentz, come conseguenza di contrazioni 
assolute (eontrazioni Lorentziane). 

I1 Minkowski, poi, faeeva osservare che il gruppo delle 
trasformazioni Lorentziane poteva considerarsi anche come 
gruppo di trasformazioni che lasciano invariata 1' espressione 

d s 2 = c-'d t ~ -  d x ~ - -  d y e - -  d z ~ 

espressione che veniva posta a fondamento della metrica dello 
spazio a quattro dimensioni suddette, ovvero della metrica 
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dello spazio del Minkowski.  Si pub anche dire, per avere 
un' immagine suggestiva, che si vien% cos], ad essere in uno 
spazio a quattro dimensioni, del quale la metriea ~ quella 
ora definita. I postulatl della fisiea~ seeondo il principio sud- 
detto dl re]ativit~, sono gli stessi nel sistema X e nel sistema 
K', ciob (cosi anehe suol dirsi) essi postulati sono covariant[ 
rispetto alle trasformazloni che laseiano invariata la metrica 
del Minkowski. 

I1 Planck mostrava che, se poniamo 

d 8  
H = - - m  dt  - mp/c"--q~'~" 

dove m rappresenta la massa inerte di riposo di un punto 
materiale e q la velocitb, del punto in dlscorso, avremo, come 
equazioni del moto spontaneo di un punto materiale libero, 

d ( ~ )  ~ H - - 0 ,  e le analoghe, 

d x  
avendo posto x ~  d t -~e te .  La  funzlone :K ~ nella teoria in 

discorso, la funzione Lagrangiana.  E siccome, per l ' ipotesi 

c = costante, la fanzione stessa non dipende esplicltamente dal 

posto, si ha - - - ~ a  t t  0. Le (1) potranno scriversl, allora, ~ x  

d i m x } ~--- 0 e le analoghe. 

F in  qui, perb~ si ~ trattato di sistemi, in quiete l 'uno 
rispetto all' altro oppure 1' uno rlspetto all' altro in moto tra- 
slatorio, rettUineo, uniforme. 0ra ,  sl domanda:  a quali con- 
siderazioni condurrebb% intant% il principio di relativit~ esteso 
a sistemi dotatl, i' uno rispetto all' a | tro, di moto traslatori% 
rettilineo, uniformemente aceclerato ? L' Einstein pos% dap- 
prima, cotesta domanda in alcuni lavori comparsi negli An. 
nalen der .Physlk ~), nei quati, togiiendo il pr incipio  della 

') 1911, t. 35; 1912, t. 3~. 
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costanza della velocith della luce e t)onendo il principio dl 
equivalenza fra il eampo permanente  gravitazionale ed il 
campo 4' aeeelerazione, perveniva a legate la veloeit~ della 
luee (che seguiteremo a designare con c) al potenziale (1) di 
gravitazione dalla relazione 

dove c o rappresenta il valore costante (preeedentemente indi- 
cato, invece, con c) che si a t t r ibuiva alla veloeita della l ace  
nella primit iva teoria della relativitY. Cotesto capitale resul- 
tato dell 'Einstein indusse l 'Einstein stesso, e poi rAbraham l), 
alla creazione di nuove teorie della gravitazione.  Tu t t av ia  
aneora r imaneva senza risposta la domanda dell' esistenza di 
una relativit~ pi/x generale. L '  Abraham terminava una con- 
ferenza~ tenuta a C_xenova nel 1912, in oeeasione del Con- 
gresso della Societ~ I tal iana per il progresso delle Seienz% 
dicendo : 

r Tramonta  cosl la teoria di relativit'~ del l 'Einste in  
(1905). Sorgers come la feniee dalla cenere, un nuovo prin- 
cipio di relativitb, pi/1 generale? Oppure r i torneremo allo spa- 
zio assoluto ? E richiaineremo l 'etere tanto disprezzato~ afi;in- 
chg s' incarichi di portare,  oltre il campo elettromagnetic% 
anche il campo gravitazionale ? >). 

Nel lavoro di Einstein e Grossmann ~) (( E n t w u r f  einer 
veral lgemeinerten relat ivi tatstheorie nnd einer theorie der 
gravi tat ion >) 1' Einstein stabilisee, in modo rigoroso~ le equa- 
zioni del campo ed inoltre le equazioni del moto di un 
punto materiale nel campo stesso e le equazioni di Maxwell- 
~ e r t z ,  ma non viene condotta a termine la ricerca inerente 
alla prima di quelle domande, della quale una risposta after- 
mat iva  riehiede r esistenza di un gruppo continuo di trasfor- 
~mazioni, rispetto al quale siano covarianti  i sistemi di equa- 

i) Rend. R. Acc. dei Lincei, 19117 2. 0 sere. ~ •uovo Cimen~o, dicem- 
bre 1912. 

~) I. Physikalischer Tell von A. Einstein. II. Mathematischer Tei[ 
yon M. Grossmann. 
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zioni in diseorso. Intanto eeeo come vengono ottenute, dal- 
1' Einstein, le equazioni del moto di an panto materiale. Si 
osservi, anzitutto, che nei citati lavori di cotesto autore, com- 
parsl negli Annalen der Physik, egli otteneva, nei r iguardi 
del moto di an panto materiale libero nel campo gravitazio- 
nale, equazioni come le (1), dove, perb, 

~ b C  - 

c3~ c3x 
e le analoghe 

Ox 1/73 r 

non pifi sono nulls, non essendo era costante la velocitS~ della 
lace. Ne resaltavano le equazioni segaenti :  

~ C  

d t m~  t__ mc  ax 

d t  t 1/c ~ ' - -q  ~,i t/c 2 _ q ~  
eta. 

I1 vettore avente le componenti 

~ C  
'/'/$ C: - -  

Kx __ c3 x etc. 

ciob il vettore 

m c  
_ _  grad c 

1/c ~ __  q~ 

rappresentava la gravith. Si osservi, poi, che il d s, the fi- 
gara  in cotesta trattazlone dew Einstein, comparsa negli An- 
nalen der Physik, ~ il d s  che si ottiene dalla metriea del 
Minkowski,  intendendovi c non pill costante. 

Ora, dice 1' Einstein, sin pi~k generalmente 

d s ~ - - -  E gI~ d x~  d x~ (1~, v ---- 1, 2, 3, 4) 

la forma che viene posta a fondamento della metrica del 
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camp% cio~ s' intenda il e~mpo stesso 
sterna delie quantiti~ 

caratterizzato dal sl- 

g~l g~ g~3 g~ 

g31 g:~ g33 g~ 
( g~.~ ---- g.~ ) 

e s' intenda di avere indicato x, ?/, z, t rispettivamente con 
x~, ~%, ~c8, x,. Dicesi anehe che il sistema delle q~antit5~ g~,~ 
individ~ta an tensore e preeisamente il tensdre caratteristico 
del eampo. 

Allor% la s Lagrangiana H sar~ 

t) S 

d t  

+ + . . .  + g , , .  

Ne seguono immediatamente le equazioni del Lagrange 
generalizzate e, quindi, l' espressione della forza appllcata al 
punto materiale considerato. 

L':Einstein vien% quindi~ a parlare del tensore caratte- 
ristico del eampo, nel rigaardi delle misure dl spazio e di 
tempo. Si vuole ch% nell' intorno infinitesimo di an generic0 
lounto del campo, valga la metrica del 3{inkowski. E poichg 
l ' intorno infinitesimo del punto @~, %, x~, x~) viene indivi- 
duato dal sistema delle coordinate infinitesime dx~, dx~, dx~, dx-~, 
dovr~, in corrispondenza d'ogni punt% esser possibile un cam- 
biamento reale, di eoteste coordinate infiniteslm% tale che la 
forma deIla metrica assuma ivi la forma eh'essa presenta nello 
spazio del Minkowski. Si pub dire, allora, ehe lo spazio del 
~linkowski si ritrova nell' infinitesimo. 

Cib premesso, l 'Einstein viene a generalizzare le equa- 
zioni del moto della materia, incoercnte, distribuita con con- 
tinuit~. Egli, poi, stabilisce le equazioni del campo, eiob le 
equazioni the esprimono la generalizzazione della nora equa- 
zione del Poisson. Infin% nei rigaardi dclle generalizzazioni, 
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egl[ estende il sistema di equazioni di 5Iaxwell-Lorentz, il 
quale resulta covariante rispetto alla trasformazione generale. 

I1 sistema di equazloni re]ativo al moto della materia 
resulta pure covarlante rispetto alia trasformazione generale 
(come viene mostrato dal Grossmann, seguendo le nozioni 
del Caleolo assoluto di Riccl e Levi-Civita). :Non altrettanto 
resulta del sistema di-equazioni del campo, sistema del quale, 
a]meno per ora~ pub dirsi soltanto che ~ covariante rispetto 

alle trasformazioni lineari. 
Esister~ un gruppo di trasformazioni pi~ generale di 

quello lineare, rlspetto al quale sia eovariante il suddetto si- 
sterna di equazioni del eampo ? :E quale sarebbe, allora, la 
portata della nuova teoria della relativits Potrb~ estendersi 

ai postulati della fisica intera la conclusione, alia quale il 
Giorgi pervenne ~) nei riguardi soltanto delle equazioni fon- 
damentali della dinamica ordinaria, ehe, ciob, nan esistono 
riferimenti privi!egiati .9 

Roma, 25 Aprilo 1914. 

~) ,, II problema del moto assoluto helle leggi fondamentali delia 
dinamica ~. Rend. del Circolo Mat. di Palermo, 1911~. 


