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SUI MULTIPLI DI UNA SERIE LINEARE DI GRUPPI DI PUNT[  

APPARTENENTE AD UNA CURVA ALGEBRICA; 

Nota di G. ( ; a s t e l n u o v o ,  in Roma. 

A,.iux~anze d~|l'x z, =$ g'~ugno z~'93. 

Sopra una curva algebrica C di dato ordine n dello spazio S, 
(a r dimensioni), le variet,~ Y (a r - -  I dimensioni) di ordine k 
segano infiniti gruppi di k n punti, costituenti una serie lineare. Quale 

la dimensione rk delia serie ? Ogni variet't V (se esiste) che passi 
per re q - I  punti generici di C 6 costretta a contener tutta la curva, 
mentre ci6 non accade se /7 ~ condotta soltanto per rk punti di C. 
La questione precedent'e non differisce dunque dall'altra : qucmte con- 

di~ioni una curva C impone ad una varieth V che del, ba contenerla ? 
(o, secondo il termine introdotto dal sig. C a y l e y  (*), qua!e 6 la 
postulazione delia curva C rispetto alle F?).  Di questi vari enunciati 
io mi atterr6 al primo. 

Per i valori pifi bassi di k il numero richiesto rk non dipende 
soltanto dai numeri n, r, k e dal genere p di C; ma dipendepure 

(*) On the rational TraJtsformatiot, betwen two spaces (l'roceedit~gs of the 
London Math. Society, vol. 3, 187o)- 
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da ce~i caratteri della serie g,~ segata su C dagli iperpiani St_ , di S~, 
caratteri che non sembra facile di introdurre in una formola. Ma per 
k abbastanza alto, nello spazio ordinario (r --- 3), il sig. C a y 1 e y 
per primo, ed in seguito, ma in modo pi,:l perfetto, il sig. N ~ t 11 e r (*) 
hanno d[mostrato che (per curve prive di punti multipli) vale la 
formola 

= k n - -  p ;  

o in parole la serie g'~] segata su C dalle superficie di ordlne k abba- 
stan~,a alto ~ comflleta, non speciale. 

Ora si poteva preveder facilmente che un analogo teorenea, e 
quindi la stessa formola (~), valessero anche negli iperspazi. Ma varie 
questioni fondamentali rimanevano da risolvere, sin per lo spazio 
ordinario, sin per gli iperspazi, lmpoaava di conoscere un limite infe- 
riore to a partire dal quale (cio~ per k ~ o )  la fermola (o 0 sipotesse 
con certer~z~a applicare; e in secondo luogo importava di assegnare un 
limite superiore dell" errore cbe si commetteva applicando la (.z) per va- 
lori di k inferiori a d ~ .  Alle due questioni qui enunciate ~ dedicato 
il presente lavoro. 

La prima ~ trattata in due divemi modi (n; 7, 9) che conducono 
(come la natura del problems lascia prevedere) a due risult~iti diversi; 
dei quali il secondo (pit~ semplice se non sempre pi6 basso de1 primo) 
ci dice che si pub in ogni caso assumere o - - n - - - 2  [mentre esi- 
stono curve, almeno hello spazio ordinario, alle quali non ~ appli- 
cabile la (~) per k - - n -  3] (**)- 

La seconda questione ~ risolta (n ~ 5) per tutti quei valori di k 

(~) C a y 1 e y ,  I. c . - -N 6 t lx e r ,  Sulle curve mvltiple di superficie algebricbe 
(Annali  di Matem., serie II, vol. V); Zur Grundle~ung der Tbeorie der algebrai- 
schen Raumcurv3n (Abhandl. d. k. Akad. d. Wissensch. Berlin i882, oppure Journal 

f. d. i',Iathem., Bd. 93). 
( '*)  It sig. N 8 t h e r nei lavorl citati d~t to = V.dc-v--3 dove F" e v sono 

ordini dl due superficle passanti per la curva (supposta nello spmio ordinar io) ,  
e secantisi inoltre in una seconda curva irricluttibile (la quale potrebbe anche man- 
care). Ma quel risultato, sebbene pregevole sotto molti aspetti,  non pub esten- 
dersi agevolmente agli iperspazi, n~ riesce di facile applicazione quando dell~ 

curva si,mo datl soltanto l 'ordlne e i l  genere. 
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che (sebbene inferiore ad co) conducono a serie non speciali, per i 

quali valori risutta dunque 

Si vedr?,, da un lato, che la  differe~a t ra i l  secondo ed il primo 
membro [cio~ l'errore della (~)] non pub superare l'eccesso r . - - . p  
del massimo genere r., che pub avere una curva d'ordine n di S~, 
sopra il genere p della data 6"; d'altra parte, ehe al nominato gruppo 

di valori di k appartengono tutti i numeri k ~ n - - r  _ _  - -  r 

Come le propriet~ enunciate si modifichino neI caso di curve 
con punti multipli, risulter/t dal contesto del Iavoro, nel quale d'or- 
dinario le ultime curve non vengono esduse. 

De[ due metodi impiegati in questa Nora (diversi da quelli che 
il N 6 t h e r ha seguito) sembra pifl importante il primo (n ~ I-7) che il 
secondo (n ~ 8-Ii) ,  sebbene questo conduea ,'on gxande sempticit~t a 
qualche risultato che it primo metodo darebbe can maggior fatica. 
Ma d'altra parte il primo metodo, fondato interamente sulle consi- 
derazioni elementari del n ~ 2, ~ di una grande fecondidt hello studio 
delle retazioni tra serie tineari giacenti sopra una stessa curva. Esso 
ad esempio conduce a determlnare i[ massimo genere zr dl una curva 
d'ordine n di .5,  e aI massimo numero ~ . - - p  di punti doppi che 
pub avere una curva di ordine 1~ e genere p in S~. Altre notevoli 
applicazioni si possono fare, ma le riserbo per un prossimo lavoro. 

I. Ii primo concetto che dobbiamo introdurre, e che per noi 
fondamentale, riguarda la somma di due o pit~ serie (lineari di gruppi 
di punti), sovrapposte (cio~ giacenti sopra una stessa curva che sup- 
poniamo algebrica in'eduttibile). 

Siano anzitutto g', g" due serie di ordini n', n"  (formate da 
gruppi d i n ' ,  I~" punti), giacenti sopra una curva C; atle.serie stesse 
per ora non imporremo nessuna restrizione (le serie possono essere 

(*) Per i valori inf~riori di k pu6 omche risa!tare r ~ > k a - - p ,  ma 6 cer. 
tamente rk ~ p - -  I ed un limite inferiore di r~ 6 fissato datla (3) del n ~ 3- 
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scomple te ,  aver  punt i  fissi comuni  a c iascun g ruppo ,  co inc idere . . . ,  

e le d imensioni  r,.'spettive possono anche  esser  nulle) .  R iunendo  in 

tut t i  i mod i  possibili un gruppo G '  della p r ima serie con un gruppo 

G "  della seconda  ser ie  o t t e r remo tant i  gruppi  G - "  G ' +  G "  com-  

posti  d i n '  + n "  punt i .  Orbene ,  per  una  no ta  propriet{t, tut t i  questi  

gruppi  G s tanno  nel la  serie comple ta  d ' o rd ine  n ' +  n "  che uno  di 

essi ind iv idua  (*). M a  pub accadere  che tut t i  i gruppi  G apparten- 
gano ad urla serie l ineare  ( d ' o r d i n e  n' + n") contenuta nella prece-  

dente  (quindi  di d imens ione  infer iore ,  s c o m p l e t a ) :  in ogni caso la 
rerie (di  ordine n' + n") di minima dimensione che contiene tutti i 
gruppi formati da un gr~po qualunque di g" con un gruppo qualun- 
que di g", dicesi somma delle due serie g', g" e si indica scr ivendo 

g' + g'" ( ~ " + g ' ) .  S imi lmen te  pe r  somma di pih serie g' + g"  + . . .  + g(k) 
si deve  in tendere  la serie di m i n i m a  d imens ione  tra i cui gruppi  si 

t r o v a n o  qu.elli format i  r i unendo  in tut t i  i mod i  possibili .un gruppo 

di g ' ,  uno  di g", . . . ,  uno di gOk E se le k serie co inc idono la loro 

s o m m a  si dirk serie k-upla della serie pr imi t iva .  

P e r  esempio sopra una  curva  C dello spazio a r d imensioni  S~ 

le variet/ t  V d ' o rd ine  k a ( r  ~ I )  d imens ion i  segano una serie,  che 

k-upla  del la  serie sega ta  sul la  curva  dagli  iperpiani  S~_, (**). 

(0  Lo si dimostra cost. Nella serie completa T individuata da un gruppo 
G = Gt + Gtt, tutti quei gruppi di nit punti che con G t d~nno gruppi di y for- 
mano ~t loro volta un:t serie completa che ~ontiene gtt (o coincide con essa) 
avendo con gtt un gruppo G tt in comune; dunque intanto y contiene tutti i gruppi 
formati da Gt con un gruppo qualsiasi di fir. Ma simi!mente si dimostra che "f 
deve contenere ogni gruppo formato da questo gruppo (qualsiasi)di glt con ogni 
gruppo di gt; quindi segue il teorema. 

(*') Che in fatto la serie g segatzt dalle V sia lz~ mhdma serie contenente 
tutti i gruppi costituiti d~t k sedoni iperpi~nali di C, risuha subito quando per 
C non pas~a nessuna delle.v'ariet~t /1, perch6 allor.z ogtli gruppo di g appartiene 
ad una sola V, e quindi la minhna seri: richiesta 6 segata dal minimo sistema 
lineare di variet~ (d'ordine k) contenente tutti i gruppi di k iperpiani, il quale 
sistema 6 appunto composto di Ittllg !e V. Ma se il sistema (supposto e J )  di 
tutte le V contiene un sistema minore o~ i di V passanti per C, sicch6 la dimen- 
sione di g 6 l ~ i - -  I, per appli:are il ragionamento precedente bisogna dimo- 
strafe che esiste un sistemz oJ - ' -x  di /I ne.~sun:t deI1e qua!i pasd per C, e tale 
che es~o veng~ deterrainato da l - -  i V spezzate in l: iperpiani. Ora se ci6 non 
fosse, se ogni sistema o. z-~-~ determinato da l - - i  /I spezzate contenesse almeno 
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D~tte due serie g' ,  g "  (cose analoghe potrebbero ripetersi per 

pifl serie) e costruita la loro somma g, tut t i  quei gruppi di n "  punt[ 

che con un gruppo G'  (di g ' )  danno gruppi di g, formano una serie 

di ordine n" ,  la serie resiclua di G" rispetto a g; essa contiene certo 

tut t i  i gruppi di g " ,  ma pub anche  con tenerne  altri ed aver quindi 

una dimensione superiore a quella d i g "  (che  in questo caso non  

potr!l esser completa) .  Cosi pu6 accadere  che g '  insieme ad una serie 

d 'o rd ine  n " ,  ma pifl vasta d i g " ,  dia la stessa somma the  g '  con 
g" (% 

2. Pe r  met te re  in re lazione i caratteri  di due o pifl serie co[ 

carat ter[  della serie somma giovano le osservazioni seguenti .  

Si dice che ,~ punt[  sono indifiendenti (o presentano condizioni  

indipendent i )  ad una serie ~ (d 'o rd ine  n ~_~ ,i e di d imensione 

r - ~  ~ - -  I )  quando  scehi  comunque  ,~ - -  I tra i ,a punt[ ,  esistono 

gruppi di g passanti  per  i ~ - - I  punt[  ma non per il r imanente ;  la 

serie residua, del gruppo de[ ,~ punt i  6 una g ~ .  Si dice pure  t h e  

un gruppo di m punt[ I',. in~one ~ condition[ alla serie g: quando in 
r,~ si possono scegliere "~ ma non ~ + I punt[ indipendenti per la g~; 
sar~ dunque  

o .~ ,~  ~ m 

(dove il caso es t remo ~ - - o  si presenta  se ogni gruppo di g~. con-  

t iene  I',.). La serie residua di F,~ rispetto a g'~ ~ ev iden temente  una  

g~-" perch~ i gruppi di g'~ che passano per i ~ punt[  indipendenti  

di r, .  devono in conseguenza contenere  tut to r,,, (**). 

una Y passante per C, allora ogni sistema oJ -i  determinato da I - -  i n  L z V spez- 
zzte conterrebbe a!meno oo' V pa~santi per C,... e finalmente it sistema di tutte 
le od V (determinato da lq -  x V spezzate in k iperpiani) conterrebbe a!meno eo '+' 
V passantl per C, contro l'ipotesi. 

(*) Ad es. sulla quart[ca razionale dello spazio ordinario la serie gs 8 segata 

datle quadriehz ~ doppia della g3 4 segata dai piani; ma Ia serie residua di una 

sezione piana rispetto a g~ 6 una ~4~ (e noll la g43)," e la g~ pub considerarsi anche 

come somma della o~ 4 ~ e della g4" 
(**) Nell'ultima definizione sono sottointese le disuguaglianze m ~ n, v .~. r; 

in ca~o opposto non eslstono gruppi di .r passanti per r , . ,  e si pu6 dire soltanto 

che P,. presenta a!!a serie pia di r condizioni. 
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A noi interessa di esaminare come uno stesso gruppo F si com- 
porti rispetto a pi~i serie g', g " . . .  e alla loro somma. Si hanno i 
teoremi : 

Se l z', rispettivamente ~ "  punti  comunque scelti entro a I',, risul- 
tano sempre indipendenti per le serie g', rispettiv, g" ,  allora per la 
serie somma risultano certo indipendenti ~.' + I~." ~ I punt l  comunque 
scelti entro a F,,,  se V.'q" tu'"< m, o tutti gli m punt i  di F,, nell'ipo- 
tesi oj~posta. Tutto si riduce a co3truire un gruppo di g" + g"  il 
quale passi per (~s.'-- I) + (~."---" I) punti (o nella seconda ipotesi 
per m -  I punti) scelti comunque in F,,, e non contenga altri punti 
di Fm. E ci6 si ottiene subito perch& un gruppo di g' che passi per 
l s . ' - - I  punti arbitrari di F,, senza contenerne altri ,  insieme ad un 
~uppo  di g "  the  passi per ~s . "~  I tra i rimanenti punti ill I" m [o 
per m - -  I - -  (~z' - -  I) punti nella seconda ipotesi] e non ne con- 
t enga  altfi ,  d~ un gruppo di g" + g"  soddisfacente alle condlzioni 
volute. 

I1 teorema si estende sublto alla somma di k serie e ci d.~: 
Se per la serie g(') ( i  = I, 2 . . . k) IJ. (') punt i  comunque scelti 

in F,, risultano indipendenti, allora per la serie somma g( ~ + g O ) + . . .  + g(O 
risultano certo indipendenti ~(') + v.O) + . . .  + g.(O __ k + I punti  
arbitrari di F,~, o tutti gli m punti  (se il numero precedente supe- 
rasse m ~ I). 

O sotto altra forma pifi ristretta ma pi~t utile per no i :  
Se per la serie g(') (i = I, 2 ... k) laP) punt i  comunque s celti in F,, 

risultano indipendenti, allora il numero delle condizioni che F,,dOresenta 
alla serie somma g ( O + g O ) +  ... +g( , )supera  ft.(')+ ~,.(*)+ ... +8.(~)--k 
od uguaglia m. 

3- Noi abbiamo da considerate in seguito sulla curva C u n a  
serie g,~ (r > z) ed i suoi muItipli successivi; per semplificare 1:l 
scrittura introduciamo il simbolo [k] ad indicare la serie k-upla di 
,~r il cui ordine + k n, la cui dimensione (che non conosciamo)in-  br~ 9 

dicheremo con r~ (per convenzione r, = r ) .  Alla g~ (completa o no, 
poco importa) imporremo la sola restfizione che gli oo"-' gruppi con- 
tenenti un punto generico della curva so s t e~o  non abbiano altri 
pu:ati comuni ;  vale a dire supporremo che si po;~a costrulre hello 
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spazio a r' dimensioni S, una curva C" d 'ordine n, riferita univo- 
camente  alia C, sulla quale gli iperpiani St_: seghino la serie cor- 
rispondente atla g~. La restrizione porta come conseguenza che nel 
grt~po r ,  generico di g~, r punti comunque scelti riescono sempre indi- 
pendenti per lag', (cio~ appartengono ad un solo gruppo delia serie); 
questa proprietY, quasi intuitiva, ammette una dimostrazione rigorosa 
che il let'tore trover~ nella Nota del sig. B e r t i  n i �9 Intorno ad al- 
cuni teoremi della Geometria sopra una curva algebrica ~ (*). 

Si potr~l dunque, nell 'applicare f 'ultimo teorema del n ~ prece- 
dente alia serie [k] (somma di k serie identiche a g~) e al gruppo 
r .  generico di g,~, porre. 

~(o --- 8.C~) - -  . . . .  --- 80) = r, 

e si avr~t : 

t7 numero ,t k delle condi~ioni the r .  impone alia serie [k] 

oppure in caso opposto 

0)" 
La serie residua di F,, 

n - - I  
t .  se k < r - - i  

Vk - - -  n .  

rispetto a [k] ha la dimensione rk ~ vk, 
e contiene [k- - I ]  o coincide con essa (n ~ I); quindi 

r k ~ v k ~ rk_~ 

e in v i ~  del teorema precedente 

(2 )  rk - -  r ,_ ,  ~ k (r - -  x) + I per k < n--.____AI 
r - - I  

n i 
"'1,2)' rk - -  rk.., ~ n per k 

Consideriamo anzitutto i valori di k < r -----~'i (tra i quali si trova 

(*) At t i  del la  Accad.  d. Scienze di T o r i n o ,  vol .  X X V I  ( I89o) ,  nL 2, 3. 
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almeno il valore k - - - I ,  eccettuato il caso della curva razionale 
normale di S,). Nella (2) mutiamo successivamente k in k - -  I, 
k ~ 2 . . .  2, I, otterremo una serie di relazioni di cui ie ukime 
due sono 

r : - - r ~ _ 2 ( r - -  0 - I -  I 

r - - ' ( r - -  i) + I. 

Sommando la ( 0  coIIe k -  I relazioni analoghe si trova 

(k " t - I ) ( ~ . -  I)-~- lr 
(3) 2 

la quale fissa u ,  limite inferiore alia dimensione della serie [k] ?er t , t t i  

i valori di k < n - I r ~ ;  ed il limite pub esser raggiunto, in cmwe 

particolari di genere qualunque, per i nominati valori di k (*). 

4. La fonnola (3) diventa sopratutto importante quando a k si 
attribuisce il massimo va!ore che esso pub ricevere, cio~ l 'intero Z 
definito dalle disuguaglianze 

1~-- I I 
( ) I --=-Z <'--  - -  . 4 r--I ~ ;'--I 

La (3) ci d.~ 

Z +  I )  
(5) 2 

Ma qui si presenta un fatto notevole, il quale conduce subito 
ad un limite st@eriore per rz ; infatti la serie [Z] ~ non sd~eciale. Lo 

(*) 1~ facile vedere c h e s e  nel la  (3) va pre3o il segno ----~, allora deve essere 

r2 -~- 3 r - -  I; quindl ripetendo un rag ionamento  delle mie Ricercbe di geometria 

sopra tuza r algebrica (At t i  delPAccad, delle Scienze di Torlno,  vol. XXIV,  i889; 

v. n ~ 29 e seg.), si trova che :  Le cmwe C" d i s  r ( n >  2r ,  r ~ 2 )  s,dle qnali le 
n - - I  

wzriet~ V ad r - -  I dimensloni d' ordine k <~ ~ - -  I se~ano una serie la cul dimensione 

data dal secondo membro della ( 3 ) ,  appartengono ad vna superficie d'ordlne r - -  I 

(r igata necessariamente per r dlverso da 5); e viceversa. 
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si vede  osservando che il gruppo gener ico di ,~=~ presenta a!la serie 

[Z] [per  la (0] 

condizioni,  ment re  se [Z] fosse speciale, ad essa (per  il t eorema di 

R i e m a n n-R o c h) un gruppo di g; presenterebbe al pifi n - -  r con-  

dizioni. Dal l 'osservazione che [Z]" & non  speciale ed ha l 'o rd ine  Z n, 

risulta subito che deve  essere la sua d imensione  

(6) rx _< Z n - -  ? ,  

dove p ~ il genere  della curva C; il segno inferiore corrisponde al 

caso in cur [Z] ~ compteta.  La [7.] pub del resto essere scompleta ,  

ma il difetto di completezza d• .non pub superare  la differenza tra it 

l imite stiperiore (6)  ed il l imite infer iore  (5) di r x ;  ossia 

(7) dx ~ X I n  - -  r z - - I  _ 0 /  
d 

E di qu-X varie notevoli  conseguenze.  In tan to  d z per sua na tura  

non  pub esser negat ivo;  dunque p non pub superare la espressione 

(8) ~ - - - -Z  I n - - r  Z - - I ( r  I ) ]  
2 

La (8) d d'k il massimo valore cbe pu)  assumere il genere di una 

curva contenente una serie g~ (*). n massimo pub esser raggiunto (qua-  

(0  I1 valore di = si trova gi.~ determinato nelte mie Ricerche crate (n ~ 27) 
per via meno sernplice, ma in sostanza non diversa da questa. Col.~ sl vedr/t pure 
che le C" di Sr (r ~ 2) aventi il genere massimo si dividono helle tre c[assi: 

i) tutte le curve normali (non speciali)d'ordlne n<~ 2r(n- - r  ~-p, 7.--I);  
2) le curve canoniche n m. 2r ~--- 2p - -  2 ( )  = 2); 
3) le curve d'ordine n ~ 2 r che giacciono sopra una superficie F d'ordine 

r - -  I, non hanno punti muItipli, e segano le generatrici di F, se ~ rigata, in 

( Z -t- I punti od anche in Z -t- 2 nel caso estremo Z -l- I = ; e se invece 
r - -  I 

F ~ la superficie di V e r o n e s e (r=5) le C" (n pari) segano ciascuna delIe c~ = 

coniche di F in _~n punti. 
2 

Rend. Circ. Mclean, t. VII, parte Ia.---Stampato iI 20 luglio I893. 13 
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I~.tBqur .~iano ,~ ~d r 2> x) ed in tal ca~o la serie [Z] ~ completa; 
altrimenti la [Z] pub esser scompleta, m a i l  difetto di comp[etezza 

(7)' d x -~ 7: --  p (*). 

Anche il yaLor,e ~ ..-,-p pub r raggiunto dat difetto di r 
pJ.etezza qu~durutue s i a p  ~;r162 r~etle curve plane e in quell,e 
~min .a~  nelh nora at r~ ~ 3), 

5- I1 procedimento che ci ha r a determinare un limke 
inferiore ad r~ per k ~--~ Z non 6 pi6 applicabile-ai valori superiori 
di k, p:rr !a formula (.~) non ~ery.e p ig  ,e si d~ve ri,;orrere alia (2)'. 
Quest., ; i  

(9) rx+: -.__: r X + n, rx§ _ + n , .  

e poich6 le successive serie [Z + x], [k + 2 ] . . .  sono tutte non 
speciali (contenend0 la [Z] i~on speciale), si hanno pure le disugua- 
glianze 

(IO) rx+ , ,~ (Z  ~ I ) n - - p ,  r x + , ~ ( Z + 2 ) n - - p ,  . . .  

Le differenze tra. i ser e i primi membri delle ,(Io) d~lnno 
i difetti di completezza delle serie [Z + x], [Z + 2] . . .  ; ora te- 
nendo conto delle (,9) si trova subito 

d x d z ~- d z :~ 
�9 . 

D'akra parte l e d  non poss.ono divent~tr n.egadve; dunque: 
Esiste sempre un intero ea cosl grande che per tutti i valori cli 

k ~ o la serie [k] ha un difetto di complete((a d indipendentr da k, 
ed ha quindt ta dimensione 

O I )  r~'-., k u  p d. ( o ~ d ~ r : - - p )  

I~a parficolare se p = ~ (allora d z --- o e quin.di) si pu~ asswnere 
o =  z ed ~ d_~-~ 0. 

(*) I! ragionam2ato precedeate, unito a{!a osservazione c h e s e  Z varia p"r 
nutn-~rj intcri il ser men~i~co 4eEa (8) noJ~ pu6 cre~c.ere, r mostra che h 
d t ~ x - - p  ogniqualvolta [k] r serie non speciale, anche sc k < Z ;  (per k > -  Z si 
veda il n ~ 5). 
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Ad es. per le due classi di curve I), _~) date nelta nota a[ nu- 
mero precedente si ha :  Tutti i multipli di una serie g'~ completa non 

specia!e d'ordine n > ~-r, e tutti ~ muMolt delia serie canonica (essa 
esclusa) sono serie complete non speciali g~,-~"-v [e un teorem,~ ar/alogo 
su;ssiste per la classe 3)]- 

Vogliamo intanto et/tmciare s'~tto foema proiettiva il prinG~pale 
risnltato a~ cui finora siamo giunti. 

La strle segata sop~ra la curva C" eli S~ dalle varletb (a r ~ 
dimensioni)" d" ordine k ~ Z ha u~ta dimensio'ne che non supefa k n ~ p 

e se ne ? inferiore la differenza ~ al pi;, uguale alia diflerenza che passa 

tra il massimo generg ~ di una r d'ordine n di iS, ed il genere t), 
che ha la data C ~ (*)., 

6. Tornando alle serie [k] per k > Z due questioni ci r,~stano 
da risolvere. 

I) Come si pub calcolate ~n fiumel'6 co a partite dal quale valga 
sempra 1,~ formosa (i I) 

:0 Quale particolarit~ presenta la serie g,~ quando la costante d 
che si presenta nella ( I I )  ~ diversa da o? 

Occupiamoci intanto del primo quesito. Noi sapplamo chela  d~ 
difetto di completezza della serie [k] d:ecresce o rimane costante, 
inentre k cresc~ ottre Z- Se ci fosse not~ ta, legge di decrescenza 
di dk, si saprebbe subito a, p~rfire da qUal valorb ~ d4 k, la dv 
rimane costante. Ora. quesra legge non ~ certo facile a scoFr~re ; 
e soItanto, riusciremo a red, ere che (a: partire da k ~-~--.Z + I ) d  k dev~ 
diminuire di una unit~l almeno per volta-finch~ k non ba r~ggiunto 
quel limite ~, a partire dal quale d k rimane sempre costante; vale a 
dire se z~er un certo valore d~' k ~ Z + I si ~a dk_~ ~- dk, si avrb 

allora d k = di,~, "-- dk~; ~ ---,- . . .  ~- d costante. 

La ipotesi fatta dz_ t ---d:, si pub anche s crivere (poich~ 
= l c n  - - p  - -  r , ,  . . . )  

(*) II teorcma pub completarsi r n~ta al n ~ precedente. 
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si vuol dimostrare che in conseguenza sar,~ 

d k - -  dk+ , ossia rk + n - -  rk+ ,. 

Percib tra gli oo "~ gruppi della serie [k], consideriamo quelli che 
contengono un gruppo generico G fissato nella g~; noi sappiamo gi,~ 
che G impone n condizioni alla [k]; quindi i gruppi in questione 
formano una serie d'qrdine n k e di dimensione r ~ -  n = r~_,. Se 
in ciascuno di essi si sopprimesse G, rimarrebbero i gruppi della serie 
residua di G rispetto a [k], la quale contiene [ k -  i] (n ~ I ) ,  ed 
anzi questa volta deve coincidere con essa, perch~ le due serie hanno 
la stessa dimensione rk_,. Quindi la nostra serie d ' o r d i n e ' n k  consi- 
derata entro a [k] si pub formare aggiungendo ad ogni gruppo di 
[ k -  x] il gruppo fisso G; Io ricorderemo indi~ando la serie col 
simbolo 

[k - + o .  

Una secofida ~erie dello stesso ordine n k, della stessa dimen- 
sione rk ~ n, si pu6 ottenere similmente partendo da un secondo 
gruppo generir G' da g',, e sar~ 

G'. 

Le due serie hanno in r tutti i gruppi di [k] che con- 
tengono sia G sia G',  che soddisfanno adunque a 2 n condizioni 
(perch+ k > Z Jr- I), e nessun altro gruppo; questi gruppi sono ~,k-,.. 
Dunque la minima variet~ lineare di gruppi di k n punti a c u i l e  
due serie ~,k-. appartengano ha 

( ~ - - n )  + (r, - -  n) - -  (r, - -  2 n) = ~ 

dimensioni, ~ la stessa [k] da r siamo partlti. In altre parole ope- 
rando linearmente sulle due serie [ k -  I] + G e [k - -  ~] -[- G', vale 
a dire costruendo tutte le serie ~ determinate da un gruppo qual- 
siasi della prima serie con un gruppo qualsiasi della seconda, si pub 
arrivare ad ogni altro gruppo di [k]. Ora io dico che operando l i-  

nearmente sulIe due serie d'ordine ( k + i ) n  e dimensione r, 

[k] + [k] + G' 
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(ottenute aggiungendo ai gruppi di [k] il gruppo fisso G o i l  gruppo 
fisso G'), si perviene a costruire tutta la [k + I]. Dimostrato ci6, 
(poich~ le due serie nominate hanno in comune una serie oo'k-"), si 
conchiude subito che [k + I] ha la dimensione 

rk§ = r~ + r~ - -  (r~ - -  n) = rk + n, 

e a questo risultato precisamente vogliamo arrivare. 
Dunque tutto ~ ridotto a provare (per la definizione di [k -1- I]) 

che l'insieme di k + I gruppi scelti ad arbitrio in g~' 

G, + ~, + . . .  + G~+, 

pu6 ottenersi con costruzioni lineari partendo dalle due serie 

[k] + o ,  [k] + G,. 

E ci6 risulta purch~ si osservi che quei gruppi della prima serie 
i quali contengono G z , formano la serie &'~-' 

[ ~ -  ~] + - a  + G,; 

analogamente quei gruppi della seconda serie che contengono G, for- 
lllano la serie oo'~-, 

[ k - -  ~] + G ' +  G,. 

Mediante .costruzroni lineari le due serie oo "k-' conducono a tutti 
i gruppi che risultano d.~ll'unione di G, col gruppi della serie deter- 
minata da 

[ k - -  I] + G insieme con [ k - -  I] + G'. 

Ma questa serie (fu visto prima) ~ precisamente [rk], e contiene 
quindi in particolare il gruppo G~ + . . .  + G~,. Dunque in realtll 
la serie ~o ~+~ costruita linearmente partendo dalle due 

[ k ] + ~ ,  [ k ] + ~ '  

contiene ogni gruppo formato dall'unione di k + I gruppi di ~ On e 

quindi coincide con [k + I]. (Non potrebbe questa esser contenuta 
in quella perch~ la dimensione di [k + I] ~ certo ~ rk + n). Cosi 
la nostra asserzione ~ dimostrata. 
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7- Se ora noi partiamo dalla serie [7. + I ]  i[ cui difetto di com- 
pletezza s (n ~ S) 

dz+, -~ r - -  p- 

c costruiamo la serie successiva [Z + 2],  it difetto di completezza 
di questa 

dz v2 ~ d• - -  I "-~ ~ p I 

oppure 

dx+ 3 - -  dz+ 2 , 

ma in quest'ultimo caso si pu6 prendere 

o~---Z + 2. 

Cos[ continuando, polch& le d non sono mai negative, si vede 
che nella peggior ipotesi risulter~ 

dz+=_p+ , - -  dz+~_#+ = - - . . .  

Dunque possiamo finahuente conclfidere : 
Per ogni valore di k >  Z + • - -P  il difetto di completezza d della 

serie [k] k indipendente da k e la serie stessa (o in altre parole la serie 
segata su C" di S, dalle variet~t d'ordine k) ha la dimensione 

(I t)  r k = k n  p d. ( o ~ d ~ = - - p )  

oppure 

d• 2 - - -  dx+~, ; 

ma in questo secondo caso, per it teorema precedente~ tutte.le d con 
indici maggiori hanno Io stesso valore; e quindi come valore o~ del- 
l'indice a partite dal qu,n[e I e d  rlm'~ngono costanti, si pub prendere 

o ~ = Z +  I. 

Nel primo caso invece si costruisca ta serie [Z + 3]; avremo 
in corrispondenza 

/ '  -" 



SUI PUNTI MULTIPLI DI UNA SERIE LINEARE DI GRUPPI~ ETC. I 0 ~  

Ora rimane da trattare la ser questione; per quali serie 
d - - o ;  e in caso opposto quale + il significato geometrico di d? 

Mediante considerazioni appartenenti alla geometria sopra una 
curva e fondate sugli stessi principi (dei n' i e 2) che finora ci hanno 
servito, si potrebbe dimostrare che l a  condizione necessaria e su.ficiente 

ad~nch~ (sia d - -  o, o in altre parole) sia completa la serie [k], per k 
abbastanza alto, ~ the non esistano sulla curva due (o phi)punti  i quali 
offrano una sola condizione alla ~,,~", vale a dire che sia priva di punti 
mulfipli ta C ~ di S~. Ma. 1o stesso risuttato, ir~sieme ad attri, si pu6 
anche ottenere per una via r semplice (di natura proiettiva) che 
val la pena di seguire quest'uttima da ora in pol, abbandonando il 
metodo che r ha condor:to fin qua. 

8. Ragioniamo anzitutto sulle curve plane 

r ' - - -  2 ,  z - - -  n - -  2 ,  ~ --- - - -  
2 

E noto (*~ the ,ulla curva piana C" (con singolari~ oMinarie 
o straor~ina~'ie) di gene~e 

I 
p = = - ~ y  i ( i -  0 

(dove la somma v a  estesa a tutti i punti di C" multipli secondo 
i - - 2 ,  3 . - . ) l e  curve aggiunte d'ordine k-~___n--2 segano una serie 
compIeta non speciale. L'ordine di questa serie 6 

N~ = k ,  - -  Z i ( r - -  ~) = t ~  - -  2(= - - y ) ;  

la dimensione della serie sar't quindi 

R~ = N~ - -  p = / . ,  - -  2 ( =  - -  p )  - -  p .  

D'altra p a t e  la serie [k] segata su C" da tutte le curve d'or- 
dine k ha l'ordine k n, mentre la dimensione rk supera R~ del numero 
delle condizioni che si esigono perch6 una curva d'ordine k sia ag- 

( * )  $ j  vr ~q! ~e~. B r i I i e_ I~ ~ t h .e r ,  Ueber die Mgebraischz Funclionen. 
Math~m. Anaa len ,  7. 
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giunta alia C". Ma ~ pur noto the questo numero di condizioni 
indipendente da k, per k ~ n - - 3  e vale 

Dunque 

- -  k n  - -  p - -  ( =  - -  p ) .  

E cosi all'ultimo teorema del n ~ 7 possiamo sostituire he1 caso 

di curve plane il seguente pifi completo: 
Sopra una C ~ piana di r p le -curve d'ordine k ~ .  n - -  2 

segano una serie non speciale (di ordine k n) eli dimensione 

(!2) r , - - k n  - - p - - ( = - - p ) .  

La (I2) dA quindi la dimensione della serie k-upla d'i una g~ (*).. 

9. Passiamo in secondo luogo alle curve sghembe C" dello spazio 
ordinario ( ~ 3 ) .  Si scelga nello spazio un pt/nto S per il quale non 
passi nessuna deUe oo' trisecanti di C"; da S la r C n sar~ proiet- 
tata sopra un piano in una C~' la quale, oltre alle singolarit,~ effettive 
proiezioni delle corrispondenti di C", non avr~ che un certo.numero 

di punti doppi apparenti a, b, c..., proiezioni di altrettante coppie 

di punti semplici (a,, as) (b,, b~), (cz, G) . .  �9 di &.  Le curve d'or- 
dine k ~ n - - 2  aggiunte a C~' segano su questa una serie completa 
non speciale di un certo ordine N~ di dimensione R ~ - - N k - - p ;  
quindi i coal d'ordine k projettanti le curve aggiunte da S, i quail 
passano in modo perfettamente determinato per le singolarit.~ di C" e se- 
gano inoltre semplicem.mte C" neUe ~ coppie di punti (a, , )  (b,a~, b,)..., 
determ'inano su C" una serie completa non speciale d'ordine Nk e 
dimensione Rk; e la stessa serie (essendo completa)~ segata da tutte 
le superficie d'ordine k che passano semplicemente per i 2 ~ punti 
a,,  a~, b,, b ~ . . . ,  e in ciascun punto singolare segano ta C" pre- 
cisamente come la segavano quei coni; la quale ultima condizione 

(*) La costante d della (i I) la quale ~ in generale compresa fra o e ~.--p, 
helle curve plane uguaglia il limite superiore come fu gi':t osservato. 
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(relativa ai punfi singolari) per brevitk esprimeremo dicendo the  le 

superficie sono aggiunte a C ~. 
Se ora riesciremo a mostrare the  i 2 ~ punti a,, a=, b,, b , . . . ,  

presentano proprio 2 ~ condizioni indipendenfi alle superficie d 'ordine 

k aggiunte a C" che devono contenerli ,  ne seguir~ subito che le 
superficie d'ordine k soddisfacenti alle sole condizioni di esser ag- 
giunte a C" dovranno segare su C" una serie d'ordine N,  + 2 ~, di 

(timensioffe Rk+2~,  quindi ancora una serie com2bleta non s2beciale. 
Tut to  si riduce a p~'ovare che esiste una superficie d 'ordine k 

aggiunta a C" the passa per 2 ~ I comunque scelti tra i 2 ~ punti, 
ad es. per a., b,, b , . . . ,  senza  passare per il rimanente punto a,. 
Ed infatti ,  poich~ le condizioni affinch~ una curva piana d 'ordine 

n - - 3  (o maggiore) sia aggiunta ad una curva piana C~ sono 
tutte (come ~ noto) indipendenti fra loro,  segue che tra i coni 
di verfice S e d'ordine n--: 3 (o maggiore) aggiunti alla curva sghemba 
C ,  certo ne esiste qualcuno passante per le ~ I rette Sb, Sc, . . . ,  
ma non lYer la retta Sa; ed uno di tall coni insieme ad un piano 
passante p ~ . a ,  e non per a , ,  d~ precisamente una superficie d 'or-  
dine n -  2 (o maggiore) aggiunta a C" e passante per 2 ~ - - f  tra 

i ~z~ punti senza contenere il rimanente. Dunque testa dimostrato 
the  tutte le superficie d'ordine k ~-~ n -  2 aggiunte alia curva C ~ 
segano sopra di essa una serie completa non speciale. 

Lo stesso ragionamento si pfi6 applicare ad una curva C" dello 
spazio a r dimensioni S, ,  proiettandola sopra un piano da un S~_~ 
generico (oppure proiettandola sopra un S,_, da un punto generico 

e procedendo allora col metodo da r ~ i a d  1"). Si giunge cosl al 
teorema : 

Sopra una curva C" di S, le varieth aggiunte (a r -  I dimen- 
sioni) d'ordine k ~ n -  2 segano una serie completa non speciale (*). 
Noi diciamo per ora (riserbandoci di allargare al n ~ 12 la definizione) 

che una varieth ~ aggiunta a C', quando in ciascun punto multiplo 
della curva la variet~t ha tante intersezioni col singoli rami uscenti 
dal punto, quante ne ha con una proiezione piana C~' nel corrispon- 

(*) Con una lieve modificazione del ragionamento, ed escludendo le curve 
razionali, si riuscirebbe a sostituire il limlte n -  ~, col limlte pifl basso n- -3 .  

Rend. Circ. Matem., t. VII, parte I~.--Stampato il 7 agosto I893. 14 
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dente punto (e  sui corrispondenti rami) una curva piana aggiunta; 
sicch~ ogni punto i-uplo di C" assorbe esattamente i ( i -  ~) tra le 

intersezioni di C" con una variet't aggiunta (d'ordine k_-~_ n - - 2 ) ,  e 

~,. = y i ( i -  x) 

sono le intersezioni fisse di. C" colle varieta aggiunte. 
II caso pi6 semplige ( I z - - o )  in r G" non ha punt[ muhipli 

ci d'2t: 

Sopra una gur.va G" di S, priva di punt i  muttipli le varieth (a 
r -  I dimensioni) d'ordine k :~  n ~ 2 segano una serie .;ompleta non 
speciale d'ordine k n e dimensione 

0 3 )  rk --- k n  - -  p. 

0 sOtto forma invariantiva (dicendo the un gruppo di due o 
pi~l punti ~ neutro per una serie g~ quando presenta una sola con- 
dizione alia serif) : La serie k-upla.di  una g', senza gruppi neutri per 
k ~ n ~ 2 k r non speciale. 

Questo risukat 0 confrontato con quello del n ~ 7 ci prova che 
se g.~ non ha gruppi neutri it termine d che comparisce nella (I I) 
hullo; e che ino!tre il teorema ora enunciato potrebbe applicarsi a partire 
da k---  Z + ~  + p - -  I anzich~ dal valore k - - - n m 2 ,  quando il primo 
numero fosse inferiore al secondo. 

io. E torniamo alia C" dotata di punti multipli, sulla quale le 
variet;t aggiunte d'ordine k ~  n - - 2  segano una serie completa non 
spe~ziale, che ha l'ordine 

k n - - ~ J .  

(perch~ I.~ sono le intersezioni fisse di una aggiunta con C"), c la 
dimensione 

k n  - -  lJ. - - .p .  

Ora diciamo ~ il numero delle condizioni a cui deve soddisfare 
una variedl d'ordine k per riusr aggiunta a G ~, vale a dire per 
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eontenere quei [, punti fissi; ls dimensione rk delia serie [k] d 'or-  

dine k n segata su C ~ da tutte le variet~t d 'ordine k sar,~ 

~ z -  v k ~ dunque il difetto di completezza della serie [k], 

Non sembra ladle  il decidere se Is quantit~t '~k sia indipendente 

da /r per tutti  i valori di. k ~ n - -  2. Ma si pub osservare che per 

quei valori di.k,  , ,  non pub essere inferiore al numero ~ - " / ( i - - - 0 ,  

poich& tante sono le condizioni che si esigono aflinch& un cono d 'or -  
dine k (.proiettante da nn $,_; una curva plans) sia aggiunto a C ~ 
(o ci6 che fa lo stesso alla sua pmiezione piana); e v, non pub essere 

supefiore al n umero )-7(i ~ 0";  perch~ una varie~.~ aggiunta deve 
passare per ciascun punto i-uplo (il t he  impone una condizionr per 
volts) e passare per i ( i  - -  x ) - -  i - - ( i  - -  I ) ' - -  I punti infinitamente 
vicini al primo (il che impone al pi~ altre ( i ~  i )  ~--~ x condizioni); 
dunque 

D 'akra  parte il numero vk deUe condizioni che si esigono per- 
ch~ una variet'a d'ordine- k sia aggiunta a C" non pub diminuire at 
crescere di k (*). 

Dunque si potr~ scegliere un numero ~ '  cmi grande che per 
k_~-~,~', "~k risulti indipendente da k, uguale per esempio a ~. La dif- 
ferenza / , - ~  6 allora un carattere appartenente al ~uppo  dei punti 
mukipli di C". Avremo cosi il t e o r e m a :  

II difetto di con~letezza costante della serie [k] segata sopra una 
curva C ~ di S, dalle varietk d'ordine k abbastanza alto (ad es. 

Z + r; - - p  + I per il n ~ 7) ugzaglia la differenza t r a i l  numero 
di punti fissi in cui le variet~ aggiunte segano C" ed il m~mero delle 
condizioni che questi punti impongono ad una variet~ d'ordine abba- 

(') Si pub infatti costrulre una varietb, d'ordi~ /~-+- I (degenere in uua 
variet~ d'ordine k irisi, eme ad un iperpiano), ,|a quale contenga v k -  I cmnunque 
scettl tra i ~. puntl f issi su C ~ senza conzenere tutti qttei ,~ ptmtl. 
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stanza alto che debba contenerli. Va notato che nel calcolo delia dif- 
ferenza si pu& tener conto staecatamente di ciascun punto multiplo, 
sommando p o i i  singoli risultati; perch~ gi~l pei coni aggiunti d'or- 
dine n--2  (n ~ 9) i punti multipli di C" presentano condizioni tutte 
indipendenti. 

Ricordando la disuguaglianza d ~ r . - - p  del n ~ 7, vedian~o di 
qua che la differentia nominata nel teorema.non pu3 mai superarc la 
differenza t r a i l  massimo genere r. r pu3 avere una curva,d'ordine n 
di S~ ed il genere 1o che Ia C ~ data effettivamente possi'ede (*). 

In particolare poich~ un punto doppio di  C ~ assorbe due punti 
intersezioni di C" con una  variet~ aggiunta, ed impone una sola con- 
dlzione alla varietk (che p'assa semplicemente per esso): 

II massimo numero di pu~Cti doppi che pu) avere una curva C ~ di 
S, di genere p, uguaglict la differenza rr ~ - p .  

I I. Si pub domandare se (come accade per le durve plane, n ~ 8) 
si riesca ad esprimere il difetto di completezza costante della serie 
[k] mediante le molteplicit,~ dei punti multipli di 6 TM. Ora un esem- 
pio, col quale terminer6 questo lavoro, mostrer~ chiaramente che il 
nominato difetto non ~ funzione soltanto delle molte.plicit~, ma di- 
pende pure dai mutui legami che passano tra le i tangenti alia curva 
in ciascun punto i-uplo; tanto che riuscirebbe molto complicata una 
formola the volesse contemplare tutti i casi. 

Sia A un punto triplo ordinario di C ~ ed a, ,  a2, a 3 siano i tre 
punti infinitamente vicini ad A sui tre rami di curva. Una variet~ 
Vaggiunta  a C " deve passare per A e per i tre punti a, ,  a , ,  a 3 
(giacch~ per le proiezioni plane di quei punti passa ogni curva piana. 
aggiunta alia proiezione piana di C~); e sono sei (3 A + a, + a~ + a3) 
le intersezioni fisse di C" colla V aggiunta assorbite daI punto mul- 
tiplo. Dobbiamo esaminare quante condizioni quei sei punti impon- 
gano alla P'. Intanto i tre punti riuniti in A impongono una sola con- 

(*) E s e i l  m a s s i m o  = - - p  ~ r a g g i u n t o  la C ~ di S r q u a n d o  sia n>2r,  
r > 2, s ta  sopr~t u n a  superficie d 'o rd ine  r - -  I; e qu ind i  o c iascun  pun to  mu! t ip lo  

di C ~ h a  le sue  t ahgen t i  in u n  p iano ,  o u n  solo  pun to  mu l t i p lo  n o n  si t rova  in 

ques te  condiz ioni  e !a superficie ~ u n  cono  col  vert ice in queI punto .  Si d i m o -  

ra t enendo  con t o  d e l l ' u h i m a  osservazione  del  n ~ 4 e del la  no ta  al n ~ 3- 
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dizione, ed i due punti a, ,  a: impongono sempre altre due condi- 
z[oni indipendenti; le V che sodd[sfanno a queste tre condizioni toc- 
cano in A il piano A a, a 2. Sicch~ o la tangente A a 3 si trova fuori 
del p[ano e allora una quarta condizione occ0rre perch~ la Vpassi per 
a 3 (e la }" acquista un punto doppio in A); oppure A a 3 si trova nel 
piano Aa,  a2 e allora ogni V che verifichi le tre prime condizioni 
passa in conseguenza per .a 3 (ed  ha un piano tangente fisso in A). 

Dunque in vim', di un teorema del n~ possiamo dire 
che un punto triplo ordinario di C" contribuisce con due o con tre 
unit2t al.difetto di com]oletez~z~a costante della serie [k] secondo cbe le tre 
tangenti nel punto tri~to non appartengono opJmre afo~artengono ad uno 
stesso piano (*). 

I2. Net-primo" caso non solo le P" d'ordine abbastanza alto che 
passano doppiamente per A (e sono pure aggiunte negli altri." punti 
multipli) segano su C" una serie completa non speciale, ma anche 
le //" che passano semplicemente per A (d sono aggiunte altrove) 
segano una serie completa non speciale, perch~ l'or~line e la dimen- 
sione della nuova serie superano di tre unit.~ i corrispondenti carat- 
teri dell'antica. Ora la stessa osservazione si pub presentare sotto 
forma generale : se delle i ( i - - r )  intersezioni fisse delia C" con una 
V aggiunta, riunite in un punto i-uplo, alcune ] ad es. (e non ] q- I) 
presentano condizioni tutte indipendenti alle V che passano per i 
rimanenti i ( i - -  r ) - - ]  punti, si pub esigere cheper questi soli punti 
passino le variet~t (aggiunte altrove) senza che la serie segata perda 
il carattere di esser c'ompleta non speciale. Operando poi nello stesso 
modo negli altri punti multipli di C" si viene a sostituire al primi- 
tivo gruppo di ~ punti base per le V aggiunte un nuovo gruppo cli 
Iz':.~z punti contenuto net primo e tale che tutte Ie variet~ F ( d i  
ordine k abbastanza alto) passanti per i ~' punti del nuovo gruppo 
segano su C" una serie completa (non speciale), mentre ci6 non ac- 

(') E similmente l'influenza di un punto i-uplo ordinario colIe i tangenti 

in un piano 6 di i ( i - -  I) unit~, mentre se le i tangenti nel punto i-uplo di 
2 

una curva C" dl S r (r ~ 0 so.no linearmente indipendenti, il punto influisce con 
i - -  I unitS, soltanto. 
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cadrebbe se le //passassero solo per Iz'---i di quei punti. A questo si- 

sterna di variet~t di dato ordine k e di massima climensione tra quelli 
di ordine k che segano su C" una serie completa non speciale 
naturale di asse~are il home di sistema aggiunto (anzich~ al sistema 
minore che prima abbiamo chiamato nello stesso modo). I1 solo in- 
conveniente sta nel fatto c h e l a  definizione del sistema pifi vasto 
meno semplice che quella del sistema ristretto. A1 nuovo sistema 
aggiunto .si applic.ano senz'akro i teoremi det n ~ Io. Ma di pitt si 
vedrebbe che ogni sistema di variet~1 cl'ordine ~ k the ~eghi su C" 
una serie completa ~ contenuto entro al sistema aggiunto d'ordine k; ed 
inoltre: il sistema aggiunto ~ completamente defiuito dalle condi:c~:ni 
che tra le interserjoni fisse della variet~1 generica del .sistema con C" 
ciascuna stia sulle variet~ iOassanti per le rimanenti, e cbe i punti infi- 
nitamenle vicini ad ogni punto mu!tiplo di C n presentino condi~ioni tutte 
itulipemlenti alte variet~ del sistema coslrette a contenerli ar~'ora urm 
volta. 

Roma, maggio, z893. 
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