
Ueber eine binomische 
~ter 

lineare Differentialgleichung 
0rdnung. 

Von 

L. POCHHAMMSR in Kid. 

Den Gegenstand der nachs~ehenden Un~ersuchung bilden die 
ferentialgleichung 

~ Y  ~-- x y ,  
( 1 )  d---Tg- 

Dif- 

die yon 8cherk*), Jacobi**), Lobatto***), Petzvalt) behandeIt worden 
ist, und die allgemeinere Differentialgldchung 

(2) ,,a=__~ = ~ Y, 

welehe Herr Kummerj-~) durch ~fache 
ha t t t t ) .  Die Substitution x - - -  ax" l~isst 
chungen 

bestimmte Integrale gelSst 
aus (1) und (2) die Glei- 

*) ,Ueber die Integration der Gleichung �9 d ~ y  ~ (a ~ ~x) y",  Crelle's dx  ~ 
Journ., Bd. 10~ pag. 92. 

~*) ,,Bemerkung zu der Abhancllung etc.", Crelle's Journ, Bd. 10, pag. 279. 
***) ,Sur l'intdgration des dquations e~c.", w 1, Crelle's Journ., Bd. 17, pag. 363. 

t} ,,Integration der linearen Different~.algleichungen etc.", Wien, Brau- 
mfiller, 1853. 

afar) ,,Note sur l'intdgration de l'~quation d"y _~. xmy par des intdgrales 
d x n 

ddfinies", Crelle's Jourm, Bd. 19, pag. 286. 
j-~) Die Abhandlung yon S. Spitzer ,,Ueber die Integration etc.", Crelle's 

Journ., Bd. 57, pag. 82, enth~lt die L~Jsung der I)i~erentialgleichnng ~ a ~ y  ~ _ + y  d~  
dutch bestimmte Integrale ira Fall m ~ 2n. Aber diese Gleichung geht dutch 

1 ,~I--~ ~ . .~.--1 ~ die Substitution x =-~-, y ~--- ~/--- in die Gleichung 

fiber. Spitzer gieb~, ohne es zu bemerken, im Wesentlichen nur eine Wiederholung 
der Kummer'schen Rechnung in einer etwas modificirten Form. 
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d x '  *~ d x* n 

entstehen. Man kann also durch passende Wahl yon a einen beliebigen 
cons~nten Factor zu den rech~n Sei~n yon (1) und (2) hinzutreten 
lassen. Den folgenden Rechnungen sind die Differentialgleichungen 

d'~ y I x y 
(3) dx~ ~ + 1 ' 

(4) ~'u , - ~ .  x ~ y  
d x  ~ ( n . - t . - ~ ) P  

(p eine beliebige positive ganze Zahl) zu Grunde gelegt worden. Nach- 
dem in w 1 eine einfache Umformung eines bestimmten Integrals voraus- 
geschickt ist, wird in w 2 die Gleichung (3) ufid in w167 3--4 die Glei- 
chung (4) be~rachtet. 

w  

In der Ebene, welche die complexen Wer~he darstellt, sei ~ ein 
Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius 1. Der Schnittpunkt des 
Kreises mit der positiven reellen Axe heisse l~ 0. Dann wird nach w 3 
der Abhandlung des Verfassers i,Zur Theorie der Euler'schen Integrale" 
(diese Ann~len Bd. 35, pag. 515) dutch F(a) das Integral 

(5) r(a)  = e - ' i a  f (o)e- t t~- ldt  

bezeichnet, in welchem die Variable t den Abschnitt der positiven 
reellen Axe yon -{-<x> his ~o, den Kreis R in positiver Drehungs- 
richtung und wiederum die Strecke yon t) o bis -}-c~ durchl~iuf~. Auf 
dem ersten Theil des Integrationsweges kommt, wie vorausgesetzt wird, 
fiir die Potenz t ~-I derjenige Werth e(~-~)'os *, in welchem log t reell ist, 
zur Anwendung. Es seien ferner ~ , ,  ~ e , . . . ,  ~ - 1  die s - - 1  yore 
Nullpunkte ausgehenden Geraden, welche mit der positiven reellen 
Axe die respectiven Winkel 

8 ~ 8 ~ 8 ~ " " " ~  8 

bilden; s bedeutet e~ne beliebige positive ganze Zah]. Die Schnittpunkte 
tier Geraden !~1, !~2, ... ,  ~8-~ mit dem Kreise ~, welche Ih, 52,.-., I),-, 
heissen mSgen, und der Punkt 5o theilen den Kreis in s gleiche Boge,,. 
Der unendlich enffernte Punkt der Geraden !~, werde q, genannt; 
ebenso set qo der unendlich enffernte Punkt der positiven reellen Axe. 
Man setzt also 

(6) ~, ~- e " , q,---- lira ~,~)e' ] .  

Die GrSssen ~,, q, sind mit ~o, qo identisch. 
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Es sell nun ein Integral 

(7) J = f r q* e - ~  $ q)m-1 ~ q) 

betrachtet werden, dessen Integrationsweg sich aus dem Absehnitt 
der Geraden ~ ,  yon q, bis t~,, dem Kreisbogen ~,b,+x und dem .~b- 
schnitt der Geraden ~,+~ yon $,+~ bis q,+~ zusammensetzt; m i s t  irgend 

\L I% 
I 

"%, I ~ # ~4, �9 ... 

................ k ............ qo 

:Fig. 1. z 

eine positive ganze Zah]. Fiir die Punkte der Geraden ~ ,  hat man, 
wenn rood. v dutch 0 bezeiehnet wird, 

2~z~i 2 ~ i  

v ~ o e  ~ , d v  ~ e --~ d q  
zu nehmen, also 

2~'mz~i  

(8) v " - l d v  ~ -  e " O ~ - l d o .  

Man wendet auf das Integral J die Substitution 
1 

V - - - ~  ~ V s ~ t  
an,  woraus  

e-,~ v , , - ~ d v  = ! e -* t  ~ d t  
8 

" "i  ~" t" fOlgr Setzt man v - - ~ e  zi, t -~-~ e z , so ist =-0..' und ~ s L  
Sowohl dora genannten Abschnitte der Geraden ~ ,  ats auch dem der 
~Geraden ~,+1 en~spricht in dem Wege der Variable t die Strecke der 
positiven reellen Axe zwischen 1 und oo, und w~hrend v l~ngs des 
Kreisbogens I~,5,~_I variirt, durchl~uft t den ganzen Kreis ~. Dem- 
nach ist J gleieh dem Integral 

(9) L f ( ~  x a t  
s j + ~ .  
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dessen Integrationsweg mit dem des Integrals (5) iibereinstimmt. Wegen 
der Gleichung Q'~-q* ist, so lange t auf der positiven reellen Axe 

rn  

i t5 --~ fortschreib~, der reelle W e r ~  yon E dt gleich der GrSsse 

m 

1 , , Om_ldo" E O  do" ~ -  

Aber auf der ersten Strecke des Weges der Variable v wird nach (8) 
der Werth yon vm-~dv  durch das Produe~ aus der reellen GrSsse 

~ v m ~ i  

Om-Xdo u~d der Constante e ' angegeben. Folglich ha~ man (da 
dutch die Substitution keine Aenderung des Werthes der zu integriren- 
den Function eintxeten daft) auch auf dem ers~en Theile des Inte- 

gra~ionsweges yon (9) f/it die Pobnz t "  das Produc~ aus dem 
m 2 ~ m ~ i  

reellen Wer~he t '  und der Constante e * anzuwenden. Man 
finder auf diese Weise fiir J den genaueren Ausdruck 

2 v m z ~  -- m 

1 a ?(0) ~ -- I 

(10) J - ~ -  -- e e - t t  " dr ,  
s j + ~  

in welchem t '  w~ihrend des anffinglichen Forbchreibns yon t l~ings 
der reellen Axe reell und positiv i s t  Mi~ Rficksicht auf die Gleichung 
(5) kann nun in (10) 

(~  d t ~ e  " - m 

m 

gesetzt werden, da t * den in (5) vorkommenden Zweig der Pobnz 

m bedeutet. Also gilt ftix J die Gleichung t ~-1 fiir a ~ 7  
2 v-{-1 

e'-~s v m - l d v  ~-- --e 
J q~ 8 

Ist ~n ein Vielfaches yon s ,  so wird das Integral J gleich Null~ da die 
GrSsse [ (a )  ffir posibive ganzzahlige Argumenb a verschwinde*, 

w  

Man setze in die Differen~algleichung (3) 

~ y  1 

fiir y das bes~immte Integral 
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y -~-f~e ~x V d v  

ein, in welehem V nur yon v abh~ngt, and g, h Constante sind. 
Dann ergiebt sich 

(n+ 1) e~ " V d v  e'~x Vd~ = 0 

oder, wenn der zweite Sammandus dutch ,heilweise Integration um- 
geform~ wird, 

j j ' e ,  ~ ,iV V } d v - -  ] ~ = 0 .  {-x~+ (~+l )~  [e'~r ~ 

Man stellt fiir Y die Differenfialgleiehung 

,iV 
d~, + (n+ 1)v" V - -  o 

auf, die dutch 
]7" _~_ e_~,~-}-1 

befriedigt wird. Das Integral 

(12) y e-~ 

is~ folglich eine particuliire LSsung der Differentialgleichung (3)~ falls 
die Constanten g und h so gew~hlt werden, dass 

(13) e-~+ ~ + ~  _ e-9-+x+~ ~__ 0 

Die ExponenfialgrSsse e-~"+l+ 'x n~ihert sieh (unter der Voraus- 
setzung, dass x endlich bleibt) dem Werthe Null, wenn v reell, posit'iv. 
und unbegrenz~ gross isk Dasselbe gilt,  wenn man 

[ ~,,,i\ 
v--~ lira ~,oe ~-~ ) 

setz~. Es mSgen, indem in (6) s ~ - n  + 1 genommen wird, dutch 
~,, q, jetzt die Wer~he 

(14) t~,,~-- e "+i , q , = l i m ~ q e ~ - i /  
Q~-ao 

(v ~---1, 2 , . . . ,  n + 1) bezeiehne~ werden. Da der Bedingtmg (13) 
genfigt ist, wenn man fiir 9 and h irgend zwei der in (14) gena-nLen 
Werflae qi, i h , . - . ,  q,+~ w~lalt, so exisfiren n partSeul~re Inte~ale der 
Gleiehung (3) yon der Form 

(15) Y, =j~, e-~ 

deren Integrafionsweg dora des Inte~dts (7) analog i ~  D'mse 
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verschwinden. 
die Relation 

Functionen lrj, 17~ , . . . ,  y~ bilden zusammen das vollst~ndige Integral 
der Gleichung (3). 

Die obige Entwicke]ung kommt im Wesentlichen auf die Rech- 
nungen zurtick, welche Jacobi, Lobatto, Petzval in Bezug auf die 
Gleichung (3) angestellt haben. Jacobi and Lobatto beschriinken sieh 
(1. c.) auf reelle Integrationswege, multip|iciren aber die GrSsse v 
successiv mit den Einheitswurzeln l~1, I~2, , . . ,  ~,. Petzval dagegen be- 
nutzt (1. c. Bd. I, pag. 57) die Integralgrenzen ti I .cr 1~2.~,...,b~+1.c % 
wo unter cr 'der reelle positive unendliche Werth verstanden wird. 
In der yon ihm angegebenen LSsung der Gleichung (3) 

b~ e -~ +":~ dv  - - ] -  e-~"+l+~,~dv 

fY fbn+l "~ e -~n+l + ~  d v  
+ " "  + "+~]o 

sind die im Uebrigen willkiirlichen Constanten C1~ C~ . . . ~  C,+1 durch 
die (zuerst yon Jacobi aufgestellte) Relation 

c, + G + . . .  + c.+1=o 
mit einander verbunden. Setzt man also 

0 = Q = G . . . . .  G - ~  ~ G + 2  = G + 3  ~ . . . .  c . + 1 ,  

so erh~ilt man, da C~ = -  C,+1 wird, das particuli~re Integral 

~ j o  j o  " 

Letzterer Ausdruck ist aber gleich C,~-1 Y,, Start die Variable v die 
Linien ~ und !~,+~ (yon q, bis O und yon O bis q,+a, Fig. 1) durch- 
laufen zu lassen, kann man~ d a v  ~ - 0  kein singul~irer Pankt der zu 
integrirenden Function ist, den in (7) bezeichneten Integrationsweg 
anwenden *). 

Die Differentialgleichung ( 3 ) h a t  die Eigenschaft, dass~ wenn ffir 
y die Reihe 

y ~ c o -}- c I x -J- c: x 2 -}- �9 �9 �9 @ inf. 
substituirt wird, die Coefficienten der Potenzen 

X,~ XS~}-:t~ X3n+2 XXi~+a)-I ~ - - * ~  ~ * .  �9 

Zwischen c~ und c~+,+~ besteh~ (fiir ein beliebiges ~) 

1 C x  

Man finder, da Co, c 1 , . . . ,  c,,-x willkiirlich bleiben, als particullire 
LSsungen der Differentialgleichung (3) die n unendlichen Reihen 

*) Cfr. C. Jordan, ,,Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique", Tome III, 
1887 (Paris, Gauthier-Vfllars w 195. 
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(16) ~/, ---~ 

woselbst ftir 
sind, und az die Constante 

q- ,~, ( ,~ + i) (~ + (~+ ~ ~ +  ~) ! ~)... (~ + ~ - 1 ) m~=(,~l-~) q- "�9 ", 

l nach einunder die Werthe 0, 1, 2 , . . . ,  ~ -- 1 zu se~zen 

zq-1 
(17) a~ = .  +---/- 

bedeutet. Dutch m! wird das Product 1 . 2 . . . m  (durch 0! der 
Werth 1) bezeichnet. 

Man gelang~ nun unmittelbar zu den zwischen den Integralen Y~ und 
den Reihen ~/0, ~ h , ' - - ,  ~/~-~ bestehenden Beziehungen, wenn man in 
(15) ffir e ,x die Reihe 

~) ~ vft X 2 ,l)k ~ k 

e . ~ =  1 +T ~ 1 . e  Y " "  4 -  k! -t " "  

einfiihrt. Hierdurch ergieb~ sich fiir i7, die Reihenentwickelung 

X X ~ X k 

08) r , =  2Po + ip~ T +  G T ~ - + ' " + 2 ~ T . ,  + ' ' ,  
in der zur Abkiirzung 

/"~'+' e -~" d ' dv -Pk J ql, 

gesetzt ist. Da das letztere Int~grat aus (7) ffir s=n-.~ 1, m=k-}-I  
en~steht, so folgt aus der Formel (11), wenn dutch t~ die Constante 

(i9) ~ = e "+' 
bezeichnet wird, die Gleichung 

~+~ r ( k + l ~  
/'~ = ~ x~--4-i~" 

Die verschiedenen Werthe yon /~ sind je nach dem P~este, der bei tier 
Division yon k q- 1 dutch n Jr- 1 verbleibt, in n q- 1 Gruppen  zu 
theilen. In dem Falle, w o k  n t- 1 ein Multiplum yon n - l -1  ist, hat  man 

/ ~  = 0, 

da die GrSsse F fiir positive ganzzahlige Argumente verschwindet. Isf 
k q- 1 kein Vielfach yon n if- 1, so nenne man ~ q- I den Rest, der 
sich bei der Division k -}- 1 : n q- 1 ergiebK Es wird also 

kq-  l = x ( ~ - { - l ) - { - l q - l ,  ]r ----- x (n-~- l) q- I  

gesetzt~, wo x eine positive ganze Zahl ,  und ~ einer der Werthe 
O, 1 ,2 ,  . . . ,  n - -  1 ist. Dutch Anwendung der Formel (Bd. 35 dieser 
Annalen,  pag. 515) 

(20) ~'(aq.x) ---(--1),~ a(a-}-l) . . .  (a-~x--1) F(a) 
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finder man dann fiir YkW~i-~l]' = ~  ~-x), den Ausdruck 

- k + l  
r(~-4-T) = ( -  ~),~,(~,+ 1 ) . . .  (~,+~--l) r(~,), 

Z+I  bedeutet. Da wo r wie in (17), den positiven iichten Bruch n+----Y 
ferner (~+t _.._._ 1 is~, so folgt 

~,+, _~ e .( .+~)+v~ ~_ ( _  1 ) . ~ - , .  

Mithin gil~ gdr P~ die Gleiehung 

(21) P*-~- P*(*+*)+' ~- .-}-t a , ( a , + l )  �9 �9 - ( a , + u - - 1 ) e ( a , ) .  

Dieser Werth yon /~  wird in die Reihe (18) substituirr lqimmt man 
dann diejenigen Summanden zusammen, deren Indices k zu demselben 

gehSren, so entsteht die Formel 

(~) 15_~_ i ~ I ~ ~ - I 
I , 

in welcher (~ die Cons~,~nte (19), und g0, Y t , - . . ,  ~/,-x die Reihen (16) 
bezeiOmen. 

w  

Die Differentialgleichung (4) soll zuniiehst flit den Fall,  dass 
p ~ 2 ist, betrachtet werden. Dieselbe lautet dann 

(23) d*y * x~ 
a--Z = (n + 2), Y" 

Man nehne g, h, g', h" Cons~u~e, V eine Function yon v allein, W 
eine Function yon w allein und substituire in (23) f~r y das Doppel- 
integral 

(24) y-~-.fg,~' Wdwfg~e "'~x Vdv. 
Dann ents~h~; die Gleiehung 

(25) 
(n + 2)~ fa,~'w* Wdw/k e,'~ Vdv 

.~ x~ f 9  Wdw/" r Vdv. 

Das reehts stehende Integral, dean man die Gestalt 

x f~" w d @  e'~'wx Vdv 
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geben kann, wird durch zweimalige Anwendung der Formel der theil- 
weisen Integration transformirt. Es ist. 

f h v--~-h j~h 
e ~  wx  V dv ~ -  [e " ~  V j , = g - -  e ''~ -dr'dr dr .  

Unterwirft man also die Constanten g und h der Bedingung 

(26) [e "~~ "=~ r],=g ~ 0 

und kehrt die Reihenfolge der Integration (nach v und w) urn, so 
wird die rechte Seite yon (25) gleich dem Ausdruck 

_ a t d V  d e " ~ ' x v x  d w .  
v dv  w 

Dass die Aenderung der Integrationsfolge zul~ssig ist, ergiebt sich 
aus der schliesslichen Wahl der Functionen V und W. Man se~t nun 

w 
- j g  ~o 

W 

- -  e~, W ~ w ti w 
e~wx "-w-Jw=a" d w  

und besehr~inkt g', h' durch die Bedingung 

wlw----~" (27) [e ~ z  %-j,~=r O. 

Dann wird aus (25) die Gleichung 

(n  -F 2) w "  W d w  e " ~  v" g d v  

j , d  W 

w d w  r 1 d V d v  
-~" d w  v d v 

erhalten, der Gen~ige geschieht, wenn V und W dutch die Differential- 
gleichungen 

1 d V  
( ~ +  2 ) * * V  = ~ do ' 

(28) d w 
W 

(n + 2 )w-  W - ~  a,o , 
d~ h. 

1 d V d log V 
V -T6- ~- ~ -  

w w 
d d log w 

W d w  d w  

----- - -  (~ + 2 ) r  

= - -  0* + 2)w-+~ 

bestimmt werden. 

(29) 

Es ist hiernaeh 
V -~- e -r162 W ~ w~-t~ 



256 L. Pocm~m~zr. 

Nenn~ man ferner (ffir v ~ .  1, 2 , . . . ,  n "4" 2) 

(30) q, = lira oe "+~) 

und w~ihlt fiir g~ h und fiir g;  h ' j e  zwei der Werthe qt, qz, �9 " -, q~-~ 
so sind die Bedingungen (26) und (27) erfiillt. Das Doppelintegral 

z.,. 

in welchem sowohl v als w einen Integrationsweg yon der in (7) an 
gegebenen Art durchlaufen mSgen, ist also, f(ir beliebige Werthe de' 
Indices tt und v ,  eine LSsung der Differentialgleiehung (23). 

W~d ~ (3~) 

e "wz ~ 1 ~ v w x  vkwkx~' + " ' +  ~: + " .  

gesetzt, so folgt 
x ~k 

(32) r~, ,  = q0 + q, T + "  + 0k ~ + 

wo Q~ die Constante 

�9 . t 

d % J q# 

bedeutet. Die GrSsse Q~ stellt das Product zweier einfacher Integrah 
dar, deren Werth sich aus der Formel (11) (ffir s-~-n-1--2,  m ~ k - - 1 - 1  
resp. k-Jr-2) ergiebt. Man finder, wenn dutch A u n d e  die yon ~ 
unabhiingigen Constanten 

1 n--l-2 a i  ~-f-2 
(33) A ~-~ (n-t-2) 2 e , e -~ e 

bezeiehnet werden, liar Q~ den Ausdruck ' "  

- - k + 2  lk+'  r (--+-y). (34) Q~ - -  A ~k r ~,--+--~/ 

Die GrSsse Q~ versehwinde~, sobald k die Form x ( n q - 2 ) -  2 ode~ 
~t(n.-]--2)-  1 anMmmt, wo ~ eine positive ganze Zahl ist; denn bier. 
ffir wird ~ { k 4 - ~  - /~h-1 resp..I-(n--~-), gleich Null. In der Entwiekelun~ 

(32) des Integrals Y~,., fehlen daher die Potenzen 
xs~+s xsn+a xX(~+~) -9. .~(~.-l-s)-1 ~ ~ + 1  ~ , - . . ~  , ~ . . . .  

IBIs sei im Uebrigen 

wo l eine der Zahlen 0, 1, 2 , . . . ~  ~ - -  1 bedeutet. Dann gelten nae[ 
(20) die Gleiehungen 
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(38) 

~ ( ~ + ~  

in denen zur Abkiirzung 

(35) 

gesetzt ist. 

= (--IY 7,(7,+I) 

-~- t(~6~nt-u) = ( - -  1)~fl,(fl,.-{ - 1 ) . . .  ( g , +  g - -  1) r (3 , ) ,  

. . .  (r ,  + ~ - -  ~) t ( r , ) ,  

Fiir Q~ ergiebt sieh, wenn man beachtet, dass nach (33) 

ist,  hieraus der Werth  

(36) Q~ ~ Q~(~+~)+~ 

--~ Ae~fl~r~(fl~+ !) (7,-{- 1 ) . . .  (fl~-F ~ - -  1) (r~-[- u - -  1) r(fl~) F (7,)- 

Indem man nun in (32) diejenigen Terme, deren Index k bei der 
Division durch n-Jr-2 denselben Res~ 1 liefer~, zu Theilsummen ver- 
einig~, und dutch ~, fiir l ~--0, 1, 2 , . . . ,  n -  1 die Reihe 

(37) ~-~ 

x * 3~ ~s ~ v, (6~-F l) ( ~ +  1) s +2(~+~) -~., -} (~+n+2): + (z+~n+r 

-[- "�9 �9 -Jr- 6 ~  (6~ + ~) (v~+ ~)..- (6,+ , , -  ~)(~,,+ ~ _ ~)x~,4~)  
(z-t-n~-t-2 ~): 

~ D �9 @ 

bezeichnet, findet man,  dass das Integral Y~,,, mit den Reihen ~ 
durch die Gleichung 

Y~,,=A { 
+ + + 

verbunden ist. 

w  

In die Differentialgleichung (4) 

d~  y ~ I 

-d-x ~- - -  ( n + _ ~ F  

werde fiir y das p-faehe Integral 

eingesetzt, in welchem /'~ (fiir 

xPy 

t, a l m a  ist,  und g , , h , ,  . . . ,  gp, h~ Constante bedeuten. 
dann die Gleichung 

Mathemati~che A~ton.  x~XVIII, 

. .  ~ T2 dt  d,a'"tp=Tl d t  l 

v ~-- 1, 2 , . . . ,  p )  eine Function yon 
Es entsteht 

I7 
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(40) (n-J-p) P t~T ,  d t ,  . . .Jg,  G T2d et"~'"t~=t'~T, tit, 

x~ja'~T, dt.. ~ T, dt, fgg ~ .,dt, 

d ~ r 
= e""'"','" r, ],,=,,_[',,e,,, , . . . ,~, ,u,, dr, 

ergiebt. 

unterworfen. Analog schreibt man 

, e t ' t~ '" t~=t , t~t4 . . ,  tp -Td2dt.2 

d &  
L t ,  Jt~---g~ ~.]g, dt~ dt2 

und bes~mmt~ dass 

[?, '~"'~" & ] ' ~  .= o L t2 Jt~-g~ 

sein soll. Bei der theilweisen Integration nach t~ hat man zu beriick- 
1 sichtigen dass zu T~ berei~s der Factor ~ hinzugetreten ist' (wegen 

der vorausgegangenen theilweisen Integrationen nach tl, t 2 , . . .  , t,-i), 
so dass sich die Gleichung 

Dutch die sp~teren theilweisen Integra~pnen naeh 

t,+i , t,d.~ , . . . ,  tp 

auf deren rechte Seite man die Formel der theilweisen Integration 
p Mal, und zwar naeh einander in Bezug auf die Variablen tj ,  t2 , . . . , t~ 
anwendet.-It ierbei werde die Reihenfolge der Integ~ationen regel- 
m~sig in der Art geiinder~, dass diejenige Integration, wo partiell 
integrir~ werden soll, die zuerst auszuffihrende ist. Ftir das Integral 
naeh t 1 erhilt man, indem man gleichzeitig bei 2'2, T 3 , . . . ,  T~ die 
Factorcn ~ 1 ,  t ~ - i , . . . ,  t~l hinzufiigt, den Ausdruck 

~gh, t 2 t 3 . . . t p x T  1 t 1 et~ 
t ~ . . .  X 

d 

:T lt'---~' S ,  ~' et, t~...tp= d/'~ dtl . 
N J - i t l ~ g i  - -  d t i - 

Die Constanten gl und h I werden der Bedingung 

[e'~'"'p~T 1 t ' ~ '  ~ 0 
1 Jtl----~--gi 
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r.  

tritt z u - - -  noch der Facbr  ~ h'mzu. 
~t,  q - -  

und h, wird (v ~ 1, 2 , . . . , p )  die Bedingung 

aufgest;ellt. Auf diese 

Fiir die Con stanten g~ 

Weise entstehf aus (40) die Gleichung 

,f;, .f. f .-,.. . . . .  e',t," '~ t[ Tt  d t  l 

T, r,  

- - ( - - 1 ) ~  d , ~ -  d tp . . . j~ ,~  t; dr, . . .  
'io 

d ~  
$~ f l h dTt dti tf-~ d~"'tP~ at, h~;----~" 

Um derselben zu geniigen, definirt man (fiir v -~-1 ,  2, 
Function T, dureh die Differentialgleichung 

r ,  

1 t, = - ( n + p ) t ~ T , .  (42) ~ - ,  d , ,  

1 Durch Multiplication mit ~ ~-1 folgt hieraus 

d ~ d log g--1 t:--I t:--I 
~-- - -  (n + p) t~ - ~ ' ,  

r ,  a,,, at,  
also 

�9 . . , p )  die 

(43) r, ----g-' e - ' W  

Die Bedingungen (41) shad erffillt, wenn f'tir die Integralgrenzen 
gt, h i , ' - - ~  g~, h~ Werthe aus der Reihe ql, q~ , - - - ,  q~-~ genommen 
werden, wo qm (ffir m----- 1, 2 , . . . ~  n + p) die GrSsse 

~m.i\ 
(44) q,. = lira ee ~--~) " 

bedeute~. Es mSgen, indem man tinter a, ~ , . . . ~  $t beliebige der 
n + p Zahlen 1, 2, 3 , . . . ,  n + p versteht, die Werthe 

(45) gt ~ - q ~ ,  hi ~ q,+1, g~ ~ q~, h2 ~ q ~ + ~ , . . . ,  g~ ~ q~, hp ~ q~+~ 

zur Anwendung kommen. Bezeichnet man also zur Abkfirzung dutch 
r die Function " 

17" 
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(46) �9 - e -'7+~-'~+~ . . . . .  ~ + ~ + " ~ ' " ' ~  t 2 ~ . . ,  g - '  

und wghl~ fiir s~immtliche Variablen t~, t~, . . . ,  t$ Integrationswege, 
die dem Weg der Variable v in (7) analog sind, so erh~ilt man den 
Ausdruck 

= f ~ + '  d t~ . .  f~+~ Fq~+1 (47) Y=,fl....,~, ,] ~, . ,] "fl d t J ~  �9 d t~ 

als particulgre LSsung der Differentialgleichung (4). 
Die Integration der Gleichung (4) durch die Potenzreihe 

(48) Y ~-~ Co + c~x -~- c~x ~ + �9 �9 �9 + inf. 
liefert n pariicul~ire LSsungen yon der Form 

X~ 6 (1) 6 (3) �9 6 ~ )  X/~"~-P 6( 1 ) [6(1) _1_ 1 ~ re(2) fS(2) .1- 1~ 6(P)[6 (p) + 1) X ~df'2 (n-~p) 
(49) o~ -~ ~ . +  ( l+n+~) , .  + . . . . . . .  

woselbst 1 die Werthe 0, 1, 2, . . . ,  n - -  1 nach einander annimmt, und 
a~'), ~ ) ,  . . . ,  a~) die Constanten 

(50) ~ ~ + p '  ~--4-~' " ' ~ + p  

bedeuten; m! ist 1 . 2 . 3 . . .  m (und 0! gleieh 1). Die Potenzen 

X, n xn+l  

Xz(~-~)- -p  XX(n+p)--(p-t) . �9 x~ (,~-~)-t, etc. 

(z eine beliebige positive ganze Zahl) kommen in den letzteren Ent- 
wickelungen nicht vor. 

Da die unendlichen Reihen eOo~ col, . . . ,  to,~_l das vollsti4ndige 
Integral yon (4)angeben,  so kann man die GrSsse Y,,fl,...,~, als lineare 
Function derselben darst~llen. Um einen solchen Ausdruck fiir :Y,,~,...~, 
abzuleiten, substituirt man in (46) 

et~t , . . .~ 1 [ t , t ~ . . . t ~ x  
1 t - ' " +  

Dann ergiebt sieh 

(51) r~,fl...,~, = S O ..{- S, x x" T - i -  s 2 ~ + . -  

wo Sk das Product der p Integral �9 

k.' -{- " " "" 

�9 + & ~.,'~ + . . .  + inf., 

[%+1 _t.~p.~.. flqp+l _t~-p 
S~ = j q .  e , t la~ , jq f l  e , t~ t+l d r 2 . . .  

rJq 

. . . t  "+' dr, 
J qF 
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bezeichnet. Aus der FormeI (11) fo]gt aber, wenn man /7 und O 
yon k unabhi~ngigen Constanten 

(52) 

2a+1+2 (2 ~@1)-{--..-+p (2/~+1) ~i  
~--- 1 e - + r  

(n+p)  ~ 
~(,,,-I-fl-~:..-.+~)+~ ~ 

n+.p  O ~ e  

die 

nennt ,  fiir S~ der Werth 

. ~ _ ~ /  x ~ - 4 - ~ / "  " �9 i t  ~ - - 4 ~ "  

Die letztere Gleichnng ~ i g t ,  dass S~ verschwindet, sobald eine der 
Zahlen 

k +  1, ~ +  2 , .  , ~ + p  

ein Multiplum yon n + p ist. Setzt man also 

wo ~ und l positive ganze Zahlen sind, und Z < n + 10, so entsprechen 
die yon Null verschiedenen Werthe der Gr'Ssse S~ den Fiillen l ~ 0, 
l ~  1, . . . ,  l ~ n - - 1 ;  ffir l~ - -~ ,  l ~ - n + l ,  . . .  werden k + p ,  
k + p - -  1, . . .  Vielfache yon n + ~v. Dureh Benutzung der Formel 
(20) finder man (fiir v ~ - - - 1 , 2 , . . . , : p ) ,  wenn man nach (50) den 

1 + v kurz a~') nennt ,  Quotienten n + 2  

-~- ( - -  1)*al ,) (al ") + 1 ) - . - ( a l  ") + ~ - -  1) F (e i ' ) ) .  

Fiir O k gilt~ da nach (52) q~P den Werth ( - - 1 ) p  hat ,  die Gleichung 

@ -~  0~(*+~)+, = ( - - 1 ) ~  * e .  

Folglich ist S,, d. h. S,(~+~)+,~ gleich dem Producte aus der yon x 
unabh~ngigen Gr5sse 

( z + ~ -  z + 2  ( z + v h  
�9 - �9 

und dem Ausdrucke 

H a ~ ' )  (~"  + 1) (a~') + 2 ) . - .  
~--1 

(a~") + x -  1). 

Dieser Werth yon S~ ist in (51) einzusetzen. Werden zur kbkiirzung 
dutch G1, G2, . - . ,  G~ die Constauten 
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! ~ 2 3 
~, = r C . - ~ )  ( . - -~-)  P ( . - ~ ) -  �9 �9 P(.--~+), 

- 3 4 p + p[ jo+t~  ++ ~- ( ~ - ~ )  ~ ( - + ~ )  P ( + + ) ' "  "+ , + + + , ,  

�9 . �9 �9 ~i + t * �9 �9 �9 �9 +~ . . + 

m p C _ _ M ~ ) - - " + ' - - " + +  --  " ~(+___~_)~(~+~)...+(."++--') 
++-I-+ 

bezeichnet+ so ergiebt sioh ffir das Integral Y+,~,...,+ die Gleichung 

in der c%~ col, . . .~ ~ - 1  die Reihen (49), und ~ 0 die Constan~en 
(52) bedeuten. Die verschiedene Wahl der Zahlen ~, fl, ". . . ,  St beein- 
fluss~ auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die Werthe B und 0. 

Kiel~ im September 1890. 


