Ueber eine binomische lineare Differentialgleichung
7n** Ordnung.

Von

L. Pocrrammer in Kiel

Den Gegenstand der nachstehenden Untersuchung bilden die Dif-
ferentialgleichung
@y __
(1) o = TY)
die von Scherk*), Jacobi**), Lobatto***), Petzval{) behandelt worden
ist, und die allgemeinere Differentialgleichung

'y
) T = Y

welche Herr Kummer{f) durch p-fache bestimmie Integrale gelost
hat§+1). Die Substitution # = ez’ lisst aus (1) und (2) die Glei-
chungen

#) ,,Ueber die Infegration der Gleichung

n

a’y _ (e Bx)y*, Crelle’s

x?l

Journ., Bd. 10, pag. 92.
¥+  Bemerkung zu der Abhandlung etc.*, Crelle’s Journ., Bd, 10, pag. 279,
##¥) _Sur 'intégration des équations ete.*; § 1, Crelle’s Journ., Bd. 17, pag. 363,
+) ,Integration der linearen Differentialgleichungen etc., Wien, Brau-

miiller, 1853.
1) ,,Note sur l'intégration de 'équation

définies*, Crelle’s Journ., Bd, 19, pag. 286.
++1) Die Abhandlung von S. Spitzer ,Ueber die Integration etc.’‘, Crelle’s

d*y
= 2™y par des intégrales

xﬂ

Journ., Bd. 57, pag. 82, enthilt die Losung der Differentialgleichung 2™ % =y
durch bestimmte Integrale im Fall m >2n. Aber diese Gleichung geht durch
die Substitution z — é—, y=E""n =21y in die Gleichung
d*n
dg”
tiber. Spitzer giebt, ohne es zu bemerken, im Wesentlichen nur eine Wiederholung
der Kummer’schen Rechnung in einer etwas modificirten. Form,

= (-1 2%y
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£y iigy, T ainy
dx'™ az'"

entstehen. Man kann also durch passende Wahl von « einen beliebigen

constanten Factor zu den rechten Seiten von (1) und (2) hinzutreten

lassen. Den folgenden Rechnungen sind die Differentialgleichungen

3) Iy ‘

dz®  n+1 Y5

@y |
@) dz" (n+p)?
(p eine beliebige positive ganze Zahl) zu Grunde gelegt worden. Nach-
dem in § 1 eine einfache Umformung eines bestimmten Integrals voraus-
geschickt ist, wird in § 2 die Gleichung (3) und in §§ 3—4 die Glei-
chung (4) betrachtet.

x?y

§ 1.

In der Ebene, welche die complexen Werthe darstellt, sei § ein
Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius 1. Der Schnittpunkt des
Kreises mit der positiven reellen Axe heisse b,. Dann wird nach § 3
der Abhandlung des Verfassers ;,Zur Theorie der Euler’schen Integrale®

(diese Annglen Bd. 35, pag. 515) durch T (@) das Integral

— (0)
(5) MNa) = e—”f‘iﬁ_ : ettt

bezeichnet, in welchem die Variable # dén Abschnitt der positiven
reellen Axe von -f- co bis b, den Kreis £ in positiver Drehungs-
richtung und wiederum die Strecke von %, bis 4 oo durchliuft. Auf
dem ersten Theil des Integrationsweges kommt, wie vorausgesetzt wird,
fiir die Potenz #2—* derjenige Werth ee—01g¢, in welchem log ¢ reell ist,
zur Anwendung. Es seien ferner B,,%,,..., %, die s —1 vom
Nullpunkte ausgehenden Geraden, welche mit der positiven reellen
Axe die respectiven Winkel

2% 4z 6x 2s—1)w

s’ s st s

bilden; s bedeutet eine beliebige positive ganze Zahl. Die Sehnittpunkte
der Geraden %, B,, ..., B,_; mit dem Kreise &, welche b, Boyeney Doy
heissen mogen, und der Punkt b, theilen den Kreis in s gleiche Bogen.
Der unendlich entfernte Punkt der Geraden B, werde q» genannt;
ebenso sei q, der unendlich entfernte Punkt der positiven reellen Axe.
Man setzt also

2vmi

(6) by=e¢* , q,=Ilim (g::ﬁ) .

9=oo

Die Grossen ¥, g, sind mit ¥b,, q, identisch.
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Es soll nun ein Integral
Q11
(™ sz% e’ vy

betrachtet werden, dessen Integrationsweg sich aus dem Abschuitt
der Geraden ¥, von g, bis ,, dem Kreisbogen b,5,.1 und dem Ab-
schnitt der Geraden B, von 9,;; bis g,4; zusammensetzt; m ist irgend

q‘\kt

7

Fig. 1.

eine positive ganze Zahl. Fiir die Punkte der Geraden %, hat man,

wenn mod. » durch @ bezeichnet wird,

2yvmi 2vni
s

v=2ge "’ , dv=¢c¢ "' dg

zu nehmen, also
2vmni
§

(8) vy =e o™ tdo.
Man wendet auf das Integral J die Substitution

v=1t', =t

an, woraus
m

2

e~ v"m1dy ————e—’t Poodt

folgt. Setzt man v = gé*i, { = g'¢"'?, so ist ¢ = ¢* und ¥ =si.
Sowohl dem genannten Abschnitte der Geraden 3B, als auch dem der
Geraden B, entspricht in dem Wege der Variable { die Strecke der
positiven reellen Axe zwischen I und oo, und wihrend v lings des
Kreisbogens 6,5,4, variirt, durchlinft { den ganzen Kreis £ Dem-
nach ist J gleich dem Integral

® Lfoed T,
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dessen Integrationsweg mit dem des Integrals () iibereinstimmt, Wegen

der Gleichung o' = ¢* ist, so lange ¢ auf der positiven reellen Axe
m

— —

1
fortschreitet, der reelle Werth von —;—ts dt gleich der Grosse

m
’ &

1 t,

e ag = ¢"'dg.

Aber auf der ersten Strecke des Weges der Variable ¥ wird nach (8)

der Werth von ¢™'dv durch das Product aus der reellen Grisse
2ym i

0" 'do und der Constante ¢ ° angegeben. Folglich hat man (da

durch die Substitution keine Aenderung des Werthes der zu integriren-

den Function eintreten darf) auch auf dem ersten Theile des Inte-

grationsweges von (9) fiir die Potenz ¢ ° das Product aus dem
m 2ymai

!
reellen Werthe ¢°  und der Constante ¢ °  anzuwenden. Man
findet auf diese Weise fiir J den genaueren Ausdruck

2vymnri —

(10) J = —;—e :

0} 21
ett®  dt,
~+®

m

in welchem #°  wihrend des anfinglichen Fortschreitens von £ langs
der reellen Axe reell und positiv ist. Mit Riicksicht auf die Gleichung
() kann nun in (10)

—_ m mzni

f(O)e"thldt='e ¢ ':(i:')

®

m

gesetzt werden, da £°  den in (5) vorkommenden Zweig der Potenz

#+-1 fiir @ = = bedeutet. Also gilt fir J die Gleichung

Tt . 2;:4-1 i m
11) .ﬁ e onidy = Lo F(2).

4

Ist m ein Vielfaches von s, so wird das Integral J gleich Null, da die
Grésse [ (a) fir positive ganzzahlige Argumente ¢ verschwindet,

§ 2.
Man setze in die Differentialgleichung (3)

dy 1
dz* n+1 *y

fiir y das bestimmte Integral
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h
y-—-—-‘f; exVady

ein, in welchem ¥V nur von v abhingt, und g, A Constante sind.
Dann ergiebt sich

A h
(n—f—l)‘[; e*v* ¥V dy ——j; e*x Vdv =0

oder, wenn der zweite Summandus durch theilweise Integration um-
geformt wird,

A av o=h
Jg e 12V 1 (n1)0* P do — [ VI = 0.
Man stellt fiir ¥ die Differentialgleichung

LV L) V=0
auf, die durch
V="

befriedigt wird. Das Integral

)
(12) y =!fg‘ e—ﬂ”‘!“l oz dfv

ist folglich eine particulire Losung der Differentialgleichung (3), falls
die Constanten g und % so gewihlt werden, dass

(13) e T i — g Tter —

1st.

Die Exzponentialgrosse e—*"t'+v= nihert sich (unter der Voraus-
setzung, dass z endlich bleibt) dem Werthe Null, wenn v reell, positiv.
und unbegrenzt gross ist. Dasselbe gilt, wenn man

2vmi
» = lim (ge“’*"‘)
Oo=w
setzt, Es mogen, indem in (6) s=n -4 1 genommen wird, durch
by, q» jetzt die Werthe

2v i

2vmd
(14) by =", ¢ =1lim (ee"’”)
e::ao
(v=1,2,..., n+ 1) bezeichnet werden. Da der Bedingung (13)
geniigt ist, wenn man fiir g und % irgend zwei der in (14) genannien
Werthe 4y, g5, » - -5 Gatz Wahlt, so existiren » particulire Integrale der
Gleichung (3) von der Form

‘q 1
(15) Y= ot ea gy,
is

-

deren Integrationsweg dem des Integrals (7) analog ist. Diese
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Functionen Y,, ¥,, ..., Y, bilden zusammen das vollstindige Integral
der Gleichung (3).

Die obige Entwickelung kommt im Wesentlichen auf die Rech-
nungen zuriick, welche Jacobi, Lobatto, Petzval in Bezug auf die
Gleichung (3) angestellt haben. Jacobi und Lobatto beschrinken sich
(I ¢.) aunf reelle Integrationswege, multipliciren aber die Grosse v
successiv mit den Einheitswurzeln §,,5,,,..,5,. Petzval dagegen be-
nutzt (. ¢. Bd. I, pag. 57) die Integralgrenzen §, .00, §,.00,..., bpt1. 00,
wo unter oo ‘der reelle positive unendliche Werth verstanden wird.
In der von ihm angegebenen Lésung der Gleichung (3)

b; -0 by
Clﬁ e-v"‘*“ +oz gy + C%ﬂ' e—o"+1+vzdv

b l-oo
+ -+ C"+l¢/; " e=o" oz gy

sind die im Uebrigen willkiirlichen Constanten C,0C,,...,Chu durch
die (zuerst von Jaeobi aufgestellte) Relation
Cit Gyt -+ Copa =0
mit einander verbunden. Setzt man also
0=01=Cg=°"=07—1=07+2= 3 = * = Unti,
so erhilt man, da C, = — C,;, wird, das particulire Integral

q7+l 71 .q)' a1
Ciga {j; e tozgy -—-£ =" +”-“dv$.

Letzterer Ausdruck ist aber gleich C,1,Y,. Statt die Variable v die
Linien 3B, und 8,41 (von q, bis O und von O bis 41, Fig. 1) durch-
laufen zu lassen, kann man, da v = O kein singuldrer Punkt der zu
integrirenden Function ist, den in (7) bezeichneten Integrationsweg
anwenden ¥).

Die Differentialgleichung (3) hat die Eigenschaft, dass, wenn fiir

y die Reihe

Yy=0¢ -+ ¢, 2 4 c,2* + - - - + inf.
substituirt wird, die Coefficienten der Potenzen

ar, 2?1, gdntE | gt -1

verschwinden. Zwischen ¢, und ¢,4nj1 besteht (fiir ein beliebiges x)
die Relation '

1 Cy
Gt = 30T GF G FD. . eFatD
Man findet, da ¢),¢,,. .., ¢,—1 willkiirlich bleiben, als particulire
Losungen der Differentialgleichung (3) die % unendlichen Reihen

*) Cfr. C. Jordan, ,,Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechmque“ Tome I1I,
1887 (Paris, Gauthier-Villars § 195.
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(16) = (+n-+1)! (l+2n-42)!
;=
“z(“z+1) (“z+2).-.(dl+u—1)wH'x(ﬂ'+1)
+"'+ (H—xn—!—u)! +"'5

woselbst fiir I nach einander die Werthe 0,1,2, ..., 72 — 1 zu setzen
sind, und ¢; die Counstante

11
(17) o = nJ_fH

bedeutet. Durch m! wird das Product 1.2...m (durch 0! der
Werth 1) bezeichnet.
Man gelangt nun unmittelbar zu den zwischen den Integralen Y, und

den Reihen 7,, 1,, - . -, fa—1 bestehenden Beziehungen, wenn man in
(15) fiir e»= die Reihe '

k&

e”z_1+vx+vm2+ +kaa::+
einfiihrt. Hierdurch ergiebt sich fiir Y, die Reihenentwickelung
2 k
) V=P +B{+Pyyt+- PRt

in der zur Abkiirzung

. lq 1
P = . . e~k dy
. p (4

gesetzt ist. Da das letztere Integral aus (7) fir s=n-1, m=k-+1
entsteht, so folgt aus der Formel (11), wenn durch & die Constante
2v+1 :
(19) 8 — e
bezeichnet wird, die Gleichung
+1 = 1
By = ::_ 1 r fb—-}*-_- 1)'
Die verschiedenen Werthe von % sind je nach dem Reste, der bei der
Division von %+ 1 durch # -4 1 verbleibt, in % 4 1 Gruppen zu
theilen. In dem Falle, wo k41 ein Multiplum von n -1 ist, hat man
P, =0,

da die Grosse T fiir positive ganzzahlige Argumente verschwindet. Ist
% 4 1 kein Vielfach von % -+ 1, so nenne man l -4 1 den Rest, der
sich bei der Division % 4 1:% -+ 1 ergiebt. Es wird also

F+l=x(n4++1+1, b=u(nt1)+41
gesetzt, wo x eine positive ganze Zahl, und I einer der Werthe
0,1,2,...,n— 1 ist. Durch Anwenduna der Formel (Bd. 35 dieser
Annalen, pag. 515)

@0)  Tatn) =(-1a@+) - (a+x—DT(9)
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findet man dann fiir T ( b+ ) =T (Z:_i +x), den Ausdruck

FEED) = (et D) - - (@+s—DF(@),

wo ¢;, wie in (17), den positiven Hchten Bruch f:_i bedeutet. Da
ferner o+l = — 1 ist, so folgt

O+t — §% ) HH o (— )20,
Mithin gilt fir P, die Gleichung

l 1

+ —
@) Be= Pepints =g al@t1) - - (@+x—1)T(a).

Dieser Werth von P; wird in die Reihe (18) substitnirt. Nimmt man
dann diejenigen Summanden zusammen, deren Indices & zu demselben
! gehbren, so entsteht die Formel

@) o=y T )+ T () 9+ T () 2+
+1 () 8 e}

in welcher d die Constante (19), und %,, 4y, - . ., a1 die Reihen (16)
bezeichnen.

§ 3.
Die Differentialgleichung (4) soll zuniichst fiir den Fall, dass
p =2 ist, betrachtet werden. Dieselbe lautet dann

@y 1
dz*  (n+2p 2 Y-

(23)

Man nehne g, k, 9, ¥ Constante, ¥V eine Function von v allein, W
eine Function von w allein und substituire in (23) fiir y das Doppel-
integral

%' %
(24) Y —-—-‘L: de£ e Vdp.

Dann entsteht die Gleichung
v . &
(n +2)2‘£ w* Waw Jy‘ evzy* Vo
/4 & '
=2f" Wan [  evvav.

g

(2)

Das rechts stehende Integral, dem man die Gestalt

fh. d fb d
x I WL
y ; € zyvav
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geben kann, wird durch zweimalige Anwendung der Formel der theil-
weisen Integration transformirt. Es ist.

L evzwz Vdo = [ev= V" —-j grwoz &
Unterwirft man also die Constanten g und h der Bedmgung
(26) [ V12=h = 0

und kehrt die Reihenfolge der Integration (nach v und %) um, so
wird die rechte Seite von (25) gleich dem Ausdruck

1 dv w
""'f ) Wd”f e’”“’vw—w—dw-

Dass die Aenderung der Integrationsfolge zuliissig ist, ergiebt sich
aus der schliesslichen Wahl der Functionen ¥V und W. Man setzt nun

hl
f evIypy w dw
_ I'd w
w

=N % d—
o= [ev'w:c z]w _..f eevs fad dw
W _Jw=g g aw

und beschrinkt ¢, 7' durch die Bedingung
w==k
@7) |erwe K]w_d 0.
Dann wird aus (25) die Gleichung ‘
% %
: (n+2)2f w”def evzor VY do

% d-—
e”m% ﬂdv

——
I

erhalten, der Geniige geschleht, wenn ¥V und W durch die Differential-
gleichungen

1 4v
(n+2)”n7 =" dv ?
(28) W
(n+2)w“W——=-———‘—ig—,
d. h. , .
1 4V  dlo
v dr =g =— @+eh,
w d.g— ’dlog—?—?r ’
W aw — aw — — (2wt .

bestimmt werden. Es ist hiernach
(29) V=" W=uwe*,
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Nennt man ferner (fir v=1,2,.. ., % 4+ 2)

2y
(30) 0y = lim ee"“)

o=

und wihlt fir g, 2 und fir ¢, 4" je zwei der Werthe q,, q,, - . -, Gaie
so sind die Bedingungen (26) und (27) erfillt. Das Doppelintegral

q ’q
(31) Yy, ——-ﬁ et g dup : et ‘”"+2+”de

v u
in welchem sowohl » als w einen Integrationsweg von der in (7) an
gegebenen Art durchlaufen mdgen, ist also, fiir beliebige Werthe de:

Indices @ und v, eine Losung der Differentialgleichung (23).
Wird in (31)
. ko ko E

orr =14 208 L TEE
gesetzt, so folgt
%
(32) Y,,,,,==Q0+Qi.”i'i~+...+Qk%!_.,]_...,
wo §: die Constante

Gy4-1 Qu~1
Qr = J: T gm0 TRyt g4 ﬁ Ot ot g,
4 /7

bedeutet. Die Grosse @ stellt das Product zweier einfacher Integrals
dar, deren Werth sich aus der Formel (11) (fir s=#n 42, m="% 41
resp. k 4 2) ergiebt. Man findet, wenn durch 4 und & die von }
unabhingigen Constanten

2p2(2041) o .

1 p 27t
(33) Ad=rrose +2 , e=¢ ™
bezeichnet werden, fiir @, den Ausdruck
E+ k42
(34) Q= 4T DT ()

Die Grosse @, verschwindet, sobald k die Form x(n+2) — 2 ode
#2(n-+2) — 1 annimmt, wo % eine positive ganze Zahl ist; denn bier-

fiir wird T ( s 2) resp. I (k ) gleich Null. In der Entwickelung

(32) des Integrals Y, , fehlen da.her die Potenzen
x*, rtl, gind?) gets gt -2 gxGdt-1

Es sei im Uebrigen

' b—u(n+2)+1,
wo [ eine der Zahlen 0,1,2,...,n — 1 bedeutet. Dann gelten nact
(20) die Gleichungen
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FEED =FBtn = (= 1rBbAD) . .. Bt x—D)T (B,

FEED) — Pt 9 = (— D ik 1) - (b2 — DTG,
in denen zur Abkiirzung

l l
(35) B = n:{*—_;: V= nig

gesetzt ist. Fiir @, ergiebt sich, wenn man beachtet, dass nach (33)
1, o = T = g
ist, hieraus der Werth
(36) Qr = Qrnio)+1
= A&Bp(Bi+1) itV - - . (Bt 2—1) (n+2—1)T(B) T (7).
Indem man pun in (32) diejenigen Terme, deren Index % bei der

Division durch » -4 2 denselben Rest I liefert, zu Theilsummen ver-
einigt, und durch § fir 1=0,1,2,...,n — 1 die Reihe

L Byttt g (@D (1) TR

€r
(37) ¢ _l—!+ C+n+2)! + (I-+2n+4)!
l ——]
+ .o ,+ BI'YZ (61+1) ('Yz+1)- (ﬁz+ x— 1)(y,+u—-—1)m‘+’°(“+2)
a UFnet2wn! +

bezeichnet, findet man, dass das Integral Y,, mit den Reihen ¢
durch die Gleichung"

r n-l}-2)F(n—2f-2)§0+r(nj-2)r(nig)sgi ]
+r(n-3}-2)r(ni2)8?§2 +e ’:(n_,':_«g),—- Zi; A

verbunden 1ist.

(%)YW=A{

§ 4.
In die Differentialgleichung (4)

day 1

dz"*  (n+p)?
werde fiir y das p-fache Integral

h ® he I
(39) ‘/g;p Ty dtp‘jgpi 1Tp.—1dtp_,1 .. .j; T, dt%Ll BT gt

eingesetzt, in welchem T, (fir » =1,2,...,p) eine Function von

t, allein ist, und g,,h,, - . ., gp, by Constante bedeuten. Es entsteht

dann die Gleichung :
Mathematische Annalen, XXXVIIL, 17

xPy
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(40) (n-}—p)l’j ty Tpdt, . ftsztJ TR, di,

-——xpj T,dt, . detzf AT T A,

auf deren rechte Seite man die Formel der theilweisen Integration
p Mal, und zwar nach einander in Bezug auf die Variablen ¢,,¢,,...,%,
anwendet. Hierbei werde die Reihenfolge der Integrationen regel-
missig in der Art gedindert, dass diejenige Integration, wo partiell
integrirt werden soll, die zuerst auszufiithrende ist. Fiir das Integral
nach ¢, erhdlt man, indem man gleichzeitig bei T,, 75, ..., T, die

Factoren &, %, ..., %,  hinzufiigt, den Ausdruck
'
‘ﬁ TPt L Lt T dt,

Fy
bityerty ti==h, tity-ty @ aT,
= [ I fg, o G i
Die Constanten g, und %, werden der Bedingung
[ fltg :ET }tl—hl — O .

V=g,

unterworfen. Analog schreibt man

ha T,

Lyl o oo z 2
ettt .. T, == d,
1/92 1787 2 t2 2

ity itz Ty |0 B ptgetyz by
ty dt=g. 72 dt2

und bestimmt, dass
[ Z18g- 'p @ Tz]
&—.‘72

sein soll. Bei der theilweisen Integration nach ¢, hat man zu bertick-

sichtigen, dass zu 7, bereits der Factor t’:‘l hinzugetreten ist' (wegen

der vorausgegangenen theilweisen Integrationen nach ¢, 4,, ..., 4,_1),
so dass sich die Gleichung

by g, T
j;’ et‘tz t"pztlt2 LIS ty—-l ty+1 . o . %x '—t‘l‘——,{—l—dt‘y

k4

T‘V
d ko
— 7] »—1
ttaer oty T, To=% By frtperly® 24
= P 2 dt
€ —1 - € az, v
t,, ly=9y Py v

ergiebt. Durch die spiteren theilweisen Integrationen nach

tH-I: tv+2> LIRS tp
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T

45
tritt zu d; noch der Factor hinzu. Fiir die Constanten g,
¥ v
und %, wird (»=1,2,...,p) die Bedingung
fitye o tp T ] v=hy
(a1 =L

aufgestellt. Auf diese Weise entsteht ans (40) die Gleichung
hy By
oo +p)e [ G T,at,. f gTah,.. [ v a T

T
— (1) f

v
d
fh’ tz 3 " etxte-"tpz aT, adi, .
9 dt2 t5—2 N dti tf—l

d e,
to - l@ i, g~
Um derselben zu geniigen, definirt man (fir »=1,2,...,p) die
Function 7, durch die Differentialgleichung

T, ¥
d t‘.V—--l
1 v 2
(42) Y dt'v = - (n +p) by T

Durch Multiplication mit -5 £ folgt hieraus

(4

Tﬂ_
t:~1 ¢ t:._l dlog :_1 n-p—1
T, &, . at, (+p)8",
also
— P
(43) T, =8""¢ ™

Die Bedingungen (41) sind erfiillt, wenn fiir die Integralgrenzen
Gy> Byy ooy 9py hp Werthe aus der Reihe qy, 4;, - - ., quip genommen
werden, wo 4, (fir m = 1,2, ..., % -4 p) die Grosse

2me

44) Gm = lim (96“*4’

bedeutet. Es mdgen, indem man unter @, §, ..., g beliebige der
n- p Zahlen 1,2, 3, ..., n - p versieht, die Werthe
(45) gy = Gas Py = Qot1, 92 = 98, by = Qpt1ye-es o = Qu; bp = Qua

gur Anwendung kommen. Bezeichnet man also zur Abkiirzung durch
¢ die Function

17*
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X e A n+p X -
(46) O =¢" R PN B o

und wihlt fiir simmtliche Variablen ¢,,%,, ..., ¢, Integrationswege,
die dem Weg der Variable v in (7) analog sind, so erhilt man den
Ausdruck

@7 Yopmn f g f gt f Pt g

als particulire Losung der Differentialgleichung (4).
Die Integration der Gleichung (4) durch die Potenzreihe

(48) Y=0¢C + ;% + 22 4 - -« 4 inf.
liefert »n particulire Losungen von der Form
2oeed. L oP et 6601 1)6D (6D 4 1)... 6PN 6lP) 1) TR (P

49) @ =+ gy I +2ntep)
o (64 1) 6}V +2) 6P (6D +1) (6D 4-2). .. 6{P (6{2) 1) (6(#) - 2) 3 (nHp)
+ A+3nt3p)! +-

woselbst I die Werthe 0, 1,2,. .., % — 1 nach einander annimmt, und
6, 6, ..., o(» die Constanten

14t It __I+p
(5()) 6(1) ._.__._+p , 552) ~ wp? (10) wn—{—p
bedeuten; m! ist 1.2 .3...m (und O! gleich 1). Die Potenzen

xn) .’L‘”+1, ce xn—{—p-——l,

x”(ﬂﬂ)—-p, grtD—(-1_ | gxain-1) ete.
(x eine beliebige positive ganze Zahl) kommen in den letzteren Ent-
wickelungen nicht vor.

Da die unendlichen Reihen @,, @, ..., @,; das vollstindige
Integral von (4) angeben, so kann man die Grosse ¥, ..., als lineare
Function derselben darstellen. Um einen solchen Ausdruck fiir ¥, 4..
abzuleiten, substituirt man in (46)

¢ tz ik, ..tk

grtor g Bheh® L BERE

Dann‘ergiebt sich
2 2* .
(61) Yo, n =8 + 5, “:1£+ 82_2&:?_}_ <ot Skﬂ"" te + inf,,
wo S; das Product der p Integrale
Sp = j; P ¥ f P T gy

J Yt ~t”+19 k+p-1 di
LI q!‘ p
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bezeichnet. Aus der Formel (11) folgt aber, wenn man B und ¢ die
von k unabhingigen Constanten

20-HH2 @A+ 2 (ButD)
ntp

B = - ,
(52) (n+p;
2(etp+-+ptp
§ = e n-tp

nennt, fir S; der Werth

k4 k42 k
(53) § = BeT(EEL)F(EED) . - - T(552)-

Die letztere Gleichnng zeigt, dass S verschwindet, sobald eine der

Zahlen
E4+1,k+2,.. k+p
ein Multiplum von n - p ist. Setzt man also
b= x(n+p) + L,

wo % und ! positive ganze Zahlen sind, und I < » 4~ p, so entsprechen
die von Null verschiedenen Werthe der Grosse S; den Fillen [ = 0,
l=1,...,l=n—1;fir l=mn,l=n-1,... werden k- p,
k4 p—1,... Vielfache von % 4 p. Durch Benutzung der Formel
(20) findet man (fir v =1,2,...,p), wenn man nach (50) den

Quotienten i@i; kurz ¢ nennt,
sfktvy  rfld4w ()

= (— e (o + 1) - (6 + % — DT(e").,
Fiir ¢¢ gilt, da nach (52) ¢»+» den Werth (— 1)? hat, die Gleichung
G = ettt = (—1)p% ¢,

Folglich ist Si, d. h. Syuip+:, gleich dem Producte aus der von x
unabhéingigen Grosse

BeT(SED) F(ED) - (142)

n+p n+p +2
und dem Ausdrucke
v=p
[T @+ D@0+ (@ +5— 1.
p==1

Dieser Werth von S ist in (51) einzusetzen. Werden zur Abkiirzung
durch G,, G,, ..., G, die Constanten
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=TV (-2)YF (3. . T2
G = r(n-f-p) r( +p) r(%—i—p) r(n-i—p ’

G wr(%+1o) r(n-}-p) r(%+p) "T f&j——;)’

=T () P F(ED) A2

bezeichnet, so ergiebt sich fiir das Integral Y,4,... . die Gleichung
(04) Yeop...u=B{G 0,4+ G0, + G360, - Gnt" " 0ps}

in der @,, @, ..., @,y die Reihen (49), und B, ¢ die Constanten
(562) bedeuten. Die verschiedene Wahl der Zahlen «, 8, .., g beein-
flusst auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die Werthe B und 6.

Kiel, im September 1890.




