Uecber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen
zweiter und dritter Arxt in trigonometrische Reihen.
(Dritte Abhandlung).

Von

Magrix Kravse in Dresden.

Im Folgenden soll die letzte directe Methode gegeben werden, um
die Primfunctionen:

F, o+ na,nr)
‘8‘5(”’ )

in trigonometrische Reihen zu entwickeln. Auf diese Methode ist schon
in der ersten Arbeit gleichen Titels als der sich zunichst darbietenden
hingewiesen worden. Sie beruht im Wesentlichen auf der Multipli-
cation zweier frigonometrischer Reihen. Der grosse Vorzug, den die-
selbe vor allen andern bisher angegebenen Methoden besitzt, besteht
darin, dass die unbestimmten Constanten aus den fertigen Formeln
verschwunden sind, so dass wir unmittelbar die Entwickelung der
Primfunctionen in expliciter Form kennen lernen. Diese Methode
schliesst die Theorie der Entwickelung der doppelt periodischen Fuuc-
tionen zweiter und dritter Art ab fir den Fall, dass die Zah! der
Nullstellen grésser ist, als die Zahl der Unendlichkeitsstellen und
diirfte am klarsten den Unterschied darlegen, der zwischen den Unter-
suchungen des Herrn Appell und denen des Verfassers besteht.

Die Entwickelungen sollen in mehrfacher Form gegeben werden.
Erstens ergeben sich durch Multiplication von:

‘%T::,“E und S,(no-na, nr)

unmittelbar die gesuchten Reihen, zweitens aber soll in den fertigen
Ausdriicken noch ein Factor

1
37(na, nt)

abgesondert werden. s geschieht das um die erhaltenen Resultate
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unmitielbar mit den friher gewonnenen in Verbindung setzen =
kdnnen.

Um die Methode klar hervortreten zu lassen und weil die ein-
fachsten Fille aus nahe liegenden Grinden das hauptsichlichate
Interesse darbieten, wollen wir vor Behandlung des aligemeinen Falles
den Fall der Functionen zweiter Art und den Fall » w= 2 gesondert
betrachten. Es entsprechen diese in gewisser Weise der linearen und
quadratischen Transformation in der allgemeinen Transformationstheorie,
mit der ja unsere Theorie enge verknfipft ist.

In den fertigen Ausdriicken treten gewisse unendliche Reiben auf,
dis noch wenig bemerkt sind und die auch abgesehen von dem vor-
liegenden Problem sich vor grosser Bedeutung zeigen dirften. Der
Zweck des ersten Paragraphen ist es, die Entstebung dieser unend-
lichen Reihen nachzuweisen und einige Eigenschaften derselben zu
entwickeln, Im zweiten Paragraphen wird dann der Fall der Fane-
tionen zweiter Art behandelt, im dritten der Fall n == 2, im lelzten
der allgemeine Fall.

Wir beschrinken uns im folgenden aof ein bestimmtes Beispiel

die Funetion:
& {nv -4 na, fie}
LN '

indem wir bemerken, dass die Zusammenstallang der fertigen Formeln
fiir alle andern Falle an anderer Stelle gegeben werden wird.

&1
Definition und Haupteigenschaften gewisser unendlicher Reihen ..
T¥e Definition der 9,-Funetion lantet bekanntlich:

2 L
48} 8,(p, 7) = 2¢* - cos v + 2¢* - cos v 4 < -

Aus dieser Form folgt, dass wir berechiigh sind, den Factor cos xv
abzusonderr, 4. b. dass wir sefzen kSmmen:

2) #{n,1)= émsﬁ{%i—-& Gy 08 270 4 ay - 008 dRY - < - }
Hierbei ergeben sich dann fir die Grissen o, die Werthe:

2 r«{em-!-}» )
3) ay = D (—1)"- ),
Es leisten diese unendlichen Reiben den Gleichungen Geniige:
(+3)
@ G+ Gr=g ’

a,ﬁw&w-fi
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Thre Einfahrung gestattet eine recht iibersichtliche Darstellung vieler
doppelt periodischen Functionen der verschiedenen Arten in trigono-
metrische Reihen. Wir greifen zuniichst die folgenden Formeln
heraus. Die #ibrigen drei Thetafunctionen lassen sich darstellen:

9, (v,7) = 4 sin w0 (% — g, -cos 2w + 4,08 dxv - - ),
1 +e
(5) '3'0(11, 't) == 4 (1-—-82"’"'4)2' (_._...])r. ar ‘qr‘eg.-“",

1 +w
&5('0, ‘L’) wa= * (} +82“’“’ . q)Zr e - pLidre
Hieraus folgt unmittelbar:

o,
& =2 E‘“mi
) 9 = 2"?‘ (—1)™ - G,

-+
D= Dram g s20.

Ebenso einfach aber ergeben sich die Entwickelungen der reciproken
Thetafunctionen in trigonometrische Reihen. In der That, es ist:

&, < < it
Ex Soinn) - o '3*32' Oy g - cOs 2maw,
Pmf1\?
& s
t-*ﬁn’tv, T} sinxw 22“ Catt * -sin @m-4-1)zo,
@ 8 [ty
x- «%zﬂ 5 Gos mo + 22; (— i)’“‘” B~ § 2 -cos(2m-+1)xy,

- "‘"""a““‘_— 2
=- i‘):(v 7= % +22*(~1}”‘-am-q*’“ <08 2mmo.

Durch Nullsetzen des Argumentes ergiebt sich:
® By By =2a) -+ 4 Dnag, . g,

1
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29y =28, + 4 D0 (= 1) 6 ¥,
@) )

el w ]
% 9y=1 +2Dn(—1pn .M‘.Q(,ﬁ )
o4
Diese Formeln kinnen zahlentheoretisch interpretirt werden. In
der That, nehmen wir die erste Gleichung, so kbnnen wir die linke
Seite auch schreiben:
Tz o Grlidds
*q
die rechte Seite dagegen nimmt die Form an:
= = @ptEmiar—tm
2R -re
—
Wir kommen demnach zu einer Vergleichung der beiden Formen:

@r41)? + 457

QuAt-2m4 1) — 4m? = (Qu+1) (Cp+4m41).

Dieselbe erlaabt in vbllig elementarer Weise die Darstellung einer
Zahl als Summe von Quadraten einer geraden und einer ungeraden
Zahl zu entwickeln. Es mbge hierauf bei dieser Gelegenbeil nicht
niher eingegangen werden, es sei nur bemerkt, dass Herr Hermite
in einigen classischen Arbeiten die Bigenschaften der doppelt periodischen
Funectionen dritter Art zur Ableitang ebenso wichtiger wie fundamen-
taler arithmetischer Sitze gebraucht hat und dass ausser den von ihm
herriihrenden Anwendungen, noch eine Fille anderer sufgestellt wer-
den kaon.

und

§ 2
Die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen zweiter Art in
trigonometrische Reihen.

Multipliciren wir die beiden Reiben fitr:

o
2v+a) md 2

mit einander, so ergiebt sich, wie schon in der letzten Arbeit bemerkt
worden ist, die Reihe:
B

) eg;fﬁéit;l;a} - ‘?Z,{ Cap + EERFNEINF RIS

-
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wobei gesetzt ist:

B
)] Gy == — 2i(—1) -q . Qppe
Diese Reibhe multipliciren wir noch mit:

8/
w-dy(a, )’
dann erhalten wir die zweite Darstellung:
/2.9, (0+a) ESAS.

: T 44 r Ay, - eCHDioErtai
B oy = — 4 2D Au- eerrimitnivas,

—n -

2”""‘) — G~ (r—m?

Az, '—'2‘ ("" =g Qp—mn * Cr—m»

Es ldsst sich diese zweite Darstelling in eine bedeutend einfachere
Form bringen.

Zundchst ist klar, dass die Coefficienten der Gleichung Geniige
leisten:
4 App==—A 44, r ;.
Dann aber wird:

2t ety
AB-H r *—2 ("" l)m ) o Grd1—m * Cr—m

oder also nach leichten Reductionen:

e
(1) =
(5) Ab-]—l = q2r+1 Ak . — (__ 1)1; i+ 2. (__])m q:m(k-!-ﬂ O

Ist demnach & verschieden von — 1, so folgt:

Appr =@ 4, .
Genau so wird: Y
e e 2l
6) Aprpu=gtH- Ay, —(— 1) g (=1 gmety .

Ist also » verschieden von — 1, so wird:
A—k.H—l = g4, .
Sind demnach % und r beide positiv, so wird:
Ay = QO 4, | o ghCrbbr 4
Ferner ist nach Formel (6):

Ao0 =q - Ay +Q§ 3

1
= g-t. —-—é—.m&;
Aoy =gt A, ,+g S

”7
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oder also:

1

1

L 3
Aopp=g- Ao+ g St — Ay y=—g Ayt
Mithin folgt:

*

ije

1
@ fpom gt
oder also wir erhalten fiir positive k und r
L i Ll LR
(8) A;;, r == 3 . .g; .
Ferner folgt:

Ay = A_y0=10
und damit allgemein
(9) Ai:.r ==’0v
falls eine und nur eine der beiden Zublen % und r negativ ist. Sind

beide negativ, so ergiebt sich der dazu gehdrende Werth des Coef
ficienten aus der Gleichung:

Ak,r = Avb—-l,-—vf-l-
Wir erhalten auf diese Weise die bekanuten Resultate.

§ 3.
Behandlung des Falles n == 2.
Durch Multiplication der beiden trigonometrischen Reihen flir:
g &
&, (2v+24,27) und ?E‘-’&,Zv, "
ergiebt sich zunfichst der Ausdruck:

-

]
(1) 3’1 3,("0—!—’(1,-:_) s e 4 Ek E,’ by, - (353042 2r+hani
= - &.(v,7} i ’

— %

2(r+~;—)‘—(k~—~l 279

by, ={—1yY-¢q c Bpgtrs
Hieraus wiederum erhalten wir durch Maltiplication:
B o
#/-6,-8(2012%a 20) _ 2 . A2EAT Rt (T g
& X T (0, 1) - B (24, 2T) = 43 - _.2:‘4‘“' ¢ ’

m+ )—lk~mi’»2¢r~m’ ,
== E {(—1™-q * Uimin* Ghr—sny

a(2v)

8, == [Bo;ﬂ(-zv. 27) e 2“'; 1y ; (~+~+~,§}"
&

Mathematische Annalen. XXXITL 8
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Die Resoltate gestalten sich dbersichtlicher, wenn wir andere
Summationsbuchstaben einfilhren. Wir setzen:

2k 4+ 2=2r4 142141
be=r-41

oder:

davn wird:
ez A

3-8, 0,204+20,20) 4N 2' Y o 2 1) i (b 2)
O s p ) hgay — 432 ; Bure ’

—l — O

5 2 {mtrd ) - ety — 2t

By = (—1y St g 2 Gt B

Der Ausdruck, den wir fiir B,, gefunden haben, ist ein recht
complicirter, es handelt sich darum ihn einfacher zu gestalten.
Es leisten die Grossen B, , nun den Gleichungen Geniige:

o

7%
2(r41) i
PR e e

Blrp=d BB, L (— 1)y

(4) -+
Biyy, == gtrt2 By, gireHit iy 2" (~ D g2 4y

Die Richtigkeit der beiden Gleichungen braucht wohl kaum nach-
gewiesen zu werden.
Setzen wir der einfacheren Bezeichnung halber:

<+ @
®) Fem (=1 g% - ta,

80 wird, wenn 7 positiv und von Null verschieden angenommen wird,
nach der letzten Formel (4):

X

B . ,=—F. gt E,," gREr—2) fr2m )

Q

oder also:
( _ i)’,.. SrBEIHY
®  B_,=—-Fgq¢ * Y

i

(z+2 me »;l) ’

Nun gilt allgemein die Relation:
By = — p ;AP — H
daraus folgt, dass, wenn jetzt r positiv oder Null ist:

(’+ ’:1?):'* (_____2:’4-1)2(2:4-1) . G’m é(z-—zm'""';')ﬂI

(7) Bi,r"——‘F‘Q

o
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Hiermit sind die Constanten in einfacher Weise bestimmt. Die gemein.
same Summe F ist leicht zu interpretiven. In der That es ist:

3
+r o4
Bom= @ B +q ok

andrerseits folgt aber

+% !
Bo—gtt - B y=¢" *. 8'31? '
also wird:
P 2.
x &y
Somit finden wir schliesslich das Besultat:
B i o

8y 8, (2o 2a,24) . ; . i
B) e = 4 DIDIC,, - g,
—

Cpp == q(" "1"3“)‘..;.. i’.fﬁ??ﬁii’g? = . (‘%’“W : )2
)

Comr ==~ Q( -3) e 3l Q(ﬂ'awi)‘.
3

In der vorletzten Formel ist » positiv oder Null, in der letzten positiv.
Der Werth von F kann auch geschrieben werden:

(9) F o 8, 8,(0,21).

Hiermit sind wir fiir den Fall 5 == 2 vollkommen am Ziele,

§ 4
Behandlung des allgemeinen Falles.

Bei einem allgemeinen n haben wir zunichst zu unterscheiden,
ob n gerade oder ungersde ist.

Sei n eine ungerade Zahl, so ergiebt sich durch Multiplication
der enisprechenden Reiben:

L ey
o I e Sl k) R Ek' 2,.' By, - eitbrlimieEntinant
sy, z;
ot s
ii® e ¥
a(w{--:—) — (3mm2 -»sr) )

a&r b {"’“ 1)’*”’*"2 & et

lw? -y

oder auch:
8‘
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oo @

8y v+ na, nr) 2;.' Z' . kR mis+@r+)nan;

(1) 3% - Oyl0, 1) 7 Cpr - € *
— -

Y
L‘kr=(—-1)”+"2’g * Qp—nr-
Sei zweitens » eine gerade Zahl, so ergiebt sich analog:

o 0 e o0

&y -8 (notma, ) _ NI . pRkniv@rdDnani
Tn-T,(0, 1) “ZZ’Z”" e ’

— o 08

1 2 2
by, = (— 1)1 4. qu(r-{.?) - (k-—‘f*m‘) .a

k—g-—ar
oder auch:
;- By mo SRS
gy B -dnotne, nry N o . f2bFmimiod(Ertlrani
@ Sx- 57, 7) 22' Cr - & ’
g0 -
l k3
, . wir4+—) —{k—nr)
Cr,r = (“1)""1@91 ( 2) - Or—mr.

So haben wir eine gemeinsame Form gefunden und konnen jetzt
ohne weiteres annehmen, dass » gerade oder ungerade ist. Wir setzen
es als gerade voraus.

Jetzt mbge mit:

oy
- 80(na )
multiplicirt werden, wobei gesetzt ist:

9,' a&, h (Y, nT)

. ) o)
Es ergiebt sich:
8,0, -8, (no-+ ) SRS
y <Oy -y (0O nu.n-::_.' i kiR i (Er)RaR
3) f25,0, 0) Boma. ) ’2 [ A peePitmmivrintinem,
—_—- -~

-) —{&— nm)? —~n(r —m)* ,
Ai:r—' E;"( 1)’“‘4 g ey 5

__2 T (—1y g * (#Hat )

Die Formen gestalten sich ibersichtlicher, wenn wir einen anderen
Summationsbuchstaben einfithren. Wir setzen:

2kt n=Q2r+1)(n—1) 4214+ 1
k=rn—1)+1.

oder:



Eliiphische Functioven sweiter nod dritter Axt ML 17
Dasn wird:
&, 8,9 notna, w1} &
R Tl BLAAR S B2 SR ) :
) Tttt — — i D1 T By, ctmesoncin{atetad,
R - e
-+ EAN
CR Lo 03 3 S ( SR e e
By, = (— 1)’2‘{m1)“"q ( 3) Ot * P
Der Ausdruck, welchen wir hiermit fir den allgemeinen Coefficien-
ten gefunden haben, ist wiederum wenig Gbersichtlich. Ks soll ver-
sucht werden, ihn in einer einfacheren Form darzostellen.
Es folgen mit leichter Mihe die Recursionsformeln:

By = g@ris—niirin-i B,

" hn ¥ e
el P = o e (M d
F(=tyreg Y

B
" (1) girsin.a,
() . sont 22 gmrtrt
B"‘;"‘“;" bt q‘{x’“{‘lL‘B‘)’ + (W i)x“’l * g * M }"'?
- R
Fpon gt 2 {e Ty = Umb ST gy
-t
Nehmen wir daher an, dass r positiv und von Null verschieden ist,
so folgt:

Poven] k-
©  Bowm (—1yg U ST e B
8

An Stelle der einen Function ¥, die wir im vorigen Paragrapben
fanden, treten hier also deren unendlich visle. Es ist nun aber nicht
schwer nachzuweisen, dass sich diese unendlich vielen Functionen
sammtlich auf deren # — 1 zurlickfGhren lassen.

In der That, aus der Definitionsgleichung der Functionen F folgt
unmittelbar die Recursionsformel:.
{'2) Fm—l,-—-r T, Q—M-}vmﬂi . Fx‘__ .
und zwar gilt diese Formel fiir positive und negative ».

Allgemein wird:
() Finpamr = (1 - quomismbistrotrisetie. Fi .
Diese Formel lehrt, dass durch % — 1 auf einander folgende Summen:

Eyry F#}vl.w": vy ‘FW%”'

gich die Gbrigen unmittelbar darstellen lassen.

Unsere Grosses B;_, nehmen nun zunichst die Form an:

_
ML e

&
By = {—1)g 2 . E,i (=1 Qﬁ(w'i'?ﬂ‘*;'fﬁ‘fi%*l!..ﬂ*&w,
Yy
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Hieraus folgt, dass wir schreiben kdnnen:
(9} B{,-.-r == F},-r . .Do + FWl,w-r * D; + o + FM«&~2,—»r' D&-—z.
In dieser Formel hat Dy die Bedeutung:

KL

o | AR (a1 R 32 R e 1)
1)  D—mtpr.g ()

2; Db b
2

Die Grossen B;, bei denen r positiv oder Null ist, folgen dann aus
der Gleichung
(1) B ,=— B iy 1.

Hiermit sind wir auch im aligemeinen Falle ans Ziel gelangt und
es wird sich jetzt noch lediglich darum handeln, die verschiedenen
Methoden mit einander in Verbindung zu setzen und an Beispielen
ihre Bedeutung auseinanderzusetzen.

Den 29. April 1888.



