
Ueber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen 
zweiter und drifter Art in trigonometrische Reihen. 

(Dritte Abhandltmg). 

Von 

~ K~usE in Dresden. 

Im Folgenden soll die letzte directe Methode gegeben werden, am 
die Primfunctionen: 

~ (~v-4- ,*a, ~ )  

in trigonometrische Reihen zu entwickelm Auf diese Methode ist schon 
in der erstea Arbeit gleichen Titels als der sich zun~chst daxbietenden 
hingewiesen worden. Sie beruht im Wesentiichen auf der Multipli- 
cation zweier trigoaometrischer Reihen. Der grosse Vorzug~ den die- 
selbe vor allen andern bisher angegebenen Methoden besitzt~ besteht 
daxin, dass die unbest~mmtea Constan~ea aus den fertigen Formeln 
versehwunden sind, so dass wit unmitf~lbar die Entwickelung der 
Primfunctionen in expliciter Form kennen Iernen. Diese Methode 
schliesst die Theorie der Entwickelung der doppelt periodischen Fund 
tionen zweitex und drifter Art ab ffir den Fall, dass die Zahl der 
Nullstellen grSsser ist, als die Zahl der Uneadlichkeitsstelten und 
diirfte am klarsten den Unterschied darlegen, der zwischen den Unter- 
sudaungen des Herrn Appe l l  wad denen des Verfassers besteht. 

Die Entwickelungen sollen in mehrfacher Form gegeben werden. 
Erstens ergeben sich dutch Multiplication yon: 

1 und  ~,,,(nvTna, ~) 

wamit~tbar die gesuchtea Reihen, zweitens abet soil in den fertSgen 
Ausdrfiekea noch ein Factor 

1 

abgesondert werden. Es geschieht das um die erhaltenen Resultate 



EUiV,~._~he l~ac.tioaea x ~  ~ d 6 ~  a ~  ~ lOe 

unmittelbar mit den friihee gewonneaea in Verbindmzg ~ sa 
kSnnem 

Um die Met~ode klar hervortreten ~ lamen und wei! die ei~- 
fachsteu F'alle aus nahe liegenden Grand~a das h a u p ~  
Interesse darbi~en, wollen wit vor Behandhmg des allgemeinen Falles 
den Fall dee Fanctionen zweiter Act und den Fall # ,-2 gesondert 
betrachten. Es entsprechen diese in gewisser Weise dex linearen und 
quadratischen Transformation in der Mlgemeinen Transfora'.ationatheor~e~ 
mit der ja  unsere The)de enge vexknSpft ist. 

In den fet~igen Ausdriicken treten gewisse uuendliche Re~en au~ 
die noch wenig bemerkt sind mad die auch abgesehen yon dem vot~ 
liegendea Problem sich yon g~ssee Bedeutung zeigen d ~ .  I)er 
Zweck des ersten Paragraphen ist es~ die F~ i s~uag  dieser un~d- 
tiehea Reihen nachzuweisen and einige EigenschaRen de~selben zu 
entwickeln. Im zweiten Paragraphen wird dann der Fall dee Func- 
tionen zwelter Art behandelt, im drittcu der Fall ~ ffi= 2, im let~ten 
der allgemeine Fall. 

Wit beschc4nken uns im folgenden auf ein bestimmtes Beispiel 
die Function: 

indem wit bemerken, dass die Zus~mmenstellung dee feetlgen Formela 
fRr aUe andexa F~lle an anderee Stelle gegeben weeden wird. 

w  

DeRuition sad Haupteigensehai~n gewisser unendlietmr Reihen a,. 

Die Definition der #~-Funr ]autet bekanntlich: 
1 y. 

(1) o2(~ , ~) = 2q ~ .  c~s xv + 2 q ' -  cos 3 ~  + . . . .  

Aus di~ee Form folg% dass wir berechfigt ~nd, den Factor cos ~ 
abzasondern~ d. IL class wir set~u kSnnen: 

(2) = 

I~erbei ergeben deh dana fRr die G r ~ m  a~ die WerLbe: 

O 

Es ]eisten diese r ~ den Gk/ehungen G~aiige: 

(4) + 



II0 ~ ~z. 

lhre Einf~hrmag gestattet eine recht iibersichtliehe Darstelhng vieler 
doppelt periodischen Func~ionen der verschiedenen Arten in trigono- 
metrische Reihen. Wit greifen zunRehst die folgenden Formela 
heraus. Die ilbrigen drei Thei~aacfionen lassen sich darstellen: 

. a ~  (~, (V, ~) == 4 sm =v (-~- a,.cos2:cv-~-a~.cos4~v...), 

(5) ~o0,, ,) -~ ( ~ ( 1 - e , , - .  q ) ~  (--I)-. ,~..f. e~,- - ,  

1 4-'~, 

'~s (v, v) = q-'i'(l -~-@'"". q ) ~  a , - q ' - e  ~'"''. 

t t i e ~ u s  fotg~ umnE4~elhar: 

(6) 

s X o .  

Ebenso einfae~ aber ergeben sieh die Entwickelungen der reciproken 
Thetafunctionen in trigonometrische Reihen. In der That, es ist: 

1 

a'; I 2 ~  a~_~.q~ ~ / .  sin(2m-t-1)~v, =.~t(v,T) ~ airily 
(7) 

~," , ~ l~ -+,y 

0 

= " ~ , ( ~ ,  T) = %  -t- 2 ~  (--1)~ . ~ .  ~ - - '  �9 cos 2m~v. 
I 

Dareh NuUsetzen des Argumentes ergiebt sieh: 

I 
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~; .  ~o ~= ,9~ 4- 4 ~  ( -  I)-. ~ .  q--', 
(8) 

+ 
0 

Diese Formeln kSnnen z a h l e n t h e o r ~  interpre~rt werden. In 
der That~ nehmen wir die erste Gleichung, so kSnnen wit die !~ke 
Seite auch schreiben: 

die rechte Seite dagegen nimmt die Form an: 

Wir kommen demnach zu einer Vergleichung der beiden Formen: 

( 2 r +  1)~ + 4~ 
und 

Dieselbe erlaabt in vSllig elementarer Weise die Darstetlung einer 
Zahl als Summe yon Quadraten einer geraden und einer ungeraden 
Zahl zu entwicketn. Es mSge hierauf bei dieser Gelegenheit nicht 
n.7~her eingegangen werdea~ es sei nut bemerkt, dass Herr Hermi te  
in einigen classischen Arbeiten die Eigenschaften der doppelt perlodischeu 
Functionen dritter Art zur Ableitung ebenso wiehtiger wie fundamen- 
taler arithmetischer S~tze gebraucht hat und dass aussex den you ibm 
her~hrendeu Anwendungeu, noch eine F~llle auderer a u f ~ l l t  wer 
den kann. 

w  

Die Entwickelung der doppelt periodisclmn Functionen zweite~ Art in 
trigonometris~he Reilum. 

Multipliciren wit die beiden Relhen fiir: 

mit einsnder, so ergiebt ~dch, wie schon in der letzten Arbeit bemerkt 
worden ist, die Reihe: 

(1) ~" "~'(v~'a). "~o('~ ~ ~  C'r O'~+1''"*i'r+"'" 
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wobei gesetz~ ist: 
(,~)" -I- - - (~ - - rp  

(2) e ~ ,  =-- - -  2 i ( - W  .q  . a ~ . ,  

Diese Reihe multiplieiren wir noch mit: 

dann erhalten wit die zweite Darstellung: 
+r + a ,  

(~+a) 

(3) , ,* .  Oo(V).  ~o(a)  

~,,, = ~ ,  ( -  i)o. q, - T ,  -~--,-(~-o, o ~ .  o~_o. 

Es l~st  sich diese zweite Darstellung in eine bedeutend einfachere 
Form bringen. 

Zun~chst ist klar, dass die Coefficienten der Gleichung Gen~ge 
leisten: 

(4) Ak,,  ~ - -  A_~_~, _ , _ _ 1 .  

Dann abet wird: 

§ (~-7')" - -  - (k-m-{-1)'- (rAm)" 
A~+~,, ~ (-- 1) ' .  q a~+l-,~ �9 a~_,~ 

oder also nach leichten Reduetionen: 

(5) A~.:,, ~- q~+l .  A~., - -  (-- 1)*. q ~ ~ *  ( - - l )~ .~(~1}.a~ .  

Ist demnach k verschieden yon --  1, so folgt: 
A~4-~,, ~ q s'~ . At,,,.. 

Genau so wird : 
~+1 

(6) A~.,+, ==q~*+'. A, , , - - ( - -  1)r. q('+') '+--~ ~ ,  (--  1)~. ~(~+1). am. 

Ist also r verschieden yon - -  1~ so wird: 

Sind demnach k und r beide positiv, so wird: 

Ferner ist nach Formel (6): 
1 

Ao, o ~ -A~_I  + ~  . ~ ,  

1 

2 =  



(s) 

Femer  fclgt :  
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oder also: 
I 1 

.~zt 
Mittrin folgt: 

1 

(7) & . o  ~ ~i. 0, 2 

oder also wit erhalten f ~  Iroaitive k and r 

(tl-#-l) f i  4 I i  

Ai,,. ==== ~ ~' . ~ ( , .  

. do ,_ t  ~ A - l ,  o == 0 

und da~; t  allgemein 

(9) ~ , .  === o, 
falls eine und nut  eine der beid~n Z~dfl~n k und r negativ i ~  8iad 
beide negativ, st) ergiebt sich der dazu gehSrende Werth des Coeb 
ficienten aus der Gleichung: 

Wir  erhaltea auf d i~e  Weise die bekannten Resultate. 

w  

Bahandluag des Falles n ~ 2. 

Dutch Multiplication der beidea trigonometri~chen Reihen fflr: 

O*~(2vq-2a, 2~) und ...... #" 

ergiebt sich zunr~chst der Ausdmck: 

0 ' / -  #l(.~v-4-2a, ~ )  (1) 

I t 

bk,, ~ ( - -  1) ' .  q . . . .  a~- ,_ , , .  

Hieraus wiederum erhaIten wir dureh Multiplication: 

(2) x ' -  ~o(~, ~). ~(~a, ~,) ~ ' ' 

( 
A~,.  = .~a 'h(  - 1)* "q 

, r , o , < 0 o , , , , ,  , =  , 

it 

M s a l i ~ i ~  A u u l i ~  XXX.ilX+ 



Die Resul~ate geslalten sieh fibersichLlicher, worm wit andere 
Summationsbuclmtaben einf~hren. Wit setzen: 

odor: 
k - ~ r + l  

dann wird: 

#;-0/.~(.2~%2s, ~) 
(3) ~'#o(~,*) eo('~a,'~) 

+ r  + m  

+ ~  1 2 2 

B, , ,  = ( -  W 2 ~  ( -  i ~ . q �9 "" �9 a,_~_~, . 04 .  
~ oa 

Der Ausdruck, den wit fiir Bl,. gefunden haben, ist ein recht 
complicirter, es handelt sich datum ihn einfacher zu gesfalten. 

Es leisten die GrSssen J~.r nun den Gteichungen Geniige: 

(4) + ~  

B~+~, = # '+2.B,,, + q2,+~+ (~+~+.o), 2 ( _ 1)m. q._~,,, a,,~. 

Die RiehL-igkeit der beiden Gleiehungen braucht wohl kaum nach- 
gewiesen zu werden. 

Setzen wir der r Bezeidmung halber: 
+~ 

(5) 

so wird, wenn r posit.iv und yon Null verschieden angenommen wird, 
nach der letzten Formel (4): 

r~ 

~._~ ~ __/V. q ~ , - ~ .  ~ ,  
0 

oder also: 
( s), 

(6) t3~,_, = - -  1 v .  q~ ~/ "~ . ~ , ~  q . 

Nun gilt allgemein die Relation: 

daraus fol~, d~, wenn jeLzt r positiv oder Null ist: 

0 
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Hiermit sind die Constanten in eiaf~her Weise t~immt Die ~ -  
same Summe F let leicht zu inte~retiren. In der That es ist: 

*+- ~( 

andrerseits folgt aber 

.~,o _ r  = q z - - ~ ,  ..... o , . F  

a l~  wh-d: 
F = A C .  

Somit linden wit schliesslich das Resultat: 

(. + :-)' ,,.+,,,,,+,, (,-,.- :)" 
o 

In tier vorletzten Formel is~ r positiv oder Null, in der letzten positiv. 
Der Werth yon F ksnn auch geschrieben werdea: 

(9) F -  -1 

Hiermit sind wit f~r dea Fall n •= 2 vollkommea am Ziele. 

w  

Behaudlung des s l lgmdnen Fslles. 

Bei einem altgemeinen n h~ben wir zun~chst zu unterseheiden~ 
ob ~ gemde oder ungersde ist~ 

~ i  ~ eine unger~e Zaht~ so er~ebt s~c-h d u r ~  Multipli~tion 
der entsprechenden Reihen: 

,, [,.+• - 

~ e r  a u ~ :  
S* 
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#l" - @i (tiv -t" h a ,  i l l )  dtt.l_~) al, .i.(~,H.li~a ~. ~ 
(I) 2:-0,{~, ,) = ~  ci. -  

(,~)' q'~ + -(~-~0 ~ 
c~, ~--- ( - - 1 )  "+' - i �9 . a~.,,,. 

Sei zweitens ll eine gerade Zahl, so ergiebt sich analog: 

,e ' l ' - l l ' i ( l l t l - t - l l a t  i 'Ll) ~~bke.~k~in.~(2r.}.l)~agi 
~ "  @o(v, ~) 

2 

b~, (-:),+,.~ ~'('+r 
I I  

oder auch: 

* " ' ~ ' < ~ + " "  '~'~ ~ , , ~ , r  (3) ~ : ~ 7 7  = ~ - - - - .  ~ - '  ~~"~" '+(~"+"<'" '  

I I  1 l 

~,., = ( - : ) . + , . i .  ~ ( ' +~ )  - '<-") '  a,_: , .  

So haben wir eine gemeinsame Form gefhnden und kSnnen jetzt 
ohne weiteres annehmen, dass n gerade oder ungemde ist. Wir  setzen 
es als gerade voraus. 

Jetzt  mSge mit: 
e( 

maltiplicirt werden~ wobei gesetzt ist: 

Es er~ebt  sich: 

O,'-O,*-lt '  l (rlv..t.-tla, ~z) (~) ,:',~o(o..),>o(,,<,.:,) - i ~  ,1,.,.~>-~+.):,.+<~..+,,:o:., 

A , ,  = ~  (- ~ q"(~ .... ".,,,_.o.<,,,_,~, 
: .(,+,.+~): 

--~ (-i). q 
0 

Die Formen gestalten sich ~bersichtlicher, wenn wir einen anderen 
Summationsbuchstaben einffihren, Wir  setzen: 

3k + n ~ ( 2 r +  1) ( n - l )  + 31 + 1 
oder: 
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Da~ wird: 

4 - ~  1 "  

Der Ausdvaek, welchen wit hie~mit f~z d~a allgem~n~n Coeffi~ie~- 
tc~ g~funden haben, ist wiederm~ wenig ttbersichtlich. Es ~oll ver. 
s~i~t werde~, ihn in einer einfacheren Form dsrzastellen. 

E~ folgen mit leichter Mfihv die Recursionsformeln: 

+ ( -  D,+~. :z ,~- (.--I y'.~*'~'+'~'-~, 

0) 

Nehmen wit daher an~ d~s r positiv und yon Null verscMedvn i~, 
so fol~:  

(6) ~ _ ,  ( _ )  ~ ~ ~ - ~ - F ~ . _ , .  
0 

An SteUe der einen Function F, die wir im vorlgea Paa~raphe~ 
fauden, treten hiex also deren unea~dlich vivle. F~ ist nu~ aber nicht 
schwer na~hzuweisen, dsss sich diese unendlich vietea ~t~c/tio~eu 
~nmt | ich  auf dexen ~ ~ I zur~r l a ~ m  

In der That~ aus der Def~tionsglelchung der Fnnctio~en F folgt 
u~mittetbar die Recursionsformet:. 

und zwax gilt diese Fo~I f~ positive und negs~ve r. 
Altgemein wird: 

(8) F~+~,-~.-, ~ ( - - iy ' .  ~ _ ~ ~ , - ~ - z ~ , - , ~ .  F~.-,. 
Diese Formel lehrt, da~ dutch ~ ~ 1 auf e l n~d~  folgende :Summen: 

sieh die ~brigen unmittetbmr darsteUen 
Unsere Gr~se~ ]~-~  nehmen nun zu~chst die Form an: 
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Hieraus folg~, das8 wir sehreiben kSnnen: 

(9) B,,~ ~ F~,-~ . Do + F~+~,_,.. D, + . . .  + F,+,_~._r. D,_~. 
In dieser Formel hat D~ die Bedeutung: 

0 

Die GrSssen B;,, bei denen r positlv oder Null ist, folgen daun aus 
der Gleiehung 
(11)  ~,~ ~-- - -  ~B-~ - I , - . _1 .  

Hiermit slnd ~ auch im altgemeinen FalIe aus Ziet gelang~ und 
es wird sich jetzt noch tediglich datum handeln, die verschiedenen 
Methoden mit einander in Verbindung zu setzen und an Beispielen 
ihre Bedeutung auseinanderzusetT~n. 

Den ~9. April 1888. 


