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B e i t r ~ e  zur Theorie der Sturm-Liouvilleschen Darstellung 

willk~rlicher Funktionen. 

Von 

ADOL~ KSESF, R in Breslau. 

Die folgenden BlOtter en~halten einige Erg~Lzungen zu den Unter- 
suchungen tiber die Darstellung willkiirlicher Funktionen in der mathe- 
matischen Physik, die ich im 58. Bande dieser An~alen ver~ffenflieht 
babe. Ich zifiere diese Abhandlung mit U. und behalte die dort be- 
nutzten Bezeichnu~gen bei. 

+1. 

Hilfss~tze iiber trigonometrische Funktionen. 

kus der elemen~ren Formel 

sin ( ~ §  I 

2sin~ 
2 

folgt durch Integration 

X 

0 

wobei die GreBe 

x 

0 

x 

2~ 

0 

x- -2s in~  
2 

X 
2x sin 

2 
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anch wenn man x = 0 setzt, endlich ist und, solange x nicht den Weft 
2= erreicht, endlich bleibt; die Ableitung .F'(x) hat dieselben Eigen- 
schaften. Man finder daher, indem man parfiell integriert, 

n + ~  ~+~- 
0 0 

diese GrSBe niihert ich offenbar der Grenze Null an, wenn n fiber alle 
Grenzen wiichst. Da ferner 

-~) d x  s ~ d u  
X 

0 0 

gesetzt werden kann, und das Integral 

f 

sin u 
d u  

0 

einen endlichen Wert hat, so bleiben in dem ffir S~ aufgestellten A_usdruck 
aUe (~lieder dem absoluten Werte nach unter festen, endlichen, yon 
unabhiingigen Grenzen, solange x auf ein Interv,~,]! besehr~kt bleibt, 
das zwischen --  2= und + 2= liegt, ohne diese GrSBen selbst zu erreichen; 
dasselbe gilt daher yon der GrSBe S~ under der Voraussetzung 

2= - c >= x ~_ - 2= + cl, 

wenn wit yon jetzt an dutch c, c l , . . ,  positive Konstante bezeichnen, die 
beliebig klein gew~itdt werden k6nnen. 

Da nun aber die Werte yon S= auf den Strrecken yon 2 = - - c  bis 2m 
und yon - - 2 = - t - c l  bis - - 2 =  entgegengesetzt denen sind, die auf den 
Strecken yon 0 his c und yon 0 bis - - c  1 angenommen werden, so liegt 
S~, wenn x ein festes, beliebig be~enztes reelles Intervall durchliuft, 
zwischen endlichen yon n unabh~ingigen Grenzen. 

Dies Resultat f iber~gt  sich sofort auf die Relhe 

=~'y  ( -  1)" sin ~x r. 

die aus --S~ hervorgeht, indem man x dureh z -  x ersetzt, und ebenso 
auf den Ausdruek 

0.= 

26* 
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X endlich yon diesem, indem man ~ ffir x setzt, auf die Summe 

sin (~, + 1 )  x 

1 

Eine zweite Eigenschaft der betrachteten Reihen ergibt sich, w e ~  
m a n  VOl ' a t lSSe~Z~ ~ 

c~ <_x<_2~--c. 
Dann konvergiert ni4mlich der in der Summe S. vorkommende Ausdruck 

f ~in_~ du 
, . ]  u 
0 

7g 
gleichm~Big gegen seine Grenze ~-, der er ffir alle bezeichneten Werte 

yon x so nahe liegt wie man will, sobald n hinreichend grofl geworden ist. 
Ahnliches gil~ yon dem Integral 

f .V(x) sin nx dx, 
0 

das sich, wie die oben durchgeffihr~e partielle Integration zeig~, der Grenze 
l~ull gleichmiiBig beziiglich der Variablen x anniiher~, wenn diese eine 
Stxecke durchl~iu~, auf der iV'(x) zwischen fe~ten, endlichen Gr~nzen bleib~. 
Hiermi~ is~ gezeigt, dab auch die Snmme S. auf der Strecke yon x = c i 
bis x .~-  2 ~ - -  c, wenn n ~ c~ wird, gleichmiiBig gegen ihre Grenze konvergiert; 
diese hat den Wert  

7 g ~ X  

S ~  2 " 

Da ferner die fiir x geforder~e Ungleichung ergib~ 

:~-c~ >= ~ -  x ~ - ~  + c, 
so hat die Reihe T~ die soeben fiir S. abgeleiteie Eigenschaf~ bei der 
Anna,brae 

und die oben angegebene Beziehung zwischen S,, und T~ ffihr~ zu dem 
Grenzwer~ 

Die beiden Reihen 

lim r~ = r ~ =  
2 

~ sin ~,x 

konvergieren also auf tier Strecke 
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gleichm{iBig, ebenso die Differenz S |  T~. 

durch ~ ,  so sieh~ man, dab die Reihe 

auf der St:recke 

E r s e ~  man in dieser x 

2c ~ x_~ 2~ - 2c~ 

Da nun die Griil~en c u n d c  l ihrer Definition gleichmiiBig konvergierr 
nach in gewissen Grenzen unbestimm~ sind, kann man auch sagen~ dab 
beide Summen 

X sinvx 
S , , =  Z ' 1 

" " " + T  

auf der Strecke 
c<=x<=2~-cl 

bei unbegrenzt wachsenden Werten yon n gleichmiiBig gegen endliche 
Grenzen konvergieren. 

w  

Das Analogon des Diriehletschen In tegra ls  und tier allgemeine 
Integralsatz  yon ~lu Bois.Reymond. 

Wenn die Funktion 9~ (z) auf der Strecke J ste~ig und yon beschriin]c~er 
Schwankung ist, und die Beziehung 

o<~<~__<z 
gil~, so bes~eh~ (U. ~ 14, 16) die Gleichung 

wobei 
1 

M , =  z 

o 

gesetzt ist; wenn ferner h endlich ist, so hat man die Gleichung 

I , ~  

= 

,, 0 

Von diesen Formeln gebrauchen wit nut den speziellen Fall 

1, 
in dem sich fibrigens der Beweis nicht wesenttich einfacher ges~ten 
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diirf4e als bei tier altgemeineren Voraussetzung. Wit erhalbn so bei Be- 
nutzung der Bezeictmung 

= M ,  

die Gleichung 

,,) i 
e a, da-~ 2 '  

ferner wenn h endlieh und ~-~ 0 ist, 

l ira f(l)(a, n)da = 1. 
n ~ -  OO r  

0 

Eine weif~re Eigenschaft des Ausdrucks @(a, n) lieiert uns der Um- 
st.~nd, da$ (IT. ~ 13, 15) die Griil3e 

U,(~) M,/U,,(a)  q~(a)da 

in eine der folgenden vier Formen gese~zt werden kann: 

cos - 2 - - 4 ~ t a  ) cos W da + ;~, 

- j  ~(~) sin z d~ + 7 ,  

sin --2--4tpta ) sin ---2- de + -fi ; 

d a + ~ ,  

dabei liege die Griil]e tV zwischen endlichen yon ~, ~ mid v unabE4ngigen 
Grenzen, mid die ersb Form gilt, wenn h und H beide endlich sind, 
die zweile, wean h allein endlich ist, die dritte, wenn H unendlich und h 
end]ich is~, die vierte, wenn h mid H unendlich sind. Die neben dem 
Inf~ral  ersc-heinenden (]lieder haben zwar zuniichst die Gestalt ~:~)~, 
wobei Q die ~ir_ die einzelnen Normalfank~ionen U, charakteris~ischen 
W e ~  des in tier Different~Ieichung dieser Funk~ionen au2eretenden 
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Parameh~rs durchliiuR; man kann aber ~ staY~ ~) schreiben, da alas Ver- 
h~iltnis ~ :~  in allen Fiillen gegen eine endliche Grenze konvergiex~ 
(u. w 11). 

Setz~ man speziell 
~(@ - 1, 

so zeigen die angefiihrten Ausdriicke, daiS das Integral 

(~, ,) ~ = ~ u,(~) (~) d~ 

in zwei Teile zerlegt werden kann, yon denen der eine die Form 

v 
u 

hat, der andere abet eine der folgenden Summen ist: 
*/ 

1 ~  

1j n 

~ sin--2- (~ + 6) --  sin Z + sin Z ' 

~ s i n  ~ da sin --2- 

~ . ~  ~ z 
sin ~'~(~-- ~)], 

1, n [~ (~ ~-) ? (~ ~)~~ . , _  ~,~-~.  Z ~ in + ~( ~)--sin2 + --2- - -  --smlv t ~-J --~T-~J 

2= I Z 
, ~+%- 
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Diese GrSBen liegen erstens nach w 1 zwisc-hen endlichen yon n 
unabh'~ngigen Grenzen, wenn ~ und ~ beliebige Intervalle, etwa beide die 
Strecke yon 0 bis Z durchlaufen. Ist ferner ~ ein beliebiger fester Weft, 
fox den die Beziehung 0 ~ ~ ~ Z 

gilt, und ~ innerhalb des Intervalls J mit EinschluB seiner oberen Grenze 
so ver~nderlich, dab ~ -  ~ oberhalb einer beliebig kleinen positiven Kon- 
stanten c bleibt, so liegen die GrSBen 

~(v+~) ~(~--~) 
Z ' Z 

zwischen festen Grenzen yon der Form c 1 mad 2 ~ -  c~. Dasselbe gilt 

yon diesen GrSBen sowie yon g ' wenn ~ auf irgend einem Teil der 

Strecke J ,  der yon den Enden um endliche Stiieke entfernt bleibt, ver- 
~uderlich is~ und f'fir V--~ die bisherige Voraussetzung beibehalten wird. 
Nach w 1 konvergieren daher die obigen~ his zu n-~  0o ausgedehnten 
Reihen beziiglich der GrSBe ~, wenn ~ lest ist, mad bezfiglich beider 
GrSflen ~ und ~, wenn beide in der angegebenen Weise variieren, gleich- 
m~Big gegen endliche ~renzwer~e. 

Diese Eigenschaften iiber~ragen sich nun sofor~ auf das Integral 

da in ibm aul~er einer der be~rachteten trigonometrischen Reihen nur 
noch eine Summe 

vorkomm~, in der die GrSl~en �9 zwischen endliehen yon ~, ~ und ~ unab- 
h~ngigen Grenzen liegen~ die also, wen- n ~ ~ wird, beziiglich beider 
GrSBen ~ und ~ gleichm~iBig konvergier~. Der Grenzwert~ dem das Integral 

ist nach den oben angefiihrted Formeln + ~ ,  wenn ~ oberhalb zus~reb~ 
l 

einer posi~iven Grenze verbleibt, dagegen + 1~ ~venn h endlich und ~ = 0  ist. 
Die hiermit bewiesenen Eigenschaften des Ausdruck~ (P(a, n) gestatten 

nun nach der Darslellung yon C. Jordan (Cours d'analyse II, :Nr. 224), 
den allgenugnen Integralsa;tz yon du Bois-Pwymond anzuwenden*), und zu 
folgern~ daB, wenn r im Interval] J eine Funktion yon beschr~nkter 
Sehw~lrung mad ~ positiv ist, die Gleichung 

O) = 

�9 ) s. a~ Dini, Serie di Fouri~ (Pi~, 1880). 
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gilk Diese Formel wird n~imlich a. a. 0. unber folgender Voraussetznng 
abgelei~e~: das Integral 

/0(~,  .) a,~ 

bleibe bei beliebigen Wertmn yon n zwischen endlichen Grenzen und kon- 
vergiere gleichmiigig gegen einen festen Grenzwer~ wenn ~ eine S~recke 
durctfliiuf~, deren obere Grenze beliebig oberhalb der Gr6ge ~ fixier~ is~, 
wiihrend die un~ere Grenze dem Werte ~ yon oben her beliebig nahe 
kommen darf; das ist aber ein Tell oben bewiesenen Eigenschaf~en 
yon r n). 

Die erhal~ene Gleichtmg (1) kann offenbar in der Form 

v,(~) (~) ~,(~)d~ =-~ ~(~+ O) 

gesehrieben werden, und vemllgemeiner~ den Satz, der in der Theorie der 
Fourierschen Reihen mitten des du Bois-Reymondschen Sa~es abgeleiCet 
wird, indem man 

r  n) = ~ ~ 

setzt; das Integral in der Formel (1) ist das Analogon des Dirichletschen 
Integrals. 

Wenn h endlieh isL so kann man aueh ~ = 0 se~zen and hat dann 
die sehon einmal angeffil~e Gleichung 

lira [}D(a, n) da ~- 1 
f ~  

0 

so dab jetzt die modifizier~ Formel 
, /  

0 
resultierk 

Endlich ka.nn man ~ auch yore Werte ~ aus, wenn dieser posi~iv 
is~, nach un~ea gehen lassen und er'hKlt dann 

(s) (~) r ~) a~ = ~ ~ ( ~ -  o); 

worm H endlich is~, It, ann man audh ~ ~ Z set~en und finde~ 
Z 
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Man erh~Ii diese Resuliate aus den frtiheren direkr dadurch, da~ man 
iiberall fiir z u~d a als neue Variable Z -  z u~d Z -  a einfi!h~. 

Jetz~ ist es leicht, zu den gewShnllchen Dars~ellungsformeln iiber- 
zugehen; da ni~mlich ~7 in der Formel (1) auch den Wer~ Z,  in der 
Formel (3) auch den Wert Null annehmen darf, so folgt fiir einen 
~wischen 0 und Z liegenden Weft ~ die Gleichung 

Z 

2 1 M, y,(f @) r d~ = -~ [r + 0) + ~(~-- 0)] 
?2 

0 

unter der einzigen Voraussetzung, 9~(a) habe auf der Strecke d beschrlinkte 
Schwankung. Speziell ergeben die Beziehungen (2) und (4), wenn h endlich ist, 

Z 

~ M ,  ~,(o (~)~@) = ~(+ 0), 
Y 

0 

und wenn H endlich ist, 
Z 

~ M ,  ~,(z ~)~(~)d~ = ~(Z--O). 
0 

Ein wesenflicher Vorzug dieser Resultate gegentiber den friiher er- 
hal~enen besteht darin, dab (p(z) eine beliebigeFunld;ion yon beschr~nkter 
Schwankung sein daft, w~ihrend friiher vorausgesetzt werden mu~te, dab 
die Anzahl der Unstetigkeiten endlieh sei. 

Das dem Dirichle~schen analoge Integral ha~ bier, wie man sieh~, 
eine andere Stellung als bei den ~rigonometrisehen Reihen, insofern bei 
diesen der Grenzwer~ des Dirichletschen Integrals direkt gefunden und 
zur Summierung der Reihe benutz~ wird, wKhrend bei dem gegenwi~r~igen 
S~ande der Theorie der Sturm-Liouvilleschen Entwicklungen erst die Formel 

v 0 

mindesh~ns fiir den Fa~, dab ~(a) eine Konstante is~, abgeleitet sein muB, 
ehe man den Grenzwer~ des in Retie stehenden Integrals finden kann, der 
dann zu dem je~z~ erhaltenen altgemeineren Resul~a~ fiihrt. 
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w 

Die gleichm~iflige Konvergenz der nach Normalfunktionen 
fortschreitenden Reihe. 

Auch flit die gleichmii~ige Konvergenz der erhal~enen Dars~ellung 
einer willkfirlichen Funktion kann jetzt leicht ein Kriterinm abgeleitet 
werden, indem man davon ausgeht, dab auch bet variablen Werten yon 
der Grenzwer~ 

= f~  n)da 

unter den in w 2 fiir ~ und 7 au.fgestellten Ungleichheitsbedingungen gleich- 
miiBig beztiglich beider GrSBen angestrebt wird. Versteht man n~m]ich 
zun~chst unter (p(a) eine auf der Strecke yon ~ bis 7 monotone stetige 
Funktion, und setzt 

~(~) = r --  r 
so gilt die Gleiehung 

Ist ferner ~ + ~. irgend ein willkttrlieh gewii~lter W e ~  zwisehen ~ u~d 7~ 
und sind #, #~ unbekannte Mit~elwerte der Strecken yon ~ bis ~ + ~ und 
yon ~-t-X bis 7, so ergibt sich nach dem zweiten Mii~elwertsatze, da 
~p(~) verschwindet, 

~ + ~  
~+~ ~+~ 

und hieraus folgr 

5 ~ ;~ 
Y ~x 

Li~t  man nun ~ den im w 2 ges~ell~en Forderungen gena~ in einem 
Intervall yon 7o his 7~ variieren, dessen Grenzen im Intern yon ] liege~ 
fixier~ f'tir 7 den Wer~ ~ + c~, tier auch ~ Z werden daft, und Dimm~; a~  
(p(a) sei yon 70 his ~h + c~ s~t;ig und monoh)n, so kaun man $ derarr 
w~hlen, dat~ ]V(~ + 2)] stets under der vorgeschriebenen positdve~ Grii~e �9 
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liege. Jetzt bleibt die Differenz t t ~ -  ~ fiber der Grenze ~,; die mit ~(~) 
in der lef~en Gleiehung mul~iplizier~en In~egrale konvergieren also zufolge 
der erwii.hnten Eigenschaf~ des Integ-rals 

die Grenze ~ ,  ihre Differenz also gleichm~k$ig gegen gleichm~$ig gegen 

die Grenze Null. Da ferner die Faktoren yon ~(~+Z)  zwischen end- 
lichen, yon ~ und ~ unabh~ngigen Grenzen tiegen, so folgt, dab die GrSBe 

n)-d  

bei allen betrachteten WeNen yon ~ und ~ unter einer vorgesehriebenen 
Grebe l ie~,  sobald far n ein hinreiehend groger Wert; genommen wird. 
Der obige Ausdruek ffir 

auf dessen reehter Seite aueh der Faktor von g~(~) gleiehmiigig gegen 
1 

seine Grenze T konvergiert, bewegl; sieh also in derselben Weise gegen 

den Grenzwer~-~(~), und dami~ ist gezeig% da$ unter den jetzt geltenden 

Voraussetzungen die Reihe 
I ,~ ~/ 

I gleichm~Big bezfiglieh der GrSSe ~ gegen die 6renze ~ ~(g) konvergiert. 

Dies 1%sultat, das zuniichst far monotone Funl~onen ~(a) gilt, fibertriigt 
sich offenbar sofor~ auf den Fall einer beliebigen yon Vo bis ~ + c~ stetigen 
Funl~on yon besehr~inkter Sehwankung, die ja stets als Differenz zweier 
stetiger und monotoner Funktionen dargestellt werden kann. 

Wendet man die durehgeffihrte Entwiekhng auf den Fall an, da$ 
�9 / <  ~, indem man wie in w 2 die GrSSen Z - - z  und Z - - a - f a r  z und a 
einffihr~ and ~ / = % - - c  o se~zt; bedenkt man ferner, dab ~ die Grenze Z 
erreichen darf~ wenn ~ > ~, und die Grenze O, wenn ~ > ~/, so sieht man~ 
dab d/e/~e/he 

u ~--co 
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gleichmiiflig gegen den Wef t  9~(~) konvergiert, wenn 

o =< ~ o -  Co < ~ o  < ~, < i ~  +c~<=z,  ~ o ~ = ~  
ist, und ~o(z) yon ~o--Co his ~i +c l  eine stetige Funktion yon beschrtinkter 
Schwankung ist; dabei kSnnen die positiven Konstan~en c o trod cx wie immer 
beliebig klein sein. 

Die Reihe R wird nun in die Sturm-Liouvillesche Reihe ~ A ,  U, tiber- 
geRihr~, indem man die I~eihen 

0 ~ C,,~ 

6 

Z 

r h +ca 

hinzuaddiert; wenn es also geling~, diese als gleichm~gig konvergent auf 
der Strecke yon ~ = Vo bis ~ = ~x nachzuweisen, so ist dasselbe Resultat 
far die Sturm-Liouvillesehe Reihe gesichert. Zu diesem Zweck gehen wit 
davon aus, dab nach w 2 die Summe tier ersten ~ Bheder der Reihe P in 
der Form 

cos --2- (~) cos ~ d~ + 

geschrieben werden kann oder in einer der Formen, die aus dieser hervor- 
1 

gehen, indem man cos dutch sin und v durch ~, A-~-ersetzt ,  w"ahrend 

die GrSSen ql s~ets zwischen endlichen, yon v und ~ unabh~ingigen Grenzen 
liegen. Man finde~ daher, indem man die elementaren FormeIn 

~ O S  ~X ~-- 
2 s i a  ~x 2 ~ 

2 

0~ 

~ c o s ( v + ~ )  x = 
sin (n + 1)~ 

2 sin 
2 

anwende~, die bezeichnete n-gliedrige Summe bis auf Glieder, die bei un- 
begrenzt wachsenden Werten yon n eine gleichm~iflig konvergente Summe 
geben, linear ausgedrfick~ durch das Integral 

~o-- eo 

2 Z  
0 

da 

1 
und die Integ~rale, die aus diesem hervorgehen~ indem man ~ + ~- dutch 

+ 1 mid a + ~ dutch g -  ~ erse~t. In den vier so erha[t~aen ~us- 
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drfieken bleiben die Nenner sin ~(~+~) und sin wenn ~ die Strreeke 
2 Z  2 Z  ' 

yon Yo his ~x trod a das Integrationsin~ervall durehlKuft, dem absoluten 
Be~age naeh oberhalb einer festen positiven 6~renze; man kann daher die 
erhaltenen Integr~e in Aggregate yon Gliedern der Form 

,.fo 
0 0 

verwandeln, m denen q., O,(a), O,(a) zwisehen en ehen, yon n und 
unabhii~gigen Grenzen liegen, die Funktionen O(a) yon n unabhgngig 
trod ebenso wie ~(a) yon be seh r~ t e r  Sehwankung sind. Diese Ausdrficke 
konvergieren aber (U. w 4) bei wachsenden Werten yon n gleichm~t~ig 
bezfiglieh der Variablen ~ gegen die Grenze Null, da sie in eine solche 
Form ~ : n  gebrachl werdon kSnnen, dab ~ zwisehen endlichen, yon n 
und ~ unabh'~i~gigen Grenzen liegt. 

Damit ist die gleiehmKBige Konvergenz der Reihe P nachgewiesen 
unter der Voraussetzung, dab ~(a) in dem Intervall J yon beschr~nkter 
Sehwaakung sei, wKhrend Unstetigkeiten auf der Strecke yon 0 bis % - - c  o 
keineswegs ausgeschlossen sind. Da nun entspreehendes yon der neben P 
eingefiihrten Reihe Q gilt, so folg~, daft auch die t~eihe 

P + q + n =  
1, ~ 1~ ~ Z 

d. h. die gew6hnliche Sturm-I~ouvillesc~ l~ihe, bezii4flich aller Werte yon ~, 
die die Ungleiehung 

erfi~llen, gleiehmiiflig gegen den Weft ~(~) konvergiert, sobald die Funktion 
(z) auf der ganzen Strecke J yon beschr~nkter Schwankung, auflerdem abet 

auf der Strecke yon % - - e  o bis ~1 + cl stetig ist, wobei c o und c~ bdiebig 
ldeine positive Werte sind. 

Speziell sei ~(z) auf der ganzen Strecke J stetig und yon beschr~ink~er 
Schwankung; dann konvergiert die Reihe 

gleichm~Big attf jeder S~recke yon c 1 his Z--c~.  Es bleibt noeh die 
I;~rage zu bean~worten, warm das (~ebiet der gleicbm~Bigen Konvergenz 
his in die Enden der Strecke J hi~ein au~edehnt werden kaml. Dies 
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is~, wie man leieht sieht, z. B. bezfighch cler S~lle z ~ ~) erlaubt, wenn 
~'(z) auch an dieser Sf~lle noch stetig ist. Setgt man ngmlich 

S.(,)  =~A. V., F(z) = &(~) + ~ . (4 ,  

und ist e eine beliebig klein gegebene positive Konst~nte, so kann man, 
da die Reihe F(0)  konvergier~, die Z~hl n so w~hlen, dab 

1R.(0)I < ~; 

sodann kann man c 1 so bestimmen, daft auf der S~ecke 

0gzge~ 
die Ungleichungen 

IF(~)--F(O)t < ~, IS.(~)--S(O)l < 
gelten; hieraus folgt 

also 

womit die gleichm/i$ige Konvergenz i~tir die S~recke yon 0 bis q mit 
EinseMu~ der Grenzen erwiesen ist. Eine ~hnliche Betrachtxmg gilt 
offenbar ffir die his zur Stelle z =  Z hinaufreichenden Strecken; die Re/he 
konvergiert also gleicbm~fig auf Strecken, zu denen einer der Endpunkte 
des I.ntervalls J hinzugerechnet wird, wen~ /~'(z) in diesem Endpunkte 
stetig bleibt. 

We_nn h endlich ist, wissen wit, dab die Gleichung 
~(~) = F(~) 

aueh an der Stelle z ~ 0 gilt; bier daft also stets das Gebiet der gleieh- 
m~figen Konvergenz den Punkt z ~ 0 mit umfassen. Dasselbe gilt aber 
auch im Falle h ~  or,  were1 r  da dann immer 

V,(0) = 0, X(0) -- 0. 

Analog konvergiert die Reihe gleichmgfig his in die Stelle z ~ Z binein~ 
wenn entweder H endlich ist oder ~ ( Z ) =  0. 

w  

Der Fall, dab die Konstanten h mad H nieht beide end!ieh sind. 

Wenn h ~-c~ ist, haben alle Normatfn~ictionen die feste N ~ t l e  
x ~ -0  oder z ~ 0; ebenso vars~hwinden sie alle an der Stelle x-~  X oder 
z ~ Z ,  wenn H--~ c~. Die Entwicklung einer s*~igen Funktion yon 
beschr~kter Schwankung nach l~ormalfunk~onen ~ann in diesen F-allen 
ebenso leicht wie bei endlichen Werten yon h and H abgeleftet werden 
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(U. ~ 13, 15), wenn die darzustellende Funk~ion an jeder allen Normal- 
flml~ionen gemeinsamen Nullstelle x-~ 0 oder x = X ebenfalls verschwindet. 
Andernfulls muSten in der bisherigen Darstellung jene tiefer liegenden 
Betrachhangen (U. w 14) herangezogen werden, die bei endliehen Werten 
yon h und H erst zur Darstellung tmstetiger Funktionen gebraucht werden. 
So wenig nun die le~zteren Entwicklungen ffir den volls~ndigen Ausbau 
der ganzen Theorie entbehrt werden kSnnen, erseheint es doeh sehr 
erwiinseh% die Darstellung willkiirlicher Funktionen, die an den Enden 
des Intervalls J nicht zu verschwinden brauchen, unter engeren, ffir die 
meisten knwendnngen ausreichenden Voraussetzungen mit geringeren 
MRteln zu erledigen, etwa so wie es bei endlichen Werten yon h und H 
schon gesehehen ist (U. w 12). Dazu ftihrt die folgende yon den Hilfs- 
s~itzen des w 1 ausgehende Untersuehung. 

Es sei zun~iehst h-----H-----~, und werde wie gewShnlich die Reihe 

~ A, tY, 
gebfldet~, in der 

Z 

~ . A .  = f ~ ( ~ )  ~.(~) d~, 
0 

1 
M,=- z 

0 

gesetzt wird. Dann grit (U. w 16) die Gleiehung 
Z 

~, ~, = ~ si. - z -J~ (~ )  sin -~-  d~ + ~,  
O 

and qt l ie~ zwischen endliehen, yon z und v unabh~ngigen Grenzen~ 
so da& die Rei]ae 

im ganzen Intervall J gleichmiigig konvergiert. Den ersten Tell des 
Ausdrueks A, U, formen wit durch partielle Integration tun, indem wir 
anne]amen, die Funktion cp(z) habe eine abteflungsweise s~etige ers~e Ab- 
leRung yon beschrKnktmr Schwankung; dann ergibt sich 

Z 

0 

Das Integral auf der rech~en SeRe l~nn aber (U. w 4)"in der Form 

geselrrieben werden; fa$~ ma~ demgemiis das mit dem Integralzeichen 
behaY~f~ (]lied mit dem letzten zusammen, so erhiilt man die Gleichmag 

A , ,  U,, -=- "~ s i n  " " ~ ~; -2- [~(o)-(-~)-~(z)] + ~ ,  



Dsrs~llung wiltk~lieher Funkt~nea. ~417 

in tier �9 nicht denselben Weft, wolff abet didselben-Eigdnsehaf~n ha~ 
wie bisher. Die Reihe SA~ U~ konvergiert daher snf  jeder ~ k e  des 
Intervalls gleiehm~l~ig, wo dies yon den Summen 

~ +  sin*~zz' ~ ( - - t  )~ sin~yzz 

gilt, also naeh w 1 auf jeder Streeke, die dutch eine Bedingung 

c.<-2- < ~ - - c  o 

oder auch, was dasselbe besagt, dutch eine Bedingung 

c 1 < z < Z - - %  

definiert wird, wobei cl, c~ beliebig kleine GrSSen zwischen 0 und Z sin& 
Eine weitere Eigensehaft dieser Reihen ist nachw 1 folgende. Wenn 

man bei einem beliebigen, et-wa dem n ~" Gliede abbrieht, und das Argument 

~z l~iuf~ yon 0 bis eoder yon ~t--r bis ~r, die GrSBe z also yon 0 bis c 1 
Z 
oder yon Z - - c  a bis Z~ so bleiben die Wer~e der Reihen zwischen end- 
lichen, yon n unabh~ngigen Grenzen. Da nun auch S,mmen wie 

diese Eigenschaf~ besitzen, so sieht man, da~ die Summen 

U,, 

wenn man eine der Beziehungen 

festsef~zt, ebenfalls zwischen endlichen yon n unabE4ngigen Grenzen bleiben, 
w~hrend sic im allgemeinen offenbar nicht gleichrn~i~ig konvergieren, wenn 
n ins Unendliehe wKchst. 

Aus den erhal~enen Resultaten 1 ~  sich die bemerkenswerte Folgerung 
ziehen, dab die Reihe 

auf der ganzen Stxeeke J mit E~nscMu$ ihrer G~enzen' gleiehm~.flig kon- 
vergier~. Da n~.mlich Er in den Stellen z ~-0 und z = Z versehwindet 
und zwischen beiden fiberaU s~etig ist, kann man die Grfgen cl un&~ 
so w ~ e n ,  dag auf den S~reeken 

O g z <_ c~, Z - c ~  g z ~_ Z 
M~thematische Anualen. LX. 
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der Wer~ IU~I unter ether beliebig klein gegebenen posit:iven GrSBe 
liege. ]:)ann kann man nach den obigen Entwieklungen eine Ungleichung 

aufstellen, in der g eine yon n unabhi~ngige positive Konstante ist; aus 
fin" folgt 1,~ 

und hieraus wiederum 
n + l , ~  

bet beliebigen Werten yon n. Jetzt kann n so bestimmt werden~ dab 
aucah auf tier Stxeeke 

cl <=~ <= Z-c~ ,  

deren die Reihe ~ A, U~ gleiehmii~ig konvergiert, die Ungleichung l~ngs 

n + l ,  ao 1 
2ge 

Y 

gilt~ die so fiir die ganze Strecke J bet geeigneter Wahl yon n gesichert 
isr und~ da ~ beliebig klein genommen werden kann, besag~, dal~ die Reihe 

in der Tat auf der Strecke J gleichmiiBig konvergiert, also ghedweise 
integrier~ werden daft. 

Setzt man daher 

land benutzt die ftmdamentale Beziehung 
Z 

f ~ ( ~ )  v~(~) d~ = 0, 
@ 

so erhiil~ man die Gleichungen 
g Z 

fF(~,)V.,(,~)d,~= A=fV~(~)d~ = v.,_a= 
@ @ 

~ler 
Z 

f vo(.)do = o. 
@ 
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Nun is~ die Funktion F(z) auf der Streeke yon q bis Z - -  e~ s~tlg; ihr 
Verhalf~n in der ~Nihe der S~ellen z = 0 und z = Z ergibt sich aber aus 
der oben abgeleiteten Formel 

A,,U. = ~ sin ~ z  V ;;~ T [ ~ ( 0 ) -  (--1)" ~ (Z)] + ;~, 

in der die Gr56en ~ sf~tige Funl~ionen yon z shad, so d ~  die Reihe 

2 ~  D =  v'-r 
"it 

auf der Streeke J beziiglich der GrSile z glei&mii~ig konvergierf~ an den 
Stellen z = 0 und ~ = Z also gegen bestimmte endliche Grenzen kon- 
vergiert, die wit r und l- nennen wollen; dabd gilt offenbar die Gleiehung 

1 T ~ i~ 

1 ) =  A,U, - ~,~ T 

= F(z) 2+(~ .~,,~ V ~ sin T"=z + ~+(Z)~ ~(--:)" sin T'=z 

Hier kSnnen die in w 1 angegebenen Werte yon S= und T| tmgewandt 
werden und ergeben die Formeln 

1~+ ~ sin ~,.,zz -- = lira sin ~Z- Z --~' 
= z = Z - - O  

O~ 

1)r 1,~ 

lira (-- i)~ sin = 0,  lira sin --2- = - - - g ;  

also folg~ aus der abgeleif~ten Eigensehaf~ der Differenz D 

iv(+ o) = n , .  F( , )  = ~(o) + ~, 

2 ~ ( z - o )  = ~m F(~) = ~ ( z )  + r, 
~ = Z - 0  

womi~, da offenbar F(O) und F~Z) verschwinden, die Unste~igkei~ dor 
GrSBe F(z)eviden~ wird. Wenn wir neben ~ eine Grille ~ (z )  ein- 
flihren~ die mi~ ihr an allen yon z = 0 und ~ ~ Z verschiedenen St~llen 
~bereinstimm~ an den Grenzen aber dutch die Gleichungen 

~ ( 0 )  = ~(0) + r ,  ~ ( Z )  = ~ (Z)  + r 

definier~ ist, so ist ~ (z )  ha ganzen Iutervalt J stetig, mad die oben 
erhal~ene Gleiehung 
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ergibt 

Z 

= o 

0 

Z 

0 

da der Weft des ersteren Integrals dadurch, dab man den Integranden 
an zwei Stellen um endliche BetrKge ~ndert, nieht beeinfiuBt wird. 

_&us der letzten Gleichung aber kaau, da F ( a ) -  (p(a) eine stetige 
Funktion yon a" ist, gescMossen werden (IT. w 11) 

und hieraus folgt beil~ufig, dab die GrSBen 7 and I" verschwinden. .Die 
Gleichung 

Y 

besteht also auf ~ r  Strecke J mit Ausnahme der Endpunkte, in denen F(z) 
verschwindet, ~(z) abet im allgemeinen yon Null verschieden ist. Diese 
Gleichung gibt die ~ntwicklung einer willkiirlichen, nut gewissen Stetigkeits- 
bedingungen unterworfenen Funktion nach den NormalfunI~tionen, die dem 
Falle h = H = cx) entsprechen. 

Endlich iibersieh~ man leich~, dab die ganze bisherige Argumentation 
mit einer gewissen Vereinfachung gtiltig bleib~ fiir den Fall, dafi H end- 
lich und h = ~ ist; auf diesen l~iBt sich der umgekehrte Fall, dab H 
allein unendlich wird, dadurch zuriickfiihren, dab man Z -  z als unab- 
hiing~ge Variable einffihrk Im ersten dieser F~lle kann man (U. w 16) 
die folgende Gleichung anse~zen: 

Z 

2 sin + (a) sin v + + 'V 
0 

Rieraus folgt dutch partielle Inf~gration 

Z 

oder, indem man den Wer~ der GrSBe �9 ~ndert~ ihren definitionsm~i~igen 
Charak+~er aber bes~hen l~i~ 
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Summier~ man fiber v, und benutzt die in w t '  abgdeiteten Eigensehaft~ 
der Snmme 

~ sin ~ +  x 

so finder man, da$ die Reihe 

auf jeder Streeke 

1~ QO 

gleichm~Big konvergier~, und da$ die Summen 

12 n 

wenn z das Intervall yon 0 bis c 1 durehliiuft~, zwisehen endliehen yon n 
unabh~ngigen Grenzen bleiben. Daraus sehliegt man, da auch jetzt die 
Normalfunktionen an der Stelle z = 0 verschwinden, wie'oben, da~ die Reihe 

l~av 

v 

auf der ganzen S~reeke J mi~ EinschluB der Grenzen gleichm~ig kon- 
vergiert, und hieraus ergibt sieh in noch etwas einfacherer Weise als 
oben das entspreehende Resultat, da$ die Gleiehung 

r 
Y 

auf der Strecke or gil~ mit AusscMuB der Sk~lle z----0. 

w  

Angeniiherte Darstellung beliebiger stetiger Funktionen dureh 
endHche Summen yon Normalfunktionen. 

Es sei ~(z) eine Fanktion, yon der nichts weiter vorausgesetz~ wirc~ 
als dab sie im Intervall J stetig ist. Dearer man z als Abszisse, y als 
Ordinate in einem ebenen Koordinatensystem, so kann man die Kurve 

y =  

dutch ein Polygon approximieren, das mit der &bszissenachse jeden der 
Punl~e z = 0 and z ~ Z gemein habe, der eine feste ~.~l].~eUe~ d ~  
Nomalfunktionen ist. An alytisch ausgeAr~c&t: set ~o(x) eine Funktion. 
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die als Kurve y -  r ein Polygon liefert, die also auf der Strrecke J 
s~etig und yon beschriinkter Sehwanktmg ist; wenn h = oo, sei 

 o(O) = o; 
wenn H = 0% sei 

 o(Z) = o.  

Dann kann ~o(z) offenbar so gew~ihtg werden, daB, wenn e und el beliebig 
kleine positive, h und H endliehe (~rSgen shad, die Ungleiehung 

auf der Streeke J gilt, w~hrend, wenn eine der GrSgen h, H unendlieh 
wird, diese Ungleiehung auf der S~reeke J gilt naeh Abzug einer bei 
z = 0 oder Z =  0 beginnenden Streeke, die beliebig klein, etwa kleiner 
als a 1 genommen werden kann. 

Nun kann %@) nach den friiher bewiesenen Sii$zen in eine auf der 
ganzen Streeke J gleiehmiiBig konvergente Reihe 

entwickelt werden~ wobei 
Z 

a ~ = M , f ~ o ( . )  Y,( 'O a,~. 
0 

Man kann daher n so wi~hlen, dab auf dieser ganzen Strecke die Un- 
gMchung 

1~ 

A~ U, < 

gilt. lqieraus folgt auf Grund der obigen Beziehung zwisehen (p(z) und 
(p0(z) sofort die Ungleiehung 

ffir die Sixecke J,  yon der abet, wenn h und H nieht beide endlich sind, 
an den Enden S~recken, die kleiner als e 1 sind, ausgeschlossen bleiben. 
Man fibersieht leicht, dab im Falle h = oo das erhal~ene Result~t his 
in die Stelle z = 0 hinein giiltig bleibt, wenn (p(0) verschwinde~, da in 
diesem Falle (pa(Z) d. h. das der Kurve y -~  9~(z) sieh ansehmiegende 
Polygon so gew~l t  werden kann, dal~ die Ungleichung 

< 

his in die Shflle z = 0 hinein gilt, mad en~sprechendes gilt, wenn 

H=oo, ~(Z) = O. 
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Man kann daher eine bdiebige auf  der Strecke J stetige Funktion q~ (z) 
mit vorgeschriebenem Grade der Ann~herung dutch eine endliche Summe 

1, 

darstellen, und zwar gilt diese Darstellung in allen Edllen fiir die Stxecke 
J nach Abzug je eines beliebig kleinen, in den Stellen z = 0 und z ~ - Z  
beginnenden Teilintervalls. Sind speziell h und t t  endlich, so brauchen ka'ne 
Teilintervalle yon J ausgenommen zu werden, ebensowenig, wenn ~(0) im 
]~alle h = oo u~ul ~ ( Z )  im Falle H =  oo verschwindet. 


