402 Avorr Kxneser,

Beitrage zur Theorie der Sturm-Liouvilleschen Darstellung
willkiirlicher Funktionen.

Yon

AporLr KNESER in Breslau.

Die folgenden Blitter enthalten einige Erginzungen zu den Unter-
suchungen iiber die Darstellung willkiirlicher Funktionen in der mathe-
matischen Physik, die ich im 58. Bande dieser Anmalen versffentlicht
habe. Ich zitiere diese Abhandlung mit U. und behalte die dort be-
nutzten Bezeichnungen bei.

§ 1.

Hilfssiitze iiber trigonometrische Funktionen,

Aus der elementaren Formel

L, sin (92 + —;—)_x 1
E COS v = z — '§‘
v 2 Sin—2"

folgt durch Integration

x

. 1
Lz | sin(n+-—)o:
sin v 2 x
S"=2 v = . X dx——2—
v 2 s —
’ 2
0
x 1 x
sin {n-4—)o
2 .
:-_/ (x ) dx+ﬁ(x)sm(n+%)xdx~§,
0 0
wobel die GroBe
a:-—2sin—§-
F@)=—02,

22 sin —
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auch wenn man z = O setzt, endlich ist und, solange z nicht den Wert
2m erreicht, endlich bleibt; die Ableitung F’(x) hat dieselben Eigen-
schaften. Man findet daher, indem man partiell integriert,

x

0N, 1
/F(w) sin (%—!-‘;“)xdx = —F(w) = (”;'"—2’)"’ "/F o (%—: 2) - dz;

n+—2— 00 71'+"2—

0

diese Orofe mnihert ich offenbar der Grenze Null an, wenn % iiber alle
Grenzen wichst. Da ferner

X

/3111 %+ /smu

0

gesetzt werden kann, und das Integral

0

f mzu du

0
einen endlichen Wert hat, so bleiben in dem fiir S, aufgestellten Ausdruck
alle Glieder dem absoluten Werte nach wunter festen, endlichen, von #
unabhingigen Grenzen, solange z auf ein Intervall beschrinkt bleibt,
das zwischen — 2% und + 2=z liegt, ohne diese GroBen selbst zu erreichen;
dasselbe gilt daher von der GroBe S, unter der Voraussetzung

2 —c>x > —2x + ¢,

wenn wir von jetzt an durch ¢, ¢, - - - positive Konstante bezeichnen, die
beliebig klein gewihlt werden kdnnen.

Da nun aber die Werte von S, auf den Strecken von 2z — ¢ bis 2x
und von — 2z 4 ¢; bis — 27z entgegengesetzt denen sind, die auf den
Strecken von O bis ¢ und von O bis — ¢, angenommen werden, so liegt
S,, wenn z ein festes, beliebig begrenztes reelles Intervall durchliuft,
zwischen endlichen von » unabhingigen Grenzen.

Dies Resultat tibertriigt sich sofort anf die Reihe

1L,n .
T =2 (—1)ysinvae
®” » ?
¥

die ans — 8, hervorgeht, indem man 2 dureh x — z ersetzt, und ebenso
auf den Ausdruck

(S’ T ) 2 sin g:—_}-li)z ’
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. . . x . .
endlich von diesem, indem man < fiir # setzt, auf die Summe
om ot 1
% gin ‘”+'2— x
; .
v ”+?

Eine zweite Eigenschaft der betrachteten Reihen ergibt sich, wenn
man voraussetzt o <2< 2 —c.

Dann konvergiert nimlich der in der Summe S, vorkommende Ausdruck
1
(ﬂ+-2*)z
Er?
u

0

gleichmiBig gegen seine Grenze 3;- , der er fiir alle bezeichneten Werte
von z so nahe liegt wie man will, sobald # hinreichend grof geworden ist.

Abnliches gilt von dem Integral

fF(x) sin nz dz,
0

das sich, wie die oben durchgefiihrte partielle Integration zeigt, der Grenze
Null gleichmiBig beziiglich der Variablen 2 annshert, wenn diese eine
Strecke durchlduft, auf der F(x) zwischen festen, endlichen Grenzen bleibt.
Hiermit ist gezeigt, daB auch die Summe S, auf der Strecke von z = ¢,
bis =2% — ¢, wenn n= oo wird, gleichmifig gegen ihre Grenze konvergiert;
diese hat den Wert

T
8, =722

Da ferner die fiir 2 geforderte Ungleichung ergibt
T— 2 —2>—x+ ¢,
so hat die Reihe 7, die soeben fiir S, abgeleitete Eigenschaft bei der

© ”—01250-2—914"07

und die oben angegebene Beziehung zwischen S, und 7, filhrt zu dem
Grenzwert
1mn=g=-§

n=co

Die beiden Reihen

) 1,00 1,
sin v (—1)¥sinrz
S, = E’ — T, = E'____,_;,___
¥ k4

konvergieren also auf der Strecke
eL2eLln—¢
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gleichm#Big, ebenso die Differenz S, — 7I,,. FErsetzt man in dieser 2
durch =, so sieht man, daB die Reihe

2 2
. 1
0, sin ('u—j——2~) z

¥ v+ _;"
auf der Strecke
2e L2 L 22 — 2¢
gleichmiBig konvergiert. Da nun die GréBen ¢ und ¢ ihrer Definition
nach in gewissen Grenzen unbestimmt sind, kann man anch sagen, daB
beide Summen

. 1
0,% gin («:+—2—) x

i,n
S"“ smye
=25 2
v

1
v 1’+—2‘

auf der Strecke
cLeL2x—¢

bei unbegrenzt wachsenden Werten von » gleichmiéBig gegen endliche
Grenzen konvergieren.

§ 2.

Das Analogon des Dirichletscher Integrals und der allgemeine
Integralsatz von du Bois-Reymond.

Wenn die Funktion ¢(2) auf der Strecke oJ stetig und von beschrinkter
Schwankung ist, und die Beziehung

0<t<9<LZ
gilt, so besteht (U. §§ 14, 16) die Gleichung

S 0o, [o@ U6 de=+ o)
v £

wobel
1

S —
fo(u)doc
0

gesetzt ist; wenn ferner A endlich ist, so hat man die Gleichung

> 0,04, [ o) U dx = 5(0).

Von diesen Formeln gebrauchen wir nur den speziellen Fall

o) =1,
in dem sich iibrigens der Beweis nicht wesentlich einfacher gestalten
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diirfte als bei der allgemeineren Voraussetzung. Wir erhalten so bei Be-
nutzung der Bezeichnung

O, ) = ' M, U6 U, (@)

lim ffb(a, n)de = %;

ferner wenn % endlich und & = O ist,

die Gleichung

O(a,n)de =1.

Eine weitere Eigenschaft des Ausdrucks ®(e,#) lietert uns der Um-
stand, daB (U. §§ 13, 15) die GroBe

U, 5) MJ U, () 9 () de

in eine der folgenden vier Formen gesetzt werden kann:

cosmfcp(a)cosmad —]— 57

7
1
sin-(—”—_tg—)jfu/;)(u)sin&—_}——:—)—nfd + s

3
7

1
€os gijﬂ—z———)——gffp(a) cos—(ij——ﬁ———da + —i)
&

Y
. vmwé ¥
SIn%J¢(a)smud + 4

dabei liegt die GriBe VW zwischen endlichen von £, 7 und » unabhiingigen
Grenzen, und die erste Form gilt, wemn % und H beide endlich sind,
die zweite, wenn /4 allein endlich ist, die dritte, wenn H unendlich und %
endlich ist, die vierte, wenn % und H unendlich sind. Die neben dem
Integral erscheinenden Glieder haben zwar zuniichst die Gestalt ¥ : o2,
wobei ¢ die fiir. die einzelnen Normalfunktionen U, charakteristischen
Werte des in der Differentialgleichung dieser Funktionen auftretenden
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Parameters durchliuft; man kann aber » statt ¢ schreiben, da das Ver-
hiltnis ¢:v in allen Fillen gegen eine endliche Grenze konvergiert
(U. § 11).
Setzt man speziell
o(0)=1,

so zeigen die angefiihrten Ausdriicke, daB das Integral

/Cb((x, %) de =2 U, (&) M,/Uv(u) de
G ” :

in zwei Teile zerlegt werden kann, von denen der eine die Form

i,n

b 4
25
v

hat, der andere aber eine der folgenden Summen ist:

2: mx:n:
COS———/

1,n
VA . —
sz 2 s (r+8) — sin 272 4 sin 2200,

5
1’ ‘
sin 225 [ sin 727 da
> sin’y 7
&

Z 11, . 2 . —
Z 7[sm ”“<:’)+g)—sm vg&__sm M(nz 5)],

fi

n

S’cos (v+—$—)fz—§/eos(v+—;—) zz,gdoz

v £

- & 3l ) o ) in(o )
4 2

7

Sen(r+1)% fun(r+2) % ae

Y s
__Z : [Sm('”+ )w(n+§) 8”12(”‘1' ) —sin(vtg 2)”@”&)]
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Diese GroBen liegen erstens nach § 1 zwischen endlichen von »
unabhingigen Grenzen, wenn 7 und £ beliebige Intervalle, etwa beide die
Strecke von O bis Z durchlaufen. Ist ferner £ ein beliebiger fester Wert,
fir den die Beziehung 0<E<Z

gilt, und % innerhalb des Infervalls J mit EinschluB seiner oberen Grenze
so verdnderlich, daB % — & oberhalb einer beliebig kleinen positiven Kon-
stanten ¢ bleibt, so liegen die GroSen

z(n-+&) w(n—E&)

zZ ? VA
zwischen festen Grenzen von der Form ¢ und 2x —e¢,. Dasselbe gilt
2xE

von diesen GriéBen sowie von % » wemn § auf irgend einem Teil der

Strecke JJ, der von den Xnden um endliche Stiicke entfernt bleibt, ver-
inderlich ist und fiir y—§ die bisherige Voraussetzung beibehalten wird.
Nach § 1 konvergieren daher die obigen, bis zu # = oo ausgedehnten
Reihen beziiglich der GroBe %, wenn £ fest ist, und beziiglich beider
GroBen £ und %, wenn beide in der angegebenen Weise variieren, gleich-
mifig gegen endliche Grenzwerte.

Diese Eigenschaften iibertragen sich nun sofort auf das Integral

n
[0, ) de,
g

da in ihm auBer einer der betrachteten trigonometrischen Reihen nur
noch eine Summe -
S ¥
=]
vorkommt, in der die GroBen W zwischen endlichen von », £ und # unab-
hingigen Grenzen liegen, die also, wenn #n = oo wird, beziiglich beider
GroBen £ und # gleichmiBig konvergiert. Der Grenzwert, dem das Integral
zustrebt, ist nach den oben angefiihrten Formeln + %, wenn £ oberhalb

einer positiven Grenze verbleibt, dagegen + 1, wenn A endlich und £=0 ist.
Die hiermit bewiesenen FEigenschoften des Ausdruckes ® (e, n) gestatten
nun nach der Darstellung von C. Jordan (Cours d’analyse II, Nr. 224),
den allgemeinen Integralsatz von du Bois-Reymond anzuwenden®), und zu
folgern, daB, wenn @(e) im Intervall J eine Funktion von beschrinkter
Sehwankung und £ positiv ist, die Gleichung
7

) lim [ (@) (e, n)de = 5 9(E+0)

¥ 8 a. Dini, Serie di Fourier (Pisa, 1880).
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gilt. Diese Formel wird nimlich a. a. O. unter folgender Voraussetzung
abgeleitet: das Integral

Jq & (e, m) de

S

bleibe bei beliebigen Werten von % zwischen endlichen Grenzen und kon-
vergiere gleichmiBig gegen einen festen Grenzwert, wenn % eine Strecke
durchliuft, deren obere Grenze beliebig oberhalb der GroBe & fixiert ist,
wihrend die untere Grenze dem Werte £ von oben her beliebig nahe
kommen darf; das ist aber ein Teil oben bewiesenen Eigenschaften
von ®(e, n).

Die erhaltene Gleichung (1) kann offenbar in der Form

Z’U(@M /;@U@dw_ 5 9(E+0)

geschrieben werden, und verallgemeinert depn Satz, der in der Theorie der
Fourierschen Reihen mittels des du Bois-Reymondschen Safzes abgeleitet

wird, indem man
sin no
O (e, n) =

setzt; das Integral in der Formel (1) ist das Analogon des Dirichletschen
Integrals.
Wenn % endlich ist, so kann man auch £ = O setzen und hat dann
die schon einmal angefiihrte Gleichung
”
Iim f&(e,n)de=1
.‘:@0

so daB jetzt die modifizierte Formel

7
@) iﬂ'ftp (@) (e, n)de = @p(+0)
resultiert. ’

Endlich kann man % auch vom Werte £ aus, wenn dieser positiv

ist, nach unten gehen lassen und erhilt dann
§

(3) ”hﬂ P (2) O (e, ) de =5 9t —0);
wenn H endlich ist, kann man auch § = Z setzen und findet
Z

@ lim [g(e) (e, 1) de = 9(Z—0).

n=wy

L
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Man erhilt diese Resultate aus den fritheren direkt dadurch, daB man
iiberall fiir 2 und « als neue Variable Z — z und Z — o einfiihrt.

Jetzt ist es leicht, zu den gewdhnlichen Darstellungsformeln iiber-
zugehen; da nimlich 5 in der Formel (1) auch den Wert Z, in der
Formel (3) auch den Wert Null annehmen darf, so folgt fiir einen
zwischen O und Z liegenden Wert & die Gleichung

Su,u,e f U,(¢) p(6) dee = = [p (& + 0) + (6 —0)]

unter der einzigen Voraussetzung, ¢(e) habe auf der Strecke J beschriinkte
Schwankung. Speziell ergeben die Bezichungen (2) und (4), wenn h endlich ist,

Su, Uv<o>f U,) 9(@) = 9 (+0),

und wenn H endlich ist,

S, vy2) / U, ()9 (@) du = 9(Z—0).

0

Ein wesentlicher Vorzug dieser Resultate gegeniiber den frither er-
haltenen besteht darin, daB ¢(2) eine beliebige Funktion von beschriankter
Schwankung sein darf, wihrend friiher vorausgesetzt werden muBte, daB
die Anzahl der Unstetigkeiten endlich sei.

Das dem Dirichletschen analoge Integral hat hier, wie man sieht,
eine andere Stellung als bei den trigonometrischen Reihen, insofern bei
diesen der Grenzwert des Dirichletschen Integrals direkt gefunden wund
zur Summierung der Reihe benutzt wird, wihrend bei dem gegenwirtigen
Stande der Theorie der Sturm-Liouvilleschen Entwicklungen erst die Formel

1,0 ¢
10® = 0O, [U,@eds

mindestens fiir den Fall, daB ¢(«) eine Konstante ist, abgeleitet sein muS,
ehe man den Grenzwert des in Rede stehenden Integrals finden kann, der
dann zu dem jetzt erhaltenen allgemeineren Resultat fiihrt.
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§ 3.
Die gleichmiiBige XKonvergenz der nach Normalfunktionen
fortschreitenden Reihe,

Auch fiir die gleichmifige Konvergenz der erhaltenen Darstellung
einer willkiirlichen Funktion kann jetzt leicht ein Kriterium abgeleitet
werden, indem man davon ausgeht, da8 auch bei variablen Werten von £
der Grenzwert

n
lim | ®(e,n)de
n=ae 5

unter den in § 2 fiir £ und % aufgestellten Ungleichheitshedingungen gleich-
miBig beziiglich beider GroBen angestrebt wird. Versteht man nimlich
vunichst unter @(«) eine auf der Strecke von £ bis  monotone stetige

Funktion, und setzt
e v(0) = 9(e) — 9(8),
so gilt die Gleichung

[ (@) (e, n) de = 9(E) [ (e, n)de + %[ () D (e, n) d.

Ist ferner &1 irgend ein willkiirlich gewihlier Wert zwischen £ und 7,
und sind g, g, unbekannte Mittelwerte der Strecken von £ bis £+ 1 und
von £ 4 bis %, so ergibt sich nach dem zweiten Mittelwertsatze, da
¥(E) verschwindet,

n My

P(a) O (e, ) de = P(E+2) | O(a, n) dee + zp(n)fcb(oz, n)de,
+2 +2 5}

£+2 £42

Jw(a) O(e, 1) dee = zp(‘g'—!—).)fd)(a, n)de,

und hieraus folgt

[@b(&)d)(a, nyde = p(E+ 1) [j;)(a, n)de — | (e, n) da]

+ o) f & (e, 1) de: — f (e, n) dec].

LiBt man nun £ den im § 2 gestellten Forderungen gemif in einem
Intervall von 7, bis %, variieren, dessen Grenzen im Innern von J liegen,
fixiert fiir y den Wert %, + ¢,, der auch = Z werden darf, und nimm¢ an,
@(«) sei von 7, bis 5, + ¢, stetig und monoton, so kann man 1 derart
wahlen, daB |y (E+4)| stets unter der vorgeschriebenen positiven Grife &
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liegt. Jetzt bleibt die Differenz y, — £ iiber der Grenze 1; die mit ¥ (%)
in der letzten Gleichung multiplizierten Integrale konvergieren also zufolge
der erwihnten Eigenschaft des Integrals

'Efgd)(oc, n)de

gleichmiBig gegen die Grenze —% , ihre Differenz also gleichmiBig gegen

die Grenze Null. Da ferner die Faktoren von ¢(£-+1) zwischen end-
lichen, von £ und % unabhingigen Grenzen liegen, so folgt, daB die GroBe

(@0, nyde
s

bei allen betrachteten Werten von & und % unter einer vorgeschriebenen
Grenze liegt, sobald fiir # ein hinreichend groBer Wert genommen wird.
Der obige Ausdruck fiir

Jo@ o n iy,

auf dessen rechter Seite auch der Faktor von ¢(§) gleichmiBig gegen
1

5 konvergiert, bewegt sich also in derselber Weise gegen

seine Grenze

den Grenzwert% ¢ (), und damit ist gezeigt, daB unter den jetzt geltenden

Voraussetzungen die Reihe

S v@H, 9 U6

gleichmiBig beziiglich der GroBe £ gegen die Grenze —;— @ (&) konvergiert.

Dies Resultat, das zunéichst fiir monotone Funktionen ¢(«) gilt, tibertrigt
sich offenbar sofort auf den Fall einer beliebigen von 7, bis 7, + ¢, stetigen
Funktion von beschriinkter Schwankung, die ja stets als Differenz zweier
stetiger und monotoner Funktionen dargestellt werden kann.

Wendet man die durchgefiihrte Entwicklung auf den Fall an, daB
n < & indem man wie in § 2 die Grofen Z — z und Z — «-fiir 2 und «
einfilhrt und % = %, — ¢, setzt; bedenkt man ferner, daB 7 die Grenze Z
erreichen darf, wenn % > £, und die Grenze O, wenn £ > 7, so sieht man,

daB die Reihe
i, +e
B= 30,0, (o 0,0

%
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gleichmafig gegen den Wert @(E) konvergiert, wenn
O0Zm—a<n<n<b&+as E<n

ist, und @(z) von ny—c, bis n, + ¢, eine stetige Funktion von beschréinkter

Schwankung ist; dabei konnen die positiven Konstanten ¢, und ¢, wie immer

beliebig klein sein.
Die Reihe R wird nun in die Sturm-Liouvillesche Reihe 3 4, U, tber-
gefithrt, indem man die Reihen

10— Co V4
P=DUE MY, f @U@ de, @=DU,EH, f 9 () U,(«) de
m+e
hinzuaddiert; wenn es also gelingt, diese als gleichmiB8ig konvergent auf
der Strecke von £ =g, bis £ = 1, nachzuweisen, so ist dasselbe Resultat
fiir die Sturm-Liouvillesche Reihe gesichert. Zu diesem Zweck gehen wir
davon aus, daB nach § 2 die Summe der ersten # Glieder der Reihe P in
der Form

Yo—Co

cos—»—fq;(u) cos———d +2

geschrieben werden kann oder in einer der Formen, die aus dieser hervor-
. . 1 ”
gehen, indem man cos durch sin und » durch » 4 5 ersetzt, wihrend

die Grofen ¥ stets zwischen endlichen, von » und £ unabhéngigen Grenzen
liegen. Man findet daher, indem man die elementaren Formeln

1

1L,n i —_
sm(n+ 2):1: 1
E COS V& = —~—

" 2sini2v- 27
2 cos (v + ) Sn;(:l::; )2

2

anwendet, die bezeichnete n-gliedrige Summe bis auf Glieder, die bei un-
begrenzt wachsenden Werten von # eine gleichmiBig konvergente Summe
geben, linear ausgedriickt durch das Integral

%o—C

w(et§)
sin (n+ 2) 7 g
(@) (@D *
27Z

2s1in

0
und die Integrale, die aus diesem hervorgehen, indem man » + —;— durch
n+1 und ¢+ £ durch ¢ — £ ersetzt. In den vier so erhaltenen Aus-
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driicken bleiben die Nenner sin ”@;}-g} und sin “(‘;_Z—g) , wenn £ die Strecke

von 7, bis 5, und o« das Integrationsintervall durchliuft, dem absoluten
Betrage nach oberhalb einer festen positiven Grenze; man kann daher die
erhaltenen Integrale in Aggregate von Gliedern der Form

Yo — Co o — o
pnfel@c) sin ?%E de, qnj(-)z(a) cos g%_g_og de
0 0

verwandeln, in denen p,, g,, ©,(«), O,(«) zwischen endlichen, von » und &
unabhiingigen Grenzen liegen, die Funktionen ©O(«) von % unabhingig
und ebenso wie @(«) von beschrinkter Schwankung sind. Diese Ausdriicke
konvergieren aber (U. § 4) bei wachsenden Werten von % gleichmiBig
beziiglich der Variablen £ gegen die Grenze Null, da sie in eine solche
Form ¥ :%n gebracht werden konnen, daB ¥ zwischen endlichen, von »
und £ unabhéingigen Grenzen liegt.

Damit ist die gleichmiBige Konvergenz der Reihe P nachgewiesen
unter der Voraussetzung, dafl @(«) in dem Intervall J von beschrinkter
Schwankung sei, wihrend Unstetigkeiten auf der Strecke von O bis 7, — ¢,
keineswegs ausgeschlossen sind. Da nun entsprechendes von der neben P
eingefithrten Reihe @ gilt, so folgt, dafB auch die Reihe

P+ Q+R=ﬁAva=2ﬂ; U;(i)vaUy(u)qo(a)dw,

d. h. die gewohnliche Sturm-Liowvillesche Reihe, beziiglich aller Werte von E,
die die Ungleichung
O<nLtsn<2Z

erfiillen, gleichmifig gegen den Wert (&) konvergiert, sobald die Funktion
o (2) auf der ganzen Strecke J von beschrinkter Schwankung, auferdem aber
auf der Strecke von n,— ¢, bis v, + ¢, stetig ist, wobei ¢, und ¢, beliebig
Eleine positive Werte sind.

Speziell sei ¢ (2) auf der ganzen Strecke oJ stetig und von beschrinkter
Schwankung; dann konvergiert die Reihe

F2) = 12? 4,0,

gleichmaBig auf jeder Strecke von ¢, bis Z—¢,. Es bleibt noch die
Frage zu beantworten, wann das Gebiet der gleichmiBigen Konvergenz
bis in die Enden der Strecke J hinein ausgedehnt werden kann. Dies
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ist, wie man leicht sieht, z. B. beziiglich der Stelle z = 0 erlaubt, wenn
F(z) auch an dieser Stelle noch stetig ist. Setzt man nimliech

6 =S4T, F6 =86+ R0,

und ist ¢ eine beliebig klein gegebene positive Konstante, so kann man,
da die Reihe F(0) konvergiert, die Zahl # so wihlen, daB

| B, (0)] <&
sodann kann man ¢ so bestimmen, daB auf der Strecke
0256
die Ungleichungen
| F@)—FO)|<e,  [S(5)—80)<e

gelten; hieraus folgt

|B,(2)— B,(0)] < 25,

| B, ()| < 3s,
womit die gleichmiBige Konvergenz fiir die Strecke von O bis ¢ mit
Einschluf der Grenzen erwiesen ist. Xine Zhuliche Betrachtung gilt
offenbar fiir die bis zur Stelle 2= Z hinaufreichenden Strecken; die Reihe
konvergiert also gleichmifig auf Strecken, zu denen einer der Endpunkte
des Intervalls J hinzugerechnet wird, wenn F'(z) in diesem Endpunkte
stetig bleibt, ‘
Wenn % endlich ist, wissen wir, daB die Gleichung
9(2) = F(2)
auch an der Stelle 2 = 0 gilt; hier darf also stets das Gebiet der gleich-
miBigen Konvergenz den Punkt 7 = 0 mit umfassen. Dasselbe gilt aber
auch im Falle 2 = oo, wenn ¢(0) =0, da dann immer
U,0)=0, F(0)=0.
Analog konvergiert die Rethe gleichmi8ig bis in die Stelle # = Z hinein,
wenn entweder H endlich ist oder ¢(Z) = 0.

also

§ 4
Der Fall, dafl die Konstanten i und H nicht beide endlich sind.

Wenn % = oo ist, haben alle NormaHunktionen die feste Nullstelle
2 = 0 oder #=0; ebenso verschwinden sie alle an der Stelle 2 = X oder
z=/4, wenn H=o0c. Die Entwicklung einer stetigen Funktion von
beschrinkter Schwankung nach Normalfunktionen kann in diesen Fallen
ebenso leicht wie bei endlichen Werten von h und H abgeleitet werden
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(U. §8 13, 15), wenn die darzustellende Funktion an jeder allen Normal-
funktionen gemeinsamen Nullstelle z =0 oder £ = X ebenfalls verschwindet.
Andernfalls muBten in der bisherigen Darstellung jene tiefer liegenden
Betrachtungen (U. § 14) herangezogen werden, die bei endlichen Werten
von h und H erst zur Darstellung unstetiger Funktionen gebraucht werden.
So wenig nun die letzteren Entwicklungen fiir den vollstindigen Ausbau
der ganzen Theorie entbehrt werden kénnen, erscheint es doch sehr
erwiinscht, die Darstellung willkiirlicher Funktionen, die an den Enden
des Intervalls J nicht zu verschwinden brauchen, unter engeren, fiir die
meisten Anwendungen ausreichenden Voraussefzungen mit geringeren
Mitteln zu erledigen, etwa so wie es bei endlichen Werten von » und H
schon geschehen ist (U. § 12). Dazu fiithrt die folgende von den Hilfs-
sitzen des § 1 ausgehende Untersuchung.
Es sei zunichst # = H = oo, und werde wie gewshnlich die Reihe

4,7,
1

Z
YA, [p()U,(@)de, M, ——F—>—
0 fo(oc) do
0

gesetzt wird. Dann gilt (U. § 16) die Gleichung

gebildet, in der

A
2 . wmz | . v b 4
A,,U,,=—Z—Sln——Z~—‘/tp(a)Sln—Z——da+;§,
0

und ¥ liegt zwischen endlichen, von # und » unabhingigen Grenzen,
so daB die Reihe ¥

g
im ganzen Intervall J gleichmiBig konvergiert. Den ersten Teil des
Ausdrucks 4, U, formen wir durch partielle Integration um, indem wir
annehmen, die Funktion ¢(z) habe eine abteilungsweise stetige erste Ab-
leitung von beschrinkter Schwankung; dann ergibt sich
y4

S , b 4

4,T,=— = sin"Z[(~17 9(Z)—9(O)]+ — sin *7* | ¢’ () cos 2% dert- s -
0

Das Integral auf der rechten Seite kann aber (U. §4)-in der Form —

geschrieben werden; faft man demgemiB das mit dem Integralzeichen
behaftete Glied mit dem letzten zusammen, so erhilt man die Gleichung

2 . Yy
Av Ur = zv s -?{Q(O) ..(_l)vq)(Z)] + pE?
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in der ¥ nicht denselben Wert, wohl aber dieselben  Eigenschaften hat
wie bisher. Die Reihe X4 U, konvergiert daher anf jeder Strecke des
Intervalls gleichmifBig, wo dies von den Summen

. Y®Z (——1}” sin vrzz
7sm—--

¥

gilt, also nach § 1 auf jeder Strecke , die durch eine Bedingung
e < F <m— g
oder auch, was dasselbe besagt, durch eine Bedingung
definiert wird, wobel ¢, ¢ beliebig kleine GroBen zwischen O und Z sind.

Eine weitere Eigenschaft dieser Reiben ist nach § 1 folgende. Wenn
man bei einem beliebigen, etwa dem »n** Gliede abbricht, und das Argument

TZ . . . . . .
~ lauft von O bis ¢ oder von m—¢, bis =, die GroBe 2z also von O bis ¢

oder von Z — ¢, bis Z, so bleiben die Werte der Beihen zwischen end-
lichen, von % unabhingigen Grenzen. Da nun auch Summen wie

1,n
'q,f
2%
¥

diese Eigenschaft besitzen, so sieht man, daf die Summen

40,

wenn man eine der Beziehungen
0<e<, Z—5257

festsetzt, ebenfalls zwischen endlichen von # unabhiingigen Grenzen bleiben,
wihrend sie im allgemeinen offenbar nicht gleichmiBig konvergieren, wenn
#n ins Unendliche wichst. _

Aus den erhaltenen Resultaten 188t sich die bemerkenswerte Folgerung

ziehen, daf die Reihe
1,
>'4,0,0,

auf der ganzen Strecke J mit KinschluB ihrer Grenzen gleichmifig kon-
vergiert. Da nimlich U, in den Stellen 2 =0 und 2z = Z verschwindet
und zwischen beiden #berall stetig ist, kann man die GroBen ¢, und' &
so wihlen, daB auf den Strecken
0£s<g, Z-<Ls52
Masthematische Annalen. LX. 27
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der Wert | U, | unter einer beliebig klein gegebenen positiven GrdBe &
liegt. Dann kann man nach den obigen Entwicklungen eine Ungleichung

0 $an

aufstellen, in der g eine von % unabhingige positive Konstante ist; aus
ihr folgt

< gé&

U, D> 4,7, <y,

und hieraus wiederum

2¢¢

o
ik
I
|
IA

bei beliebigen Werten von %n. Jetzt kann # so bestimmt werden, daB

auch auf der Strecke
SIS Z—¢,

lings deren die Reihe ZA, U, gleichmiBig konvergiert, die Ungleichung
n+1,0

U, D 4,7,

gilt, die so fiir die ganze Strecke J bei geeigneter Wahl von » gesichert
ist und, da & beliebig klein genommen werden kann, besagt, daB die Reihe

>'U0,0,4,

in der Tat auf der Strecke J gleichmiBig konvergiert, also gliedweise
integriert werden darf.
Setzt man daher

< 2¢g¢

1,0
F (Z) = Z‘A'v Uy?
und benutzt die fundamentale Beziehung

of U, («) Uy («) da = 0,

so erhdlt man die Gleichungen

¥4 z
SF @)U, (&) da = 4, T2 (@)de — T, 4,
0
oder ’

Zz

S (F(@)—9(@)) Up(a)da =o0.

[
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Nun ist die Funktion F(z) auf der Strecke von ¢ bis Z — ¢ stetig; ihr
Verhalten in der Nihe der Stellen 2 =0 und 2 = Z ergibt sich aber aus
der oben abgeleiteten Formel

4,0, =2 sin 22 [9(0) — (1Y 9(Z)] + 51,
in der die GroBen ¥ stetige Funktionen von 2z sind, so daB die Reihe

2‘1’
D== ;;—2-’
k4

auf der Strecke J beziiglich der GriBe z gleichmiBig konvergiert, an den
Stellen 2=0 und 2= Z also gegen bestimmte endliche Grenzen kon-
vergiert, die wir y und I nennen wollen; dabei gilt offenbar die Gleichung

D= ZAU Zwsm *[p(0) — (—1y 9(2)]

Hier konnen die in § 1 angegebenen Werte von S, und 7, angewandt
werden und ergeben die Formeln

1, 1,
1 . v=xz v 1 . 1 . vxz
lim —sin—~ =, lim —sin—~ =0,
2=+0 2= Z-0 > 4
1,» »
lim (m Y sin 2% 0 lim Z(“i) sin 228 = - Z.
2= 40 P Z > 2=Z—0 - v Z 2 b1

also folgt aus der abgeleiteten Eigenschaft der Differenz D
F(+0) = lim F(z) = 9(0) +7,
F(Z—0) = hm F(z) o(Z)+T,

womit, da offenbar F(0) und F(Z) verschwinden, die Unstetigkeit der
GroBe F(z) evident wird. Wenn wir neben ihr eine GroBe F(s) ein-
filhren, die mit ihr an allen von 2= 0 und 2z = Z verschiedenen Stellen
#tbereinstimmt, an den Grenzen aber durch die Gleichungen

FO)=90)+y, F(Z)=o(Z)+T

definiert ist, so ist F'(s) im ganzen Tntervall J stetig, und die oben
erhaltene Gleichung

2’2*
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Y4

(F@)— (@) Up(@)da=0

-

ergibt

4

(F(a)-——cp(a)) U,(¢)de =0

“=

da der Wert des ersteren Integrals dadurch, daB man den Integranden
an zwei Stellen um endliche Betriige #ndert, nicht beeinflut wird.

Aus der letzten Gleichung aber kann, da F () — (&) eine stetige
Funktion von &' ist, geschlossen werden (U. § 11)

F (Z) = (p(Z),
und hieraus folgt beildufig, daB die Gr6Ben p und I verschwinden. Die
Gleichung

9(5) = D)4, U, = Fe)

besteht also auf der Strecke J mit Ausnahme der Endpunkte, in denen F(z)
verschwindel, @(2) aber im allgemeinen wvon Null verschieden ist. Diese
Gleichung gibt die Entwicklung einer willkiirlichen, nur gewissen Stetigkeits-
bedingungen unterworfenen Funktion nach den Normalfunktionen, die dem
Falle h = H = oo entsprechen.

Endlich iibersieht man leicht, daB die ganze bisherige Argumentation
mit einer gewissen Vereinfachung giiltig bleibt fiir den Fall, da H end-
lich und % = oo ist; auf diesen lift sich der umgekehrte Fall, daB H
allein unendlich wird, dadurch zuriickfiihren, daB man Z — z als unab-
hingige Variable einfithrt. Im ersten dieser Fille kann man (U. § 16)
die folgende Gleichung ansetzen:

A,,U,=%s' f(p(oc)sm v+ )?Z_ +;-

Hieraus folgt durch partielle Integration
4,0, = +—F— sm(v-i- M[cp(())—}-f (u)cos(v+ ’md]—{— 55
@+ﬂ

oder, indem man den Wert der GréBe ¥ dndert, ihren definitionsmiBigen
Charakter aber bestehen liSt,

AVU,=M~sin(y+%)—z— + -

e+
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Summiert man {iber ¥, und benutzt die in § 1'abgeleiteten Eigenschaften
der Summe

0,7 sin(v—]——g—)x
1
v 1’+“2_°

so findet man, daB die Reihe

?

1,

Sum

L2527
gleichmiBig konvergiert, und daf die Summen

S,

wenn 2 das Intervall von O bis ¢, durchlduft, zwischen endlichen von #
unabhingigen Grenzen bleiben. Daraus schlieBt man, da auch jetzt die
Normalfunktionen an der Stelle 2= 0 verschwinden, wie'oben, daf die Reihe

1,
40,7,
auf der ganzen Strecke J mit EinschluB der Grenzen gleichmiBig kon-

vergiert, und hieraus ergibt sich in noch etwas einfacherer Weise als
oben das entsprechende Resultat, daf die Gleichung

1,
9(z) = D 4,7,
auf der Strecke J gilt mit AusschluB der Stelle z = 0.

auf jeder Strecke

8§ 5.
Angeniherte Darstellung beliebiger stetiger Funktionen dureh
endliche Summen von Normalfunktionen.

Es sei ¢(2) eine Funktion, von der nichts weiter vorausgesetzt wird,
als daB sie im Intervall J stetig ist. Deutet man 2z als Abszisse, y als
Ordinate in einem ebenen Koordinatensystem, so kann man die Kurve

y=9(2)
durch ein Polygon approximieren, das mit der Abszissenachse jeden der
Punkte 2=0 und 2z = Z gemein habe, der eine feste- Nullstelle: der
Normalfunktionen ist. Analytisch ausgedriickt: sei ¢,() eine Funktion,
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die als Kurve y = @,(2) ein Polygon liefert, die also auf der Strecke J
stetig und von beschrinkter Schwankung ist; wenn b = oo, sei

9o(0) = 0;

9o(Z) = 0.
Dann kann @, (2) offenbar so gewihlt werden, daB, wenn & und & beliebig
kleine positive, # und H endliche Grofen sind, die Ungleichung

9s() —@(2)| < &

auf der Strecke J gilt, wihrend, wenn eine der GroBen h, H unendlich
wird, diese Ungleichung auf der Strecke J gilt nach Abzug einer bei
z=10 oder Z =0 beginnenden Strecke, die beliebig klein, etwa kleiner
als ¢ genommen werden kann.

Nun kann ¢,(z) nach den frither bewiesenen Sitzen in eine auf der
ganzen Strecke J gleichmiaBig konvergente Reihe

wenn H = oo, sei

1,0
Po(2) = D 4T,

entwickelt werden, wobei
zZ
Ag = ‘va¢0(a) Uv(a) de.
0

Man kann daher # so wihlen, daB auf dieser ganzen Strecke die Un-
gleichung

< &

1L,n
go(2) — D AT,

gilt. Hieraus folgt auf Grund der obigen Beziehung zwischen ¢@(2) und
9, (¢) sofort die Ungleichung

1,% |
P(2) — D A U,{ < 2¢

fiir die Strecke oJ, von der aber, wenn % und H nicht beide endlich sind,
an den Enden Strecken, die kleiner als & sind, ausgeschlossen bleiben.
Man iibersieht leicht, daB im Falle ~ = oo das erhaltene Resultat bis
in die Stelle 2= 0 hinein giiltig bleibt, wenn ¢(0) verschwindet, da in
diesem Falle @y(z) d. h. das der Kurve y = ¢(s) sich anschmiegende
Polygon so gewdhlt werden kann, daf die Ungleichung

l9(2) — @o(2)| <&
big in die Stelle 2 = O hinein gilt, und entsprechendes gilt, wenn
H=0, ¢(Z)=0.
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Man kann daher eine belicbige auf der Strecke J stetige Funktion @ (2)
miat vorgeschriebenem Grade der Anniherung dwrch eine endliche Summe

S’Aﬁ U,

darstellen, und zwar gilt diese Darstellung in allen Fillen fiir die Strecke
J nach Abzug je eines beliebig kleinen, in den Stellen 2 =0 und 2 =2
beginnenden Teilintervalls. Sind speziell h und H endlich, so brauchen keine
Teilintervalle von J ausgenommen zu werden, ebensowenig, wenn @(0) im
Falle h = oo und ¢(Z) im Falle H= co verschwindet.




