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Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlen-
systeme.
(Von Herrn E. E. Kummer zu Berlin.)

Die Systeme grader Linien, welche den ganzen Raum oder einen
Theil des Raumes so ausfiillen, dafs durch jeden Punkt ein Strahl oder eine
gewisse Anzahl discreter Strahlen geht, sind in ihrer ganzen Allgemeinheit
bisher noch wenig untersucht worden. Man hat sich in der geometrischen
Betrachtung der Strahlensysteme hauptsichlich auf diejenige besondere Art
beschrinkt, wo alle Strahlen als Normalen einer und derselben Fliche auf-
treten, deren Theorie mit der Lehre von der Krimmung der Flichen in der .
engsten Beziehung steht, und deren ausgezeichnetste Eigenschaften von
Monge gefunden worden sind, welcher sie in mehreren Capiteln seiner
Application de U’Analyse a la Géométrie entwickelt hat. Da die Systeme
von Strahlen im Raume fir die Optik eine grofse Bedeutung haben, so ist
die Theorie derselben auch im physikalischen Interesse mehrfach behandelt
worden; von dieser Seite her ist man aber ebenfalls nicht viel iber die
Systeme der Normalen einer Fliche hinausgekommen. Es hat hier merk-
wiirdigerweise grade einer der schonsten Sitze der Optik die Ausbildung
der allgemeinen Theorie gehindert, namlich der von Malus gefundene und
von Dupin verallgemeinerte Satz: dafs die von einem Punkte ausgehenden
Lichtstrahlen, nachdem sie eine beliebige Anzahl von Reflexionen an be-
liebig gestalteten Spiegeln, und von Refractionen beim Durchgange durch
beliebig begrinzte Medien anderer brechender Kraft erlitten haben, stets die
Eigenschaft behalten, Normalen einer Fliche zu sein. Nur beim Durchgange
des Lichtes durch Krystalle geht den irreguliren Strahlen diese Eigenschaft
verloren; diese bilden Systeme von Strahlen, die nicht auf einer Fliche
normal stehen konnen, welche wegen dieser Entstehungsweise irregulire
Strahlensysteme genaunt worden sind. Obgleich die Krystalle auch nur be-
sondere Arten derselben hervorbringen, so haben sie doch zur Betrachtung
der allgemeinsten Strahlensysteme den Anstofs. gegeben. Diese sind, so viel
mir bekannt ist, zuerst von Hamilton in den T'ransactions of the Royal
Irish Academy, Bd. XVI behandelt worden in einem Supplemente zu seiner
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grofsen Abhandlung: Theory of systems of Rays, in welcher selbst sie
noch nicht vorkommen, weil diese Abhandlung, den Zwecken der Optik die-
nend, nur die regulidren Systeme und deren Verdnderungen durch Reflexionen
und Refractionen, von den irreguliren Systemen aber nur diejenigen be-
trachtet, welche beim Durchgange des Lichts durch Krystalle entstehen. In
dem erwahnten ersten Supplemente zu dieser Abhandlung geht Hamzlton
ebenfalls von physikalischen Principien, namentlich von dem Principe der
kleinsten Wirkung aus, aber er verfolgt in derselben als Hauptzweck: die
geometrischen Eigenschaften der allgemeinen Strahlensysteme der Optik aus
der einen Grundformel zu entwickeln, welche dieses Princip gewahrt. Er
hat auf diesem Wege eine Reihe ausgezeichneter Eigenschaften der allge-
meinen gradlinigen Strahlensysteme gefunden, welche jedoch nur wenig bekannt
zu sein scheinen, da in mehreren spateren mathematischen Aufsitzen iber
verwandie Gegenstinde keine Riicksicht darauf genommen wird. Diese von
Hamilton zuerst behandelte Theorie der allgemeinen gradlinigen Strahlen-
systeme, durch eine neue Begriindung, der analytischen Geometrie des Raumes
anzueignen und sie zugleich in mehreren wesentlichen Punkten zu vervoll-
standigen, soll der Zweck der gegenwirligen Abhandlung sein.

§. 1.
Vorbereitende Formeln und Bezeichnungen.

Eine jede grade Linie des Strahlensystems soll bestimmt werden
durch einen Punkt, durch welchen sie hindurchgeht, dessen rechtwinklige
Coordinaten &, y, 2 seien, und durch die Winkel, welche sie mit den drei
Coordinatenaxen bildet, deren Cosinus durch &, %, C bezeichnet werden. Das
Gesetz, welches die graden Linien zu einem Sysleme verbindet, wird da-
durch gegeben, dafs die sechs Bestimmungsstiicke derselben: x, y, 2, § 7, C
als continuirliche Functionen zweier unabhingigen Veranderlichen u und o
bestinmt werden. Die Punkte «, y, 2 liegen alsdann auf einer bestimmten
Fliche, und die Strahlen des Systems werden alle als von den einzelnen
Punkien dieser Flache ausgehend betrachiet. Ein jeder Punkt in einem Strahle
wird durch seine Entfernung vom Ausgangspunkte des Strahls bestimmt, also
durch seine auf diesem Strahl gemessene Abscisse, welche mit # bezeichnet
werden soll.

Betrachtet man zwei verschiedene Strahlen des Systems, den einen,
dessen Ausgangspunkt und Richtung durch die Grofsen z, y, 2, & 5,  be-
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stimmt sind und einen zweiten, fir welchen diese Grofsen die Werthe x4,
“y+dy, g+ 4z, §4 48 n+dn, E+4C haben, wo dx, dy u.s. w. endliche
Differenzen bezeichnen, so wird das Verhaltnifs beider Strablen gegen ein-
ander durch folgende Stiicke bestimmt: erstens durch den Winkel ¢, den sie
mit einander machen, zweitens durch die Linge p der auf beiden zﬁgleich
senkrecht stehenden Linie, d. i. durch den kiirzesten Abstand derselben, drit-
tens durch die Richtung dieses Perpendikels, also durch die Cosinus der
Winkel, welche dasselbe mit den drei Coordinatenaxen macht, welche x, 1, u
heifsen sollen, und viertens durch die Abscisse r desjenigen Punktes im ersten
Strahle, in welchem dieser seinen kiirzesten Absiand vom zweiten Strahle
hat. Diese vier Sticke werden, wie in den Elementen der analytischen
Geometrie gezeigt wird, auf folgende Weise durch die Ausgangspunkte und
die Richtungen der beiden Strahlen bestimmt:

(1)  cose == §(§+48) - n(n+ 4n) 4 C(E+40), .
(2)  sin*e = (L —Cdn) - (CAE— EATY A (§dn —nd§Y,,

(8))  psine = (ndC—Cdn) dw -+ (LaE —§AT) Ay 4 (4 —nd§) 4z,

. mdE—{Ldn _ LAE—EAC __ Edn—ndt
) = e 0 P T Tawme  MT  ame
) p = xdx+ idy 4 udz,

(6)  rsine = (u(ntdn)—A(EHA0)) At (e(CF+ A0)—p (6 48)) Ay
(& 28— (0 dm)) 43,
Vermittelst der beiden Gleichungen
E4n+0 =1,
4457 +m+dn)+(E+40) = 1,
aus welchen man die Gleichung
(7)) ELEndnFTAE = — 4 (48 A’ 4T7)

erhélt, kann man die Ausdricke des cose, sine und r auch in folgende For-
men selzen:

(8) cose = 1— }(LE | i+ AL?),
(9.) sin’e == A5+ At AL — J(AE+ P ST,
(10.) rsin’e = — (dax 45+ Ay dn+ 4z 45)+
3 (A5 - A+ 45?) (Ao (§+48) Ay (-t dn)+ 42(C+4E).
Betrachtet man ferner den Abstand der beiden graden Linien in irgend

einem beliebigen Punkte, welcher durch die Linge einer Linie gemessen
25 %
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wird, die vom zweiten Strahle nach dem ersten so gezogen wird, dafs sie
auf diesem senkrecht steht, und nennt die Linge dieser Linie ¢, die Abscisse
des Punktes, in welchem sie auf dem ersten Strahle senkrecht steht, R und
die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtung mit den drei Coordinatenaxen
bildet, »', ', u/, so giebt die analytische Geomelrie fir diese Grofsen fol-

gende Ausdricke:
i (R—P)(E+48)

COSé

g7 = du— RS

9

l

_ (R—P)(n+4n)
(11) ql" dy - R’i‘{* COS & E)

) . R—P 4
qu = dz— Rg E=DCER),

in welchen der Kiirze halber
P = §dx4ndy L4z

geselzt ist.
Wenn man den zweiten Strahl dem ersten unendlich nahe riicken lifst,

so dafs die Differenzen Jx, Ay, Az, 45, 4y, 4C in die Differentiale dux,
dy, dz, d§, dn, di ibergehen, so werden die Abstinde p und ¢ und der
Winkel ¢ unendlich klein und sollen durch dp, dg und de bezeichnet werden;
die unendlich kleinen Grofsen der hoheren Ordnungen verschwinden alsdann
gegen die der niederen Ordnungen, und man erhalt:
(12) dé¢ = d§*+-d-dC?,
(13) % = mde—&dn -, LdE—&dE - Edn—ndf

T dG ? d& L] dé )
(14) dp = zde+idy+ pdz,
(15) r = — dxdetdydntdidg

d&*+dn*+dl*
#dg = dx+ Rd5 — §(§dx + ndy | Cdz),
(16.) {Adg = dy + Rdyp—n(§dx + ndy +Cdz),
wdy = dz -+ Rdl —C(§dx+ ndy | Cdz).

Weil z, y, 2, & 7, § Functionen der beiden unabhingigen Verander-
lichen # und v sind, so missen die Differentiale derselben durch die nach =
und » genommenen partiellen Differentialquotienten und durch die Differentiale
du und dv ausgedriickt werden. Hierbei sollen fir die ersten partiellen Dif-
ferentialquolienten und fir die aus denselben zusammengesetzten Ausdriicke
dieselben Bezeichnungen gewahlt werden, welche Gaufs in der Abhandlung

|
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Disquisitiones generales circa superficies curvas angewendet hat, namlich:
(17) dr=adu-d'dv, dy=bdu-|bdv, dz= cdu-}c'dv,
18) be'—b'c= A, cd—ca=B, ab'—d'b=C,

19.) &4+ =E, adtbb+ted=F, a*}b"}c*=@G.
Ferner sollen far die partiellen Differentialquotienten der Grofsen &, 7, T und
fir die aus denselben zusammengesetzten Ausdricke folgende analoge Be-
zeichnungen angewendet werden:

(20.) di=adu-adv, dy=Dbdu+b'dv, df=cdu-cdv,

(1) be'—b'c = A, ca'—c'a=B, ab'—a'b = C,

(22) a’+b*4c¢*=E, aa'4-bb'fec’=F, a”’fb*}c”*=G@G,
und aufserdem

(R3) A’4+B*4C*=EG—F*=4"

Ferner sollen noch folgende vier aus den partiellen Differentialquotienten von

x, vy, 2 und von & 7, { zusammengeselzte Ausdricke durch einfache Buch-

staben bezeichnet werden:

aa +bb +cc

aa+bb4cec = f,

aa' +bb'fcc’ = 1,

la'a' -+ b'b' | c'c" = g.

" Der Quotient der Differentiale der beiden unabhingigen Verinderlichen du

und dv soll einfach durch ¢ bezeichnet werden, also

d
(25.) —d{i— = ¢

-]
-

(24)

Aus der Gleichung

§2+n2+§2 — 1’

welche durch partielle Differentiation nach # und v die Gleichungen
@) ot Tho =0,

§al+nbl+gcl

giebt, erhalt man auch folgende Ausdriicke von & 7, § durch ihre partiellen

Differentialquotienten

I
e

A B C

. (27) §=7a N=—> C'”-—-_—Za
welche mit grofsem Vortheil angewendet werden, welche aber in dem be-
sonderen Falle unbeslimmt sind, wo 4 =20 ist. Die Bedingung 4 =0, aus
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welcher A=0, B=0, C=0 folgt, findet nur fiir eine specielle Art von
Strahlensystemen Statt, welche in ihrer Behandlung einige leichte Modificationen
der allgemeinen Methode erfordern, die aber in dem Folgenden nicht beson-
ders ausgefiihrt werden sollen, weil diese Strahlensysteme auch als Grinzfille
der allgemeinen aufgefafst werden konnen.

N

Die Grinzpunkte der kiirzesten Abstinde eines Strahls von den unendlich nahen
Strahlen.

Der Ausdruck (15.) der Abscisse desjenigen Punktes des ersten Strahls,
in welchem er seinen kiirzesten Abstand von dem unendlich nahen Strahle
hat, giebt, wenn die Differentiale dx, dy, dz, d§, dn, dC durch die partiellen
Differentialquotienten und durch die Differentiale du und dv der unabhingigen
Variabeln ausgedrickt werden, nach den fesigesetzten Zeichen:

ek (i Mifgr
) r=——gowmrea

Fiir einen bestimmten Werth des t—:_%‘:— giebt dieser Ausdruck der Abscisse

r den kiirzesten Abstand des ersten Strahls von einem bestimmtien unendlich
nahen Strahle; die betreffenden Werthe des » fir alle unendlich nahen Strah-
len rings um einen Strabl herum erhalt man, wenn man dem ¢ nach einander
alle moglichen Werthe von { = — oo bis £= oo giebt. Der Nenner dieses
Ausdrucks kann fiir keinen dieser Werthe des # gleich Null werden, weil
EG — F?* = A*4 B*4- C* niemals negativ ist und weil der specielle Fall aus-
geschlossen wird, wo EG —F* gleich Null ist. Die Werthe des # konnen
also niemals unendlich grofs werden und miissen darum stels in bestimmten
endlichen Grénzen enthalten sein, welche durch ein Maximum und ein Minimum
des r gegeben werden. Man hat daher folgenden Satz:

Die kurzesten Abstinde eines Strahls von allen ihn wingebenden
unendlich nahen Strahlen liegen in einem durch zwei bestimmte Punkte
begrinzten Theile dieses Strahls.

Der nach ¢ genommene Differentialquotient des #, gleich Null gesetzt,
ergiebt fir die Werthe des 7, welche den beiden Granzpunkten der kiirzesten

Abstande des Strahls von den unendlich nahen Strahlen entsprechen, folgende
Gleichung: '

(2) (E4-2Ft4 Ge2)(f4- 1"+ 2gt) — (e + (F+1') 2 gt?) (2F 1 2G¢) — 0,
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oder vereinfacht:
B) EFFOGUEL+)+gt)—(F+Ge)(e+ 1 (f41)e) = 0,
und nach Potenzen von ¢ geordnet:
(4) (F—3(41) @1~ (eG—gE)t+ (3(f{f')E—eF) = 0.
Die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung, welche, wie oben ge-
zeigt worden ist, stets real sein miissen, seien # und ¢, so hat man:
6y S,
woraus sich die beiden bemerkenswerthen Gleichungen
(6. E+F,+t)+GHt, = 0,
(7)) et3(fHI) G+ttt =0
ergeben, denen noch folgende, aus diesen leicht abzuleitende Gleichungen hin-
zugefigt werden mogen:

tl tg =

(8.) E-}2Ft, 4 G2 = (t,— t,) (F + Gt)),
9) E+2Ft+ Gt} = (&,—4)(F + Gt),
(10.) (F+ G?,) (F+Gtz) = — 47,

(11) (E42F4 -+ Gt})(E+2FL+Gt)) = 4% (6, — &)
Bezeichnet man nun die beiden &ufsersten Werthe der Abscisse 7,
welche den Werthen des { =1, und ¢=1{, angehoren, durch =, und »,, so
hat man: ‘

e (tEt gn
(12) ™= ——gFr ter

. _ ettt +et]
(3) r = ——gr e

welche Ausdricke vermoge der Gleichungen (2.) und (3.) folgende einfachere
Formen annehmen:

14) me—— e+E~1r-(+_f+f’)_tL _ %(fl;li’()fgti ,
* Ff‘ tl

___etd(f4ne,  J(f4f) gt

(15) r,= ——Ef;F—,;— = —= F+Gt,

Eliminirt man ¢, oder #, aus diesen Gleichungen, so erhilt man folgende
quadratische Gleichung, deren stets reale Wurzeln r, und r, die Abscissen
der Gréanzpunkte der kiirzesten Abstinde eines jeden Strahls von allen un-
endlich nahen Strahlen sind:

(16) (EG—F)r*4 (gE —(f+F)F+eG)rteg—J(f+F)2 = 0,
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aus welcher folgt:
—_— ! | 2
17) rtr,=— gk (f—;,{ )F+eG ryr, =80T Td(f"“'_)_
Die Ausdehnung des Intervalls, in welchem die kirzesten Abstdnde eines
Strahls von allen ihm unendlich nahen Strahlen liegen, ist gleich dem Unter-
schiede der Abscissen der beiden Grinzpunkte desselben, also gleich 7,—r,.
Bezeichnet man diese Léinge mit 2d und die Abscisse des Mittelpunkis dleser
beiden Grénzpunkte mit m;m, so hat man:

Yo — 1 - r2+7'1 .
(18) d=07"  m=D1T0

§. 3.
Die Richtungen der kiirzesten Abstinde und die Hauptebenen.

Es sollen nun auch die Richtungen in Betracht gezogen werden, welche
die kiirzesten Abstinde eines Strahls von seinen unendlich nahen Strahlen
haben, welche durch die oben mit %, 4, w bezeichneten Cosinus der Winkel
bestimmt sind, die sie mit den drei Coordinatenaxen machen. Ersetzt man
in den bei (13.) §.1 gegebenen Ausdriicken dieser Grofsen die Differentiale
dr, dy, dz, d§, dn, dC durch die partiellen Differentialquotienten und die
Differentiale der unabhéingigen Variabeln du und dv, deren Quotient mit ¢ be-
zeichnet wird, so erhilt man:
ne—Eb 4 (ne! —Lb')¢

VEferigor
() )i f—tedr—ton
VEF2FtFGe®
&b—na (&b —ya')t
VEFRELGe:
Nimmt man nun fir &, 7, { die oben bei (27.) §.1 gegebenen Ausdriicke:

, A B
g__d_’ 772'2‘3 g——7

‘LL:

und beachtet, dafs
Bc — Cb = a'E — aF, B¢ — Cb' = a'F — aG,
Ca— Ac=Db'E —bF, Ca'— Ac¢' = b'F—b@G,
Ab —Ba = ¢'E —cF, Ab'— Ba' = ¢'F — ¢G
ist, so erhz‘ilt’man:
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{

a'(E4Ft)—a(F+|Gt)
AYVEF2Ft+Ger
b'(E+Ft)—b(F+ Gi)

@) (*= “yEremirer
,  CE+F)—c(F4G1)
= T 4VEreritar

Betrachlet man nun ins Besondere die Richtungen derjenigen beiden
kiirzesten Abstande, welche in den beiden Grinzpunkten Statt haben, also fiir
t=+¢ und ¢=1/{,, fir welche die besonderen Werthe von », 4, w durch
#y9 Ayy oy und #,, 4,, u, bezeichnet werden sollen, so erhilt man vermoge
der Gleichung (6.) §.2, welche zeigt, dafs E-Ft, = — £(F 4 G¢,) ist, zu-
nichst folgende Ausdriicke:

(a4t (F+Gt)

AV, ’
b+ bt ) (F4G
(3') 211 = - ( + tZ)I(/‘ + 'l) L}
(o) (FHGH)
U = — AV, 9

wo der Kirze wegen

VE4RFt, 4Gt =V,

gesetzt ist. Bezeichnet man in dhnlicher Weise die entsprechende Wurzelgrofse
VE4R2Ft,+ Gt} = V,,

so hat man nach (11.) und (8.) §.2

- AV AV,
(4) ViV,=4d(t,—1), F-{J—G]t =V, =—a—=—V,

und demnach: ,
a-a't b4-b't ctc't
(3.) 21:—-——7;—1, Ay = — V22, h:__j—?z_z—’
woraus man die Werthe von zx,, 4,, u, durch Vertauschung von #, und ¢,
erhalt, bei welcher V¥, in —V, ibergeht:

ad-a't, b4-b't ctc't
(6.) z2=-——-|:'7‘—, 12————:}-7/—-"7 sz—i';,"‘-’”

1 i

Der Cosinus des Winkels, welchen die Richtungen der kiirzesten Ab-
stinde eines Strahls von den unendlich nahen Strahlen in den beiden Gréinz-
punkten mit einander machen, hat den Werth:

RN T (at+a't)) (ata't,) 4 (b4 b'e,) (b4-b'¢,) 4 (c - ¢'t,) (c4-C't,) ,

1 V?
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welcher nach Ausfihrung der Multiplication in den einzelnen Theilen

2122'1"347\42'[_1“1”2 = - E+2F(t";t-;;2)+tht2
giebt, also, vermoge der Gleichung (6.) §.2, gleich Null ist, woraus folgt,
dafs dieser Winkel ein rechter ist. Man hat also folgenden Salz:

Die kirzesten Abstinde eines Strakls von denjenigen unendlich
nahen Strahlen, fur welche dieselben in den beiden Grinzpunkten lieyen,
sind senkrecht gegen einander gerichiel.

Diejenigen durch einen Strahl gehenden zwei Ebenen, welche auf den
Richtungen der kirzesten Abstinde in den beiden Granzpunkten senkrecht
stehen, sollen die Hauptebenen dieses Sirahls genannt werden. Diese beiden
Hauptebenen, welche nach dem soeben bewiesenen Satze auf einander senk-
recht stehen, oder die auf denselben senkrecht stehenden Richtungen der
kirzesten Abstinde in den beiden Granzpunkten werden am passendsten als
diejenigen gewaihlt, von denen aus die um einen Strahl rings herum liegenden,
auf demselben senkrechten Richtungen durch Winkel gemessen werden.

Es sei w der Winkel, welchen die Riéhtung des kiirzesten Abstandes
des ersten Strahls von einem beliebigen unendlich nahen Sirahle mit der
Richtung des kiirzesten Abstandes in dem einen Gréinzpunkte bildet, dessen
Abscisse gleich r, ist, oder was dasselbe ist, der Neigungswinkel dieser Rich-
tung mit der zweilen Hauptebene des Strahls, so hat man:

(7))  cosw = x4 A+ puu,
und wenn die bei (2.) und (6.) gegebenen Ausdricke von », 4, u, #, 4, u,
eingesetzt werden:
(8) cosw = ——E+Ftiim) J
V, VE+2Ft+Gi?
oder vermoge der Gleichung (6.) §.2
(F+Gt)(t,—1)

9. = —t ..
() cosw = e o
Hieraus erhalt man:
. A({t—t,)
10. = —
(10 MY = Y VEferifer
(11) tangw = 4(—1,)

(F+6Gt)(t,—1) °

At cosw+(F+4Gt)t,sinw
dcosw+(F+4Gt,)sinw

und folglich
12) { =
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mittelst welcher Formel man den Quotienten 12% iberall durch den Win-
kel w ersetzen kann, der die geomeltrische Beziehung eines benachbarten Strahls
zu dem ersten Strahle unmittelbarer ausdriickt als jener Quotient. Fiihrt man
diese Substitution aus in dem Ausdrucke
et(f4 1)t gt®
EJ2Fi + Ge*

der Abscisse desjenigen Punktes eines gegebenen Sirahls, in welchem einer
der unendlich nahen Strahlen den kiirzesten Abstand von ihm hat, so erhalt
man zundichst

(13) EH2Ft4Gt? =

ferner erhalt man

r — —

4*V?
(dcosw( F+Gt )sinw)®’

(14) e (1) e4gr

d’(e-l—(f—f—f')t +gt})cos® w4 (F4 Gt,) (e (f4 )¢, + gt2)sin® w
(dcos w4 (F+ Gt,)sinw)®

Durch Dmswn dieser beiden Ausdriicke, wenn man noch von der Formel (4.)
Gebrauch macht, nach welcher £V} = (F 4 Gt,’¥; ist, hat man

ekt et o (4111, 4 gt
(15)  r=-——%3m tor E2F7, } 602

und vermdge der bei (12.) und (13.) §.2 gegebenen Ausdriicke von , und 7,:

sin*w,

cos’w —

(16) r.= r,cos’w+ rsin’w.
Diese elegante Formel, welche eine sehr einfache Beziehung der
Grinzpunkte der kirzesten Abstinde eines Strahls zu dem kiirzesten Abstande
eines beliebigen unendlich nahen Strahls ausdriickt, hat Hamilton in dem schon
oben angefiihrien Supplemente zu seiner Abhandlung On the Theory of
Systems of Rays gefunden, in welcher er die Punkte, in denen zwei un-
endlich nahe Strahlen ihren kirzesten Abstand haben, unter dem Namen
»virtual foci* behandelt; auch hat er daselbst die Granzpunkte der kiirzesten
Abstinde und die beiden auf einander senkrecht stehenden Hauptebenen eines
jeden Strahls zuerst nachgewiesen.

S. 4.
Die Brennpunkte der Strahlen, die Mittelpunkte derselben und die Fokalebenen.
Fir die Grofse des kiirzesten Abstandes dp zweier unendlich nahen
Strahlen und fir den unendlich kleinen Winkel de, unter welchem diese Strah-

len gegen einander geneigt sind, findet man aus den oben bei (12.) und (14.)
26 #
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§.1 gegebenen Ausdricken, durch Einfihrung der partiellen Differentialquo-
fienten und der Differentiale du und dv der beiden unabhingigen Variabeln
anstatt der Differentiale dx, dy, dz, d§, dn, dC und durch Anwendung der
gefundenen Werthe der Grofsen x, 4, u, folgende Ausdricke:

(1.) de = duyEJ2Ft} G,

(2) d/) — du((f’.[.gt)(E+Ft)—(e+ft)(F+(:ﬂ
| AYE+2F14Gt*

9

also
(3. dp (f'-l-gf)(E+F')—(e+f!)(F+Gl)_
’ de — A(E+2Ft+Gt?)

Hieraus folgt, dafs fiir diejenigen Werthe des ¢, welche der Gleichung

(4) (F'+g)E+Ft)—(etft)(F4Gl) =
geniigen, der Strahl von den betreffenden unendlich nahen Strahlen geschnitten
wird, das heifst, dafs der kiirzeste Abstand des Strahls, welcher im allgemeinen
eine unendlich kleine Grofse der ersten Ordnung ist,. fir diese besonderen
Werthe des ¢, also fur die denselben zugehorenden unendlich nahen Strahlen,
eine unendlich kleine Grofse einer hoheren Ordnung ist. Diese Bedingungs-
gleichung entwickelt, giebt:
%) @F—fa)r4(gE—(f—1")F—eG@)(+f'E—eF = O,
und wenn die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung mit 7, und
7, bezeichnet werden, so ist
J
6) =ntn= —ek _Zg:f.(})F-l_eG, T, T, = __'—fgllf—_fi;F'
Diese quadratische Gleichung hat nicht die ausgezeichnete Eigenschaft der
oben behandelten, dafs ihre Wurzeln 7, und 7, slets real sind; dieselben
werden vielmehr real oder imagindr je nach der Beschaffenheit der Gesetze,
welche die graden Linien im Raume zu einem Systeme verbinden. Man
hat demnach zwei besondere Gaitungen von Strahlensystemen zu unterscheiden,
niamlich solche, in welchen jeder Strahl von zwei unendlich nahen Strahlen
geschnitten wird, und solche, in denen ein Schneiden unendlich naher Strahlen
iiberhaupt nicht Statt findet. Als dritte Gattung von Strahlensysiemen kommen
noch diejenigen hinzu, in welchen gewisse Theile des Systems der ersien,
andere der zweiten Gattung angehoren.

Diejenigen beiden Punkte in einem Strahle, in welchen er von den
unendlich nahen Strahlen geschnitten wird, werden die Brennpunkte dieses
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Strahls genannt. Dieselben sind als reale Punkte nur dann vorhanden, wenn
7, und 7, real sind.

Die Abscissen der beiden Brennpunkte findet man aus dem allge-
meinen Ausdrucke der Abscisse des Punktes, in welchem der Sirahl seinen
kiirzesten Abstand von einem unendlich nahen Strahle hat, welcher oben
(1) §. 2 gefunden worden ist, wenn man in demselben dem ¢ die beiden
bestimmien Werthe 7, und 7, giebt. Bezeichnet man die denselben ent-
sprechenden Abscissen der Brennpunkte mit ¢, und g,, so hat man

e+ (1), +gr2

9= T TEoFr, 4+ G2
() _ et ()Tt
02 = E2Fz, Ge?

welche Ausdriicke vermoge der quadratischen Gleichung (4.), deren Wurzeln
7, und 7, sind, folgende einfachere Formen erhalten:

. _etfr,  figr
0= E4Fr,~  F4Gz,°

) o etfn I,
= TEfF;, Fter,

Eliminirt man aus diesen Gleichungen 7, oder 7,, so erhilt man folgende
quadratische Gleichung, deren Wurzeln ¢, und ¢, sind:

(9)  (BG—F)rt (gE — (I+")F 4 eG)r+ eg — ' = 0,

man hat daher
E—({f4+MF G —ff’
(10-) Ql'Jr‘Qz::"'g (_;z) te 9 9192———:2%—2—"

Vergleicht man diese quadratische Gleichung, deren Wurzeln ¢, und g,
die Abscissen der beiden Brennpunkte sind, mit derjenigen, deren Wurzeln
r, und », die Abscissen der Grinzpunkte der kirzesten Abstinde sind, so
hat man

1) et = r+n,
(12)  euor = rurat g
Die erste dieser beiden Gleichungen giebt folgenden Satz:

Der Mittelpunkt der beiden Brennpunkte eines jeden Sirahls
fallt mit dem Mittelpunkie der beiden Grinzpunkte der kirzesten Ab-
stande zusammen. '

Dieser gemeinschaftliche Mittelpunkt der beiden Brennpunkte und der
beiden Grinzpunkte soll der Mittelpunkt des Strahls genannt werden.
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Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkie sei gleich J, also

. 90— .
(13) ¢ = &5

Die vier Grofsen r,, ., ¢,, ¢, konnen durch die drei Grofsen m,
d und J ausgedriickt werden; man erhalt namlich aus der Gleichung (11.)
und aus den beiden Gleichungen (18.) §.2:
ro=m-+t+d, r,=m—d,
(1) o=m-+d, o =m—J.
Die Gleichung (12.) giebt demnach

_ =1y
15) @—& = -,

woraus folgt, dafs der Abstand der beiden Brennpunkte vom Mitlelpunkte
niemals grifser ist, als der Abstand der beiden Grinzpunkte der kur-
zesten Entfernungen vom Mittelpunkte, dafs also die Brennpunkte stets
nur zwischen den Gréinzpunkten der kiirzesten Abstande liegen oder hoch-
stens mit denselben zusammenfallen konnen.

Die beiden Ebenen, welche durch einen Strahl und durch je einen
der beiden unendlich nahen Strahlen gehen, welche diesen Strahl schneiden,
sollen die Fokalebenen dieses Strahls genannt werden.

Die Fokalebenen sind nur dann als reale Ebenen vorhanden, wenn
die Brennpunkte real sind, die Lage derselben gegen einander und gegen
die Hauptebenen wird am einfachsten aus der Gleichung r = r, cos’w +} r,sin*w
bestimmt, welche

—_ . r—

(16.) cos’w= ::__): R sm“w:T_’;{T

giebt. Nimmt man némlich r = g,, so wird w der Winkel, welchen die erste
Fokalebhene mit der ersten Hauptebene macht, nimmt man r=g,, so wird
w der Winkel der zweiten Fokalebene mit der ersten Hauptebene. Be-
zeichnet man diese beiden Winkel mit w, und w,, so giebt der Unterschied
w,—w,; den Winkel, den die beiden Fokalebenen mit einander machen,
welcher mit y bezeichnet werden soll. Man hat daher:

ry— . o —
costw, = -2 0 2w, = —L,
Aamn) ry—r, r,—7,
r, — . -7
cos?w, = 1€ sin’w, = &7 ,
ry—r, " . Yo7y

und, wenn man nach den Gleichungen (14.) die Abscissen der Brennpunkte
und Granzpunkte durch die drei Grofsen m, d, J ausdriickt, so erhalt man
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. aFs
CoOSw; = S§IN W, = '-—Z-d— 9
18. R
(18, . d—dJ
SIn wy; = COSw, = -—-——.2d .

Weil demnach w, = }7 — w, ist, und wegen der senkrechten Lage der beiden
Hauptebenen gegen einander der Winkel der zweiten Fokalebene mit der
zweiten Hauptebene gleich }7n—w,, also gleich dem Winkel w, der ersten
Fokalebene mit der ersten Hauptebene ist, so folgt:

Die beiden Fokalebenen eines jeden Strahls liegen symmelrisch
gegen die beiden Hauptebenen desselben, in der Art, dufs die Halbirungs-
ebenen des Winkels der beiden Fokalebenen dieselben sind, als die Hal-
birungsebenen des rechten Winkels, welchen die beiden Hauptebenen bilden.

Fir den Winkel y = w, — w, der beiden Fokalebenen hat man, wégen
W+ wy = 47
y = }n— 2w, = 2w, — 47,

w =4 —3%y, wy=4}n-|4y,
also siny = cos2w, = cos’w, —sin’w, und cosy = sin 2w, = 2sinw, cosw,;
die Gleichungen (18.) geben daher: |

(20) siny:%, cos;/:‘/d;—az-

(19.)

S. &.

Die mit einem jeden Strahlensysteme zusammenhingenden Flichen.

Die finf bestimmten Punkte in einem jeden Strahle des Systems,
niamlich die beiden Granzpunkte der kirzesten Abstinde, die beiden Brenn-
punkte und der Mittelpunkt, haben zu ihren geometrischen Orten fiir alle Strah-
len des Systems finf Flichen, welche durch das Strahlensystem vollkommen
bestimmt sind und mit demselben in den engsten Beziehungen stehen.

Die beiden Flichen, in denen die Grénzpunkte der kirzesten Abstinde
liegen, stellen sich analytisch gewohnlich nur als eine einzige Fliche dar, in-
sofern sie beide durch eine und dieselbe Gleichung reprasentirt werden, sie
konnen darum auch als zwei verschiedene Theile oder Schalen einer Fliche
angesehen werden; da es aber durchaus néthig ist dieselben von einander zu
unterscheiden, so sollen sie in dem Folgenden iiberall als zwei Flichen an-
gesehen und mit F, und F, bezeichnet werden. Diese beiden Flichen
theilen den ganzen Raum in der Art ab, dafs wischen denselben die
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kirzesten Absiinde aller unendlich nahen Strahlen des ganzen Systems
liegen, aufserhalb derselben aber keine.

Geht man von irgend einem Sirahle des Syslems zu demjenigen un-
endlich nahen Strahle iber, dessen kirzesler Abstand von demselben in der
Fliche F liegt, von diesem wieder zu dem néchslen, dessen kirzester Ab-
stand von jenem in F) liegt, und so fort, so bilden alle diese auf einander
folgenden Strahlen zusammen eine gradlinige Fliche O,, deren Durchschnitts—
curve @, mit der Fliche F, diejenige Curve der gradlinigen Fliche 0, ist,
in welcher die kiirzesten Abstinde je zweier auf einander folgenden graden
Linien derselben liegen. Dieselbe gradlinige Fliche O, schneidet auch aus
der Fliache F, eine bestimmte Curve &, aus. Macht man dasselbe in Beziehung
auf die Fliche F), so erhilt man eine gradlinige Flache O,, fir welche die
kiirzesten Abstinde je zweier unendlich nahen graden Linien auf F), in einer
Curve «, liegen, und die gradlinige Fliche O, schneidet auch aus F) eine
bestimmte Curve b, aus. Weil alles dieses fiir einen jeden Strahl des Systems
gilt, von dem man ausgehen will, so hat man eine ganze Schaar von grad-
linigen Flachen O,, deren Curven der kiirzesten Abslinde je zweier unendlich
nahen graden Linien eine Schaar von Curven «, auf der Fliche #) ergeben,
und welche aus der Fliche F), eine Schaar von Curven &, ausschneiden.
Ebenso hat man eine zweite Schaar von gradlinigen Fldachen O,, welche auf
F, ihre Curven a, der kiirzesten Abstiande der unendlich nahen graden Linien
haben, und welche aus F) eine Schaar von Curven b, ausschneiden.

Wenn z', ¥/, 2’ die Coordinaten des ersten Gréinzpunktes der kiirzesten
Absténde fir den von dem Punkte @, y, = ausgehenden Strahl sind, so hat man
¥’ =a+4rs y=ytrn F=z4rl
als Gleichungen der Fliche F), in der Form, dafs die Coordinaten eines
jeden Punkles dieser Fliche als Funclionen der beiden unabhingigen Va-

riabeln u und v ausgedrickt sind. In derselben Weise hat man

d=ztni y=ytry =z4ni

als Gleichungen der Fliche F,. Um die Schaaren der gradlinigen Ober-

flichen O, und O, zu finden, mufs man die beiden Differentialgleichungen
do_,
de — 0 du

integriren. Wenn die vollstiandigen, eine willkiirliche Constante enthaltenden

Integrale derselben gefunden sind, und man eliminirt mittelst einer dieser

—1,
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beiden Integralgleichungen aus den beiden Gleichungen
4 2 —r Y—y  2'—3z
£ n T ¢

eines jeden Strahls die Grofsen # und v, so erhilt man eine Gleichung fiir
die Coordinaten z’, y', 2', welche eine willkirliche Constante enthalt und
die ganze Schaar der gradlinigen Flichen O, oder O, darstellt, je nachdem
die eine oder die andere Integralgleichung angewendet worden ist. Die
beiden Schaaren der Curven a, und b, auf F,, und a, und b, auf F, erhilt
man unmittelbar, indem man mit den drei Gleichungen einer dieser beiden
Flachen eine dieser beiden Integralgleichungen verbindet.

Die beiden Flichen, in welchen die Brennpunkte eines jeden Strahls
liegen, welche die Brennflichen des Strahlensystems genannt werden und
hier wmit @&, und P, kurz bezeichnet werden sollen, existiren als reale Fliachen
nur dann, wenn die Strahlen reale Brennpunkte und die beiden Wurzeln
7, und 7, der quadratischen Gleichung (5.) §.4. reale Werthe haben.

Geht man von einem beliebigen Strahle aus zu demjenigen unendlich
nahen Strahle fort, welcher jenen in dem auf &, liegenden Brennpunkte
schneidet, von diesem weiter zu dem folgenden, welcher ihn in dem auf &b,
liegenden Brennpunkte schneidet, und so fort: so erhalt man eine Reihe von
Strahlen, deren jeder den vorhergehenden in einem Punkte der Fliche b,
schneidet, welche also zusammen eine abwickelbare Fliche bilden, deren
Wendungskurve auf der Fliche &, liegt, und welche auch aus der Fliche &,
eine bestimmte Curve ausschneidet. Diese abwickelbare Fliche soll mit £2,,
ihre Wendungscurve mit &, und ihre Durchschnittscurve mit der Fliche &, mit /3,
bezeichnet werden. Weil man hierbei von einem jeden beliebigen Strahle des
Systems ausgehen kann, so erhilt man eine ganze Schaar von abwickelbaren
Flachen £2,, deren Wendungspunkte auf der Fliache &b, eine Schaar von Curven e,
bilden, und welche auf der Fliche @&, eine Schaar von Curven (3, bestimmen.
Ebenso erhalt man, von den auf der Fliche &, liegenden Brennpunkten der
Strahlen ausgehend, eine zweite Schaar abwickelbarer Flichen £2,, deren Wen-
dungscurven o, eine auf der Fliche &, liegende Schaar von Curven sind, und
welche auf der Fliche @b, eine Schaar von Curven 3, bestimmen. Also:

Ein jedes System von Strahlen, welches reale Brennflichen hat,
lifst sich auf zwei verschiedene Weisen zu einer Schaar abwickelbarer
Flichen susammenfassen, deren Wendungscurven zu ihren geomelrischen
Orten die beiden Brennflichen haben.

Jownal fiir Mathematik Bd. LVIL Heft3. 27
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Weil die Wendungscurven o, der abwickelbaren Fldchen £2, als
solche von allen in £2, liegenden Strahlen beriihrt werden, und weil sie auf
der Fliache &, liegen, so folgt,. dafs alle Strahlen einer jeden abwickelbaren
Fliche £2,, also iberhaupt alle Strahlen des Systems, die Fliche @&, beriihren.
Ebenso folgt auch, dafs alle Strahlen des Systems die andere Brennfliche
&b, berithren miissen. Man hat daher folgenden Satz:

Alle Strahlen eines Systems mit realen Brennflichen sind ge-
meinschaftliche Tangenten der beiden Brennflichen.

Als eine unmitielbare Folge dieses Satzes verdient auch folgender
Satz erwihnt zu werden:

Kin jedes Strahlensystemn mit realen Brennflichen kann als System
aller gemeinschaftlichen Tangenten zweier Flichen oder auch als System
aller Doppeltangenten einer und derselben Fldche geometrisch definirt
werden. .

Man kann auch, um ein System vollstindig zu bestimmen, nur die
eine seiner beiden Brennflichen, z. B. &,, und zugleich die Schaar der Cur-
ven o, auf derselben als gegeben ansehen, also:

Ein jedes Strahlensystem mit realen Brennflichen kann als das
System aller Tangenten einer auf einer Fliche liegenden Schaar von
Curven geometrisch definirt werden.

Weil die in einer abwickelbaren Fliche £2, liegenden Strahlen alle
auch die Fliche <, beriihren, so folgt, dafs die Curve [3,, welche sie mit
derselben gemein haben, eine Berihrungscurve beider Flichen sein mufs.
Ebenso folgt, dafs jede abwickelbare Fliache £2, die Fliache &b, in einer
ganzen Curve berihrt, d.’h. einhallt. Also:

Eine jede der beiden Brennflichen wird von einer der beiden
Schaaren abwickelbarer Fldchen eingehullt, in welche alle Strahlen des
Systems sich zusammenfassen lassen.

Da nach einem bekannten Satze die erzeugenden graden Linien einer
abwickelbaren Fliche, welche eine andere Fliche in einer ganzen Curve
beriihrt, die conjugirten Tangenten zu den Tangenten dieser Curve sind,
so folgt:

Die beiden Schaaren von Curven, welche durch die beiden Schaaren
von abwickelbaren Flichen auf den Brennflichen eines Strahlensystems
bestimmt werden, schneiden sich auf jeder der beiden Brennflichen in con-
jugirten Richtungen.
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Wenn die beiden Brennflichen &, und &, sich schneiden, so ist eine
jede Tangente der Durchschnittscurve einer der Strahlen des Systems und
folglich eine Tangente einer der Curven e,; die Durchschnittscurve und
diese Curve o, haben also eine gemeinschaftliche Tangente und zwar in
demselben Beriihrungspunkte; die Durchschnittscurve wird also von der Curve
o, berihrt, und weil dasselbe fiir alle verschiedenen Tangenten der Durch-
schnittscurve Statt hat, so folgt, dafs die Durchschnittscurve von allen Curven
der Schaar o, berihrt wird. Ebenso folgt, dafs die Durchschnittscurve auch
von allen Curven der Schaar «, auf &b, berihrt wird. Man hat daher fol-
genden Satz:

Die Durchschnittscurve der beiden Brennflichen ist die einhillende
Curve oder Grinzcurve fur alle auf den beiden Brennflichen liegenden
Wendungscurven der abwickelbaren Fldchen, in welche die Strahlen des
Systems zusammengefafst werden kinnen.

Die Gleichungen der beiden Brennflichen erbalt man in derselben
Weise, wie oben die Gleichungen der Granzflichen der kiirzesten Abstande,
mit Hilfe der Abscissen der Brennpunkte ¢, und ¢,, namlich:

=atol yY=yton =240l
und

o =x+0s y=yten F=z2tet
Die beiden Schaaren der abwickelbaren Flachen £2, und £2, und die Schaaren
der Curven o, 3, auf &, und «,, 3, auf &, erhilt man durch die vollstin-

dige Integration der Differentialgleichungen
dv dv

du du
in derselben Weise wie dies oben fiir die Flichen O, und O, und die
Systeme der Curven a,, b, auf F| und a,, b, auf F, gezeigt worden ist.
Was nun endlich diejenige stels reale Fliche betrifft, auf welcher die
Mittelpunkte aller Strahlen des Systems liegen, welche deshalb die Mittelfliche
des Strahlensystems genannt werden soll, so ist dieselbe besonders in der
Beziehung von Wichtigkeit, dafs sie am passendsten fir diejenige Fliche ge-
wihlt werden kann, von welcher alle Strahlen des Systems als ausgehend
betrachtet werden. Rechnet man nimlich die Abscissen der Punkte in den
einzelnen Strahlen von der Mittelfliche aus, so hat man

r1=_":27 Q1= — Q2 gE-(f+f’)F+eG=0,

wodurch eine nicht unbetrachtliche Vereinfachung herbeigefihrt wird.
27 *

:TQ,
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Die Gleichungen der Mittelfliche erhilt man aus dem Ausdrucke der
Abscisse des Mittelpunkts

r.+r, gE — (f+f")F+eG
M= —% ==

2 ’
namlich
' =ax+m§ y =ytmy '=z4md

Alle diese mit den Strahlensystemen eng verbundenen Flichen, die
Granzflichen der kirzesten Abstinde, die Brennflichen und die Mittelfliche
konnen in besonderen Fillen zu Linien oder selbst zu Punkten entarten, auch
konnen gewisse von diesen Flichen im Unendlichen verschwinden oder auch
sich so mit einander vereinigen, dafs sie sich decken. Zu den verschiedenen
speciellen Arten der Strahlensysteme, welche in dieser Weise als Granzfille
der allgemeinen aufireten, gehoren auch die Systeme der Normalen einer
Fliche, fir welche die beiden Brennflichen mit den Grinzflichen der kiir-
zesten Abstinde zusammenfallen. Von dem Verhiltnisse dieser besonderen
Art der Strahlensysteme zu den allgemeinen soll spater ausfiihrlicher gehan-
delt werden. Aufserdem verdient hier diejenige Art der Strahlensysteme eine
besondere Erwahnung, fir welche 4 =0 und darum A=0, B=0, C=0
ist, welche von der allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen werden mufsten,
weil die Ausdricke fir & #,  durch die partiellen Differentialquotienten (27.)
§. 1 fir dieselben unbestimmte Werthe ergeben. Fir diese besondere Art
der Strahlensysteme verschwinden die Granzflichen der kiirzesten Abstinde
beide im Unendlichen, ebenso verschwindet auch die Mittelfliche im Unend-
lichen, von den beiden Brennflichen aber geht nur eine im Unendlichen ver-
loren, wihrend die andere eine endliche bestimmte Fliche bleibt. Von den
beiden Schaaren abwickelbarer Fliachen, in welche die Strahlen eines solchen
Systems zusammengefafst werden konnen, enthilt die eine, deren Wendungs-
curven auf der unendlich entfernten Brennfliche liegen, nur Cylinderflichen.
Ein solches System kann, wie sich hieraus ergiebt, geometrisch dargestellt
werden als das System aller derjenigen Tangenten einer Fliche, welche den
Tangenten irgend einer auf derselben gegebenen Curve parallel sind.

§. 6.

Das Dichtigkeitsmaafs.
Betrachtet man die drei Grofsen &, 7, {, welche der Gleichung

F4n+8 =1
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geniigen, als die rechtwinkligen Coordinaten einer Kugel, deren Radius gleich
Eins ist, so hat man zu jedem Strahle des Systems einen entsprechenden
Punkt auf der Kugelfliche und zu jeder continuirlichen Reihenfolge von
Strahlen eine entsprechende continuirliche Curve auf der Kugelfliche. Legt
man nun durch irgend einen Punkt eines Strahls eine auf demselben senk-
rechte Ebene und zieht in dieser Ebene eine Curve, so entspricht der Schaar
von Strahlen, welche durch diese Curve hindurchgehen, eine Curve auf der
Kugel. Nimmt man jene ebene Curve so, dafs ihre einzelnen Punkte sich
nur unendlich wenig von dem Fufspunkte des ersten Strahls entfernen, auf
welchem die Ebene der Curve senkrecht steht, und dafs sie einen um diesen
Punkt herumliegenden unendlich kleinen Flachenraum umschliefst., so erhalt
man als die entsprechende Curve auf der Kugel ebenfalls eine geschlossene
Curve mit unendlich kleinem Flichenraume. Das Verhilinifs dieser beiden
unendlich kleinen Flachenrdume, welches in dem Falle, wo das Strahlensystem
ein System von Normalen einer Fliche und die senkrechte Ebene eine
Tangentialebene derselben ist, von Gaufs als das Krimmungsmaafs dieser
Fliche definirt worden ist, hat auch fir die allgemeinsten Strahlensysteme
dieselbe Wichtigheit, zwar nicht als Maafs einer Kriimmung aber als Maals
der Dichtigkeit des Strahlensyslems. Das Dichligkeilsmaafs eines Strahlen-
systems wird demnach folgendermaafsen definirt: Wenn durch irgend einen
Punkt eines Strahls eine auf demselben senkrechte Ebene gelegt und in
dieser eine dem Strahle unendlich nake geschlossene Curve angenommen wird,
deren Fliachenraum gleich f ist, und der Flichenraum der entsprechenden
Curve auf der Kugel gleich ¢, so soll % das Dichtigkeitsmaafs des Strah-
lensystems in diesem Punkle genannt werden.

Es sei dg der unendlich kleine Abstand eines Punktes der Curve [
von dem Fufspunkte des auf der Ebene dieser Curve senkrechten Strahls,
welcher durch die Grofsen «, y, =, §, 5, { und durch die Abscisse R ge-
geben ist, ferner seien %', 4, u' die Cosinus der Winkel, welche «g mit den
drei Coordinatenaxen bildet; es sei ferner der durch den anderen Endpunkt
von dg hindurchgehende Strahl durch die Grofsen z+-dz, ydy, = ds,
§-+dé, nt+dn, T+dC bestimmt: so hat man nach (16.) §.1 die Gleichungen:

#dg dz 4 Rds — & (§dx -+ ndy + Cdz),
1) Vdy dy + Rdn — n(§dx +ndy + Cdz),
wdy = dz+ Rd{—E(sdx 4 ndy + Ldz).

I

|
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Es sei ferner « der Winkel, welchen dy mit einem Perpendikel auf der er-
sten Hauptebene macht, und darum 47—« der Winkel, den es mit einem
Perpendikel auf der zweilen Hauptebene macht, so ist:
@) cose = x.% + A A 1,
sine = 2,2 4,4 4 u, .
Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit dg¢ und setzt die Werthe von
Zdy, i'dg, 'dg aus (1.) ein, indem man beachtet, dafs
nE+ Lt mt = 0,
Z:‘g‘]‘lﬂ?"‘/‘z; =0
ist, so erhédlt man:
dycoso = x de -+t i dy -}, dz+ R (o, d§ - Aydn -+ 1, d ),
% dgsine = z,dxr+ b, dy -+ u,dz 4 R (2 d§ - o dn 411, d ).
Setzt man nun fir %, 4, u, und #,, 4,, w, ihre im §.3, bei (5.) und (6.)
gefundenen Werthe und driickt die Differentiale dx, dy, dz, d&, dy, di durch
die partiellen Differentialquotienten und die Differentiale du und dv der un-
abhéngigen Variabeln aus, so erbilt man:

3)

dgcosa = — A,du — B,dv,
dgsine = 4 A,du-+ B,dv,
wo der Kiirze wegen geselzt ist:
A ot RELF) g et ft A REFL)
9 2 V %

@) |

V, 2
__ gt + R(F4G1,) {4 gt, + R(F+G1,)
Bl___ 7 1 , B2: 7 .
Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Division:
4,4 Bt
(5) lange = —Azfruzi
und hieraus:
. A4, cosa 4, sine
(6) &= " B, cosat B,sina

Es sei nun do das dem dg entsprechende Bogenelement auf der Kugel-
fliche, so hat man aus den Coordinaten seiner beiden Endpunkte, welche
§ n, § und §+d§, n+tdn, L+ dG sind:

(7)) do=yd&*+dn’'+dC* = duyE | 2Ft-{- G¢*.
Die Cosinus der Winkel, welche das Element do auf der Kugel mit den drei
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Coordinatenaxen bildet, namlich:
e dn 4L
do’ do’ do’
sind demnach gleich
a+a't bb't ctc't
YE-2Ft+ Gt VEF2F( Gt VE-F2Ft Gt
Wenn nun 7, den Werth des ¢ fir ¢« =0 bezeichnet,” so ist nach Glei-

chung (6.):
©) 4&=—3
und wenn der dem Winkel ¢ entsprechende Winkel auf der Kugelfliche mit
o' bezeichnet wird, so hat man aus den bekannten Richtungen seiner beiden
Schenkel:
(10.)  cose' =

oder vereinfacht:

(a4a't,)(ata't)+ (b bt ) (b4 b't)4(c+¢'t, (o—l—c’l)
VEF2Ft, - Gi? yE+2F1 + Gi?

E4Ft,+ (F4Gt,)¢

11. f=
(1) cose YVEF2Ft, + G2 yEF2Ft 4 Gi*’
woraus man folgenden Ausdruck des tange' ableitet:
r__ d(t_“to)
(12)  tange’ = Frg FEFar)t’
welcher differentiirt
P Adt
(13)  de' = gromrer

giebt, und folglich mit d¢* multiplicirt nach Gleichung (7.)
(14) ddo’dd' = 4du’dt.
Ferner erhalt man durch Differentiation der Gleichung (6.)

_ (4,B,—A4,B)da
(15.) dt = (B,cosa+ B,sine)*’

und aus der ersten der beiden Gleichungen (4.), wenn —:1%—:: ¢t nach Glei-

chung (6.) durch « ausgedriickt wird:

_ (A,B,— A,B)du
(16.) dg = B, cosa+ B, sine °

Jalso
(17) d¢*de = (A,B,— 4,B,)dv’ dt,

und diese Gleichung mit (14.) verbunden, giebt:
4
(18.) do*de = TB__Z—B dqzda
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Weil fir die unendlich kleine Curve f die Linie dg der Radius Vector ist
und o der zugehorige Winkel, und fir die unendlich kleine Curve ¢ auf der
Kugel do der Radius Vector und o' der zugehorige Winkel, so ist:

19) = %/ 2”dq%loz, P = % / " dod.
0 [4]

Die Integration der Gleichung (18.) in den Grinzen e¢=0 bis « =27,
welchen dieselben Grinzen des o' entsprechen, giebt daher:

A
20) ¢ =Zgp—am I

¥
7

Bezeichnet man nun das Dichtigkeitsmaafs mit O, so dafs ©@ = == ist, so hat

man folgenden Ausdruck desselben:

21) 0 = 4

A B, —AB
Aus den bei (4.) gegebenen Werthen der Grofsen 4,, B,, 4,, B, erhilt man

S (eg — 11"+ (@B — (41" F 4 eG) R+ £RY);

nach den im §.4 (10.) gefundenen Werthen der Abscissen ¢, und ¢, der
beiden Brennpunkte ist aber:
eg —ff' = g,0, 4,

g — ((+1)F +e6 = — (o,+ o) 4,
und weil nach (4.) §.3 V¥V, = 4({,— t,) ist, so hat man:
(22.) AB,—A,B, = 4(0,0,— (0, + 0:) R+ R?).
Der Ausdruck des Dichtigkeitsmaafses © nimmt daher folgende einfache Form an:

AB,— A,B, =

1
. 0 =
(23 0.0, — (e, +e,) B+ £
oder
1
4, 0 = .
(24 (0, — R)(0,—R)

Das Dichtigkeitsmaafs in jedem Punkte eines Strahls ist also gleich
dem reciproken Werthe des Products der Enifernungen dieses Punkles
von den beiden Brennpunkien des Strahls.

Das Dichtigkeitsmaafs ist stets real, auch wenn die beiden Brenn-*
punkte imagindr sind. Fir Strahlensysteme mit realen Brennflichen ist das
Dichtigkeitsmaafs positiv fir alle aufserhalb der beiden Brennflichen liegenden
Punkte, negativ fir die zwischen denselben liegenden, und es hat, wie aus
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dem Ausdrucke desselben leicht zu ersehen ist, in dem Mittelpunkte eines
jeden Strahls seinen grofsten negativen Werth, in den Brennpunkten aber
ist es unendlich grofs. In den Strahlensystemen mit imaginiren Brennflichen
ist das Dichtigkeitsmaafs stels positiv, und hat in dem Mittelpunkte eines jeden
Strahls sein Maximum.

Fafst man alle diejenigen einem gegebenen Strahle unendlich nahen
Strahlen zusammen, welche durch die mit f bezeichnete auf dem Strahle
senkrecht stehende unendlich kleine Fliche hindurchgehen, so bilden dieselben
ein unendlich dinnes Strahlenbiindel, welches von derjenigen gradlinigen
Flache begrénzt ist, deren erzeugende grade Linien die durch die umgrinzende
Curve der Fliche f hindurchgehenden Strahlen sind. Die unendlich kleine
Fliche f ist ein Querschnitt dieses unendlich dinnen Strahlenbiindels, und
zwar der zur Abscisse R gehorende Querschnitt. Betrachtet man nun einen
zweiten senkrechten Querschnitt /', dessen Abscisse gleich R’ ist, so gehort
zu diesem genau dieselbe entsprechende unendlich kleine Fliche ¢ auf der
Kugelfliche, welche zu f gehort, weil alle Strahlen, welche durch die um-
grinzende Curve von f gehen, auch durch die umgranzende Curve von f’
gehen. Man hat daher, wenn das Dichtigkeitsmaafs in dem Punkie, dessen
Abscisse R’ ist, mit O' bezeichnet wird:

und folglich .
(25.) 71 —/ o

Also: Die Flicheninhalte zweier Querschniite eines unendlich dinnen
Strahlenbindels verhalten sich umgekehrt wie die Dichtigkeitsmaafse in
diesen Stellen des Strahlenbiindels.

Betrachtet man nicht blofs die Dichtigkeitsmaafse, sondern auch die
Dichtigkeiten selbst, welche die Strahlen eines unendlich diinnen Sirahlen-
bindels in den verschiedenen Stellen haben, so ist klar, dafs dieselben in
dem umgekehrten Verhaltnifs der Flicheninhalte der Querschnitte des Strahlen-
biindels stehen miissen; denn alle in dem Strahlenbiindel enthaltenen Strahlen
breiten sich in den Querschnitten uber die ganzen Flachen derselben aus
und missen darum in demselben Verhaltnifs dichter sein, in welchem die
Querschnitte kleiner sind. Hieraus folgt, dafs in einem wund demselben
unendlich dunnen Strahlenbundel die Dichtigheiten in den verschiedenen
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Stellen sich wie die zugehirenden Dichtigkeitsmaafse verhallen. Die Be-
nennung ,Dichtigkeitsmaafs” wird hierdurch vollstindig gerechtfertigt.

Fir zwei in verschiedenen Strahlen oder unendlich diinnen Strahlen-
bindeln liegende Punkte ist das Verhiltnifs der Dichtigkeiten der Strahlen
nicht nothwendig dasselbe als das Verhiltnifs der Dichligkeitsmaafse. Man
erkennt dies am deutlichsten an dem einfachsten Systeme, in welchem alle
Strahlen von einem und demselben Punkte ausgehen, welches so beschaffen
sein kann, dafs die Strahlen nach allen verschiedenen Richtungen in gleicher
Dichtigkeit gehen, oder auch so, dafs die Dichtigkeit eine Function der Rich-
tung ist. In dem ersten Falle ist die Dichligkeit fir alle vom Ausgangs-
punkte gleich weit entfernien Punkie dieselbe und darum dberall dem
Dichligkeitsmaafse proporlional, im zweiten Falle aber ist die Dichtigkeit
nicht allein von der Enifernung vom Ausgangspunkte sondern auch von jener
Function der Richtung abhiangig. Im Allgemeinen, wenn das Strahlensystem,
wie dies oben angenommen worden ist, so bestimmt wird, dafs von jedem
Punkte einer als geometrischer Ort der Ausgangspunkte aller Strahlen ge-
wihlten Fliche ein Strahl nach einer bestimmlen Richtung ausgeht, so kann
die Dichtigkeit der Strahlen an dieser ganzen' Fliche irgend wie beslimmt
sein als eine Function der Coordinaten des Ausgangspunktes x, y, 2, oder
was dasselbe ist, als eine Function der beiden unabhingigen Variabeln u
und v, und erst durch diese Bestimmung wird die Dichtigkeit der Strahlen
in allen Punkten des ganzen Systems zu einer vollstindig bestimmten. Die
Dichtigkeit selbst ist darum gleich dem Dichtigkeitsmaafse mulliplicirt mit
einer Function von u und v, welche die Abscisse R nicht enthalt und des-
halb far alle verschiedenen Punkte eines Strahls dieselbe ist. Wenn diese
Function eine Conslante, und folglich die Dichtigkeit in allen Punkten des
Systems dem Dichtigkeitsmaafse proportional ist, so kann das Strahlensystem
in Beziehung auf die Dichtigkeit der Strahlen als ein /Aomogenes bezeichnet
werden.

Alle diejenigen Punkte in den verschiedenen Strahlen eines Systems,
welche denselben bestimmten Werth des Dichligkeitsmaafses haben, liegen
auf einer bestimmten Flache, welche eine Fldiche gleichen Dichtigkeits-
maafses genannt werden soll. Weil man dem Dichtigkeitsmaafse alle mog-
lichen constanten Werthe geben kann, so folgt, dafs es in einem jeden
Strahlensysteme eine ganze Schaar von Flichen gleichen Dichtigkeitsmaalses
giebt. Alle diese Flichen werden sehr einfach durch den bei (23.) gege-
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benen Ausdruck des Dichtigkeitsmaafses bestimmt, nach welchem

1
B —(ote) Bt = 5

ist. Nimmt man O econstant und Iost diese quadratische Gleichung in Be-
ziehung auf R auf, wodurch man

I e (DR

erhilt, so sind fir diese heiden Werthe des R

Rty 2=z R y'=y+ Ry F==z2+4+RE
die Coordinaten aller derjenigen Punktle des Systems, deren Dichtigkeitsmaafs
den constanten Werth O hat; dieselben geben also die Gleichungen der
Flichen gleichen Dichtigkeitsmaafses in der Art, dafs die Coordinaten eines
jeden Punkts dieser Flachen als Funclionen der zwei unabhangigen Variabeln
u und v bestimmt sind. Damit diese Fliachen real seien, ist nothig und hin-

1
2

reichend, dafs der constante Werth von —1(~7 in den Grénzen —(&:2—91>2
und -+ oo liege. Fir den Werlh & = oc wird R nur dann real, wenn die
beiden Brennpunkle real sind, und es wird R=y9, oder R=g,, woraus
folgt, dafs die beiden Brennflichen zu den Flachen gleichen Dichtigkeits-
maafses gehoren, welches in denselben unendlich grofs ist.

Wenn die beiden Brennflichen real und gegeben sind, so dafs alle
Strahlen des Systems als die gemeinschaftlichen Tangenten derselben be-
trachtet werden konnen, so kann man alle Flichen gleichen Dichtigkeitsmaafses
sehr leicht construiren, indem man zu den beiden Berahrungspunkten eines
jeden Strahls, welche die Brennpunkte desselben sind, einen dritten Punkt
construirt, dessen Entfernungen von den beiden Berihrungspunkten ein con-
stantes Product baben. Wenn der gegebene Werth dieses Products positiv
ist, so mufs dieser Punkt aufserhalb, wenn negativ, innerhalb der beiden
Brennpunkte genommen werden. '

S 7.

Die Drehungswinkel der unendlich nahen Strahlen.

Wenn zwei grade Linien im Raume gegeben sind, und man fallt von
zwei verschiedenen Punkten der zweiten Linie Perpendikel auf die erste
Linie, deren Fufspunkte auf derselben in « und b liegen mogen, so soll der
Winkel, welchen diese beiden Perpendikel gegen einander bilden, der Dre-

28 *
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hungswinkel der zweiten Linie um die erste far die Strecke von a bis
b genannt werden. Der Drehungswinkel fir die ganze unendliche Linge
der ersten Linie ist nach dieser Definition gleich zwei Rechten, die Drehungs-
winkel fir endliche Strecken sind alle kleiner als zwei Rechte. Wenn die
beiden graden Linien in einer Ebene liegen, so ist ihr Drehungswinkel fiir
jede beliebige Strecke gleich Null oder gleich zwei Rechten, je nachdem
diese Strecke den Durchschnittspunkt der beiden Linien in sich enthilt
oder nicht. Wenn @, b, ¢ drei Punkte in der ersten graden Linie sind, so
-ist der Drehungswinkel von & bis ¢ gleich dem Unterschiede der beiden
Drehungswinkel von a bis ¢ und von a bis &, also alle Drehungswinkel fiir
beliebig begrinzie Strecken der ersten Linie sind durch die von einem be-
stimmten Punkte aus gerechnelen Drehungswinkel gegeben.

Um nun die Drehungen zu untersuchen, welche die einem beslimmten
Strahle unendlich nahen Strahlen des Systems in Beziehung auf denselben
machen, sollen die Drehungswinkel vom Ausgangspunkte dieses Strahls aus
gerechnet werden, dessen Abscisse gleich Null ist. Es sei dy die Lange
eines "von einem unendlich nahen Strahle auf den gegebenen Strahl gefallten
Perpendikels, welches denselben in dem Punkte trifft, dessen Abscisse R ist,
und o« der Winkel, welchen dieses Perpendikel mit einem auf der ersten
Hauptebene errichteten Perpendikel macht; ferner sei d¢, die Lénge und
o, der entsprechende Winkel desjenigen Perpendikels, welches den gegebenen
Strahl im Ausgangspunkte trifft, dessen Abscisse gleich Null ist, so hat man,
wie im §.6 bei (4.) gezeigt worden ist, die Gleichungen:

1) dgcose = — A, du—B,dv,
dgsine = | A,du-{ B, dv,

wo

Al=e+f'tl+rl/i(E+Ft1)’ 4, — eIt RELFL)
1 2
B,— e EREHGY) g et dREHOH)

1 v,

und darum fir R =0:

e+t _ figt
——-—7,——’du ——V—Ldv,

dg,sina, = —}—-Ell"ifit-‘—du -l—-i,,g—t'—dv,

dg,cos a,

() %

und folglich:
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dg cosae — dg,coso, = _wdu_ﬂwh’

3) :
dgsina — dg,siney = +ﬂ}‘ﬂdu+ ﬁ(F;—Gf.) dv.

Aus diesen beiden Gleichungen erhalt man folgende Werthe der Differentiale
du und dv:

dgsine— dy,sine, dq cose—dqg, cos e,

du = RV, - RV, ’
4 do — (dgsine—dy,sine,)t,  (dgcose—dq, cose)t,
RV, RV, ’

und wenn man diese Werthe in die beiden Gleichungen (2.) einsetzi, indem
man beachtet, dafs

e4({+f)+gt= —r Vi, ettt tgli=—rV7,
e"{_’%(f_l‘ f,)(’1+t2)+ gt1t2=0, V1V2=d(t2—tl)
ist, so erhélt man

Rdg,cos oy = —r,(dy cose — dg,cose,) (%—Zf—') (dg sin e — dg,sine),

() Rdg,sin oy = — (%?—) (dg cosa — dg,cos oy) — r, (dgsine — dg,sin o),
und weil nach (15.) §.4.

-f—;—;—'y =d*— 0 =g,0,— 1,1,

ist, so erhdlt man hieraus folgende Ausdricke von dqcosa und dgsine:

dgcosa = (1 — {—2‘—) dg, cos ay — Ryd o0 dq0 sin e,

(6-) RYT—F
dgsine == oo dg,cos o+ (1 — -(—):—(—):) dg,sine,.

Diese beiden Gleichungen, welche zeigen, wie das Perpendikel dg und der
zugehorige Winkel « fir einen jeden Punkt eines Strahls durch die ent-
sprechenden Sticke im Ausgangspunkie desselben bestimmt werden, geben
durch einander dividirt:

Rde TT_’cosao-}-(gl gi—Rr!)sina
(e,0,— Rr,)cosa, “'R]/d' d*sine,

(7) tange =

Der Drehungswinkel des unendlich nahen Strahls um den ersten Strahl
fir die Strecke der Abscisse R ist, wie oben gezeigt worden, gleich a—a,;
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bezeichnet man denselben mit 3, so dafs S =a— ¢, und e =/ ¢, ist, so
erhalt man aus der Gleichung (7.) fir den Drehungswinkel folgenden Ausdruck:

(8.) tangf = R(Yd*—3*— dsin2a,)

0,0,— R (r cos’e, 4 r,sin*e,)
Die Tangente des Drehungswinkels ist, wie hieraus folgt, fir jeden
beliebigen Werth der Abscisse R gleich Null, also der Drehungswinkel selbst
gleich Null oder gleich zwei Rechten, wenn

(9) yd*—0* = dsin2¢,

ist, also nach (20.) §.4, wenn sin2e¢,==cosy ist oder o,==}n+ 1y, das
ist ¢,= w, oder ¢y=w,, wo w, und w, die Winkel sind, welche die beiden
Fokalebenen mit der ersten Hauptebene bilden. Also fiir die beiden unendlich
nahen Strahlen, welche in den Fokalebenen liegen, ist der Drehungswinkel
iiberall gleich Null oder gleich zwei Rechten. Dasselbe folgt unmittelbar auch
daraus, dafs jeder dieser beiden unendlich ndhen Strahlen mit dem ersten
Strahle in einer und derselben Ebene, der Fokalebene, liegt.

In denjenigen Strahlensystemen, welche imaginire Brennflichen und
darum auch keine Fokalebenen haben, kann der Drehungswinkel fir endliehe
Strecken niemals gleich Null werden, also die Drehung der Strahlen um ein-
ander niemals ihren Sinn &ndern. Wenn irgend zwei unendlich nahe Strahlen
eines solchen Systems so liegen, dafs die Drehung des einen um den andern
als eine Rechisdrehung bezeichnet werden kann, so missen je zwei einander
unendlich nahe Strablen des ganzen Systems nothwendig in demselben Ver-
héltnisse der Rechtsdrehung zu einander stehen. Die Strahlensysleme mit
imagindren Brennflichen theilen sich also in zwei gesonderle Klassen, als
Strahlensysteme mit Rechtsdrehung und Strahlensysteme mit Linksdrehung aller
Strahlen gegen einander. Zu jedem Strahlensysteme aber, es moge reale oder
imagindre Brennflichen haben, giebt es ein anderes, welches demselben in
der Art symmetrisch oder uneigentlich dquivalent ist, dals der einzige Unter-
schied nur in dem entgegengesetzten Sinne der Drehung aller Strahlen gegen
einander besteht, welcher Unterschied analylisch sich nur durch die Verschie-
denheit der Vorzeichen vor den Quadratwurzeln ausdrickt.

Wenn die Brennpunkte real sind, und man untersucht die Drehungs-
winkel vom Ausgangspunkte eines Sirahls bis zu den Brennpunkten, also fir
R =9, und R=y¢,, welche besiehungsweise mit 3, und /3, bezeichnet wer-
den mogen, so erhilt man wit Halfe der Gleichungen (14.) §. 4, aus welchen
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r, cos® o, -+ r,sin’ oy = m — d cos 2et, folgt,

_ Yd*—8*—dsin2e, _ Yd*—3"—dsin2e,
(10) g = e W8 =y

und hieraus mit Hilfe der bei (18.) §. 4 gegebenen Ausdricke der Winkel
w, und w,, welche die Fokalebenen mit den Hauptebenen machen,

sin 2w, — sin 2e,

= = —a,)

(11) lang /3, cos 2w, — cos 2q, tang (@, — @),
tang 3, — sin2w, —sine;, tang (@, — ay)3

€7 = cos 2w, —cos e, g0 — %)

es ist also:

(12.) fi=w;,— e, fr=w,— 0y,
Aus diesen einfachen Ausdricken der von dem Ausgangspunkte eines Strahls
bis zu den Brennpunkten gerechneten Drehungswinkel seiner unendlich nahen
Strahlen erhalt man:

(13) pB—pBi=w,—w, =y.

Also: Die Drehungswinkel von einem Brennpunkte eines Sirahls bis zu
dem anderen Brennpunkle haben fur alle unendlich nahen Strahlen den-
selben Werth und sind dem Neigungswinkel der beiden Kokalebenen
gleich, )

Nimmt man den Drehungswinkel /3 als eine gegebene Grofse, so kann
man die Linge der Abscisse R bestimmen, fir welche der Drehungswinkel
eines dem ersten Strahle unendlich nahen Strahls diese gegebene Grofse hat.
Die Gleichung (8.) giebt fir R folgenden Ausdruck:

¢,0,8inf
(r, cos*e, + 1, sin*a,) sin 8+ Y d*— 0% cos f— d sin 2a, cos B

(14) R =

welcher, wenn fir », und », ihre Werthe r,=m —d und r,=m-| d ge-
setzt werden, folgende einfachere Gestalt annimmt:

00 sin .
msin g 4 yYd*—§* cos §— dsin (2a, + 8)
Betrachtet man nun R als eine Function von ¢, allein und 3 als eine gege-
bene constante Grofse, so erhalt B seinen grofsten Werth far sin(2e,-|-3)=+1,
also a,= 47 — }f3, und seinen kleinsten Werth fir sin(2e,-}-3)= —1, also
oy == 3t — }(3, und wenn der grofste Werth des R mit R,, der kleinste mit
R, bezeichnet wird, so hat man:

(15) R =
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R — 91925“118
(16.) ! msinf+yYd*—*cosf—d ’
. R — 0,0, Slnﬂ

msin f4 yd*— 5’cosﬂ-|—d

Hieraus folgt weiter:

1 __1_ (1—sin(2e,4-8))d _ 2sin’(a, 4+ 48— {nm)d
(17.) R R, 0,0,sin 3 - 0,0,5in § ’

1 1 (1+4sin e, +£)d _ 2cos’(a, 38— {n)d

R, K — 0,0,5in 8 ‘“ 0,0, 8in 3 ’

und aus diesen beiden Gleichungen erhilt man:
1 _ cos*(e,+4f—im) | sin(e, +45—in)
(18) = R, + F,

Also: Wenn man von einem beliebigen Punkte eines Strahls ausgehend jeden
demselben unendlich nahe liegenden Strahl in der Linge nimmt, in welcher
er mit diesem einen gegebenen constanten Drehungswinkel macht, so wird
diese Linge eines jeden unendlich nahen Strahls aus der Linge des grofsten
und des kleinsten und aus dem Winkel, welchen die Richtung seines Aus-
gangspunktes mit der Richtung des Ausgangspunktes des grofsten Strahls
macht, genau durch dieselbe Gleichung bestimmt, wie der Krimmungshalb-
messer eines Normalschnittes einer Fliche durch den grofsten und den klein-
sten Krimmungshalbmesser und durch den Winkel, den dieser Normalschnitt
mit einem der Hauptschnitte bildet, in der bekannten Eulerschen Gleichung
bestimmt ist. Der Hulersche Satz selbst ist als ein specieller Fall in die-
sem allgemeinen Satze enthalten, wie unten niher gezeigt werden soll. In

dem speciellen Falle, wo der constante Drehungswinkel /3 glelch einem Rech-
ten ist, hat man

1 cos’e, | sin’e,
as) g = R, 1 R,

Die in dieser Gleichung ausgedrickte speciellere Eigenschaft der allgemeinen
Strahlensysteme hat Hamilfon in dem erwihnten Supplemente zuerst nachge-
wiesen, und zwar durch die Betrachiung der Projection eines, einem gege-
benen Strahle unendlich nahen Strahls auf eine Ebene, welche durch den
ersten Strabl und durch den Ausgangspunkt des unendlich nahen Strahls ge-
legt wird. Den fir die Erkenntnifs der Eigenschaften der Strahlensysieme
ausserordentlich fruchtbaren Begriff der Drehung der Strahlen in Beziehung
auf einander und des Drehungswinkels, hat Hamilton aber aberhaupt nicht
in Anwendung gebracht.
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S. 8.

Die unendlich diinnen Strahlenbiindel und die Hauptstrahlen.
In den beiden Gleichungen (6.) §. 7:

- 232
dycoso = (1 ———1—3—'—‘—> dg,cosao, — —Iﬂ/d——a— dg,sine,,
(1') ' 0,0, 0,0,
. Ryd*—5* .
dgsinoe = —-qu“ sin o,
N2

konnen dg und o als die Polarcoordinaten der umgrinzenden Curve desje-
nigen Querschnitls eines unendlich dinnen Strahlenbiindels angesehen werden,
welcher zur Abscisse R gehort, und dg, und o, als die Polarcoordinaten der
Curve des im Ausgangspunkte befindlichen Querschnitts. Diese Gleichungen
konnen darum dazu benuizt werden, die Querschnitte eines unendlich diinnen
Strahlenbiindels nicht nur dem Flicheninhalte nach mit einander zu vergleichen,
was schon durch das Dichtigkeitsmaafs vollstandig geleistet wird, sondern auch
zu bestimmen, wie die Gestalt eines jeden Querschnitls von der eines ein-
zigen gegebenen abhingig ist. Geht man von den Polarcoordinaten der bei-
den Querschnitte zu rechtwinkligen Coordinaten aber, deren Axen in den
beiden Hauptebenen des Strahls liegen, in Beziehung auf welchen alle anderen
Strahlen des Strahlenbiindels als unendlich nahe Strahlen aufgefafst werden,

so hat man
dg cose =, dg sine =y,

2.) {

dg,cosay=x,, dg,sine, =Yy,

zu selzen, wo &, y und x,, Yy, die unendlich kleinen Coordinaten der beiden

Querschnitte sind. Die Gleichungen (1.) geben alsdann:
(3.) 152 1N2

?" = "“‘__R}/ig 0‘|‘( Rr, )yoa

und wenn umgekehrt x, und y, durch = und y ausgedrﬁckt werden:
ay (@ BEe—Ba = (ue—Rr)zt RYF—Fy,
(0. —B)(9.— R)y, = — Ryd*—z+(.0.— Rr))y.
Die umgrinzenden Curven der Querschnitte eines unendlich dinnen Strahlen-
bindels sind also nicht nur sammtlich Curven desselben Grades, sondern
stehen auch in dem durch diese Gleichungen ausgedriickten Verhaltnisse der

Collinearitdt zu einander.
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Eine besondere Aufmerksamkeit verdienen die Querschniiie in den
beiden Brennpunkten des unendlich dinnen Strahlenbiindels, fir welche, wie
schon oben gezeigt worden, das Dichtigkeitsmaafs unendlich grofs ist, also
die Flacheninhalie unendlich klein einer hoheren Ordnung werden. Nimmt
man R=—yp, oder R=y¢,, so wird von den beiden Gleichungen (4.) und
darum auch von den Gleichungen (3.), die eine mit der andern identisch,
und sie geben

y = %—;x, fir R =g,,
(5. I
P A
y =Vi=% fir R = g,,
welches die Gleichungen grader Linien sind und zwar unendlich kleiner
grader Linien, weil y und 2 nur unendlich kleine Werthe haben dirfen.

Die Querschnitte eines unendlich dunnen Strahlenbiindels in den
beiden Brennpunkten sind also unendlich kleine grade Linien, d. h. von
den beiden Dimensionen der Querschnilte, welche im allgemeinen unendlich
kleine Grofsen der ersten Ordnung sind, wird in den beiden Brennpunkten
die eine eine unendlich kleine Grofse einer hoheren Ordnung.

Hieraus folgt auch, dafs die umgrdinzende Fliche eines jeden un-
endlich diunnen Strahlenbiundels mit realen Brennpunkten durch Bewegung
einer graden Linie construirt werden kann, welche stels durch eine un-
endlich kleine ebene Curve und durch zwei grade Linien hindurchgeht,
die auf einem im Innern der kleinen Curve auf der Ebene desselben er-
richteten Perpendikel senkrecht stehen.

Um die Richtungen der beiden Querschnitte in den Brennpunkten,
welche unendlich kleine Linien sind, und um die Lingen derselben im Ver-
haltnifs zu den Dimensionen des im Ausgangspunkte des Strahlenbindels ge-
gebenen Querschnitts zu bestimmen, ist es zweckmifsiger zu den Polarcoor-
dinaten dg, « und d¢,, o, zurickzukehren. Setzt man in den Gleichungen (1.)
R =g, und beachtet, dafs ¢,—r,=d+J, g,—r,= —d-|J ist, so erhalt
man fir den Querschnitt im ersten Brennpunkte:

(6) 0:dgcosa = (d-+ J)dg,cosoy— Vf:jg—dq(,sin o,
yd* — 9%dg,cos ¢y — (d—0J) dg, sin a,.

Durch Einfihrung des Winkels w,, welchen die erste Fokalebene mit der

02dg sina

|
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ersten Hauptebene macht, fir welchen, wie oben bei (18.) §.4 gezeigt
worden, )

: __]/d—a cos o __‘/d-]—a
sinw, = _2d 9 0Sw; = W
ist, konnen diese Gleichungen in folgender einfacheren Form dargestellt

werden : ~
) ;92 dg coso = 2dcosw, cos (a,-} w,) dg,,

und man erhalt durch Division derselben:

0, dg sin ¢ = 2dsinw, cos (e, -} w,)dq,,

(8.) tange=—tangw,, o=uw,.

Daraus, dafs der Winkel o einen constanten Werth hat, kann man ebenfalls
schliefsen, dafs der Querschnitt, dessen Polarcoordinaten d¢ und « sind, ein
Theil einer graden Linie sein mufs, in welcher der Pol liegt, man hat aber
in diesem constanten Werthe o =—w, zugleich die Richtung dieser graden
Linie gegeben, da sie mit der ersten Hauptebene den Winkel w, macht.

Fir R = g,, also fir den Querschnilt im zweiten Brennpunkte erbalt
man in derselben Weise:

9) 01dgcosa = 2dcosw,cos(a,+ w,)dy,,
01dgsinae = 2dsinw, cos (0, + w,) dg,,
(10.) tange = tangw,, @ = w,.
Man hat demnach folgenden Satz:

Die beiden unendlich kleinen graden Linien, welche die Quer-
schnille eines unendlich diinnen Strahlenbiindels in den Brennpunkien
bilden, liegen in den beiden KFokalebenen desselben.

Fir den Querschnitt im ersten Brennpunkte, wo o == w, ist, hat man

nach Gleichung (7.):
(11) dyg = Z"
Wenn nun, wie hier vorausgesetzt wird, die umgrinzende Curve des einen
Querschnilts im Ausgangspunkte des Strahlenbiindels vollstindig bestimmt und
gegeben ist, so hat man den Radius Vector dg, derselben als eine Function
des Winkels o, gegeben, und es ist alsdann durch die Gleichung (11.) auch
dg als Function von ¢, bestimmt. Da aber die Curve, deren Radius Vector
dq ist, eine grade Linie ist, und der Pol in dieser graden Linie liegt, so ist
die Lange derselben nothwendig gleich dem Unterschiede der beiden éufser-
29 *

dg, cos (0o, w,).
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sten Werthe, welche dieser Radius Vector d¢ als Function von «, haben
kann, oder weil der eine dieser beiden dufsersten Werthe nothwendig positiv,
der andere negativ sein mufs, so ist die gesuchte Linge dieser graden Linie
gleich der Summe der absoluten Werthe dieses Maximum und Minimum.
Ebenso erhélt man die Linge des Querschnitts im zweiten Brennpunkte, in-
dem man den grofsten positiven und den grofsten negativen Werth, welchen
dy nach der Gleichung

(12) dg = 2?d—(lq(,cos(oq,—{—wg)

als Function von ¢, erhalten kann, abgesehen von den Vorzeichen, addirt.
In dem einfachsten Falle, wo der Querschnitt im Ausgangspunkte als
ein unendlich kleiner Kreis angenommen wird, also dg, als Radius dieses
Kreises constant ist, hat man die beiden &ufsersten Werthe des dg fir den
Querschnitt im ersten Brennpunkte, wenn o4 w, =0 und e,+w, =n ist,

also gleich gﬂa’(/(, und —ﬁdq”; dieselben, abgesehen von den Vorzeichen

2

addirt, geben —dg, als Linge des gradlinigen Querschnitts im ersten Brenn-
punkte. Ebenso findet man die Linge des Querschnitts im zweiten Brenn-
punkte gleich gf'lldq',. Die Lingen dieser beiden Querschnitte in den

Brennpunkten verhalten sich also wie ihre Entfernungen von dem kreisfor-
migen Querschnilte im Ausgangspunkte des Strahlenbiindels.

Untersucht man die Bedingung, dafs die Ldnge eines Querschnills im
Brennpunkte des Strablenbiindels gleich Null ist, d. h. unendlich klein einer
hoheren Ordnung als der ersten, so erkennt man aus den Gleichungen (11.)
und (12.) unmittelbar, dafs dieser Fall einiritt, wenn d =0 ist, und dafs
er nur dann eintrelen kann, wenn diese Bedingung erfillt ist. Die Bedin-
gung d =0 zieht nothwendig auch 0 =0 nach sich, weil J, wenn es real
ist, niemals grofser ist als d, es mufs also r,=r, sein und g,=g¢,, d. h.
die beiden Granzpunkte der kirzesten Abstinde und die beiden Brennpunkte
missen fir solche Strablenbindel mit dem einen Mittelpunkte desselben zu-
sammenfallen. Nennt man nach Hamilton diejenigen Strahlen, deren unend-
lich nahe Strahlen alle durch einen einzigen Punkt gehen, Hauptstrahlen,
so folgt, dafs Hauptsirahlen nur da Statt haben konnen und auch wirklich
Statt haben, wo die beiden Granzflichen und mit ihnen zugleich die beiden
Brennflichen gemeinschafiliche Punkte haben, welche entweder Beriihrungs—
punkte oder Durchschnittspunkte oder Punkte auf Durchschnittslinien sein kénnen.
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Fir die Hauptstrahlen sind die beiden Hauptebenen unbestimmt, weil
fir sie die kirzesten Abstinde von den unendlich nahen Strahlen alle gleich
Null sind und darum keine bestimmten Richtungen ergeben.

In dem ganz speciellen Strahlensysteme, dessen Strahlen alle durch
einen einzigen Punkt gehen, sind alle Strahlen Hauptstrahlen; auch ist leicht
einzusehen, dafs dies das einzige derarlige System ist. Es giebt aber un-
endlich viele Stirahlensysteme, welche continuirliche, zusammen eine Fliche
bildende Reihenfolgen von Haupistrahlen haben, wie z. B. das System der
gemeinschaftlichen Tangenten zweier confokalen Flichen zweiten Grades, in
welchem alle Tangenten der Durchschnitiscurve dieser beiden confokalen
Fliachen Hauptstrahlen sind. Ebenso giebt es unendlich viele Strahlensysteme,
welche einzelne isolirte Hauptstrahlen haben, in der Regel aber kommen die
Hauptstrahlen in den allgemeinen Systemen nicht vor, weil die Werthe der
heiden unabhingigen Variabeln # und », fir welche ein Strahl zu einem
Hauptstrahle wird, durch drei Gleichungen bestimmt werden. Da namlich fir
einen Haupistrahl die Richlung der beiden Hauptebenen unbestimmt ist, so
mufs die quadratische Gleichung (4.) §.2, deren Wurzeln die Richtungen
der Hauptebenen bestimmen, identisch erfilll sein, es mufs also gleichzeitig

(13) gF—3(f+4+f)G=0, eG—gE=0, }(f+f)E—eF=0
sein. Diese drei Gleichungen reduciren sich im allgemeinen auf zwei, weil,
abgesehen von dem Falle F = 0, eine derselben eine nothwendige Folge der
beiden andern ist; es kommt aber noch eine dritte Bedingungsgleichung hinzu,
weil der Strahl einen realen Brennpunkt haben mufs, némlich d =0, welche

(14) =1
ergiebt.

Wenn in einem Strahle nur die beiden Brennpunkte, aber nicht zu-
gleich auch die beiden Gréanzpunkte der kirzesten Abstinde, sich mit dem
Mittelpunkte vereinigen, so hat das ihn umgebende unendlich dinne Strahlen-
bindel nur einen gradlinigen Querschnitt in diesem Mittelpunkte, welcher zu-
gleich die beiden Brennpunkie enthilt, und dieser Querschnilt liegt in der
Ebene, in welcher die beiden Fokalebenen sich in diesem Falle vereinigen,

da vermoge der Gleichung sin7=-g- der Winkel derselben y zugleich mit

d, dem halben Abstande der beiden Brennpunkte, gleich Null wird. Weil
die Bedingung, dafs die beiden Brennpunkte zusammenfallen, nur eine einzige
Gleichung unter den beiden unabhingigen Variabeln « und v giebt, so folgt,
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dafs die Strahlensysteme in der Regel nicht einzelne Strahlen dieser Art,
sondern continuirliche Reihenfolgen derselben enthalten werden, welche grad-
linige Flachen bilden, und dafs die Brennflichen in der Regel sich in be-
stimmten Curven schneiden, da alle Tangenten an die Durchschniliscurve der
beiden Brennflichen solche Strahlen sind, deren Brennpunkte zusammenfallen.
Es giebt aber auch eine ganze Gattung von Strahlensystemen, in denen
simmltliche Strablen diese Eigenschaft haben, weil ihre beiden Brennflichen
sich decken, indem sie in eine einzige Fliche vereinigt sind.

§. 9.

Vergleichung der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme mit der speciellen Theorie
der Krimmung der Flichen und der Sysleme ihrer Normalen.

Die Strahlensysteme, deren allgemeine Theorie in dem Vorhergehenden
entwickelt worden ist, gehen in dem besonderen Falle, wo die beiden mit f
und f’ bezeichneten, aus den partiellen Differentialquotienten von x, y, 2 und
§, 1, £ zusammengesetzten Ausdricke einander gleich sind, in solche specielle
Systeme iiber, deren Strahlen sammtlich Normalen einer und derselben Flache
sind. Wenn es niamlich eine Fliche giebt, fir welche jeder Strahl eine Nor-
male ist, und man bezeichnet mit 2', y', 2’ die Coordinaten des Punktes
derselben, in welchem der durch =, y, 2, &, 5, { bestimmte Strahl des
Systems auf ihr normal steht, und nennt die Entfernung dieses Punktes vom
Ausgangspunkte x, y, = des Strahls , so hat man

1) 2=ax+4rs, y=y+ry, 2'=2+4rf,
und weil dieser Strahl auf der Fldche senkrecht stehen soll, so mufs
Q) §dx'tndy'+Cdzx' = 0

sein. Diese Bedingung giebt, wenn fir a’, y’, 2’ ihre Werthe eingesetzt
werden:

(3) &dr+mdy+Cdetdr(§ 47 +L8)+r(sdétndytEdE) = 0,
und folglich
3) éfdr+ndy+Cds = —ar
oder
4) (Satnb4LCe)dud(5d'+nb' 4 Cc')dv = — dr.
Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung mufs also ein vollstan-

diges Differential einer Funclion — r der beiden unabhangigen Variabeln u
und v sein. Es mufs daher
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dbatnbtte) _ Bkl +Lr)

(5) ov T Ju
sein, und hieraus erhilt man durch Ausfahrung der partiellen Differentiatio-
nen, weil .

da __ Oa' ob ol de _ oc

dv ~ ow’® dv  ou'® dvr  ou

ist, folgende Bedingung:

aa' 4 bb' 4 e’ = a'a+ Vbt e,
also

6) f=1f1,

welche identisch erfillt sein mufs, damit das Strahlensystem ein System
von Normalen einer Fliche sei. Dafs diese Bedingung auch die hinreichende
ist, geht daraus hervor, dafs, wenn sie erfillt ist, die Grofse r aus der Glei-
chung (4.) als Funclion von u# und » beslimmt werden kann, und dafs fir
einen solchen Werth des » die Gleichungen (1.) eine Fliache darstellen, deren
Normalen die Strahlen des Systems sind. Da zu dem aus der Differential-
gleichung (4.) bestimmten Werthe des » eine beliebige Constante addirt wer-
den kann, so hat man alsdann nicht nur eine, dieser Bedingung geniigende
Fliche, sondern eine ganze Schaar derselben, welche unter dem Namen
Parallelflichen bekannt sind.

Fir f=1{f' wird die quadratische Gleichung (5.) §.4, deren Wurzeln
7, und 7, sind, mit der quadratischen Gleichung (4.) §. 2, deren Wurzeln /,
und #, sind, und ebenso die quadratische Gleichung (9.) §.4, deren Wurzeln
o, und ¢, sind, mit der quadratischen Gleichung (16.) §.2, deren Wurzeln
r, und r, sind, identisch. Hieraus folgt:

In denjenigen Systemen, deren Strahlen Normalen einer Fliche
sind, fullen die beiden Fokalebenen eines jeden Strahls mit den beiden
Huauplebenen und die beiden Brennpunkte mit den beiden Grinzpunkten
der kurzesten Abstinde zusammen. '

Wihlt man in diesem Falle eine der Flachen, fir welche alle Strahlen
des Systems Normalen sind, als diejenige Fliche, von welcher alle Strahlen
als ausgehend betrachtet werden, so sind die Abscissen der Brennpunkte g,
und ¢, oder, was hier dasselbe ist, die Abscissen der Granzpunkte », und r,
die beiden Hauptkrimmungshalbmesser dieser Fliche, und die Brennflichen
des Systems, welche mit den Granzflichen der kiirzesten Abstande zusammen-
fallen, sind die von Monge behandelten Flichen, in denen die Mittelpunkte
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aller Hauptkrimmungskreise liegen. Die Theorie der Krimmung der Flichen
kann somit als ein specieller Fall der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme
aufgefafst werden, und es ist nicht ohne Interesse, den Zusammenhang der
in dem Vorstehenden entwickelfen allgemeinen Sitze mit den bekannten
Sitzen aus der Theorie der Kriimmung der Fliachen etwas naher zu erortern.

Untersucht man zunéchst, ob die allgemeinere Theorie der Strahlen-
systeme vielleicht neue Satze fir die Theorie der Krimmung und der Nor-
malen. der Flichen ergiebt, so findet man, wie zu erwarten, keine grofse
Ausbeute. In dieser Beziehung kann der durch die Gleichung

r = r,cos’w-}r,sin*w

(16.) §. 3 ausgedrickte Salz als ein solcher angefiihrt werden, welcher, da
er ebenso eine allgemeine Eigenschaft der Normalen einer Fliche ausspricht,
in diese speciellere Theorie aufgenommen zu werden verdiente. Ferner
kann aus der im §. 8 nachgewiesenen Eigenschaft der unendlich diinnen
Strahlenbiindel, dafs die Querschnilte derselben in den beiden Brennpunkten
nicht unendlich kleine Flichen sondern unendlich kleine Linien sind, welche
in den beiden Fokalebenen liegen, folgender nicht uninteressante, und wie
ich glaube, noch nicht bekannte Salz fir die Normalen der Flichen gewon-
nen werden:

Die beiden Hauptnormalebenen eines Punkles einer Fliche werden
von allen diesein Punkte unendlich nahen Normalen so geschnilten, dafs
die Entfernungen der Durchschnitispunkte von dem gegebenen Punkte
der Fliche in der einen Hauptnormalebene gleich dem grifsten, in der
anderen gleich dem kieinsten Kriammungshalbmesser sind.

Geht man die bekannlen Sitze tber die Krimmung und die Normalen
der Flichen durch, so findet man dieselben in allgemeinerer Form und Be-
deutung in der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme wieder.

Betrachltet man zunichst die beiden Hauptnormalschnitte fir einen
Punkt einer Fliche, welche den griofsten und den kleinsten Krimmungshalb-
messer ergeben, so hat man in der allgemeinen Theorie einerseils die beiden
Hauptebenen und andererseits die beiden Fokalebenen als diesen enisprechende
Ebenen. Die mit den Hauptnormalebenen zusammenhingenden Eigenschaften
der Normalen der Flichen vertheilen sich in der allgemeineren Theorie so,
dafs ein Theil derselben den Hauplebenen, ein anderer Theil den Fokalebenen
zufallt. Die Hauptebenen erhalten die Eigenschaften, slets real zu sein und
. auf einander senkrecht zu stehen, die Fokalebenen aber erhalten die Eigen-
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schaft, dafs in ihnen die beiden den gegebenen Strahl schneidenden, unend-
lich nahen Strahlen liegen. Ebenso spalten sich die Hauptkrimmungsmittel-
punkte der Flichen in der allgemeineren Theorie in die Granzpunkte der
kiirzesten Abstidnde und in die Brennpunkle, und demgemifs auch die Flachen,
in denen die Hauptkrimmungsmittelpunkte liegen, in die Granzflichen der
kiirzesten Abstinde und die Brennflichen. Den Grénzflichen bleibt hier nur
die schon in ibrer Benennung ausgedriickte Eigenschaft, dafs sie den Raum
begrianzen, innerhalb dessen alle kiirzesten Abstinde je zweier unendlich
nahen Strahlen liegen, die Brennflichen aber erhalten die Eigenschaft, dafs
sie von allen Strahlen des Systems tangirt werden. Die beiden schonen von
Monge gefundenen Eigenschaften der Fliachen der Hauptkrimmungsmittel-
punkte, némlich erstens, dafs die Umrisse derselben sich stets rechtwinklig
schneiden, von welchem Punkte des Raumes man sie auch betrachten mag,
und zweitens, dafs die Wendungskurven aller abwickelbaren Flachen, in
welche die Normalen sich zusammenfassen lassen, kiirzeste Linien auf den
Flichen der Hauptkrimmungsmittelpunkte sind, gehen, als den Systemen der
Normalen einer Fliche speciell angehorende Eigenschaften, sowohl fir die
Grénzflichen der kiirzesten Abstinde als auch fir die Brennflichen der all-
gemeinen Strahlensysteme verloren.

- Die beiden Schaaren der Krimmungslinien der Flichen, in so fern
sie die Eigenschaft haben, dafs die ihnen zugehorenden Normalen abwickel-
bare Flachen bilden, treten in den allgemeinen Strahlensystemen als die zwei
im §.5 mit £, und £2, bezeichneten Schaaren abwickelbarer Flachen auf.
Andererseils konnen aber auch die gradlinigen Flichen O, und O, als den
Krimmungslinien der Flichen entsprechend betrachtet werden, weil auch diese
in dem speciellen Falle, wo alle Strahlen Normalen einer Fliche sind, indem
sie mit jenen zusammenfallen, die Kriimmungslinien aus der Fliche ausschneiden.

Die Nabelpunkte der Flichen, fir welche die beiden Hauptkrimmungs-
mittelpunkte sich vereinigen, so dafs alle unendlich nahen Normalen durch
den Vereinigungspunkt derselben hindurchgehen, und in welchen die Haupt-
normalebenen ihre bestimmten Richtungen verlieren, finden sich in den all-
gemeinen Strahlensystemen als die Hauptstrahlen, deren unendlich nahe Sirabhlen
alle durch einen Punkt gehen, und deren Hauptebenen sowohl, als Fokal-
ebenen unbestimmt sind.

Der Kulersche Satz, welcher lehrt, wie der Krimmungshalbmesser
eines beliebigen Normalschnitts durch die beiden Hauptkrimmungshalbmesser
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und durch den Winkel bestimmt ist, den seine Ebene mit einer der Haupt-
ebenen macht, ist als specieller Satz in der allgemeinen Gleichung (18.) §.7

enthalten, welche fir ﬂ:-%, r,=0,, r,=0, in die Hulersche Gleichung

ibergeht. Die allgemeine Methode im §.7 lafst auch dberhaupt die Krim-
mungshalbmesser der Normalschnitle einer Fliache von einer neuen nicht un-
interessanten Seite erkennen, indem sie zeigt, dafs der Drehungswinkel des
Krimmungshalbmessers eines Normalschnitts mit einer, von dem unendlich
-nahen Punkte in der Ebene dieses Schnittes ausgehenden Normale, fir die
ganze Linge des Krimmungshalbmessers gerechnet, gleich einem Rechten
ist, oder:

Wenn man an zwei unendlich nahe Punkte einer Fliche die
Normalen zieht und ihnen die bestimmte Lanye giebt, in welcher ihr
Drehungswinkel gleich einem Rechten ist: so stellen sie die Krimmmungs-
halbmesser der Fliche in diesen beiden unendlich nahen Punkten fur
den durch dieselben hindurchgehenden Normalschnitt dar.

~ Das Gaufsische Krimmungsmaafs der Flichen findet sich in den all-
gemeinen Strahlensystemen als der allgemeinere Begriff des Dichtigkeitsmaalses
wieder, und dem Ausdrucke desselben, als reciproker Werth des Products
der beiden Hauptkrimmungshalbmesser, entspricht vollstindig der im §.6 ge-
gebene Ausdruck des Dichtigkeitsmaafses, nach welchem dasselbe gleich ist
dem reciproken Werthe des Producls der Entfernungen der beiden Brenn-
punkte von dem betreffenden Punkte des Strahls. Fir die Strahlensysteme,
welche Normalen einer Flache und darum auch Normalen der ganzen Schaar
ihrer Parallelflichen sind, ist das Dichtigkeitsmaafs mit dem Krimmungsmaafse
vollstindig identisch, da in jedem Punkte des Raumes das Dichtigkeitsmaafs
der Strahlen dem Krimmwungsmaafse der durch diesen Punkt hindurchgehenden
Parallelfliche gleich ist. Es zeigt sich auch hierin, wie die von Gaufs in die
Wissenschaft eingefiihrten Begriffe durchgingig denjenigen Charakter wahrer
Allgemeinheit an sich tragen, durch welchen sie ihren Einflufs weit iber die
Gebiete hinaus erstrecken, in denen sie urspriinglich entstanden sind.

Berlin, im October 1859.




