Sur les formes quadratiques binaives indéfinies.
Par
A. Markorr 4 St. Petersbourg.

{8écond mémoire.)

Il a été demontré dans mon premier mémoire*) ,, Sur les formes
quadratiques binaires indéfinies’’, qu’a toute classe de formes binaires
quadratiques d'un déterminant positif donné correspond une certaine
suite déterminée de nombres positifs entiers

@) Sy O_g, g, Gy, g, O, O,y Gq, © -

et réciproquement; le rapport entre 2D et le minimum de ces formes
est égal au maximum de la somme

1 2

1
o. —_— - —— ==
”+ux+,+__ 1 +u”_1+_- 1 L,?

“x+2+'. ,"‘x—2+'.

ol lindice % est un nombre variable.

Apres avoir fait différentes suppositions relativement & la suite
(J) et avoir varié l'indice %, je suis arrivé aux résultats snivants:

L. Pour chaque nombre positif

2
l< 5
on peut trouver nmne quantité infinie de suites (J) satisfaisant a la
condition N
Ly >1
pour toute indice .
II. A tout nombre positif
2
1>y
donné correspond un nombre limité de sunites (J), satisfaisant i la

condition i
Ly > 1
pour toute indice .

#) Mathematische Annalen, Band XV., p. 381—406.
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I, Si la suite (J) satisfait & la condition

- 2
pour toute indice »x, dans ce cas il hul correspond un certain systéme (D)
{.. Gy Wew, W1, Wy, W, Wy, - W}
..-, /()\2, 1)71, 00’ 'U(, /02,.. . V’
() R .
) S*‘Q) s’*l) SO? 51) 82, L Ag7
. " . . . )
G Fg, Toq, Ty Py Fay ot ?

qui se compose d'un nombre limité de suites
7
w, v, .-, 8 It,
dont W ne contient que des termes égaux
- 0. g 0 0
, wl, wh, w’, e,
el tontes les anutres se déduisent les unes des autres daprés la forme

" 20~ 1 0 20 ~-1 p0 — 1
U ™ PR v ) ?””’ M Vl
W_ Wy 20,
. Pr P 70 =1
ey, Y ——, /y‘o,~—v——, ’)'0, N 4 R;
Sy So 8

enfin la suite (J) pent dtre mise sous la forme
(S 1 3 1
ey 2,2, 2, 2,57, 2,2, 5=,
2r_, 27 27
Je me propose de détermiuer dans ce second mémoire la période de la

[
. : 2
suite (J) et le maximum de la somme -, les nombres

‘%

wh, WY, -, S0, g

étant connues.

§ 1.

Modifions quelques unes des notations précédentes afin de faciliter
les discussions qui vont snivre,
Posons

w0 =0y, V=, e, P =dyog, 7 =
et désignons les snites
w, v, --,8 R
par les symboles correspondantes:

{a)y (@, @35 ==y (g, Qgy v ooy thag ), (g, @y, + o, Une2y Qg )y
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Le symbole (a,) représente la suite

Tty Uy, @y s My, Uyy Uyy » 0 7y

le symbole (a,, @) — la suite
a — 1 ay—1 ay— 1
ey a1, S—— a’l’ B\—_«, a‘} \_W_._/’..e’
a, @y @,

et en général si (ey, @y, +++, a,) représente une suite
vy by —2, b/,——l) br,(), bx,l; bx‘ﬂ-. o

la suite (atg, @y, ++ -, @y Gpyy) peut &tre misc sous la forme:

ax+1~~1 gy — 1 U,y — |

y oty Sy gty Ty (g, T

-2 ¥y—1 #,0 s 1

a/—}«l
oy Ay, ——

-

K

Uy, Qyy =7y Ay

Désignons en outre par
Uoy Uyy vty Uy

) une suite:

Tt b/,—2; b/,——2; b/,—l; b?,—l; by,(), b/,O) b/,l) br.la by,lfa {’/,‘2) v
qu’on obtient en répétant 2 fois chacun des termes de la suite
(“0) Ay vy ar)'
De cette manivre le symbole (“0’ Gy = o Gnezy 1y g) repri-
Aoy Qpy » 00y Uyozy Uy 1y 4
sentera la suite (J') pour laquelle la suite I est exprimde par le sym-
bole (a,, a;, - -, G 2, Qi)
En appliquant ces mémes notations aux suites o, ot |, auquelles
ne correspondent aucunes suiles U, nous représenterons la premivre
<
d’elles par le symbole (i) et la seconde par (é) .
Gy, gy oy Gy
oy Oyy oo my Uy
[.a manitre de les obtenir l'indique suffisamment.

Les suites (a,, o, -, @) et ( ) sont périodiques.

Pour trouver le nombre wm, et la somme s, des termes renfermdés
dans une période®) de la suite («,, «,, - - ., @) remarquons les relations

(1) Mgl == My -+ Sy,
(2) Syt = My lypt = S (g1 —1)
d’'ott Yon déduit

Syt == Ny = (@oepr — 1) s
De mé&me on trouve
3 5, = M,_1 + (a.—1)m,.

#) Ici comme dans toutes les discussions qui vont suivee 1l g'agit de périodes
avec le minimam de termes,

Mathematigche ‘nnalen. XVII 26
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En substituant cettc valeur de s, dans la formule (1) nous aurons
(4) My == A1y ~}- Mlyeey
Les formules (3) et (4) et les égalités évidentes
my=1, m = g, 1

m

nous indiguent, que les fractions 1;:—1 et —~ sont irréductibles et égales
3 m,
respectivement &
1 1
QG + — a, — i
/+a’7+1+'. ’ * 1+ay—|—1+.
4+t e
a4+ 1 a1
@y + 1 a4+ 1
Quant au nombre et & la somme des termes, renfermés dans une période
de la suite (“ua ag, Nx) , elles sont respectivement le double de
Qyy Qg 0 0ty Oy
m, et le double de s,.
§ 2.
A chaque suite (@, @, -+, @, 1, a,) correspondent plusieurs

périodes différentes qu'on obtient de 'une Celles & T'aide de substitutions
circulaires de tous ses termes.

81 par exemple
N By Cyy Uy v v vy Opg,y Op—1y On
est une des périodes de la suite (o, a,, -+ -, @x—, «,), tontes les antres
périodes seront

Uoy gy v * vy U2y Oy, Upn, O,

Cygy wvme e y Gm—1y Oy Gy Oy,
(T o

Cy—1y O,y Cpy gy =00 " tey Oy g,

Cmy, Oy, Oy, Cgy ** ) Gnegy Oy,

Nous nous oceuperons particulitrement de deux de ces périodes.

Désignons l'une d’elles par [ay, @, - -, @x-1, a,] et admettons
qu'elle soit la période TT,; désignons l'autre par le symbole
{“o’ Qpy v 0y By at}

et admettons qu'elle soit
{1y Cyy Qugay =t 0y Umy Gqy &gy =70y Oy,

Formons de TT, et de TT, les nouvelles périodes
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Opgr — 1 By — 1 Bypy — 1
N y  Qut1, g gty * v vy —m—, (¥ EK]
&y 2 %
et
®ypq — 1 Gy — 1 Py —1 Gyyy —1
gy, y oy gty S—————, ﬂx_{_l,»—v—-a’...’ax_‘_l,\—w——/
" C o Yyt

et entendons nous de désigner la premiére par {ag, ag, -+ e, G},

la seconde par [a,, @y, - - +, 0, axg1]. Ce proeédé peut étre considerd
comme une régle générale, car il ne contredit cn rien les principes
établis précédemment & l'égard des suites (a,, a;, - - -, @, ayp1).

1l nous donne les moyens de déterminer successivement les périodes

[a0) &l {“0’ @y, “’2}; @y, ay, ay, @3],
et

{ao; “1}, [ag, @1, @], {“o; @yy gy g}y v

les périodes {a,} et [«,] étant counues. La suite (a,) se compose de
termes égaux & @, par conséquent les symboles {a,} et [a,] I'un et
I’autre désignent une méme période & un scul terme a,

De cette maniere les symboles {ao, @, a,} et [ag, ag, -+, @]
sont complétement déterminés.

Par exemple [a), a,| et {ay, a;} seront

ay — 1 ay — 1

a“ e d et ——y a1-
[ @,

§ 3.
En comparant les périodes TT, et TI, avec n'importe laquelle des
périodes TT

Coy Cutiy * 00y &my Gy &gy <00y o1,
nous trouverons toujours parmi les différences
Oy = Oy Oy — Owtiy " * ) Omead1 = Qo Oz = Cyy - 0y Oy — Oy
quelques unes différentes de zéro dont la premiere sera égale & - 1
et la derniere & — 1. De méme parmi
Oy — Qoyy * ¢y Op—1 — Gy

la premiere des différences non égales & zlro sera — 1 et la der-
nitre + 1.

En effet la propriété ci-dessus mentionnée distingue évidemment
[a, 1] et {a, a,} Yune de lautre et de toutes les autres périodes

de la suite (g,, @,):
26%*
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g — 1
— Oy, ) — 1’
ay — 1
— 1, 1
‘—r—" a a4, — ay ~—
a, — 27 1> 1 1
ay — 1
ay— 1y a4y ~——.
g ~— 1
© La loi de formation de ces périodes [ay, @, < -+, G, Uzta] €t
{a9; @y, ***5 @u, Gupr} nOUS Montre en méme temps quelles jouissent
de cette propriété toutes les fois que les périodes [ay, a,, « - -, @]

et {ay, ay, -+, a.} la possédent.

Notre théoréme a donc lieu toutes les fois qulil y a plus d’une
période qui correspond & la suite (a,, a;, -+, a.).

De méme il est facile de démontrer que le premier et le dernier

~

terme de la période [a,, @, - - -, a,] sont respectivement égaux a
Bry Ax — 1

et les autres termes de cette période forment une suite symmétrique
dans laquelle deux termes également distants des extrémes sont égaux
entre eux,

Enfin la période {a,, a;, - - - ¢y} est inverse i la précédente.
§ 4.
En vertu des résultats précédents le maximum de la guantitg

2

4

L

*

Gor Gy m vty a”) est égal &

0y @yp 0 0y Qa

pour la suite (

ot la valeur de & est déterminée par le développement

" 1
55=“1+;F 1

et celle de 4’ par le suvivant
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- t
T=SMTET 4

oyt 1
o+ 1
n/
’ 1 . . . . .
La somme § - s peut étre facilement exprimée a V'aide des fractions

’

irréductibles —g et g— respectivement égales a

1
@+ o F 1
@t _ 1
o, + 1
%1 - . + 1
o1
PO |
o
et
o + __!_
! oy L
o, -+ o
“m-—l + — I;:Ei_
@1 .
-+
a1
3

A cet effet remarquons que & est égal & la racine positive de V'équation
RQE—(P—-@)E— P =0
et :{1" a la racine négative de la méme équation

Nous avons par conséquent en vertu d’une formule connue

. t PPN
5) le maximum de T =V”@“+(“—£—) .
§ 5.
Les nombres a,, @y, + -+, @1, @, dans les symboles
a * s e a -
(a(])al)""a’”;“l’ a%)} (a;):'..:a:)7 [alo,-- .,(li., {a0,~. - a”}

par la nature méme de la question que nous discutons sont des entiers
positifs, Nous croyons utile cependant d’étendre la définition des
symboles sur le cas g, =0.

Convenons de déduire & l'aide des mémes procédés que nous avons
employés pour a, > O les séries
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O, a1y ay, *++y 0y ), (

0, a, ay, -+, ax, a"""l)
0y @y ayy 0y Gy @up

de la série
L. (0’ Qy; Gy, v 0y ax)
et les périodes
(0, a1, ayy -+ 25 Guy Q] {0, Gyy Gy w00y Guy ”"-H}
des périodes
{O; @y Gyt 7 7y dx}, [O: Ay, Gy, "'7“”]'
De cette manidre le symbole (0, a,), par exemple, représentera
a;— 1 a; —1 ay — 1
cy S, By ey By ey Gy 0 et
0 0 0
ou simplement
Tty Byy By @y Qyy vt
En général il est facile de voir que les symhboles

) 0’ a,]’ sy, s ) ]
0, ap, -y a")’ (0, Wy vy @ ); [0, a, - -, Q)
? ] %

{07 Ay * 0y a/z}
sont équivalentes i

a"-..’ (‘tz

(@, <+ 5 ax), <a1,--- a,e)’ Lag, » s axls ‘{“1:"';(1;:}-

b

§ 6.
Introduisons encore une notation nouvelle. Si les périodes

@yy Ugy w07y & -A7
ﬁt; ﬁz) ) 53 B;
Viv Yo, 00y ¥r G,

. . . . .

. . .

§1, g'u RS gn r

sont telles que pour obtenir 4 nous devons écrire successivement b
fois la période B, ¢ fois O, - - - et f fois F, nous dégignerons A par
la formule symbolique
A=bB 4+ cC+ -4 fF,
qui indiquera clairement la maniére dont 4 est formée.
En appliquant cette notation pour exprimer la maniére de com-
poser les périodes [y, @i, - -+, @xy Guta] et {ag, a, - -

vy Ux,y ax-}-l}-
nous aurons les formules:
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Lty gy ooy vy Apa] = [Orna] 4 Cuf@us — 1] 4+ a4
+ o, [a*/—l-l — 1] + [(lz-}«z] —-]L— e, [“x+1 - 11
(6) ot + o laed] + apa [t — 1]

{%’ Qi = iy QZ+1}=“1 {0,¢+1 - 1} +{“/+l} + ey {az-H— 1}
+{ax+1}+"'+“m{ad+l"“l}+{“x+l}a
ol
{“M} e -+ {Ofm} + {0(1} +-- 4 {aﬂ-l} = {%7 Ay - v vy ar}

et
[“1] -+ [“2] +-- -+ [am] = [a[)’ Uyy = v =y Gy).

81 % =0 les formules (6) se réduisent aux suivantes
0 { [ag, @] = [&] + ayla, — 1],
{a, &y} = ay{a, — 1} 4 {a,},
olt @y + 1 et @, sont des nombres entiers positifs quelconques.
En posant ensuite dans les formules (6) % =1 et prenant en

considération les formules (7), nous trouvons que pour former la période
L@y, @, a,) il faut écrire successivement «, fois la période

()] + (@ — 1) [a, — 1]
Loy | 4 ay[ey — 11,

et pour former la période {a,, a;, a,} il faut éerire une fois la période
by { s — 1+ {a}
et ensuite @, fois la période
(o — 1) {ay — 1} + {a,}.
Cependant en vertu des mémes formules (6) on a
la] + (@, — D) [a, — 1] =[a, — 1, ay],
@ {az - 1} + {az} = {“‘1: 0"2};
la] + ayla, — 1] = [ay, o],
(ay — 1) {a, — 1} + {a,} = {a, — 1, a,} .

[ag, @y, an] = ay[a, — 1, ay) + [y, )],
{“0; @y, Ayp = {an a‘)} + @ {“1 —1, “2}'
Passons maintenant au cas plus général. Soient
@, 6)7: 9P, @,
«, 8,9, .- ) 9,0,
“”: ﬁ”: 7”: """ ] A’Hi &

et une fois la période

Done
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les périodes correspondantes
{05 Qg5 Ggy + oy Gmia},y

{“1: @y * 2 ail—-l}
et

{“1 -1, a, -, 021—1}
et supposons, que l'égalité symbolique
(Ta)  {ay, ay; ag, -+, ai‘l—l} =ay {a, — 1, ay, -+, Gz}

-+ {“1: gy ~**y az¢—1}

a lieu.
Alors il s’ensuit des formules (6), que la période
(@) @1y @gy « <5 G2i1, a21)
gobtient si Yon éerit successivement a, fois la période
[az] + «"[ass — 1] + - - - + [a2)] + p"[a2; — 1]
et une fois la période
lasd] + &'[aze — 1]+ - - - + [@2e] + 0'[az, — 1.
Cependant les mémes formules (6) donnent
(@2d) + &"[azs — 1] + - -+ + [a21] + ¢” (@2 — 1]
T =[a) —1, ay, - -+, asi1, (]
lass] + o'aes — 1] + « -« + [az)] + o'[ae; — 1]
= [ay, ay, - -+, G211, @21]-
Done si I'égalité (7a) a réellement lieu, on aura
[ag, a1, > ) G241, ag] = ao[ai — 1, ay, -+, Gai_1, sz
-+ [a'u Qs = 'y A2p—y, aw]-
De méme en supposant V'une des égalités suivantes
[@gs @1y gy - -+ Ou—a] = [ay, Gy, oy 0200] + ag[@—1, @y, - -+, B2,
{ag, @,y * - - @ai} == {ay, Gy, ->ery @y Fag{a—1, @y -y i},
(80 @yy @y 7y G2 =a[a—Yap 0] + [ay, @y, aal],
nous avons l'une des égalités correspondantes
{%g Ayy g, * * 2y Q2p—1, aﬂ} == {0;; Aoy = vy Oy, ﬂm}
+ ay{a,—1, a5 - - -, G, Gai},
[ay, @)y agy - -5 Gsiy Gagd] = [ay, ay, <+ -, a3y Gar]
+ afa, —1, a5, - - -, a1, Q11
{“o: Ay gy ***y O31y “N+1} ‘=‘%{a:“‘ 1,ay,+ -+, 034 asz+1},
+ {81 az5 * - -, a2y “N-!-l}'
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En comparant ces résultats avec les égalités (7) il est facile de

voir qu'on aura

{“oa A1y gy

(8)

ot t; aﬂ—" 1,661, @yy®

yuelconques,

{ g, Qs Oy *

(@, yy @y, v+ 5 O2ea] =[Oy, Gy, -+, Basi]

+oala; — 1, ay, -« -, ag4],

oy u/‘zt——.l} =a,0{a1— 1; a/Q, t a?t——l}

+ {“n gy * - %y a’2t—1}7

+ [ay, ay, - - -, 024,

‘s “Qi} == {ai') Aoy * + *y dz;}

@y, gy @y =+ <5 G2:] = aglag — 1, @y, + - -, ag4]

+ 4, {“l — 1, ay, - '7“21}7

vy Uiy, @y sontt des nombres entiers eb positifs

En substituant «, - 1 au lieu de «, dans les formules (8) nous

aurons

(oo + 1,0y, -
{ag+ 1,0, -
ey + 1, a, -
{a0+ 1,ay, -

D'ou Pon déduit

(9)

[“0"*‘ l-)“’!"'
{fag + 1, a4, -
e+ 1,a,,

{(l(,+ | PNCOTRR

5 Q1] = (@, Uy v vy G2e]

F(a+1) oy — 1,0,

ey gt}

Gy} =(ay+ 1) - {o, — 1, ay,
+ {all} 02, S } a?t—l}?

G oagy] =(g+ 1D [a,—1,a,,--

A+ lay, tgy 0oy (7/2:],

) “‘at} = {“17 Qs = * 2y C‘Zt]

+ (2 + 1) {“1—17“27"

.y dapy] = [‘10’ Gyy oy “23-1)

) Ctzz—l] y

N

) a?t}-

+ [a’l - 17“2’ Tt (tm_.ﬂ,

+ {'ZO’ Tyy vy a’2i—'1}7

+ [ags ay, - - -5 024]

i a‘?t} "-—:{a())al)."ia?t}

) a2z] = lal"‘ l,a.l, Tt a‘u]

‘s a2t~l}' =~{Cl1_‘ 17 Aoy * * 7y 0»2(_.1}

+{a — 1, ap, - ey Gy
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§ 7.
Soit maintenant
aM ==
. Qyy By ® - vy ax—MQ .
et passons aux suites dont nous avons particu-
Qos Apy * v vy Ay, 2

lisrement & nous occuper. Dans ce cas en vertu des résultats du § 3.
nous avons

1
o e
a1
am—~l+_1
“m~1+'.'+ 1
w1
a1
oy — 1 + 1‘
1
T 1
BTt 1
A“2+‘_}__
ag -, 1
%, 1 L
#pyt_ 1
e, |1

La premiere de ces fractions, conformément aux notations du § 4.,

est égale & P—Z?& .

En outre en vertu de formnules counues de la théorie des fractions
confinues nous avoys

P—-p 1

o —ataF 1
@pt_ 1
“m——l+,, 1
am—1+'.'+ 1
ot 1
w1
et ensulte o — 1
Q—¢@ _ 1
Q 14 1
a1—1+ 1
o+ 1
B2
-+ 1
o, -+ 1
“m—-l_}',}__
o, 4 1
Pk
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Ainsi de 'équation (10) nous avons

P—29 _ @—@

4
ou simplement
(11) Q) =3¢— P
En substituant cette valeur de @' dans l'égalité évidente
PQ —P@=-+1
nous obtenons pour la valeur de P’ l'expression
12) P=3P— P’é“ -

Les égalités (11) et (12) nous permettent d'éliminer P’ et @' de
la formule (5).

Gyy Ops =+ 0y Uyety 2

;) la formule

Nous avons done pour la suite (
Uy Gyy» vy Uy, 2

sulvante
; i L/ 1,
(13) le maximum de - __.]/4 — o
Remarquons encore que les formules (11), (12) et (13) peuvent

1
1

2
étre appliquées aussi et aux suites <2> et ( ) si mnous admettons

pour la premiére

P g1 oy P
a—-—Z—}— 5 et % 2
et pour la seconde
S T 2o
@ 1 e )

Donc pour calculer la valeur du maximum de L, il suffit de
connaitre la valeur correspondante de . Quant aux nombres ¢, nous
trouverons pour les exprimer des formules correspondantes aux égalités
symboliques (9).

§ 8.

Solent

P, 1 P, 1
,_."‘»_____2,{.____ " LIS, 0] T ,
Q -+ ¢ +_

ot ¢ «t+ w : L

-
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Puw 1 P, 1

—_ o [ o
Q,u’w 2+ M’"l'__l,, b Q;L’w——ﬂ-)l'—l* ”_,'_—1_
et pt-
-+ ! + 1
at 1 o F
w1
2

+ 1
A 1
it 1
24 1
‘P,u,m"Q,u,w
et
Po: w 1
r, =2 —
Qa,w + et 1
«F
1
iFE 1
__+ ’
24+ 1
Pyl ot @ w

six fractions irréductibles pour lesquelles
Qo2 =3@u1 — P,
(lla‘) Qf:,w_—"SQ.u,w““P,u,wa
Qo =3 Qu 0 — Pou-
En vertu de formules connues relatives aux fractious continues
P iQer — PoaQar=—+1,
anwa:,w - PA:’wQﬂ-w =1,
Pa,ch;.w - -Po:.wQa,w = + 1»

et encore
-Pa,w = Pa,lP s + Pa?,l@,u,w, —Po:,w: Pa,lP;:,w + -Pa:,ﬂ. ),l:,w’
Qa,w = Qa,lP/t,w + QQ”:Z Qﬂ)w’ Q‘;vw = Qa?l P,Jw + Qolls"' Q}:’wj

d'ott en vertu des formules (11a) nous déduisons

’ « Iﬂa i +1
Pa,7.=dPa,l '—'*'@;T,
< .P2 1
(12a) Pow=3Puu — ‘"‘%‘ﬁ—,
Hy @
Py 3P, — et
A a, Qa,w

et
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P, +1
Pa,w == Ly i Pa,w + (3-Pa’,7- - HW) (L)gz,vn
(14) er,w=Qa,1Py,w+ (SQa,l - PaJ)Q#mU

Phwt!

Q0 = Woya (3 Ppw — Qu‘w‘*‘) + B €oa — P, 1) (30, 0—Fi)-

En substituant ces valeurs de P, ., @u e, Qs dans la dernitre des
formules (11a) nous auroas

P2 o+1 ,
Out (3Pue =421 ) + (3ur — Pu) (3G Prs)

s

1)2
=3Qa,l Py.w‘l‘ 3(3Qu,l'_-Pa Z) Qy,(u"‘—Pa,l P,u,w“<3 Pa,i. — ”aé‘l—'i— l) Qu,w

¢ui devient aprés quelques simples reductions
(15> Qi,l—l_ Qi,w—l_ (Qﬂ,wl)a,l— Py,w])a,l)2
= S(b)a,?- Q,u,w(@y,mPa,l— Py,wQa,l)-

Quant & la quantité

Q#, [ -Pa,l - P,u,m Qoe,l
on voit, quen vertu de la seconde des formules (14) elle cst égale a

3 (()a,l Qﬂ,w - Qa, W
Nous pourrons done écrire au lieu de la formule (15)
Qi,l + Qi, @ + (3 Qa,i. Q,u, 1) Rt Qa, w)2=3 Qa,l Q,u,w (3 Qa,l Q,u,w - Qa, w)

d’on
(16) QZ,1+ Q:)L,m+ (")Z,w=3 Qa,l Q,u,wQa,w'

§ 9
De ces considérations générales et des formules (9) et (11) il suit*)
Q@ {ay+1, @y, dy, -+ -, Gy, 23+ @ {ay, @y gy -, e, 2}
+ @ {a—1, ay, - -, 4y, 2}
=3 Q{ay+ 1,y e, ety 2} - @ {y, @y, @y, -y @, 2
cQ{y—1, a5 -, 00,24

(17

*) Nous désignons généralement par le symbole @ {a, 0, ¢, - -+, 1} unnombre
Q (§ 4) correspondant & la période {@ b, ¢, -+, 1}. De méme les nombres
P, P et Q correspondants & cette méme période {a, b, ¢, - - -, 1} seront designés
par Pla,b,e -, 1}, P la b -1} et ¢ Labye-- 1},
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ol
x— 11 w0+ Iv Qyy Qgy * ¢+ *y Ax—y,
sont des nombres entiers positifs quelconques,
En vertu des mémes considérations nous avons

Qz{“o+2,a11a2:"‘»ax—1;2}+Q2{“o+11“1!“2:"';“x~172}

4+ Q@ {3 —1,ay, o , 1,2}

=3¢ {ao+2ra|aa2,“':“x—l’2} - @ {a+1,a4,0,, ’aan—112}

- Q {ay—1,ay, e yan1, 2},

(18) Qz{ls%‘*‘l,al:""“x—la2}+Q2{ao+17“u“‘ 7“#—113}
Q2 {ay, ayyeeneeenes 1,2

== 30 {l,a0+l,a,,---,a,,_1,2} <@ {a+1,a;, 01,2}

l c @ {y, @y e Jax1,2} .

En comparant la formule (17) avec les formules (18) nous obtenons

Q{a0+21 Qyy -t oy a%—lr2}+Q{a’0) @yy vc- y Ax—1, 2}

(19) —3Q{ay+1, 4y, 5 451, 2} - Qfa,—1, ay,e -, Guc, 2})

( Q{ao+2’ Qyy v v %y A1y 2} 0

—_— Q{“O) Qpy v v oo . a“_l,Z})
et
% Q{lL,a+1,ay, -, a1, 2} +Q{a;—,ay, - - -, 0,1,2}
(20) (_3Q{a0+1, Gy ey aee; 2) - QLay, gy, - - -,ax—1,2})

( Q{l,a+1,ay,-- -, a,,.;,?}) 0

— Qe —1,a5 -, 801, 2)
Or il n'est pas difficile de voir qu'on a
Q{a+2, ay, <+, Gty 2} > Q{ag, gy -+ 0y 1, 2}
Q{Lay+1,ay, - au1, 2} > @{a;— 1Ly 00, 2}
Done en divisant (19) par le facteur

Q{a+2, 8, -y G2, 2} — Q@ {ag, @y, + - 5 Bp1y 2}
et (20) par le facteur

Q{li ao“!"'l, @y; * 4 ry A1y 2}"“@{“1""’11 Ggy ** %y ax—1;2}
nous aurons définitivement

et
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Qag+2, ap, - Grty 23+ Q{ay, ay, - oo - ) Gty 2)
SQ{a, — 1, ay, -, G, 2} 'Q{ao + L oa, e, G, 2}7
Lo+l ap oy a1, 23+ Qlay — 1, a9, -+ -, a4, 2}

_ 3Q{a0, @y o ,ax_1,2} -Q{ao_;_},a“..., (,7_”2}.

@

Ces 6galités donnent un moyen facile de caleuler suecessivement les
nombres ¢ lorsqu’on connait

{2}, @1, 2}, {22}, - -, @{a 2}, Qlat1,2}, ...
et

Q{1,1,2}, @{1,2,2}, -, @1, 4,2}, ©{1, a+1,2}, . -

Pour ces derniéres quantités la formule (17) donne
(22) Q@ {L a2} + @ {a2} + @ {a— 1,2}
=3Q{l,4,2} - @{&2} - Q{a—1,2}

@ Ctant un nombre entier positif guelconque.
En ocutre nous avons

Q{l} ==1, Q{2}=2) Q{112}=5:
@ [Plos =t L), Pla-12 =003,
Q’{LL,?}=Q{&—],2}, P'{a—l,?}_—_Q{a—-],?}

d'ot en ayant égard aux formules (11) et (12) nous déduisons

Q{2} =3¢{1} -@{1} — {1},
(24) e{1,2} =3e{2} -e{1} —e{1},
Q{a+1,2} =3¢{a,2} - {1} — Q{a—1,2}
et encore
{1} +e1p  Je{1p=3e{1} -@{1}-¢{1},
@) {e{ey +e{1y  +ef{p=3e{2} -el{1}-¢{1},
@ {a,2} +@*{a—12} +@: {1} =30Q{a2} @{a—1,2}-Q{1}.

En comparant enfin I'égalité (22) avec la dernitre des dgalités (25),
en vertu de l'inégalité

Q{1,a, 2} > {1}

nous aurons
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(26) Q{])a:2}=3Q{a72}Q{O"—LQ}”‘Q{I};
Done pour trouver @ {1, a, 2} il suffit de connaitre ¢ {a, 2} ot
Q {a— 1,2} qui s'obtiennent facilement des formules (24).

§ 10. -

Disons encore quelques mots sur la résolution en nombres entiers
et positifs de Véquation

(16a) 2t 4y 4 2t = 3wys
que nous avons obtenuc & la fin du § 8 Cette équation est symmé-

trique relativement aux termes inconnus z, ¥, #; par couséquent, con-
naissant U'une de ses solutions

=0, Y= ﬁ) g ==y,

il sera facile d’en trouver encore les cing suivantes:
T=0, Y=y, &=p;
v=8, y=vy, #=0a
e=8, y=e, 2=y;
r=y, Yy=u«, z2=_4§
r=y, y=4§, z=nu0.

Ces six solutions peuvent, évidemment, étre differéntes, nous les envi-
sagerons cependant comme une seule et désignerons par

x, Y, 2=u0,f,y
Cela posé les formules du paragraphe précédent donneront les solutions
suivantes de 'équation (16a)

x,y,Z:Q{l}, Q{l}; Q{1}5
%,Y,2= ¢ {2} Q{l ;(0){1}5
x./;z'— {1 2} Q{Z}I (){1}7
%M_ WZ}thlﬂ Qﬂ}

x,y’,ﬁ—-—- {1&2} Q{a72} Q{“_12}7

Q)

x,y,z_ {ba,z} Q{b——1a,2} Q{u~12}

x%z"—Q{l)]v‘) ';(’72} Q{l ?«77 “)2} Q{J 1,4, “,2}5

Supposons maintenant que la méme équation a une autre solution
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2, Y, a=0, B,y
qui ne se trouve pas dans 'ensemble (Q).
Dans ce cas les nombres «, 8, y ne peuvent &tre tous égaux
entre eux, car si

. (){:’:‘ﬁ:j}’
la solution
X, Y, 8=, /ja 4

doit &tre identigne & la premietre des solutions (Q).
Donc si o est le plus grand des nombres e, f#, ¥ et » le plus
petit nous aurous

e>pB>y et oa> .
@t + 7 4y =3efy
3y > o> py.
En la résolvant par rapport & « on trouve

8By + V962t —4(p2+ v
2

I’équation

nous donne

o ==

Des deux signes - c'est 4 qu’il fant garder, car nous avons pour
toutes les valeurs entiéres positives de f et de

367 — Vil <17
9o~ - < fy.

11 en résulte de la

3
3y > >, By

et la différence
3By —«
se trouve comprise entre U et o.
En la désignant par & nous trouvons

B+t 4 00 = 3pp0.

Done de la solution donnée:

T, Y, s=u0,f,y
on peut déduire une autre

z, Y, 2=0,y,0
B+r+o<et+Bf+y.

Cette nouvelle solution aussi n'est pas comprise dans 'ensemble (Q),
parceque dans le cas contraire la premiére solution

x, 4, 8=23y—90, B, ¥y
devrait aussi étre comprise dans Pensemble {Q) conformément aux formules
du § 9. Cest pourquoi en transformant la solution

.

ou
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33,?/,2:{)', 7";6

d’'aprés le procédé indiqué nous aurous encore une solution

z, Y, 2=p,79, 0

qui n'est pas comprise dans 'ensemble (Q) et satisfait & Vinégalité

B4y +o<ptv+o

En continuant & discuter de la méme manitre, nous aurons une suite
infinie de solutions de Véquation (16a)

z, Y, &=« B, vy,
T, Y, ::"57 Vs 67
z, Y, & =§, 7, v,
%, Y, =B p", 9,

et une série infinie déeroissante de nombres positifs et entiers

«tBty, BAyr+o, FHy 40, piHy 0,
Ce qui n'est pas possible, car il n'existe quun nombre limité de
nombres positifs entiers moindres que la limite donnée

e+ B+

Par conséquent toutes les solutions en nombres positifs et entiers de
lequation (16a) doivent &tre comprises dans Fensemble ().

Table des périodes {a,, a,, ---, ax} pour les valeurs de x
moindres de 6.

Eg’,”e‘s’ {x} {y..l,x»{—i}; {6—1,y,w+1} I {8—1,6, y,{U+1}
o ;_ y—1fois » l VRREEE x| yv.j ..... x# M
) TN x+] ) I x+1 | S x—l—l

y—1- =1 [y—1- 2
% 1 d‘-1{1 ....... 41 6“111 ....... x4 1

5 Yoo
P | BT x_l_]
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bios {n—1 88 yet1} ! {9—1,m,¢68 y,2+1}
i I
7} ....... m i ?} ....... x
. 1. x41 , |
’ y—1l..2 p—1-vx
9 Al{l ....... x_+.1.l g \1{1 ....... a:'_i_.l
? ------- x 1 y ....... x
VT z41! Teeenns z+1
—1..z | 1z
i N
#—1
y ------- X 2} ....... T
| T m_.l_l 1.000e.. a;_]._l
g1 §—1
6—1{?’*1 x 6»1{7—‘1 x
']_1 1.e0eenres x+] ”_‘1 1.0t g;_{_l
y ....... x 7 ....... w
. P Teveenns z+41 ) RPN z4-1
® y—1-.. 2 yp—1...x
Pg 6{1 ....... x_,l_l 6{1 ....... $+1
- porenen. m
‘;: \ 1.....00 z-41
y—1..x
6_1{1 ....... x_]._l
y " x
1..00sit 41
) TIPS |
( y savese
* | IETTRTIN z+-1
e—1 1
J“l{i :+1
Ki
?t.onva-$
1 titstd-x-.’_]
y—Tes
{ 6{1 ....‘.;gv‘..*..l

Remarque. Le lecteur trouvera les mémes périodes dans la table, djoutée
au tome I de Pouvrage de J. Bernoulli; ,Reoueil pour les astronoment®

Paa—

m‘



