
Sur les formes quadrat~ques binaires inddfinie~. 
Par 

A. MA~xor~" 5 St. Petersbourg. 
(Sgcond mdmoire.) 

I1 a dtd demontrg dans mon premier mgmoire*) ,,Sur les formes 
quadratiques binaires inddfinies", qu'h, route elasse de formes binaires 
quadratiques d'un ddterminant positif donng correspond une certaine 
suite dgterminde de hombres posififs entiers 

(J) ' ' . ,  ~z-8, ~z_2, c~_l, O:o~ as, cz 2, % ,  . . .  

et rgciproquement; le rapport entre 2 I/D eL le minimum de ces formes 
est dgal au maximum de la somme 

1 1 2 
~-+-~+l+__ I + ~ - 1 +  l L~' 

%+~ 4- ". . %_~-4-'. 

off l'indice x est un nombre variable. 
Apr~s avoir fair diff@entes suppositions relativement h la suite 

(J) eL avoir vari6 l'indice x, je suis arriv6 aux rgsultats suivants: 
I. Pour ehaque nombre positif 

2 

on peut trouver une quantitd infinie de suites (J) satisfaisant '~ la 
condition 

L ~ l  

pour ~oute indite ~. 
II. A tout nombre positif 

l >  :~ 

donng correspond un nombre timitt~ de suites (J), satisfaisant h la 
condition 

L , >  t 
pour route indice x. 

*) Mathemal~ische Annalen, Band XV., p. 381--406. 
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Ill. Si la suife (J) satisfait h ]a eondif~ion 

3 
pour route indiee x, da~s ce cas il lui correspond nn certain systbme (q)) 

� 9  " ,  "/0--2~ ?~/2--1, ~)0~ qJJl~ ~ 2 ~  " " ~ m ~  

(r . . . . . . . . . . . . . .  
�9 �9 "~ 8 - - 2 ~  S _ ~  8 o ~  8 1 ~  S ~  - �9 �9 S ~  

qui se compose d'un hombre limitg de suites 

W~ V , ' ' - ,  S, R ,  

dont W ne conticn~ clue des termes 6gaux 
�9 �9 .~  W O ~  ,~r W ~  ~,0(}~ �9 . . 

ot routes le~ antres se dddnisent les unes des autres d'apr~'s la forme 

,~)0~_ 1 ~ o _ _  1 V ~  ! 
�9 , ~ j ( }  ~ V O :  ~ �9 , �9 V , ,  

~lJ 1 ~~ ~r 

. . . . . . . . .  , . . . . . .  o �9 

�9 �9 ~ . . . . . . . . . . . . . . .  

8 1 80 81 

cnfin la suite (J) peut t:tre raise sous la fbrme 

1 1 I 
. . . , 2 ~ 2 ~  ~r-~_l, 2~ 2,~-~'2f0 2, 2, '-~..-2r~ 

Je me propose de d&crminer dans ce second mdmoire ]a p~riode de ta 
2 

suite (J) et le maximum de la somme s , les nombres 

�9 . ,3(} ~.o '/2% -~ 

~tant connues. 

w  

Modifions quelques unes des notations pr6c(~dentes afin de facili ter 
les discussions qui vont suivre. 

Posons 
"t~ 0 ~ Oq} ~ V 0 ~ Ob l , " " " ~ .SO = ( l  n - 2 ~ ~,,0 :._~. G ~ n - -  I 

et dgsignons les suites 

w, v, . . , s , ~  
par les symboles correspondantes: 

(,.,), (a,,, a , ) , . . . ,  ((,o, a ~ , . . . ,  (~,,_~), (~o, a l , . ' . ,  ,,~_~, a~,_~). 
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L e  symbole (%) repr6sente la suite 

�9 " ' ~  (~q)~ (~o~" 0 ' 0 ~  H O ~  ~ t o ~  " ' " 

le  s y m b o l e  (ao, a,) - -  la shire 

a. l - -  1 a t - -  1 a~ - -  1 
�9 " "~ ~1~  ' - - ~  al~ ~"~- '~ (/17 ' ~ e - - ~ ;  , �9 "~ 

ao ao ao 

eL e n  g6n6ral si (ao, a l ,  - . . ,  a~) repr6sente une suite 

�9 . . ,  G _ o . ,  b , , - 1 ,  G , o ,  b~ , l ,  G,~, " ' "  

1~ s u i t e  (a0, a t ,  . . . ,  a~ ,  ay+t)  peu~ i~re raise sou~ la forme: 

a , ' + i  - -  l (~x- t - i - -  1 a , z +  t - -  1 a f @  1 - -  [ 

b~. ,, br 1 br.,o b. 

l ) ~ s i g n o n s  en outre par (a0, a~, . . . ,  a~) une suite: 

"" ", b . , - ' 2 ,  b . ,_ ,~,  b . , - ~  b ~ , - t ,  G ,o ,  b.,o, b..,~, G ,~ ,  b.,~, @,2, "" 

q u ' o n  obtient eta r6p&ant 2 lois chacun des termes de la suite 

(%~ a ~ ,  . . - ,  a ~ ) .  

De  eerie nlanibre le symbole kao,(ct~ at ' " " .," a~, __~ ~ ' a,,_a'~- t , ~ ' 2 ) r e p r , : -  

s e ~ L e r a  la suite (,J') pour laquelle la suite lg esL exprimSe par le sym- 
b o l e  (ao, a~, . ,  a,, .~, a,,_~). 

E n  al)pliquant cos m&nes notaLio,.~ aux suih,,~ Jo et J , ,  aUtluelles 
n e  correspondent  aucurtes suites ]~, nous repr&enterons la promibre 

d ' e l l e s  par le symbolo ( I ) e L  la seconde par __(~)" 

 uitos (, , , ,  ., < , , , . . ,  
',,a O ~ aq ~ ~ (( 

L u  manibre  de les obtenir l'indique snffisamment. 

P o u r  trouver le nombre m~ et la somme G des termes renfermds 
d a r t s  une  p6riode*) de la suite ( % ,  a , ,  . . . ,  a~) rem~rquon~ les relations 

s,+~ = m,~a~,+, + s~ (a~+, - -  1) 

s , + t  = =  m , .  + ( a , + t -  1 ) m , + ~ .  

D e  tuG'me on Lrouve 

( 3 )  s, -~ m,_~ + ( a , - - l ) m , .  

*) Ici comme dans toutes les discussions qni vont ~uivre 1l s'agit de pdriodes 
~L~reC |e minhnlln~ de refines. 

Nlathem. 'Ltisehe ~,nnalen. XVI I  2G 
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En substi~uartt eerie valeur de s~. dans la formule (1) nous aurons 

(4) m~+~ ----- a+, m,, + m~_-,. 

Les formules (3) e~ (4) et les 6galitgs 6videntes 

nous indiquent, que les fractions 

respectivement ~ 

mt --~ ao + I. 

8~. 
m i t t  et - - -  sont irrdductibles el, dgales 

1 1 

_ _  _ . ,o 
�9 J r -  1 . +  1 

a~ --1-- 1 a I "-1- 1 

Quan~ au hombre et ~ la somme des refines, renfermds dans une pdriode 

de la suite ( a , ,  a I, . .  , a ,~  elles sont respeetivement le double de 

m~ et le double de s~.. 

w  

A ehaque suite (ao, a t ,  . . . ,  a~_~, a~) correspondent plusienrs 
p&iodes diff6renfes qu'on obtient de l 'une d'elles h l'aide de substitutions 
dreulaires de tous ses termes. 

Si par exemple 

( T ~ I )  fs ( z 2 ;  ( x 3 ,  � 9  "~ (Zm 2~ ~ r n - l ~  O2m 

est une des pgriodes de la suite (ao, a t , . . . ,  a~.-l, c~),. routes les autres 
pgriodes seront 

. . . . .  , . . . . . .  (IT) / . . . . . . . . . . . .  

Nous nous oceuporons partieuli~rement de deux de ees p&iodes. 

Dgsignons l'une d'elles par [ao, cq, . . . ,  a~_l, a]] et admettons 
qu'elle soi~ la p&iode Tl~; dgsignons l'autre par le symbole 

{a0, a,, . . . ,  a,} 
et admettons qu'elle soit 

(Try) %,  %+~, . . . ,  c~,~, '~1, % , ' "  ", c~,-1. 

Formons de IT~ et de IT: les nouvelles pdriodes 
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ax+ ~ -  1 a t +  1 -  1 ax+ 1 -  1 

e~ 

ax+ i -  1 % + 1 - -  I az& l -  1 a x+ 1 - 1  
( ~ 7 + 1 ~  ~ ~ " " "~ ( t x + l ~  ~ ~ l x 4 - i  ~ ~ ~ " ' ' ~  g x 4 - 1 2  " - - - ' ~ ' - - ~  

et entendo~s nousdedgs igner  la premibrepar {no, a 1 , . . .  ,a€ 
la seconde par In0, at, - . . ,  cO, a~.+~]. Ce procdd6 peu~ ~tre considerg 
eomme uue rhgle ggngrMe, car il ne contredit en den les principes 
6tablis prgcgdemment 5 l'6g~rd des suites (ao, al, . . . ,  a~, a~+l). 

I1 nous donue les moyens de dgterminer successivement les p6dodes 

et 

les pdriodes {%} et [a0~ gt~nt connues. L~ suite (ao) se compose de 

termes 6gaux h a.0, par cons6quent les symboles {no} et [ao] l'un et 

l 'autre dgsignent une mSme pgriode h un seul terme a~) 

De cette m~ni~re ]es symboles {a0, al , .  �9 -, a ,}  et ~ao, a~, . . . ,  a~] 
sont co~plbtement dgtermings. 

Pat" exemple [no, at l e t  {no, al} seront 

a t - -  I a I - -  1 

a I , ~ e t  ~ ~ O~ 1 . 
G,O (~o 

w  

En comparant les pdriodes 1-[ 1 ct g 2 avec n'importe laquelle des 
pgriodes 1-[ 

nous trouverons Loujours parmi les diffgrences 

(ZI ~ ~ , '  ~ 2  - -  O; to+l  ; ' " ";, C r 1 6 2 1 6 2  (dm--~o+2 - -  tZl  ~ " " "~ ~ m  - - ~ - - 1  

quelques unes diffgrent~es de zgro dont 1~ premihre sera 6gMe '~ -]- 1 
et  l~ derni~re ~ - -  1. De m~me parmi 

l~ l~remi~re des diff6rences non ~gMes ~ z6ro ser~ - - 1  et la der- 
nibre q- 1. 

En effet l~ propri6t~ ci-dessus mentionnge distingue 6videmment 
[ao, aj] et {ao, al} l'une de l'autre et de toutes les autres pgriodes 

de la suite (ao, ai): 
2 6 *  
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a +  t - -  l 

a o ~ 1 

a j  - -  1 

ao~---- ~' a l '  al - - 1 ,  a l -  1; 

�9 . . . o . , , . �9 

a t - -  1 

a o - -  1 

La loi de formation de ces pdriodes [a o, as, . . . ,  a~., a~+~] et 
{ao, at ,  �9 . . ,  a~, a~.+l} nous m o n t r e  en m6me temps qu'elles jouissent 

de cetbe propridt6 routes les lois que les pdriodes [ao, at,  . . . ,  a~.] 
et {ao, at ,  . . . ,  a t} la poss~dent. 

Notre thdor~me a donc lieu routes les fois qa'il y a plus d'une 
p~riode qui correspond ~ lu suite (ao, a ~  . . . ,  a~.). 

De m~me il est facile de dgmontrer que le premier et le dernier 
terme de la pdriode [a0, a l ,  - - ' ,  a~.] sont respectivement 6gaux 

az.~ tt~r - -  1 

et les autres termes de eette pgriode forment une suite syn~mdtrique 
dans laquelle deux ~ermes 6galement  distants des extremes sont dgaux 
entre eux. 

Enfin la pdriode {a0, at~ . .  �9 a ,}  est inverse "~ ]a prdc6dente. 

w  

En vertu des rgsultats prgcgdents le maximum 
2 " �9 ax"l L~ pour la suite (ao' al, ", .] est 6gal 

\ a  o, a I ~ �9 a~. 

oil la wleur  de ~' est ddtermin6e par le d6veloppement 

1 

~i" = -,  + % , +  i 

~ +  ...... 

am_ I + 1 

" -+  1 

u~ "4- I 

et celled, ,  V' par le suivant 

de la quanfit6 

1 
u~-~ Z 1 
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__A_' 
1 

~2 --]- "~ 
.+ 1 

%n Jr" 1 
%,~-4- 1 

atJ- 1 
"-"7- 

1 
La somme ~'-f--~.- peut 6tre facilement exprimde h l'aide des fi'actions 

B _P' 
irrdduetibles ~-  et -Q~ respeetivement 6gales 

1 
t~i- I  u,~+ 1 

~a--I dr- 1 

{gin._ | -~ �9 .+ I 

c~i -I" 

et 
1 

Cem_ 1 - ~  �9 

1 

~i - l -  I 
IY I 

�9 + 1 

tY~ 

A cet effet remarquons que ~" est ~gal ~ la racine positive de l'dquation 

Q ~ - -  ( B - -  q )  ~ - -  ~ '  = 0 

et ~--1 ~ la racine ndgative de la m~me 6qua~ion 
~7 
Nous avons par consgquen~ en vertu d'une formule connue 

(5) le maximum d e ~ t V _ Q  ', 2Q ] " 

w  

Les nombres ao, a , ,  . . . ~  ax_l,  a~. duns les symboles 

. ,  , 

par la nature mgme de la question que nous discubns son?~ des entiers 
posi$ifs. Nous croyons utile cependant d'gtendre la d6finition des 
symboles sur le cas a 0 ~ 0. 

Convenons de ddduire ~ l'aide des m6mes procddgs que nous avons 
employffs pour ao > 0 les sgries 
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(0, al ,  a,2, 

de la sgrie 

et les pgriodes 

[0~ ai, a2~ . . .  

des p~riodes 

{ 0 ~  a l ,  a2,  

A. MAltKOFF, 

(0, ~ . , , ,  . . ,  ..+,3 

(0,  a i ,  a,:, �9 � 9  a , )  

, ~., . .+,~,  {o, ~,,  ~ , . . . ,  a., . .+~} 

�9 .-, a,}, [0, a,, c~,, .-., a,~. 

De cette mani~re le symbole (0, al),  par exemple~ reprdsenter~ 

a t -  1 a ~ -  1 a I - -  1 
�9 . � 9  (~1, " ~ ,  a l ,  ~ . . . - ,  t~l, ~ - ~ ,  a l ,  �9 �9 �9 

ou simplement 
�9 . .~  a l ~  a l ~  a t ,  a t ~  . . . .  

En gdndral il est facile (le voir que les symboles 

(0, a ~ , . - . , a ~ ' ) [ 0  a, �9 a~.] 
(0, al ,  - . - ,  a ,) ,  0, al ,  . , a ~ . / '  ' ' ' "  ' ' 

{o, ,i,..., ~.} 
sont 6quivalentes ~ 

(~ , 

w  

Introduisons encore une notation noavelle. 

~L, ~2,'" ", ~. .B, 

71, 72, "" ", 7. C, 
�9 . , �9 �9 o 

�9 �9 , * , �9 

Si les pdriodes 

sont telles que pour obtenir A nous devons 6crire successivement b 
lois la pdriode /~, c lois C, . . .  et f lois /r ,  nous ddsignerons A par 
la formule symbolique 

A =  b B  + c C +  . . .  + f / ~ ,  

qui indiquera clairement la maniSre dont A est form6e. 
En appliquant cette notation pour exprimer ]~ mani~re de com- 

poser les pgriodes [ao, a,, ..., a,., a.+~ 1 et {ao, a,, ..., a,., a,+1} 
nous aurons les formules: 
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(6") 

[ao~ tl I 

et 

{ So~ S 1 

�9 � 9  a , ,  a~.+~] = [c~,+~] + ,~,,[a,.+~ - ]] + . . .  + [a~.+~l 

+ ,~,,,[~+, - 1] + [a~,+,] + ,~ [a~+~ - 11 
+ ... + re,+,] + ~_~ [a~+, -- I] 

+ {~,.+,} + . . .  + ~,~, {~.+,--~ } + {~,+,}, 
of~ 

{~,} + + {~4 + {~,} + ' + {~,,_1} = {~o, ~ , . . . ,  ~} 
et 

[% ]  -I- [~d  + " "  + [~,,,] = [%, a,,, . . . ,  a~]. 

Si ~ ~ - 0  les formules (6) se rgduisent ~ux suivantes 

[ao,  a , ]  = [ < ]  + a,,[a, - -  1], 

(~) {~o, ~,} = ~ o { s , -  J} + {~,}, 
o~ a 0 -~- 1 e~ a, sent des hombres entiers positifs queleonques. 

En posant ensuite duns les formnles (6) a = 1 et prenant en 
considdration les tbrmules (7)~ nous trouvons que pour former la pdriode 
Is0, a~, a~] il faut 6crire suceessivement a 0 lois la p&iode 

[ o d +  (s, - 1) [ , ,  - 1] 
et une lois la p4riode 

et pour former la p4riode {so, aj~ %} il faut 4erire une lois la p6riode 

a, {a2 - -  1} -}- {s2} 

e{ ensuite a o lois la la4riode 

( " , -  ~ )  { ~ -  J} + { " 4 .  

Cependant en ver~u des m~mes formules (6) on ,% 

>_q + (a, - 1) [ ~  - 1] = [~, - 1, <q ,  

[ct2] @ a l [a  2 - -  1] = [a,, a , ] ,  

(s, - 1) { ~  - ~ } + { ~ }  = 1~, - ~, ~}. 
Done 

D o ,  a , ,  a~l = so [a', - ~,  s~] 4 -  [%,  a~] ,  

Passons maintenant au cas plus ggngral. Soient 

' ~" * , 6" 7 

a", ,8",/', . . . . .  , ~.", ~ "  
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les pdriodes eorrespondantes 

A. MARKOFF, 

~a l ,  a 2 , . .  ' ,  a , | - l }  
et 

{a  I - -  1, a , , . . . ,  as , -1}  

eL supposons,  que l'6galit~ symbolique 

(7a) {a0, a , ,  a2, . . - ,  a2,_Q = a o { a , -  1, a , ,  . . . ,  a : , - l }  

+ { a l ,  a s, . . . ,  a~,_l} 
a lieu. 

Alors il s 'ensuit des formules (6), que la p6riode 

[ao, a 1, a2~ . . . ,  a94--1~ a2~] 

s'obtient, si l 'on 6crit sueeessivement a o fois la pgriode 

[a,,] q- a" [as,-  I ]  - I -  " �9 �9 + [a2,] -{- ~ " [ a s , -  I ]  

eL une fois la p6riode 
[a~]  -~ a ' [ a ~ -  1] . ~ t . . . .  _~_ [a~l] -]-- a ' [ a ~ -  1]. 

Cependant  les m~mes formules (6) donnen~ 

[a,,] -3v a"[ae, - -  1] -1 t- . .  �9 .qt_ [a2,~l -1L F " [ a ~ , -  1] 

" ~ [ a ~ -  1,  a ~ , . . . ,  a,~_~, a , , ]  
eL 

[as:] -~- a ' [ a ~ , -  1] -~- . . .  -~- [as,] + a ' [ a ~ , -  1] 
[al, a~, ' ' ' ~  a~_~, a~]. 

Done si l'6galit6 (7 a) a rdellemeut l ieu,  on aura 

[ao, a l ,  . . . ,  a~_~, a,~] = ao[a ~ - -  1, a~, . . . ,  a~,_~, a~] 
+ [a~, a~, ' '  ", a ~ ,  a~]. 

De m~me en supposant l 'une des dgalit~s 

[ao, al, a2, .  �9  oat_l] ----- [al,  a2, . . . . .  ,a,t-x] + 
{ao, a , , a , , . .  ., a~,} = { a , ,  a , ,  . . . . .  , a~ , }  -Jc- 

[ao, a ,  a~, . . . ,  a~,] = a o [ d , - l , a 2 , ' . ' ,  aad -{- 

nous avons l 'une des dgalitds eorrespondantes 

suivantes 

a o [a~ - -  1, a 2 , "  ', a~,-l], 

a o { a , - - 1  , a2 , . .  ., a~,},  

[a , ,  a 2 ~ . . . . . .  , a~ ~], 

+ a o { a , - ) ,  a , . . . ,  a,,--~, a~,},  

[ao, a~, a~, . - . ,  a~,, a,~+,] = [a~, a~, . . . ,  a,,, a~,+,] 
-Jr- a o[a I - -  1, a~, �9 � 9  a**, a , ~ l ] ,  

{%,  a , .  , , , ,  . . . ,  , , , , ,  , , ,+ ,}  = o o { a , - -  1 , , , , . .  �9 .. a , , ,  a , + . } ,  
+ {al,  a, ,  . . . ,  a,~, a,,+,}. 
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En comparant  ces rdsultats avee les 4galitds (7) iI est facile de 
voir qu'on aura 

{ao,  a , ,  a2, . . ., a .a t - , }  

(8) [ao, a , ,  % . . . ,  a , ~  

o,'t t ,  a o + 1, ~q, a.,, 
queleonques. 

+ 

�9 " "~ s  O),~l 

-}-- a o [ a  t - -  1, a 2 , . . - ,  a2t_l], 

~ - - a [ , { a , - -  1,  a~, . . ., a~ t - i }  

+ {~,, ~ , . . ,  a~,_,}, 
= % [at - -  1, a~, �9 � 9  o,~,] 

--[- [a, ,  a ~ , . . . ,  as,l, 
{ a ,  a ~ , . - . ,  a~,} 

a o {a,  - -  1, a 2 , . . . ,  a.,,} , 

smA des hombres entiers ct positiG 

En  subst i tuant  a , - [ -  1 
a u r o l l s  

au lieu de ao dans les formules (8) nous 

(9) 

{% -[- 1, a , j , . . . ,  a2,- ,} 

[ao + 1 , a , , . . . ,  a~3 

{~o + 1, ,~,, . .  ., ..,~,} 

[ao + l ,  a , , .  �9 -, a~,_~} = [a o, a , ,  �9 � 9  a ,~ ,_ , j  

+ [a, - -  1, a . ~ , - . . ,  a~,_,], 

+ {%, ~ , , . . . ,  a,,,_,}, 

= [a, - -  l ,  a 2 , . . . ,  a~t] 

+ [ao, a ~ , - . . ,  ~ ; 1 ,  

={~o,a,,.. ",~4 
+ { a ,  - 1, a . - - . ,  ~,~,}. 

[ao q- 1, a l ,  �9 ' ", a,et-1] ~-- [a, ,  %,  �9 . . ,  a~t-1] 

q- (a o q- l) �9 [a 1 - -  1, a . z , . . . ,  a,~-l], 

{.o + ~, a , ,  �9 �9  ..,~_,} = (% + ~ ) . { ~ , -  ~, ~ ,  �9 -, ~ , -1} 
+ {~,, ~,,, �9 � 9  a~_ ,} ,  

[ao + 1, a~, . . . ,  a.~,l = (% + 1) �9 [a, - -  1, a ~ , . . . ,  a,~,] 
+ [al ,  a ~ , . . . ,  ~,~,], 

{%--]- 1 , a , , . . . ,  a,a,} = { a , , a 2 , - ' . , a , , ]  

-{- (% -}- 1) {a, - -  1, a 2 , . . . ,  a , , } .  

D'o6 1'oll ddduit 
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w  
Soi~ maintenant 

ax  ~ 2  

e t  p a s s o n s  a u x  suites( a~  "' a:~_,,~ d o n t  n o u s  a v o n s  p a r t i c u -  

li~rement ~ nous oceuper. Dans ce cas en vertu des rdsultats du w 3. 
n o u s  a v o n s  

(lo) 
a~  + 1 

u,~ + I 

a,,,_ a + 1 

r  + ' .  

1 
t +  l 

ul__ 1 Of- 1 

u2 + 1 

. + I  
a 2 +  1 

c q - -  I --~ I 

T 

r "~- " , 

�9 + 1 

O~m- 1 "+- _ 1 

a m _ l -  ~ 1 
a ~ +  1 - ~ 

La premiere de ces fl'actions, eonform6ment aux notations du w 4,  
P--o=Q 

est dgale Q 
En outre ea vertu de formules connues de la th6orie des fractions 

continues nous avows 
_ P - - _ P '  ~ 1 
Q _ Q ,  - - - -~l -v~,~+ t 

a m + 1 

et e~suite 
r  1 

1 

at - -  1 -{- 1 
e<~ -]- 1 

�9 Q'2 "~- " . 

1 

am_ 1 --[-.. 
�9 + i 

i 
"2 Jr i 

u I - -  1 

�9 + l 
1 

" m - t +  1 
",~-k I 

{z m 
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Ainsi de l'4quation (10) nous arons 

p--~Q Q - Q '  
= 

Q Q , 

ou simplemenr 

(11) Q' ----- 3 Q - - / ' .  

En subs~ituan~ ce~te valeur de Q' dans l'4galit4 dviden~e 

nous obtenons pour la valeur de .P' l'expression 

(12) I"----- 3 ~ - -  ~ '  + 1 .  Q 

Les dgali~4s (11) e~ (12) nous permet~en{ d'dliminer ~P' e~ Q' de 
la formule (5). 

~ou~ ~ o o ~  dooo ~,ou~. 1,~ ~u~o (~o, o , , . . . ,  a , - , ,  :~ ,,, ~o~m~lo 

suivarde 

(13) le maximum de ~ = --  Q, 

i~emarquons encore que les formules (11), (12) et (13) peuven{ 

6tre appliqu6es a u s s i e t a u x  s u i t e s ( 2 2 ) e t  ( 1 1 ) s i  nous admettons 

pour la premiX, re 

e~ pour la seconde 

P = 2 +  1 P' Q -~ ee -07----2 

1 ) 1 -P" 
~ - = 1 + - /  el; -0~=1.  

maximum de L~. il suffit de 
Quant; aux hombres (2, nous 

Done pour ealculer la valeur du 
connaitre la valeur correspondante de Q. 
trouverons pour les exprimer des formules correspondantes aux 4galit4s 
symboliques (9). 

w  
Soient 

~e 

, - a - r - - -  _ _ - ~ @  1 - - 2 + - 7 -  4- 1 q.,~ _ 
~ +  �9 ~ + .  

. +  1 
hA- 1 

z-4-1 
2 

�9 + 1 
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-P,u, m l Q~.2 - - - 2 +  ~ +  

~ + ' .  
. +  

/'~,~._____ 2 + 1__~ 

ot 

vLo,_=24 

! 

o +  I 

2 

1 
~Jf- ., .+  

1 
fr 

.+ 

t ' ; , ,~__9_a 3 _  
~---t ~-I- i 

g + . .  
- +  _ ~  

,o+_2L 
rio 

1 

; t +  a 
~ +  

1 
z-q- 1 

z +  1 
2-+ 1 

1 ~,, ~ : (~,, ~, 

e~ 

six f racUons i rrgdu&ibles  pour  lesquelles 

{ Q;,~ = 3Q,,~ - -  P=,~, 
( l l a )  Q/,~, - -  3 q,,,,o - -  P~,, . , ,  

q~, ,~=3q, , , ,~-  P:,o,. 
E n  ver tu  de formules eonnues re la t ives  aux f rac t ions  cont;inues 

g,,,~ Q,;, ~ - e,;,,o Q,,.,~ --- + 1, 

Po,~QL~ - -  i~ ~@.,~ = + 1, 
eL encore 

Q,,,~,= O,~,~_P,,,,o+ c2;,~ Q.,~, Qi,~ = O.,~ P/~,~ + (dL~ Q/,~,, 
d'ofi on vergu des formulos ( l l a )  nous  ddduisons 

)2 
' r P. ,~  = 3 P ,  m t . , ~  + *  

2 
(12a)  t "  ~, = 3/:'f,,o, f ~ , , ~ +  l 
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( 
(14)[Q~,o.=Q~,~P~,,~,+ (3 Q~,~ - ~P~, ~ +P~'~)Q~""I 

t Q".'~ --~ Q-,* (3 P,~,o. q,.,~, ) + (3 Q . , a -  P., a)(3Q,,,,.-t'~,,~.). 

En substituan{ ees valeurs de P. ,~i  Q.,o,, Q~,~ dans la derni~re des 
formules ( l l a )  nous aurons 

Q.,~ (3 5'~,, ,o -P~,,o,+ 1 ) 

=3Q~,~.-P,,,~,+ 3(3Q,,~--.P~ a) Qv,,o--P,,a P .  ,~--(3 V,  ~-- -P~,_a+. ' )  Q,,.o, 
' ~ Q a ,  2 

qui devient apr~s quelques simples reductions 

(15) Q~,~. z-}- Q',,,, ~' + (Q~,, o,1',~, a - ])m oa -P~,, a )'~ 

= 3Q,,~. Q~,,~,(Q~,,o,P,,a- P~,,o,q,,a). 
Quan{ h la quantitd 

on voit, qu'en verhl de la se(onde des formules (14) die es~ dgale h 

3 Q~,z Q.,r - O ..... 
Nous pourrons done dcrire au lieu de la formule (15) 

Q~.,~ + 07., ~ + (3 (2.,~ c2,,,.,- O~, ~ ) , = 3  Q,,,~ (2,.~ (3 (2..~ (2~.~-  Q., ~) 

d'ofi 

0 6 )  Q~.,~ + Q~ ~ �9 ,,,++O.,==aQ,~,~q..oO..o. 

w  
De ees consid&ations gdndrales et des formules (9) eg (11) il suit*) 

[ Q = { a o + l , a , , a ~ ,  . . . , a , , _ , ,  2 }+Q2{ao ,  a,, a.e, . . . , a , , _ ~ , 2 }  
+ q' { ~ , -  a, ..~, ., .~_~, 2} 

(17) |--=3Q{ a ~  , a,_,, 2} �9 Q {a 0, a,, a,,  ., a,_,,  2} 

t . Q { a , - 1 ,  a~, . . . ,  a,_,,  2} 

*) Nous d6signons ggngralement par le symbole Q {a, b. c, . . . ,  l} un hombre 
(2 (w 4.) correspondent h la p&iode {a, b, c , . . . , l } .  De m~me les nombres 
/~, _P' et Q' correspondants g cette m~me pgriode { a, b, c, �9 - . ,  l} seron~ designds 
p~r t ~ { a , b , c , . . . , l } ,  I " { a . b , c , .  .,1} et Q ' ta ,  b ,c , . .  , l } .  
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off 
~ 1 ~  a0- ~- i~ art a2, . .  "~az--1, 

sont des hombres entiers positifs quelconques. 
En vertu des retirees eonsidfirations nous avons 

(18) 

Q~ {a o-n t- 2, at, a, , . . . ,  a~,_l, 2} -4- Q2 {a o..[_ 1, a,, a2,... , a~-1,2} 
+ Q ' { . , - 1 , ~ , ,  . . . . . .  , a . _ , , 2 }  

= 3 Q  {ao-l-2,at,a2,. . . ,ax_,,2 } �9 Q {ao-~-l ,at ,a, , . . . ,ax_l,2 } 
Q {a , - -1 ,a2 ,  . . . . . .  ,a,~_,,2}, 

Q2 { 1,ao-{-1, a, , . . . ,  a~, ,2}-4-Q'{ao.4-1,at ,  . . . . . . .  ,a,_1,2} 

--[--Q2{a o, a,, . . . . . . . . . .  ,a,_~,2} 

= 3 Q  {1,ao.-[-1,a,,...,o,~_x,2 } �9 Q {ao.-[-1, a,, . . . . . .  ,a.--1,2} 
�9 q {ao, ~,, . . . . . . . . .  , ~ . _ , , 2 } .  

En comparant la formule (17) avec les formules (18) nous obtenons 

( Q{ao.4-2, a , , . . . ,a ,~_ , ,2} .4-Q{ao,  a,, . . . . .  , a , _ , , 2} )  

(19) ~--3Q{ao'4-1,  a~, .;a~_1,2} �9 Q { a j - - l , a 2 , . . .  , a~_1,2} 

- -  Q { a o ,  a l ,  . . . . .  , a , , -1 ,  2 

Q {1 ,%.4 . l , a t , . . . , a , ~_ l , 2 } . _~Q{a j _ l , a~ , . . . , a , t _ l , 2 }  ~ 

- -3Q{ao-{-1 ,a , ,  . . ,a~_l j2}  �9 Qlao, a,, �9 . ,a~_ , ,2} /  

~ 1 7 6  o. 
- Q { . , - I , . , , .  .,~,,'~}/ 

Or il n'est pas difficile de voir qu'on a 

Q{ao-.]-2, at, . . . ,  a,_,, 2} > Q{ao, at, . . . ,  a,_,, 2} 
et 

r  a ,, . . . ,a,~_t, 2} > Q{a , - 1 , av . . . , a x_ , ;  2} .  

Done en divisant (19) par le facteur 

Q {ao-~t-2, a l , . . . ,  ax-,, 2} - -Q {ao, a , , - - . ,  ax-,, 2} 

et (20) par le facteur 

nous aurons d~flaitivement 

et 

( ~  
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I Q{ao-]-2, a,,...,a,-a, 2}+Q{ao, a,, �9 . . . . .  ,a,_~,2} 
3Q{a, -- 1, a o , . . . ,  a~_~, 2} �9 Q {ao -}- 1, a t , . - . ,  ag-1, e}, 

(21) Q{1, ~o+1, % - . . ,  ~ , - , ,  2 } + r  _ 1, ~ . , , . . . ,  ~ _ , ,  2} 

- 3r ~ , , .  . . . . .  , ~,_~, 2} .Q{~o + 1,, , ,  . . . ,  ,~ ~,, ~ } .  

Ces dgalit~6s donnent un moyen facile de calculer succcssivemen~ ]es 
nombrcs Q lorsqu'on connait 

et 

e{2}, Q{~,~}, Q{,,~}, . . . ,  Q{~,2}, Q{~+~,~} , . . .  

Q{~, J, 2}, Q{1, e,2}, . . . ,  r r  .. 
Pour ces derni~res quantitds la formule (17) donne 

(22) Q2{1, a, 2} --}- Q~ {a, 2} + (2 2 { a - -  1,2} 

a &ant un hombre entier posi~if quelconque. 
En outre nous avons 

(23) [~, { 1} =1, Q {2} = 2 ,  Q {1, 2} --~-- 5, 

d'ofi en ayant 6gard aux formules (11) et (12) nous d6duisons 

(24) 

et encore 

i { 2 }  -----3Q{1} . Q { I } - -  Q{1}, 
{1,2} =3Q{2} Q { 1 } - - Q { 1 } ,  

{a-k-l,2}=3Q{a,2} Q{1} - Q { a - l , 2 }  

{e~{l} +O211 } +Q2{ l i=3e{1}  .(~11}.(~{1}, 
Q2{2} +Q2{1} +Q~,{1}=3Q{2} .Q{1}.Q{1}, 
Q~{a,2} .-[-Q2{a--l,2} +Q-{1}=3Q{a,2}.Q{a-I,2}.Q{I}. 

En comparant enfin l'4galitg (22) avec la derni~re des ggalit& (25)~ 
en vertu de l'indgalitg 

Q {1, ~, 2 / >  Q{1} 
nous aurons 
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(26) Q{1 ,a ,  2 } = 3 Q { a ,  2 } Q { a - I , 2 } ~ Q { 1 } ,  

Done pour trouver Q {1, a,  2} il suffit de co,maitre (2 {a, 2} 

Q { a - - 1 ,  2} qui s'obtiemwnt faeilemeng des formules (24). 

et 

w 10.- 

Disons encore quelques roots sur la rgsolution en nombres entiers 
et positifs de l'gquation 

(16a) x ~" + y~ + ~- ~- 3xy~ 

que nous averts obtenue "~ la fin du w 8. Cefte 6quation est symmd- 
trique relativement aux termes ineonnus x, y, z; par consdquent, con- 
naissant l'une de ses solutions 

il sera facile d'en trouver encore les einq suivantes: 

x~---a, y--~y,  z~-f l ;  
x~- f l ,  Y~--7, z.-.~a; 
x = f l ,  y - ~ a ,  z---~7; 
x = 7 ,  y ~ - a ,  z~-~;  
x = 7 ,  y = f l ,  z = ~ .  

Ces six solutions peuvent, dvidemment, ~tre differdntes, nous les envi- 
sagerons eependant comme nne seule e~ d6signerons par 

Cela posd les ibrmules du par~graphe prdcddent domleront les solutions 
suivantes de l'gquation (16a) 

~,y,~=Q{1}, Q{1}, e{1}; 
x,y,~= Q{,}, r e{ ~}; 
x,y,z-~Q{1,2}, Q{2},  (p{1}, 

:,:j,~=+{.,2}, r r 
( ~ )  . . . . . . . . . . . . .  

~,v,~=Q{1,~,2}, Q{~,2}, Q{~-1,2}; 

x,y,z=Q{b,a,2},  e{b- - - l ,a ,2} ,  Q { a - - l , 2 } ,  
�9 �9 ~ . . . .  �9 �9 o �9 o �9 �9 

x,y,z=Q {1,j,i,...,a,2}, Q{1-1,j , i , . . . ,a,2},  Q{j--l,i, . . . ,a,2}~ 
�9 * o , ~ . . . . .  * , . o . . . . . . . . .  

Supposons maintenant ClUe ht m/'.mc (~quation '~ mm autro solu|ion 
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qui ne se trouve pas dans l'ensemble (~). 
Dans ce cas les hombres c~, /~, 7 ne peuvent ~tre ions 6gaux 

ent re  eux, car si 

la solution 

dolt  ~tre identique ,5 la premibre des solution~ (~). 
I)onc si ~ est le plus grand des hombres ~ it, 7 et 7 te plus 

pet i t  nous aurons 

r  7 et a >  7. 
L'dquation 

a2 _.~ flo ~ 7e = 3~fl7 
I1OUS d o l l D e  

3 f l 7 >  a > flY. 

E~ la rgsolvant par rapport h a on trouve 

2 

Des deux signes ~ c'est ~- qu'il faut garder~ car nous avons pour 
routes les valeurs cntibres positives de fl et de 7 

2 

I1 en rdsulte de lh 
3 

et  ]a difference 
3~7  --  ~z 

se trouve comprise entre 0 e t a .  
En 1~ d6signant par ~ nous ~rouvons 

Done de la solution donnge: 

x~ y,  z - - ~ a ,  fl, 7 
on peut d6duire une autre 

x, y,  z ~ f l ~ 7 ,  6" 
off 

Cette nouvelle solution aussi n'est pas comprise dans l'ensemble (f~), 
parceque dans le ca~ contr~ire la premiere solution 

x,  y,  z - - ~ 3 f i T - - ~ ,  fl, 7 

devrait aussi 6ire comprise dans ]'ensemble (~) conformgment aux formules 
du w 9. C'est pourquoi en transformant la solution 

l~athem~tische AnnMen, XVII-, 27 
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x , y ,  z ~ f l ,  7, 8 

d'apr~s le procdd6 indiqu6 nous aurous  encore une solution 

x, Y, Z~AS', 7', 8' 

qui n 'es t  pas  comprise  dans l ' e n s e m b l e  (12) et satisfait  ~ l ' in6gali td 

ff q- 7" --k ,Y < ~ § r .-k s. 

E n  cou t inuan t  .~ discuter de la  m~me  mani~re ,  nous aurons  une suite 
infinie de solutions de l '@[uation (16a)  

x ,  y ,  z ~  ~, ~, 7~ 

x , y ,  z ~ f l ,  7, 8, 

x, y, z ~ fl', 7', 8', 

x, y,  z - -~8" ,  7", ~", 

et une sdrie infinie dderoissante de hombres  positifs et ent iers  

~ § 2 4 7  / 3 § 2 4 7  f f q - 7 ' §  ~ ' § 2 4 7  

Ce qui n 'es t  pas  possible,  c a r  il u 'existe qu'un h o m b r e  l imit6 de 
nombres  posi~ifs en~iers moindres  que la l imite donnde 

Par consdquent toutes les solutions en nombres positifs et eniiers de 
l'equation (16a) doivent 6tre comprises dans l'ensemble (~). 

Tablo des p6riodes {ao, al ,  . . . ,  a~.} pour los va lours  do x 
moindros  do 6. 

S y u l -  i } i 

 o,o, ,,  x +  ,} 

e/2 
r 

o 

,,r 

x 7 - I  L fois X i 7 . . . . . .  X 

1 . . . . . . . .  Xq-I I 1 . . . . . . .  X-+- i  

f T - - 1 - "  .X 
8 - - 1 i l  . . . . . . .  x--~- 1 

{ ~ - - 1 , ~ ,  ?, x + l }  

. . . . . . .  X / 
! . . . . . . .  x - [ - I  

E--1  / 
�9 x q - 1  

7 . . . . . . .  X 

1 . . . . . . .  xq -1  

x 

' . . . . . . .  x q - t  
i 
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S y m -  
b o l o s  

o 
~ ,,,,4 

',Oa 

{,7-1, ,. e. r , ,+l} 

*. 1 . . . . . .  x + l  

~' . . . . . . .  x 

1 . . . . . . .  x + l  

O' . . . . . . .  x + l  

~ - -1  . . . . . . .  x + l  

~ - -  1 { ~ 7 1 . : : :  x 
q - - 1  �9 x + l  

1 . . . . . . .  x + l  

. . . . . . .  x + l !  

9 - -1  

, 9 - - 1 ,  ~, *, 8, ~ , , x +  1} 

I ~ . . . . . . .  X 

1 . . . . . .  x + l  

~1 f r - - 1 . . . x  
[ ~ ' - ' l / 1  . . . . . . .  x + l  

. . . . . . .  x 

1 . . . . . . .  x + l  

JT--1 . . .x  

( 

1, ....... .--]-1 

~  . . . . . . .  x + l  

y . . . . . . .  x 

1 . . . . . . .  x + l  

. . - x + l  

* ~ . f r - - l . . . x  
I 0 - - 1 ~ 1  . . . . . . .  x - t - 1  

I . . . . . . .  x + l  

~ , - - 1 - . .  tr 

(1 . . . . . . .  ~ + :  

. I 1 . . . . . . .  Xabl 

' '1~=~{{ .7~.:i::+1 

1 . . . . .  , . a r  

6' ~ - - I . . ,  ~ 
. . . . . .  :,r 1 

Remarque. Le !ecteur trouvem les m~mes p~iodes dam l~ ~able , ,~ou~ 
au tome I de l'oavmge de J. Bernou~ ,~ecueil pour les astronomCL '~ 


