Ueber die Auflosung linearer Gleichungen mit reellen
Coefficienten.

Von P. Gorpan in Giessen.

Die Gleichungen:

X, =a, & +apz, a2, =0

Xy =y 2 + apy - - as, 2 =0
(I)

Xi=a,1 & + Q@+ + - @, r 2 =10

bel denen die o simmilich reell sein sollen, mbgen ein System S
genannt werden.

Ich will hier untersuchen, unter welchen Umstiinden ein solches
System durch positive Werthe der x, von denen einige aber nicht
alle O sein diirfen, befriedigt werden konnen; in solchem Falle soll
- das System auflisbar heissen, im entgegengesetzten unauflosbar. Das
System S ist jedenfalls unauflosbar, wenn aus den Gleichungen des
Systems eine Gleichung:

Fe Az 4+ 4,2,.... 4,2, =0
ableitbar ist, i, welcher simmiliche Coefficienten grosser als O sind.

Ich stelle die Behauptung auf, dass sich dieser Satz umkehren
lasse, dass also der folgende gelte:

Ist das System S unouflosbar, giebt es also ausser dem selbstver-
stéindlichen Werthsysteme:

2 =0; 2,=0... z,=0
kein aus positiven Zahlen, dic 0 inbegriffen, bestehendes Werthsystem
der x, welches dic Formeln (1) befriedigt, dann kann man aus denselben
cine Gleichung:
(1) F=A4x + Ayzy ... 4,2, =0
ableiten, worin alle A grisser als O sind.

Beweis.

Besteht das System S nur aus einer Gleichung, ist also s =1,
dann ist unser Satz selbstverstindlich; man kann ihn der Reihe nach
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fiir Systeme beweisen, welche aus 2, 3, 4 ... Gleichungen bestehen.
Bei dem Beweise fiir s Gleichungen will ich die Annahme machen,
er gelte fiir Systeme von weniger Gleichungen; beweist man den Satz
unter dieser Voraussetzung fiir ein System von s Gleichungen, so hat
er allgemeine Geltung.

Zun#chst soll nun gezeigt werden, dass, wenn iiberhaupt eine
Gleichung mit positiven Coefficienten abgeleitet werden kann, in welcher
einige # vorkommen, etwa die Gleichung:

1) G=a, 1 Zop2+ G iralyye. . + 2, =0,
dass man dann auch eine Gleichung F = 0 (Il) herstellen kann, in

welcher alle z auftreten,
Setzt man n#mlich in den s — 1 ersten Gleichungen

X, =0...X_, =0

fir die Grossen Z,4i1, Zy42, . . .2, den Werth Null, dann erhiilt man
ein System U, welches nur noch die Variabeln z, . . z, enthiilt. Dasselbe
ist nicht auflosbar, weil sonst auch das System S auflosbar wire. Da
U nur aus s — 1 Gleichungen besteht, so lisst sich der Voraussetzung
nach aus seinen Gleichungen eine Formel

Bra, + By, . . fyw =
herstellen, in welcher alle 8 grosser als 0 sind. Durch dieselben Ope-
rationen, wie diese Gleichung aus dem Systeme U, kaun man aus den
s — 1 ersten Formeln des Systems S eine Formel:

H== ﬁ|x‘ '+‘ ﬁzx, e ﬁ.,xv + ﬁ,+1xv+, [ ﬂ,x,———O
ableiten, worin die v ersten Coefficienten grosser als 0 sind, Die Glei-
chung

H+tp. G=0

wird aber, wenn man fiir p eine hinreichend grosse positive Grosse
wiihlt, eine Gleichung F'= 0, wic sie oben gefordert wurde.

Hiernach geniigt es.zu zeigen, dass man aus den Gleichungen
X = 0 eine Gleichung G = 0 (1II) ableiten konne, Zu diesem Zwecke
unterscheide ich zunichst 3 Fille:

1. Fell. Eine Gleichung, etwa X, = 0, ist eine Folge der tibrigen.

2. Fall. Die X sind von einander unabhiingig und s > r,

3. Fall. Die X sind von einander unabhiingig und 7 — s = & > 0.

Im 1. Falle ist das System F, welches aus den Formeln:

X =0...X,_,=0

besteht, unauflisbar; es existirt also, da es nur s — 1 Gleichungen
besitut, nach obiger Voraussetzung eine Gleichung F =0,

Im 2. Falle kann man aus den 7 ersten Formeln eine Gleichung:

G=-4u2. Z4a,ay...0,=0
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ableiten, bei welcher der einzige Coefficient, welchen sie enthilt, po-
sitiv. gewiihlt werden kann.

Es, ist also nur nock der 3. Fall zu behandeln. In demselben
verschwinden, da keine Gleichung Folge der iihrigen sein soll, die
s reihigen Determinaunten des Systems:

a‘ 1 a,‘ 2 . . - . . . . . . . . . . . . (1 y
a"ll a'l'.’ . . . . . . . . . . . . . . . ay ,
Ay Ugg - . . . .. . . N . . . . N

nicht siimmtlich. Eine solche nicht verschwindende Determinante sei
die Determinante:

ay, k+1 @, x42 - 0 0 Qr,
@2, k41 O ky2 Qg r
L. - .

| Qo 41 G 2 E Y {

Man kann dann die Gleichungen X = 0 in Bezug wuf die Grossew

L1 5 Ttz 5 - - . Zp,
welche ich durch:
Yoy Mo o Ys

bezeichnen will, auflosen. Hierdurch crhiilt man ein dem System S
Aquivalentes System X der Form:

Y=y +byz +bpe, - - - - bgm=0
1) Yo=9,+ by +bpzy, - - - - byxte=0
Yo =y + bz, + bz, - - - - byp@m=0.

Um unsern Satz fiir die Systeme X nachzuweisen, theile ich dieselben
in Classen ein, je nach der Anzahl derjenigen in der Gleichung ¥, =0
auftretenden Coefficienten &;, welche nicht verschwinden.

Zur Oten Classe nehme ich die Systeme X, hei welcher alle Coef-
ficienten:
(V) bll ’ bl? y v bl,k
verschwinden; zur 1" diejenigen, bei denen nur einer dieser Coefficienten
nicht verschwindet, zur 2 die, bei welchen 2 nicht verschwinden u. s. w.

Ist Z ein System 0 Classe, dann ist y, = 0 und das System der
s — 1 Gleichungen, welche aus

Y,=0...%,=0

hervorgehen, indem man y, == 0 setzt, ist nothwendig mit S zusammen

unauflosbar, demnach existirt ejine Gleichung G =0 (111), was zu
beweisen.
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Man kann nun den Beweis unseres Satzes der Reihe nach fiir die
Systeme 1ter, 2ier | Classe u. s. w. fithren. Betrachten wir ein System
z der gt Classe; bei dem Beweise will ich die Annahme machen, der
Satz gelte bereits fir Systeme niederer Classe. Hierbei sind folgende
3 Fille zu unterscheiden:

1. Fall. Die (nicht verschwindenden) Coefficienten b;; sind simmt-

lich positiv.

2. Fall. Diese Coefficienten sind simmtlich negativ.

3. Fall. Sie haben verschiedene Vorzeichen, es ist etwa b, > 0

und by, < 0,
Im 1. Falle ist ¥, = 0 eine Gleichung G.
Im 2. Falle sind die Gleichungen:
Y,=0... ¥ =0

nicht aufldsbar; denn wiirden diese Gleichungen durch positive (bez.
theilweise verschwindende) Werthe van v, 9, ..., #,, z, ... erfiillt,
s0 erhielte man aus ¥, = 0 auch fiir y, einen positiven Werth, also
wire auch S auflosbar. Aus dem Umstande aber, dass das kleinere
System nicht auflosbar ist, folgt wieder, dass nach unserer Voraus-
setzung eine Gleichung F' = 0 besteht. Hs ist also nur noch der
3. Fall:

by=a>0 b,=—05<0
zu untersuchen,
In demselben setze ich zuerst:
§+4 by

ax, —br,=§ also 2z, = S

ich erhalte dann ein System X,, welches die Variabeln:
Yoo Y BTy 2y o

enthilt. Dasselbe ist nicht auflosbar; denn wiirde es durch positive
Werthe von y, .4, &, 2,, z,.. erfilllt, so wiirde auch z, positiv,
und auch S miisste auflosbar sein. Das neue System ist ausserdem
von niederer Classe als X; mithin besteht nach unserer Voraussetzung
eine Formel:
K=oy 4oy, ooy 4 g1 &+ oy 4+ 00525 . . . 000, =0
in welcher alle a grosser als O sind.

Setzt man ferner

- —E=0bz,—ax, =9 also xzz’l.i'bﬂ"‘ﬂ

dann entsteht abermals ein unauflosbares System X, mit den Variabeln :

Yy o« Yo Ly Y Ty o o o Tio
Da dasselbe vou niederer Classe als X ist, so besteht eine Gleichung:

L=8y~4 B4 B4+ Bsgrty -+ Bogan+ Bspszy .. Bz, =0

in welcher alle 8 grosser als O sind.
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Die Gleichung
ﬁs-!-? K+ 041 L=20

ist dann eine Gleichung I = 0, wie man sie sucht.
Die Herstellbarkeit einer Gleichung F = 0 ist hiermit in allen

Fillen bewiesen.

Ganzzahlige Losungen. Reducibilitdt.

Sind die Formeln (I) auflosbar und in ihnen die Cocfficienten aix
ganzzahlig, dann kann man ihre Auflosung in folgender bekannter
Weise bewerkstelligen.

" Unter Losung versteht man hier ein System positiver ganzer
Zahlen, welche die Formeln befriedigen. Die Summe zweier Losungen
ist wieder eine Losung. Solche Losungen, welche durch Addition
anderer entstehen, heissen reducibel, die ilbrigen drreducibel. Jede
Losung, deren siunmtliche Zahlenwerthe nicht kleiner als die einer
anderen sind, ist reducibel, da die Differenz beider eine Losung ist.

Sind die irreducibeln Lésungen:

g Y -« - r

1 GJue =+ - - g,ur
dann bilden die Ausdriicke:
Zi =iy + G2ils - -+ - JuiYu
wenn die y beliebige positive ganze Zahlen sind, die allgemeinste
Losung. Es handelt sich um die Anfsuchung dev irreducibeln Lisungen,
welche ich in der Folge auch Particularlosungen nennen will.

Auflosung einer Gleichung X = 0.

Ist X =0 eine in diesem Sinne auflésbare Gleichung, dann hat

es die Form:
)%, + AoLy + o o o Qp 25 == b,x;,+1-|-62x,,+2 /T P/

Die ¢ und b sind hier positive ganze Zahlen, die grosste derselben sei p.

Die Libsungen zerfallen in 3 Classen, je nachdem entweder alle
Zablen z, .., nicht grosser als p sind, oder alle Zablen z4y.. %,
nicht grosser als p sind, oder endlich aus jeder dieser beiden Zahlen-
reihen mindestens eine etwa z, und z, 4, grosser als p ist. Die Lo-
sungen der ersten Classe findet man, wenn man fiir die Grossen
Zy ... xx alle Zahlensysteme &, . . & setzt, welche kleiner als p sind
und die Zahlen #;,..; ..., sodann aus den Formeln:

aIE, PP a;,‘g’;,=b,x;,+1 .. br_;,x,
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berechnet. In derselben Weise ergeben sich die Losungen der zweiten
Classe. Die der dritten Classe sind reducibel, da sie grosser als die
Losung:

z, =b,; iy =a die tbrigen z =10
ist. Sind:
S - 0
Jur 0 Gur

die Particularlosungen von X = 0, dann hat die allgemeinste Losung
die Form:
Zo== Gty « -+ - Guilliy

worin die y beliebige positive Zahlen bedeuten.

Auflosung von 2 simultanen Gleichungen.

Sind 2 Gleichungen gegeben, dann trage man die allgemeinste
Liosung der ersten in die zweite ein. Es entsteht dann eine Gleichung
in den y, deren allgemeinste Losung die y als lineare Funetionen
neuer Grissen 2, ... 7. ausdriickt.

Durch Eintragung dieser Ausdriicke in die z erhalten wir die
allgemeinsten Losungen der beiden Gleichuugen. Die Coefficienten
der z in denselben ergeben ein Losungssystem, welches sfimmtliche
irredacibeln Losungen enthiilt.

In derselben Weise findet man die irreducibeln Losungen, wenu
mehr als 2 Formeln gegeben sind, ihre Anzahl ist stets endlich.

(riessen, April 1872,



