
Ueber  die hu f lSsung  l inearer  Gle ichungen m i t  reelten 
Coefficienten. 

Von P. GORDAN in GIESSEN. 

Die Gleichungen : 

I X I ~ a l l  x]  -3 V ct t2x. ,  " . . . .  a t ,  , .Xr ~ 0 

(I) { X2 ~ a'n Xj --[- a~.,x.~ . . . .  a,.,, ~xr ~ 0 

/ 
( X ~ =  a,,1 xl + a~2x2 . . . .  a~. rx~ = 0 

bei denen die a;~ sSmmflich reell sein sollen, mBgen ein System S 
genannt werden. 

Ich will hier untersucheu, unter weleheu Umst'~nden ein solches 
System dureh p o s i t i v e  WerLhe der .x ,  yon denen einige aber nieht 
alle 0 sein dtirfen, befriedigt werdea kSnnen; in solchem Falle soll 

�9 das System aufl6sbar heissen, fin entgegengesetzLen unauflgsbar. Das 
System S ist jedenfalls una,ffl6sbar, wenn aus den Glcichungcr~ des 
Systems eine Gleichung: 

F =  Al x j + A2x,  . . . .  A~x~ = 0 

ableitbar ist, iu welches" siimmtliche Coefficienten gr6sser als 0 sind. 
Ieh s~elle die Behauptung auf, dass sich dieser Satz umkehren 

lasse, dass also tier folgende gelte: 
Ist das System S unaufl6sbar, giebt es also ausser dem selbstvcr- 

stS/adlichen Werthsysteme: 

xl~---0; x 2 ~ 0 . . ,  x ~ 0  
kein aus positiven Zahlen, die 0 inbegriffen, bestehendcs Wcrthsystem 
der x ,  we~ches die Formeln (I) befriedigt, dann ]cann man aus dcnsclben 
eine Gleichung : 

(II) F--~ A j x  t + A2x., " . . . .  A~x,  ~-- 0 

ablviten, worin alle A gr6sser als 0 sind. 

Beweis.  

Besteht das System S nur aus eiaer Gleichung, ist also s ~ 1, 
dann ist unser Satz selbstverst~indlieh; man kann ihn tier I~,eihe nach 
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fiir Systeme beweisen, welche aus 2, 3, 4 . . .  Gleichungen bestehen. 
Bei dem Beweise fiir s Gleichungen will ieh die Annahme machen, 
er gelte ffir Systeme yon weniger G|eiehungen; beweist man den Satz 
unter dieser Voraussetzung far ein System yon s Gleichungen, so hat 
er allgemeine Geltung. 

Zun'~chst sell nun gezeigt werden, dass, wenn iiberhaupt eine 
Gle~chun~, mit positiven Coefficienten abgeleitet werden kann, in welcher 
einige x vorkommen, etwa die Gleichung: 

dass man dann auch eine Gleiehung F - ~ - 0  (II) herstellen kann, in 
welcher alle x auftreten. 

Setzt man n~mlich in den s -  1 ersten Gleichungen 

X 1 = - 0 .  . X , _ I = 0  

ftir (lie GrSssen x,+~,  x ,+2 ,  . . .  x, den Wer~'h Null~ dann erll~l~ ntali 
ein System U, welches nur noch die Variabeln x t . .  x~ enth:,~lt. Dasselbe 
ist nicht aufl5sbar, well sonst aueh das System S auflSsbar wlire. Da 
U nur aus s - -  1 Gleichungen besteht, so l~isst sich der Voraussetzung 
nach aus seinen Gleichungen eine Formel 

~ l X l  + ~2X2 " " " ~ v X ,  = 0 

herstellen, in welcher alle /~ grSsser als 0 sin(]. Durch dieselben Ope- 
rationen, wie diese Gleichung airs dem S);steme U, kann man aus den 
s ~ 1 ersten Formeln des Systems S e i n e  Formcl: 

H = -  t3, x~ + ~2x~ �9 �9 �9 tLx .  + ~ , + ~ x . + , . . .  ~ x .  = 0 

ableiten, worin die v ersten Coefficienten grSsser als 0 sin& Die Glei- 
chung 

I t+p.  G = o  

wird aber, wenn man fiir Z) eine hinreichend grosse positive GrSsse 
w'ahl~, eine Gleichung F =  0, wie sie oben geforder~ wurde. 

ttiernach geniigt es .zu zeigen, dass man aus den Gleichungen 
X ~--- 0 eine Gleichung G = 0 (llI) ableiten k~nne. Zu diesem Zweeke 
unterscheide ich zun~iehs~ 3 F/~lle: 

1..Fall. Eine Gleichung, etwa X~ ~ 0, ist eine Folge tier iibrigen. 
2..Fall. Die X sind yon einander unabh'~ngig und s > r. 
3..Fall. Die X sind yon einander unabh~ngig und r ~ s  ~ k > 0. 
Im 1..Falle ist das System .F, welches aus den Formeln: 

XI-----" 0 . . .  X~_~ = 0 

besteht~ mmuflSsbar; es existirt also, da es nur s -  1 Gleichungen 
besitzt~ nach obiger Voraussetzung eine Gleiehung .F~_ 0. 

Im '2..Falle kann man aus den r ersten Formeln eine (}leichung: 

~ ~_~ Xl " ~" -4 -  a l l  a 2 2  �9 �9 �9 at,. --~ 0 
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ableiten, bei weleher der einzige Coefficient, welchen .~ie entl,'~lt, po- 
sitiv gew':ihlt werden kann. 

Es. ist also nur nbch der 3. Fall zu behandeln. In demselben 
verschwinden, da keine Gleichung Folge der abrigen sein soll, dig 
s reihigen Determinanten des Systems: 

a l l  a12  . . . . . . . . . . . . . . .  ~gl~. 

a.~l a2~ " . . . . . . . . . . . . . . .  a,'zr 

nicht sammtlieh. Eine solehe nieht verschwindende l)eterminante sei 
die Determinante: 

~ 1 ,  k-4-1 

a ~ ,  k.4-1 

a~ ,  ~. -I- I 

a l ,  k-4-'~ . . . .  a l ,  r 

a ~ ,  k4- '2  . . . .  ~ 2 ,  r 

Man kaml dann die Gleiehungen X ~ 0 in Bezug auf die GrSssen 

Xk-4-1 , ,~;k-t-2 , �9 �9 �9 X, .~ 
welche ich dutch: 

711 , ? /2  , ' "  ' !J~ 

bezeiehnen will, auflSsen. Hierdurch erhMt man ein dem System S 
iiquivalelltes System 2; der Form: 

YI ~- Yl + bll x~ -t- bl.~ x~ . . . .  b~. k xk = 0 

( i V )  Y'~ ---- y~ -I- b~j x~ -t- b~  z~ . . . .  b~, ~x~ = 0 

Y~ = y~ --J- b~l x 1 + b~ x~ . . . .  b~, k x,  ~ 0. 

Um unsern Satz fiir die Systeme X nachzuweisen, theile ich dieselben 
in Classen ein, je nach tier Anzahl derjenigen in der Gleichung I:1 = 0 
auf~retenden Coefficienben bll , welche nicht verschwinden. 

Zur 0 t~ Classe nehme ich die SysLeme X, bei welcher alle Coef- 
fieienten: 

( V )  btj , bl~ , . . .  bl, k 

verschwinden; zur 1 re" dieje,Jigen, bei denen nut  einer dieser Coefficienten 
nich~ versehwindet, zur 2 u'" die, bei welchen 2 nicht verschwinden u. s. w. 

Ist 2; ein System 0 ~' Classe, dann ist Yl ~ 0 und das System tier 
s -  1 Gleichungen, welche aus 

L = o  
hervorgehen, indem nian Yl == 0 setzt, ist nothwendig mit S zusammen 
unauflSsbar, demnaeh existirt eine Gleiehung G = - 0  ( l I l ) ,  was zu 
beweisen. 
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Man kann nun den Beweis unseres Satzes der Reihe nach fiir die 
Systeme 1 '~r, 2 'e" . . .  Classe u. s. w. fiihren. Betrachten wir ein System 
z der gtcn C]asse; bet dem Beweise will ich die Annahme machen, der 
Satz gelte bereits f'iir Systeme niederer Classe. Hierbei sind folgende 
3 Fiille zu unterseheiden: 

I. -FaZ1. Die (nicht verschwindenden) Coefficienten bli sind s~mmt- 
lich positiv. 

2..Fall.  Diese Coefficienten sitld siimmglich negativ. 
3..Fall.  Sie haben verschiedene u es ist etwa b,1 > 0 

und bl~ < 0. 
I m  1. Falle is~ Yl ~--0 eine Gleiehung G. 
Im  2. Falle sind die Oleichungen: 

Y ~ = O . . .  Y ~ = O  

nieht auflbsbar; denn wiirden diese Gleichungen dureh positive (bez. 
theilweise verschwindende)Werthe yoga y.~, Y 3 . . . ,  xl ,  x . z . . ,  erfiil]t, 
so erhielte man aus Y, ~---0 auch ftir Yt einen positivea Wer~h, also 
wiire aueh S auflSsbar. Aus dem Umstande aber, dass das kleinere 
System nicht aufl5sbar ist, folgt wieder, dass nach unserer Voraus- 
set~ufig eine Gleichung F = 0 besteht. Es ist also nur noch der 
3. Fall: 

bn --~ a > O b~ ~-- - -  b < O 
zu untersuchen. 

In demselben setze ich zuerst: 
ax, - -  bx~ -~ ~ also x, ~ + bx2 " 

ich erhalte dann ein System 11, welches die Variabeln: 

y, . �9 .y ,~x~ x:~. . ,  x~ 
enthiilt. Dasselbe ist nicht auflSsbar; deun wtirde es durch positive 
Werthe yon Yl- .  Y~, ~, x2, x s . -  erfiillt, so wiirde auch xj positiv, 
und auch S miisste auflSsbar sein. Das neue System ist ausserdem 
v,m niederer Classe als Z; mighin besteht nach unserer Voraussegzung 
eine Formel: 

in welcher alle a grSsser als 0 sind. 
Setzt man ferner 

~ b x ~ - - a x ~ - - - ~  also x2----- b 

dana entsteht abermals ein unauflSsbares System Z 2 mit den Variabeln : 

y~ y, , . .  y, x~ ~ x a . . .  xk. 
Da dasselbe yon niederer Classe als I ist~ so besteht eine Gleichung: 

L =t~ ,Y ,  + f l , .Y. , . . ,  fl~Y, "-~ I~,.+~x, A- fl,+2 ~ -4- fl,+~x.~ . . .  fl~x~ = 0 

in welcher alle fl grSsser als 0 sind. 
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Die Gleichung 
fl,+~ K + tt~+~ L = 0 

ist dann eine Gleichung 2 ' ~  0, wie nmn sie sucht. 
Die Herstellbarkeit einer Gleiehnng F~---0 ist~ hiermit in alleu 

F'~llen bewiesen. 

Ganzzahlige LSsungen. Roducibilit~t. 

Sind die Formeln (I) auflSsbar und in ihnen die Cocf'ficien~en a~k 
ganzzahlig, dann kann man ihre AuflSsung in folgender bekannter 
Weise bewerkstelligen. 

U n t e r  LSsung verstehg man bier ein System positiver ganzer 
Zahlen, welche die Formeln befriedigen. Die Summe zweier LSsungen 
ist wieder eine LSsung. Solche Lgsungen, welche durch Addition 
anderer entstehen, heisscn r c d u c i b e l ,  die iibrigen i r r e d u c i b e l .  Jede 
LSsung, deren s:,hnmtliche ZMllenwerthe nicht kleiner als die einer 
anderen sind~ ist reducibel, da die Differenz beider eine LSsung ist. 

Sind die irreducibeln L5sungen: 

g t ,  gl2 g ~  

g~,l g~,'., g~,~ 

dann bilden die Ausdriicke: 

x~ --~ g l i Y t  + g21y~ . . . .  gl, iY~, 

wena" die y beliebige positive ganze Zahlen sind, die allgcmeiJlste 
LSsung. Es handel~ sich um die Aufsuchung dec irreducibeln LSsungea, 
welehe ich in der Folge auch Partieulat'lSsungen nennen will. 

Aufl~sung oinor Gleichung X--= O. 

Ist X ~--0 eiue in diesem Sinne auflbsbare Gleichung, dann hat 
es die Form: 

al  x j  + a2 x2 . . . .  al, xl, ~ -  b i x1, + , q-- b2 x1, + 2 �9 �9 b,  ~ i, x ,  . 

Die a und b si2~d bier p o s i t i v e  ganze Zahlea, die gr~sste derselben sei p. 
Die LSsungea zerfallen in 3 Classen~ je naehdem entweder alle 

Zahlen x~. .  x~, nicht grSsser Ms ~ sind, oder alle Zahlen x~,+~., x~ 
nicht gr5sser als lo sind, oder endlich aus jeder dieser beiden Zahlem 
reihen mindestens eine etwa x 1 und x k + ~  gr5sser als io ist. Die L~- 
sungen der ersten Classe findet~ man~ werm man ffir die GrSssen 
x , . . .  xh alle Zahlensysteme ~1 �9 �9 ~h setzt~, welehe kleiner als p sind 
und die Zahlen x l , + ~ . . ,  x~ sodann aus den Formeln: 

at  ~t �9 �9 �9 a , ~  -.~ b l x ~  + l . . b ,  _ ; , x ~  



berechnet. In derselben Weise ergeben sich die LSsungen der zweiten 
Classe. Die der dritten Classe sind reducibel, da sie grSsser als die 
LSsung: 

x I - ~ b  I; xh+~- t~ l  die tibrigen x ~ O  
isb. Simt: 

flit ffl,. 

g~l g~r 

die ParticularlSsungen yon X ~---O, dann hat die allgemeinste LSsung 
die Form: 

x ,  ~ g l l Y l  . . . . .  g ~ , i Y i  , 

woria die y beliebige positive Zahlen bedeuien. 

AufUisung yon 2 simultanen Gleichungen. 

8ind 2 Gleichungen gegeben, dana trage man die allgemeinste 
LSsung der ersten in die zweite ein. Es entsteht dann eine Gleichung 
in den y ,  deren allgemeinste LSsung die y als lineare Functionen 
neuer GrSssen z 1 . . .  zr ausdriickt. 

Durch Eintragung dieser Ausdriicke in die x erhalten wit die 
allgemeinsten LSsungen der beiden Gleichuugen. Die Coef'fieienten 
der z in denselben ergeben ein LSsungssystem~ welches siimmtliche 
irredueibeln LSsungen enth~ilt. 

In derselben Weise finder man die irreducibeln LSsungen, wenn 
mehr als 2 Formeln gegeben sind, ihre Anzahl ist stets endlich. 

Giessen,  April 1872. 


