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' ' ' 2l.1 ' '' " * '
Ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reell eil Wurzeln

einer beliebigen algebraischen Gleichung.
(Von He&n Louis Olivier.)

xVus dein bekannten Descartes'schen Lehrsatze:
„dafs die Zahl der reellen pos i t iven W\jfzeln einer algebraischen Glei-
„chung nicht gr fser sein kann, als die Zahl der Wechsel der Zeichen,
„und die Zahl der ree l len n e g a t i v e n Wurzeln nicht gr fser, als die
„Zahl der Folgen der Zeichen ihrer Glieder,"

l'afst sich, wie folgt, ein Kennzeichen dei; Grenzen der Zahl der reellen Wur*
zeln berhaupt, also auch der Zahl der unm g l i chen Wurzeln herleiten, des-·
sen ich nirgend erw hnt gefunden habe. Ich theile es f r den Fall mit, dafs es
wirklich nicht bekannt sein sollte.

Es sei die Gleichung
j \ ** . n —* . u —2 _, n —3 . _i) aQ χ + at χ 4- αβ χ Hh α3 χ -l- . ,. . . . α ss= 0

gegeben, wo n eine g a n z e pos i t ive Zahl ist, und o/0, at, aa, a . . . . . . an

reelle Gr fsen sind, die auch Null sein k nnen.
Man setze χ = — *>, so nehmen die Glieder mit unge raden Exponenten

von χ entgegengesetzte Zeichen an. Ist also ^ge rade , so gehet die Gleichung
(10 i" n »*·! . n—« n—3 Λα0 <? —> α4 9 + α·2 ν — α3 t> . . . . . . + αη = Ο,
ist n unge rade , in

η-1 η-1 n—3 ^^ ^_^ '

ber. Beide Gleichungen k nnen durch
2) α PU — a v*~* 4- α v*~* — <xa p*""*5 . . . . . . db α =0

ausgedr ckt werden. Das obere Zeichen gilt, wenn.n gerade, das untere, wenn
n ungerade ist.

Da nun P = — #, so folgt, dafs die Wurzeln derr Gleichung
3) »0 ££* — «,, & + cc2 χ — a3 a; « · * ' · . . db an = 0

sammtlich den Wurzeln der Gleichung (1.) an Form und Gr fse gleich, und nur
darin von ihnen verschieden sind, dafs sie entgegengesetz te Zeichen haben.
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224 Ollvier^ Kennzeichen der reelkn Wurzeln

Bezeichnet man also die n Wurzeln der Gleichung '(1.) durch &t, o?2, a?af

Φ4, #n, so sind die n Wurzeln der Gleichung (2.)

Nun kann man bekanntlich die Gr fse linker Hand in der Gleichung (Ι.χ
deren Wurzeln o?If o?2, #3 a?n sind, als das Product

betrachten; also ist die Gr fse linker Hand in der Gleichung (3.) dem Product
(x 4- #,) (x 4- #2) (x 4- #3) (o? 4- #u)

gleich, so daf$
.\ n . n-t t n—2 , n—3 t4y α0 Λ? 4- c&f Λ? 4- ag oc 4- cc3 a? . . . . . . 4- an

= (or — o?f) (x — iP2) (o; — #3) (Λ? — o?n) = 0 und
,* n n—t t n—2 n—3 .5) aQx — at x + a2ar — α3 χ dL· αΆ

= = / V j _ < r \ / V - f - - r W r . 4 - ' > O . e (r ·!- rr \ ~ 0—~ îX«· 1̂ •A'j/ \»Λ»· · éË'ç/ \A* * 3/ * · · · · * \«Λ» · *~ú\/ " '

Man mul t ip l ic i re diese beiden Gle ichungen m i t e i n a n d e r ,
findet man

/ n""2^i- °"4 V ^ ll""f^i- n""3*t- n~*
— Λ 2 _ 2\ ( 2 — 2^ f 2 \2 x 2 2\ ^—— \̂ .2? Xt ) \X X^ ) \X - X^) . . . . . . \× ÷^ J — U,

das heifst:
2 2n . 2n—2 t 2n—4 «n—6

/TL ry\ «··· /ΤΓ Ct 1̂  "··'· ^ /2 *V» ·'· » ΛΓ Qt ·*» *l·. f f . ft.**n Ë, ^T~ **(fM
0J' »̂ WQ"'*^ · ^o^AvO T~ wnw>

so

2η— ̂  2 2η— 4 . fn— 6 _? 4- α2 α: 4- α£α%α; 4-
2η— 4 . 2η— 6 m4- α4α£α: 4-

. 2 η— 6

2η— §χ
2η— 9

2 2η-2χ 2η-4 2η— 6 . 7 2 α — β+ α!α
§Λ? 4- ctfa Λ?

2η-4 2 2η-6 ' «η-β
; 4- α3 α; 4- αΑα§Λ?

f 2η— 6 . 2η-»4- α5αιΛ; 4- α5α3χ

oder
4- Wx*

\ fn ~ *6) Λ; . α0

"" ^"""Ι (αι* "" 2αβα·)
4- **η~4 (α2 4- 2αα —0 4

α4- #βιι~β (α4
2 4- 2α0αβ — 2α|α7 4- 2<xga6 — 2α§α6)

— /* f β\ /" 2 δ\ / 2 *\ / * 2\ Λ= (Λ; — ·*, ) (÷ —xt)(x —÷,) ...... (÷ — ×Ë*) = Ο,

ode
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einer beliebigen algebraischen Gleichung. 225

oder, wenn man der K rze wegen,

7)
3

2 —' 2α0αβ -i- 2αιαδ — 2α§α4 =
4

2 + 2α0α8 — 2ata7 4- 2α2α6 —

setzt,

S 2 _^ 2\ f 2 ^ 2\ / 2 ___ 2\
~~ V1^* ^^1 V \̂ ^ & J V"' '̂ 3 X '"

Man setze

so verwandelt sich die Gleichung (8.) in

Daraus folgt, dafs die Q u a d r a t e o:/, o?2
2, a:,8 . . , · . · a?n

e der w Wurzeln
#, > Λ?2> Λ?3 Λ?η der gegebenen Gleichung (1.) die n Wurzeln der Glei-
chung (9.) die n Wurzeln xi, x^ x^ xn der gegebenen Gleichung
(1.) selbst also die Quadra twurze ln von den n Wurzeln der Gleichung (9.)
sind. Quadratwurzeln sind aber nur dann reell, wenn die Gr fsen, von wel-~
chen sie die Wurzeln sind, pos i t iv sind. Also kann die gegebene Gleichung
nicht mehr reel le Wurzeln haben, als die Gleichung (9.) posi t ive \Vur-
zeln hat, das heifst, verm ge der Descartes'schen Regel, nicht mehr als die
Gleichung (9.) Ze ichenwechse l hat. Nun kann man die Gleichung (9.) im-
mer aus der gegebenen finden, also ist Folgendes ein Kennzeichen der Grenzen
der Zahl der reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung:

Eine bel iebige a l g e b r a i s c h e Gle ichung vom nten Grade kann
nuc-ht mehr reelle "Wurzeln h a b e n , als je zwei auf e inande r fol-
gende C o e f f i c i e n t e n der Gle ichung (9.), d e r e n Werthe nach (7.)
ge funden werden , gleiche Zeichen haben.

Man kann bekanntlich jede algebraische Gleichung auf eine andere bringen,
deren erstes Glied den Coefficienten l, und deren zweites Glied den Coefficien-
ten 0 hat. Also kann man jede5mal

a0 = l und at s 0
setzen. Folglich ist auch in (7.) kurzer

I. 2$
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226 Olioier, Kennzeichen der reellen. Wurzeln

A'
,
,
,

Α
Α
Α

~ 2 . ο /*_ · ^ „ \(Χ4 + J ^0&8 + (Χ (Χ — G&a 0(/6 J

α/ — 2(αιο + α2αβ — α3 ατ + α, α6)
α/ + 2 (α12 + α2 αιο — α, α, 4- α, αβ

'«·«.· 'α.

Erstes Beispiel. Es sei die Gleichung
Λ?δ + χ + Zx + i6x + 15 = 0

gegeben, so ist
a f=i, a3 = 3, a, = 16, a5 = 15,

folglich in (10.)
fts+l, A =5 — 2, ^2= + 33, /?3=~23, /?ft=

Nur ^4 und /?6 haben gleiche Zeichen, also kann die gegebene Gleichung
nur eine reelle Wurzel haben. In der That sind die Wurzeln der gegebenen
Gleichung

-f-Si/* — u , . r 0 ι ,- 1 - f — l db /^ — 2 und — l .

Zweites Beispiel. Es sei die Gleichung
v? — 10#4 + 4o?3 + 16a?2 — 27o? + 36 = 0

gegeben, so ist
a2 — — · 10, as = + 4, «4 = Hh 16, a& = — 27, afi = + 36,

folglich in (10.)
ft = - 680,

Die Coefficienten /?0, /?t ...... /?6 haben vier Zeichenfolgen. Also
kann die gegebene Gleichung nicht mehr als vier reelle Wurzeln haben. In
der That sind die Wurzeln der gegebenen Gleichung

+ 3, + l, — 2, ~ 3 und + ~ ̂  — ·
tU '

Da die Descartes'sche Regel nur lehrt, wie viel, z. B. positive Wurzeln,
eine Gleichung haben kann, nicht, wie viel sie nothwendig haben mufs, so
kann die Gleichung (9.) auch selbst berhaupt weniger reelle Wurzeln als Zei-
chenwechsel haben. Man kann daher auch die Gleichung (9.) von Neuein wie
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einer beliebigen algebraischen Gleichung* 227

die gegebene untersuchen. Findet sich, dafs sie nicht so viel reelle Wurzeln
haben kann, als sie Zeichenwechsel hat, so kann die gegebene Gleichung auch
nicht mehr reel le Wurzeln haben, als sie, w«il die Quadratwurzeln ebenfalls
imaginair sind.

Auch lassen sich aus dem obigen Kennzeichen verschiedene andere Folge«
rungen ziehen; wie leicht zu sehen.

22.
Bemerkungen όber Figuren, die aus beliebigen, yon geraden

Linien umschlossenen Figuren zusammengesetzt sind.
(Von Herrn Louis Qlivier.}

Jus sei eine Figur gegeben, wie z. B. (Fig. 1. Taf, 3.) vorstellt. Sie sei aus
ebenen Dreiecken,

b ebenen Vierecken,
c ebenen Fόnfecken

u. s. W. zusammengesetzt, und es sei
1) a -*- b Hh c = F.

Die Zahl der Eckpuncte, welche im δufseren Umfange der ganzen Figur
liegen, wie A, J?, H, /, M etc., sei n, die Zahl der Eckpuncte im Innern
der Figur, wie C, D, G, F, E etc., sei m und

2) m + n = Δ
Die Zahl sδmmtlicher gerader Linien, welche die zusammengesetzte Figur in-
und auswendig begrenzen, sei

3) = ,
wobei zu bemerken, dafs die geradlinigen Grenzen der Figur, sowohl innerhalb
als aufserhalb, immer nur von einem Eckpuncte bis zum nδchsten, welchen sie
begrenzen, gerechnet werden, auch dann, wenn mehrere Eckpuncte in einer
und derselben geraden Linie liegen. Liegen z. B. die Eckpuncte 9 JB, C in
einer geraden Linie, so werden B und B G fόr zwei e inze lne Grenzlinien
gerechnet, und die Figur ABCDEF wird nicht als ein Fόnfeck, sondern als
ein Sechseck betrachtet Liegen JE, L, K in einer geraden Linie, desgleichen
N, M, /, H, so werden EL, L K, NM, MI, IH fόr e inze lne Grenzen

29*
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