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Ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reell en Wurzeln
einer beliebigen -algebraischen G]elchung

- (Von_ Herm Louis Olivier.)

JAAIS dem bekannten Descartes’schen Lehrsatze:

»dals die Zahl der reellen positiven Wurzeln einer algebraischen Glei-

»chung nicht gréfser sein kann;, als die Zahl der Wechsel der Zeichen,

»und die Zahl der reellen negativen VWurzeln nicht grilser, als die

»Zahl der Folgen der Zeichen ihrer Glieder,”
Lifst sich, wie folgt, ein Kennzeichen der Grenzen'der Zahl der reellen Wur-
zeln tiberhaupt, also auch der Zahl der unmdéglichen VWurzeln herleiten, des-
sen ich nirgend erwiihnt gefunden habe. Ich theile es fiir den Fall mit, dals es
wirklich nicht bekannt sein sollte. .

Es sei die Gleichung

1) aya’+a, 2 +a, " a4, =0

gegeben, wo n eine ganze positive Zahl ist, und a, a,, e, a,
reelle Grifsen sind, dle auch Null sein kénnen.

Man setze & = — ¢, 50 nehmen die Glieder mit ungeraden Exponenten

von x entgegengesetzte Zucheu an. Ist also n gerade, so gehet die Gleichung

(1.)in

a, ¢ — +a, 0;'—aav“'3.-.;...+'an=0,
st 7 ungeradé, in ‘ ' _ '
._movn+a,‘v"—-dgon—’+aso°'3—. ciivnda =0
iiber. Beide Gleichungen k('jnnen durch
2) o, —a, ¢, " e %o =0

ausgedriickt werden. Das obere Zeichen gilt, wenn.n gerade, das untere, wenn
n ungerade ist.

Da nun ¢ = — &, SO folgt dafs die Wurzeln der: Glelchung
3) a,a"—a,a  Haa  —ax I *o =0
sammtlich den Wurzeln der Gleichung (1.) an Form und Grélse gleich, und nur

darin von ihnen verschieden sind, dals sic entgegengesetzte Zeichen haben.
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Bezeichnet man also die # Wurzeln der Gleichung '(4.) durch «,, =, «

Dy onnnen x_, 50 sind die 7 Waurzeln der Gleichung (2.)
— X, =&y, — X, — .
Nun kann man bekannthch die Grése linker Hand ; in der Gleichung (1.),
deren Wurzeln x, @,, @, ...... x, sind, als das Product
(w-—x,) (x — =x,) (:v ) (@ —2,)
betrachten; also ist dic Gréfse linker Hand in der Gleichung (3.) dem Product
(c+z)@+az)(@+z)...... @+ =)

gleich, so dals

4) aow"+a,‘a:“-'+a2a:n-z+ a_,,a:n"a...-.. o
=@—z)@—x)@—2,)...... (® —2,)=0 und

5) a @ —az Ao, —a "L =+ a,
=(x+x‘)(x+x,)(x+xq)(x+x“)=:0

Man multiplicire diese beiden Gleichungen mit einander, so
findet man

(aoxn-l-a,xn"'-l-o%x“ ...... )’ — (a 2 o ’.)2
- ('x’ - x,e) (x2 - x:) (:c - x3) ...... (xg — x;) = O,:
das heifst: ‘
a,’x s aux "+ aaz " -+ aoao ‘e aax .
+ o0 SR S af "+ a,gaq * 4 a0, xgn_’ ......
+aax "+ ot,p.2 0 a,.“ a;m_a e
+ aaz +aa e .
+aax"". ...
a4+ a0 +aa +a ald .
- o= aaa‘x + aa .:z:2 + o, xsn-a treesas
-4 a,a‘x + a, o !n-& ........ ’
-+ a,a xm-a N
oder
6) z". af
z " (af —2a,a,)
d (a.: + 2a,0, — 2a,a,)
- z“"(a — 2a, 2aa-—2aa)

+ 2" (a —I-Qa a, — 20,0, + 20,0, — 2a.0,
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? (x! f,?‘c) (xﬁ - x:) (x!F - xs‘) e (:L‘! - w,;z; =0,

oder



einer beliebigen algebraischen Gleichung. 225

oder, wenn man der Kiirze wegen,
. .
x, = 180
2 —
a,® — 2aa, = é"
2 o — ‘
7) a, + 200, — Za,0, = [J’,
2 —
a® — 2a.a, + 20,0, — 20,0, = f3,

2 ¢ —
o, + 2aa, — 2a,a, 4+ 20,0, — 2a,0, == 3,

setzt,
8) ﬂox!“ . ﬂ‘ wzn—z + pz x!n-& — [3)3 x!n—6 e
=@ —2") (@ —2") @ —=z") ... @ —27)=0
Man setze '
2
xr =z,
so verwandelt sich die Gleichung (8.) in
9) Bty — BT+ BT =BT
=G—=2z)(z—z,)(z—2) ... Gz=—2S)=0.
Daraus folgt, dafs die Quadrate z,°, z,°, =, .. .... 2, der n Wurzeln
Ty Tys Ty evnons x, der gegebenen Gleichung (1.) die z Wurzeln der Glei-
chung (9.) die » Wurzeln =, =, 2, ........ x, der gegebenen Gleichung

(1) sclbst also die Quadratwurzeln von den n VWurzeln der Gleichung (9.)
sind. Quadratwurzeln sind aber nur dann reell, wenn die Grélsen, von wel-
chen sie die Wurzeln sind, positiv sind. Also kann die gegebene Gleichung
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als die Gleichung (9.) positive VWur-
zeln hat, das heilst, vermége der Descartes'schen Regel, nicht mehr als die
Gleichung (9.) Zeichenwechsel hat. Nun kann man die Gleichung (9.) im-
mer aus der gegebenen finden, also ist Folgendes ein Kennzeichen der Grenzen
der Zahl der reellen VWurzeln einer gegebenen Gleichung:

Eine beliebige algebraische Gleichung vom nt® Grade kann
nicht mehr reelle VWurzeln haben, als je zwei auf einander fol-
gende Coefficienten der Gleichung (9.), deren Werthe nach (7.)
gefunden werden, gleiche Zeichen haben.

Man kann bekanntlich jede algebraische Gleichung auf eine andere bringen,
deren erstes Glied den Coefficienten {1, und deren zweites Glied den Coefficien-
ten 0 hat. Also kann man jedesmal

a,=1 unda, =0
setzen. Folglich ist auch in (7.) kiirzer
I. 2¢
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10){ B,=a +2(s, +a,a, —a,a,)
‘86=a52—2(a00+a2a8 _a3a7 +a4a6)
ﬁ6=a62+2(a +aa —a3“9+a0a0 —aba,7)
\pz=a‘12—2(a’ o, e, — msau+a'aa’to—a’ba’9+a'cu’a)}
Erstes Beispiel. Es sei die Gleichung

2+ 2+ 32"+ 16+ 156=0

gegeben, so ist
a, =1, a,=3, a,=16, a, =15,
folglich in (10.)

By=+1, f,==—2, B,=+33, B,=—23, B, =+ 166, B, =+ 225.
Nur B, und B, haben gleiche Zeichen, also kann die gegebene Gleichung
nur eine reelle Wurzel haben. In der That sind die Wurzeln der gegebenen
Gleichung

3y — 11
2
Zweites Beispiel. Es sei die Gleichung
N a — 102" + 42° + 162 — 272436 =0
gegeben, so ist ‘
a,=—10, a, =+ 4, a, =+ 16, a, =— 27, a, = + 36,
folglich in (10.)
Bo=+1, B, =420, B,=+4 132, B, =+ 2064, ,3,-:-680
B, =— 423, B, = 1296.
Die Coefficienten 3, 3, ...... (3, haben vier Zeichenfolgen. Also
kann die gegebene Gleichung nicht mehr als vier reelle Wurzeln haben. In
der That sind die Wourzeln der gegebenen Gleichung

+3, +1, —2, ---3und“I-;!—-"—;--‘—[—--—--Z

~Da die Descartes'sche Regel nur lehrt, wie viel, z. B. positive VWurzeln,
eine Gleichung haben kann, nicht, wie viel sie nothwendig haben mufs, so
kann die Gleichung (9.) auch selbst iiberhaupt weniger reelle Wurzeln als Zei-
chenwechsel haben. Man kann daher auch die Gleichung (9.) von Neuem wie
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die gegebene untersuchen. Findet sich, dafs sie nicht so viel reelle Wurzeln
haben kann, als sie Zeichenwechsel hat, so kann die gegebene Gleichung auch
nicht mehr reelle VWurzeln haben, als sie, weil die Quadratwurzeln ebenfalls
imaginair sind.

Auch lassen sich aus dem obigen Kennzeichen verschiedene andere Folge-
rungen ziehen; wie leicht zu sehen.

22.

Bemerkungen. iiber Figuren, die aus beliebigen, von geraden
Linien umschlossenen Figuren zusammengesetzt sind.

(Von Herrn Louts Olivier.)

Es sei eine Figur gegeben, wie z. B. (Fig. 1. Taf. 3.) vorstellt. Sie sei aus
a_ebenen Dreiecken,
b ebenen Vierecken,
¢ ebenen Fiinfecken
u. s. w. zusammengesetzt, und es sei
)a+b+c...... = F.

Die Zahl der Eckpuncte, welche im dulseren Umfange der ganzen Figur
liegen, wie A, B, H, I, M etc., sei n, die Zahl der Eckpuncte im Innern
der Figur, wie C, D, G, F, E etc., sei m und

2) m+n==_,
Die Zahl simmtlicher gerader Linien, welche die zusammengesetzte Figur in-
und auswendig begrenzen, sei
3) =4,
wobei zu bemerken, dals die geradlinigen Grenzen der Figur, sowohl innerhalb
als aulserhalb, immer nur von einem Eckpuncte bis zum niichsten, welchen sie
begrenzen, gerechnet werden, auch dann, wenn mehrere Eckpuncte in einer
und derselben geraden Linie liegen. Liegen z. B. die Eckpuncte 4, B, Cin
einer geraden Linie, so werden 4B und BC fiir zwei einzelne Grenzlinien
gerechnet, und die Figur ABCDEF wird nicht als ein Fiinfeck, sondern als
cin Sechseck betrachtet. Liegen E, L, K in einer geraden Linie, desgleichen
N, M, I, H, sowerden EL, LK, NM, M1, IH fiir einzelne Grenzen
20*





