
Ueber G al ois '  Theorie der algebraischen C~leichungen. 

V o n  

PAUL BAC~A~N in Mlinster. 

Obwohl neuere Bearbeiter, unter ihnen besonders Herr 0. J o r d a n*), 
die Untersuchungen yon G a Iois**) fiber die algebraische kuflJsbarkeit 
der Gleichungen dem allgemeinen Verst~ndnisse dutch eine weitere Aus- 
ftlhrung und systematischere Entwicklung n'~her gebracht haben, so 
dfirfLe doch Mancher yore Studium dieses principiellen Theiles der Lehre 
yon den Gteichungen durch den ausgedehnten Gebrauch der sehr ab- 
stracLen SubstituLionsLheorie abgehalLen worden sein, weleher yon Jenen 
gemacht wird. Solchen wird vielleicht nachfolgende neue Darstellung 
des Gegenstandes nichL unwillkommen sein, welche die genannte Theorie, 
soweit es der Natur der Sache nach mJglieh scheint, vermeidet, indem 
sie sich im Wesenflichen nut auf die beiden fundamentalen Begriffe 
des ZahlenkJrpers***) und der Irreductibilit~t griindek Bei dieser 
Behandlung, welche iibrigens schon von Herrn D e d e k i n d  angegeben 
worden ist, wird zugleich - -  meiaen wir - -  yon den Phasen des Auf- 
15sungsprocesses der Gleichungen eine viel concretere Anschauung, als 
bei der gebr~uehlichen Darstellungsweise, gewonnen. 

Nur die einfachsten S~tze fiber symmetrische und ~ihnliche Fune- 
tionen werden vorausgesetzt. 

1. Wir beginnen mit der Feststellung einiger fundamentalen 
Begriffe. 

Die aufzulJsende Gleiehung 

(1) E(x)  ~- 0 

sei eine Gleichung n to" Grades: 

x ,~ + a,x, ,  -1 + a~x ,,-2 + �9 �9 . + a ~  = O ,  

*) Vgl. z.B. seinen Commen~aire sur Gulois in Math. Ann., Bd. I, p. 141. 
**) In Liouvi l le ' s  Journal, I. sdr. t. X[. 

***) Dedekind,  sur ]~ thgorie des nombres entiers algdbriques, w 15., insb. 
Ende yon w 16.; vgl. auch Vorl. fiber Zahlentheorie yon Dir ichle t ,  herausg. 
you Dedekind,  3. Aufl., Suppl. XI. 
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deren Coefficienten aus den rationalen Zahlen und irgend welchen ge- 
gebenen GrSssen A,  B, C, �9 �9 �9 auf rationale Weise d. i. mitte]s einer 
endlichen Anzahl yon Additionen, Subtractionen, Multiplicationen and 
Divisionen zusammengesetzt~ deren Wurzeln 

abet yon einander verschieden sind. 
Jede Gr6sse, welche gleichfalls auf rationale Weise aus A ,  B ,  C, . . . 

,and rationaten Zahlen entsteht, wird als rational be?cannt bezeichnet. 
Wenn im Laufe einer Untersuchung den ursprtinglich gegebenen 

GrSssen A, _B~ C, �9 �9 �9 andere y,  z~ . . .  als bekanut hinzugeftig~ werden~ 
so sagt man~ man adjungire diese der Gleichung, und nennt sie ad- 
jungirte Gr6sse~. Dutch solehe Adjunction wird der Begriff der rational 
bekannten GrSssen veriinder~ indem nach derselben alle GrSssen rational 
bekannt sind, welche aus A,  ]9'~ C, . .  �9 und y, z~ �9 �9 �9 rational zusammen- 
gesetzt sind. 

Eine ganze Function f (x)  oder die Gleichung f (x)== 0, deren 
Coefficienten aus irgend welehen Gegebenen rational zusammengesetzt 
sind, heisst irreductibel, wenn es unmSglich ist, f ( x )  in Factoren ge- 
ringeren Grades zu zerlegen, deren Coefficienten in demselben Sinne 
rational sind. Durch Adjunction neuer Gr5ssen kann es sich ereignen~ 
dass eine his dahin irreductible Gleiehung reductibel wird. 

Es ist bekannt~ dass, wenn eine irreduc~ible Gleiehung mi~ ether 
anderen in gleichem Sinne rationalen G]eichung eine Wurzel gemein- 
schaftlich hat, alle ihre Wurzela dieser Gleichung gentigen. Zwei in 
demselben Sinne irreductible Gleichungen , welche eine Wurzel gemei/nsam 
haben~ miissen fo~glich identisch mit einander seth. 

Ein System yon Zahlen, die nichi sitmmtlieh verschwinden nnd 
die Eigenschaft haben~ dass Summe~ Differenz~ Product und Quotient 
irgend zweier, seien sie verschieden oder iden~isch mit einander, wieder 
Zahlen des Systems sind, wird nach I-Ierrn D e d e k i n d ' s  Vorgange 
ein Zahlenkgr2er genannt. 

Solchen KSrper bilden z. B. in jedem Momente der Untersuchung 
die rational bekannten GrSssen. 

Dasselbe gilt, wenn ~ eine Wurzel der irreductibeln Gleichung 
f ( x )  ~ 0 und m d e r  Grad dieser Gleichung ist~ yon den rationalen 
Functionen yon ~ oder auch you den si~mmtliehen GrSssen 
(2) Ao + A~f + A2~ ~ + �9 �9 �9 + A~,-I~ m-~, 
bet denen A0, Aj,  -. "7 A,~_~ in demselben Sinne rational sind, wie 
die Coefiicienten der Gleichung. Ein K6rper dieser Ar t  soll kurz ein 
irreductibler (aus ~ erzeugter) KSrper yore Gra& m genannt werden. 
Da jeder Wurzel der Gleichnng ein soleher KSrper e,~tspricht, erhiilt 
man im Ganzen m d e r  Gleichung entsprechende KSrper, welche z~ 
einander conjugirt heissen. 
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Sa tz  I. Damit die eonjugirten K6rper - -  was die Gesammtheit 
der in ihnen entha]tenen Zahlen betrifft - -  mit einander identisch sind, 
ist nothwendig und hinreichend, dass jede Wurzel der irreductibeln 
Gleichung durch jede andere rational ausdri~ckbar sei. 

Denn, enthalten die den Wurzeln ~, ~' en~sprechenden KSrper 
dieselben Zahlen, gehSrtn also die GrSssen 

(3) A o' + A(~' + A~'~ '~ + �9 . .  + A,~,_~ �9 ~"~-~ 

fiir alle rational bekannten Werthe der Coefficienten A' zu den GrSssen 
(2), so finder sich unter diesen auch ~' selbst; und unter derselben 
Voraussetzung auch ~ im KSrper der GrSssen ( 3 ) . -  Umgekehrt, wenn 
~' rational durch ~ ausdriickbar ist, wird jede Zahl (3) zum KSrper 
der Zahlen (2), desgleichen, wenn aueh ~ rational ausdrfickbar ist 
dutch ~', jede Zuhl dieses KSrpers zum KSrper der Zahlen (3) gehSren, 
beide KSrper also identisch mit einander seim 

Dtr KSrper der Zahlen (2) soll ein Norma~kb'rper heissen, wenn 
er mit den zu ihm conjugirten idenfisch ist. 

2. Die allgemeinste Frage nun, welcht man sieh beztiglich der 
AuflSsung der Gleichungen stellen kann, isi diese: durch welche (alge- 
braische) Gr~ssen kann eine gegebene Gleichung gel@t, d. h. k6nnen ihre 
-Wurzeln rational a~gedrilckt werden? Zu ihrer Beantwortung wird 
man versuehen miissen, der Gleichung successive geeigaete GrSssen 
y, z, �9 �9 �9 zu adjungiren der Art, dass sch|iesslich ihre Wurzeln rational 
bekannt werden. Um aber diese Operation richtig zu leiten, wird 
man vor Allem klar zu stellen haben~ welche GrSssen denn yon vorn- 
herein zu den rational bekannten gehSren. 

Die Coefficienten der Gleichung (1) siad bekauntlieh his auf die 
Vorzeichen gleich den einfachsten symmetrischen Fuactionen ihrer 
Wurzela a o, al, . .  ", a~-l, and jede rationale symmet~'ische Function 
tier Wurzetn ist rational durch sit ausdr~iekbar. 

Ist nun (1) die allgemeine Gleichung n t~" Grades, so sind die 
Coefficienten at ,  a2~ �9 �9 a~ Unbestimmte und sit allein die Gegebenen. 
In diesem Falle sind die genannten Functionen der Wurzeln aueh die 
einzigen Wurzelfunctionen, welche rational bekannt sind i denn eine 
Gleichung 

r a t , . . . ,  a,,_,) = ~P(at, a2, " " ", a,), 

in welcher r ~J rationale FLmctionen der Argumente bezeichnen, kann, 
ohne identiseh zu sein, nieht bestehen, da die Wurzeln, ebenso wie 
die Coefficienten, Unbestimmte bezeichnen, kann abet nur dann iden- 
tisch sein, wenn cp sieh, ebenso wie ,P, symmetrisch aus den Wurzeln 
zusammensetzt. 

Dagegen ist klar, dass eine solcht Beziehung zwisehen den Wur- 
zeln einer G1eichung und ihren Coefficienten~ wenn diese bes~immte 

29* 
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Werthe haben~ oder yon bestimmt Gegebenen A, B, C, . . . abhi~ngen, 
sehr wohl mSglich ist, und kSnnen dann folglich auch ausser den 
symmetrischen Functionen der Wurzeln noch andere Gattungen, rar 
naler Wurzelfunctionen existiren, welche als bekannt anzusehen sind. 
Auch leuchtet ein~ dass dieser Gattungen stets neue auftreten kSnnen, 
wenn durch Adjunction geeigneter GrSssen der Umfang der Gegebenen 
erweitert wird. 

tlieraus ist ersich~lich, dass wit unsere Uutersuchung auf die Be- 
trachtung aller rationalen Functionen yon den Wurzeln ao, al, �9 �9 -, a~_~, 
deren Coefficienten in den Gegebenen A, 33, C , . . .  rational sind, 
werden zu begriinden haben. Diese bilden eit/en KSrper, welcher 
K heisse. 

Nun folgt bekanntlich aus dem Satze yon den iihnlichen Func- 
tionen, dass jede rationale Wurzelfunciion rational ausgedriickt werden 
kann durch eine solche Function, welche bei den u der 
n Wurzeln 

N = l ~ 2 . 3 . . . n  

numerisch verschiedene Werthe erlangt. Eine Fun&ion dieser Ar~ is~ 

~oo = ho~o + h l ~ l  + �9 �9 �9 + h . - 1 - . - ~  

filr passende Wer~he der hl; setzt man n~tmlich z . B . .  

h o--~ 1, h l = h ,  h2----h 2, " ' ' ,  h , - l = h  "-1, 

so k~innen zwei bestimmte der N algebraisch verschiedenen Werthe 
yon co o hSchstens ffir n --  1 Wertbe yon h einander numerisch gleich 
sein, und demnach giebt es nich~ mehr als 

(n - -  1) �9 ~ ( ~ v -  ~) 
2 

verschiedene Werthe yon h, ffir welche irgend zwei jener Ausdrtleke 
numerisch gleich sein kSnnen. Fiir jeden anderen Werth yon h mtissen 
sie siimmtlich yon einander verschieden sein,, auch leuchtet ein, dass 
h sognx rational, co o also im KSrper K gew~hlt werden kann. 

3. Diese verschiedenen Werthe roll coo sind Wurzeln einer (klei- 
chang 2~(x)~---0~ deren Coefficienten als symmetrischeFuncLionen yon 
ao, a~, �9 �9  a,_l rational bekannt sind. Die Function P(x)  wird jeder- 
zeit, mag man die Gleichung (1) in ihrem ursprtinglichen Zustande 
oder nach Adjun&ion irgend welcher GrSssen betrachten, wie leicht 
zu sehen, in ~rreductible Factoren dessdben Grades zerfallen, weil 
ihre Wurzeln jede durch eine beliebige yon ihnen rational ausdriickbar 
sin& Wir bezeichnen mi~ G(x) denjenigen irreductibeln Factor yon 
P (x), welcher rational bekannte Coefficicnten and die Wurzel coo hat, 
seinen Grad mi~ g, und nennen 

(4)  coo, co~, co~, " " ,  co~-~ 
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die Wurzeln der irreductibeln, sogenannten Galois'schen Gleichung 
(5) a (x)  = o. 

Alsdann sind die Functionen des KSrpers K,  well sie rational 
durch co o ausdriickbar sind, offenbar siimmtlich gleieh einer Zahl der 
folgenden Form: 
(6) Co -{- C, co o -I-- C: ~2  + . . .  _{._ Cg-1 COo ~-I, 
in weleher die Coefficienten rational bekannt sind; und umgekehrt 
repr~isentirt jede Zahl dieser Form den Werth einer Function des 
KSrpers K. Diese Zahlen bilden wieder einen KSrper G~ welcher der 
Galois'sche K6rper der Gleichung (l) genannt werden solI. Die Zahl 
g heisse sein Grad; sie muss nach der i~ber l~(x) gemaehte~ Bemerkung 
stets ein Theiler yon N sein. 

1)er Galois '  sche K6rl)er ist ein Normalkb'rper, well (Saiz I.) jede 
der Functionen COo, COl, . - . ,  c%_t dutch eine beliebige yon ihnen 
rational ausdriickbar ist. Setzt man, dieser Bemerkung entsprechead, 
indem man mit O0, O 1, �9 �9 �9 ~ Og-i rationale Functionen bezeichnet, 
die Wurzeln der Gleichung (5) in die Form: 

g-~O 0 = ~ )O(O~O) ,  f'O t = O l ( ~ O 0 ) ,  " " ":1 fOg-- i  = ( ~ g - - ' ( C O o ) '  

so ist, wean co irgend eine Wnrzel yon (5) bedeutet, fiir jeden Werth i 
aus der Reihe O~ 1,2,  �9 �9 -, g - -  l auch O~(r eine Wurzel i denn wegen 
der Irreductibilitiit der Gleichung (5) wird die rationale Gleichung 
G iOn(x)] ~ O, weil sie die Wurzel co 0 mit jener gemein hat, durch 
jede Wurzel co derselben erfiillt, and demnach 

a [ o , ( o , ) ]  = o. 

Wegen der lrreduetibilitgt der Gleiehung (5) wird ferner eine 
Function 

uo = Co + C, coo + COo + - . .  +  oo -1 
des KSrpers K dann und nur dann yon vornherein bekannt sein, worm 
C 1 ~  C: . . . .  Cg-1 == 0 ist. Ihr Werth' bleibt daher unge~indert, 
wenn irgend eine der GrSssen (4) start r gesetzt wird i wie denn 
aueh umgekehrt eine Function Uo, welche bei diesen Substitutionen 
sich nieht ilndert, als symmetrische Function der GrSssen (4) dar- 
gestellt werden kann, also durch die bekannten GrSssen rational 
ausdriiekbar ist. Die Werthe dieser Funetionen bilden einen in G ent- 
haltenen KSrper C, den Kgrper der (urs~rib:glich) bekannten Eunctions- 
werthe, die Substitufionen abet, welche die Werthe (4) aus coo hervor- 
bringen, die Gruppe tier Gleichung (l) (Galois) .  

4. Nunmehr betraehten wir eine Function u 0 des KSrpers K,  deren 
Wer~h dem KSrper C nieht angehSrt. Die g Werghe derselben, welehe 
den Subsfitutionen der Gruppe en~spreehen, werden einer Gleichung 
H(x)-----0 Gentige leisten, deren Coefficienten als unveriinderliehe 
Funefionen rational bekannt sind. Mit ['(x) bezeichnen wit denjenigen 
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irreductibeln Factor yon "[-[(x), welchem die Wurzel u o zakommt, mit 
7 seinen Grad, und nennen 

~ O ,  ~4I~'~2~ " " "~ U7--1 

die Wurzeln der irreduetibeln Gleiehung 

(7)  r (x )  = o. 
Die Function u 0 kann rational durch co 0 dargestellt werden, was 

in der Gleichung u o ~ q.,(oo) ausgedriickt~ werde. Aus der ration~len 
Beziehung 

r(u~) = r~(~o) = o 
folgt aber wegml der Irreductibilitgt der Gleichung (5), dass die sgmmt- 
lichen GrSssen 

, ,oo(~,o), r . . . ,  eo~_~(~Oo) 
Wurzeln der Gleiehung (7) sind. 
seien mehrere, etwa die ersten h, 

(8) '/' Oo (~o) =-- ~ O, (~o) 
so bestehen diese Relationen auch 
chung (5): 

(9) ~0o fro) = ~ O~ (o,) 
Die h Wurzeln 

Angenommen nun~ unter diesea 
gleich u0, und folglich 

. . . .  -~ ~o Oh-~(%), 
fiir jede ~ndere Wurzel o~ der Glei- 

. . . . .  ~) Oh__l (fO), 

(1o) o o ( o ) ,  o ,  (~), . � 9  o ,_ , (~)  
der Gleiehung (5) sind aber erstens untereinander versehieden~ weil 
z. B. aus der Gleichheit O, (co)~---%@o) sieh f~lsehlich Ol(wo)~ %(%) 
erggbe. Zwei~cns sind sie auch yon den Wurzeln 

(11) 0o(O,o), O,(coo) , . . . ,  0~_~(~Oo) 
s6/mmtlich verschieden, sobald es eine uuter ihnen ist; dean, f~inde 
sich auch nur eine yon ihnen unter den Wurzeln ( l l ) ,  so wfirden die 
s~mmtlichen GrSssen (9) gleich u0, und demnach mtissten die Wurzeln 
(10) s~mmtlich zu den Wurzeln (11) gehSren, welche nach der Vor~us- 
setzung ausschtiesslich den Werth % hervorbringen. 

Hieraus ist zu schliessen, dass immer je h yon den Wurzeln der 
Gleichung (5) dieselbe Wurzel der Gleichung (7) hervorbringen und 
dass folglich g ein Vielfaches yon h, ngmlich g ~ 7h sein muss. Man 
gewinnt daher den Satz: 

Satz ]I. IEine jede _Function des K6rivers K,  welche nicht selbst 
rational bekannt ist, geni~gt einer irreductibeln Gleichung mit rationa~ 
bekannten Coefficienten, deren Grad ein Theiler yon gist .  

Zum KSrper / (  gehSren insbesondere die Wurzeln der Gleichung 
(1) 'selbst. Ist diese also irreductibel, so muss ihr Grad ein Theiler 
yon g sein. Man finder daher den 

Zusa tz .  Der Grad des Galois'scho~ K6r~ers einer Gleichung 
yore Grade n ist theilbar dutch n, wenn sie irreductibel ist. 
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Der Wurzel % der irreductibeln Gleichung (7) entspricht der 
K~')rper F aller Zahlen yon der Form 

( 1 2 )  CV0 "-~ COl ~'0 - ~  C2gt0 2 + " " " -{-- (Jy--1 " gt0~--i 

rail rational bekarmteJ~ Coefficienten. Sie enthalten in sich die Zah|en 
des KSrpers C und geh•ren selbs~ insgesammt zum Galois ' schen  
KSrper G tier Gleichung C1). 

5. Sa tz  HI. Wird nun die Function % der Gteichung (1) ad- 
jung&t, so erweitert sich der K6rper dcr rational bekannten Functions- 
werthe, dcr urspriinglich C ist, zum l(Srper [-. Gleichzeitig aber wird 
die bisher irreductible G alois 'sche Gleichung reducirt; denn die nach 
Adjunction yon u o rationale Gleichung 

(13) ~ (x) - -  u,, = 0 

ha~ wie gezeigt, nut noch die h Wurzebi 

0o(C%), 01(%), " " ,  O~ ~(~o) 
mit der Gleiehung (5) gemeinschaftlich. Nennt m~n also 

@ (x, Uo) 
denjenigen in % irreductibeln Factor yon G(x), welchem die Wurzel 
co n zukomm~, so ist die Gleichung 

(14) ~t(x, %) ----- 0 

yore Grade ~ ~ h. 
Den. zunichs~ kann ihr Grad $ nicht grSsser sein als h~ well 

sonst die Gleichung (13) mehr als h Wurzeln mi~ der Gleichung (5) 
gemeinsam haben miisste. Andererseits erhKlL man~ wenn u cine Un- 
bestimmte bedeutet, indent man G(x) dutch (~5(x, u) theilt~ eine Glei- 
chung yon der Form: 

~ ( x )  = (,~(x, 7,) �9 ~2(x, u) +, It(x,, u), 
worin Q und /~ ganze Functionen yon x und u bezeichnen, deren 
]etzLere bezfiglieh x yon kleinerem Grade ist als ~.~j. Man finder hieraus 
die Iden~it~i, 

/~(x, u0) = 0, 
weil diesc Beziehung durch jede Wurzel yon (14) erfiill~ werden muss; 
d. h. die Coefficienten yon/~(x, u) verschwinden s:,'unmflich ffir u ~ u U 
und folgi'ich wegen der Irreducfibilitii, i der Gleichung (7) auch fiir 
u~_ul~  u2, . . . ,  ur_l. Hieraus folg~, dass G(x) durch jede der 
Functionen 

(~(x, uo), (~(x, u~), . . . ,  (~(x, u~_~) 
theilbar ist. Das Product dieser Fanctionen ist aber eine ganze Func- 
tion yon x yore Grade 97, deren Coefficienten als symmetrische Func- 
tionen der Wurzeln yon (7) in den Zahlen des KSrpers C rational 
sind, und welche, weil sic mit der in demselben Sinne rationalen und 
irreductibeln Function G(x) gemeinsame Wurzeln hat~ durch diese 
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Function yore Grade h~J theilbar ist. Da folglich .q ~ h, so finder 
sich durch Vergleichung mit der bereits erlangten Beziehung 9 ~ h, 

__g. wie behauptet, ~ = h---- v 

S atz IV. Durch Adjunct ion yon u o wird demnach die urspriing- 
liche G a l o i s '  sche Gleichung vom Grade g dutch die neue G a l o i s '  sche 

Gleichung (14) nut  noch yore Grade g-- und folglich der urspriingliehe f7 
Ga~ois"  sche K6rper tier Gleichung (1) yore Grade g dutch einen neuen 

nur noch yore Grade g- ersetzt, dessen Coe[ficienten (lie Zahlen des 

K6rpers [" sin& 
Werden mehrere Functionen des KSrpers K~ z. B. 

(15) %', Uo" , . . . ,  %(,o 

adjungirt~ so kommt dies auf die Adjunction einer einzigen passend 
gewii.hlten Funcision dieses KSrpers zuriick. Denn in dem Ausdrucke 

Uo ----- h~ Uo' + h2uo" + �9 �9 �9 + s 

lassen sich fiir die h~ (vgl. Nr. 2.) rationale Werthe so wghlen~ dass 
bei jeder Vertauschung der Wurzeln, welehe wenigstens eine der 
Functionen veriinderi, auch u 0 sich iindert; withrend nattirlich u, un- 
gegndert bleibt, sobald die Functionen (15) gleichzeitig ihren Werth 
behal~en. Der so bestimmten Function u o sind also siimmtliche Func- 
~ionen (15) ghnlich und kSnnen demnach durch u o rational ausgedriiekt 
werden. Der K5rper, welcher in rationaler Weise aus den GrSssen (15) 
entsteht~ muss daher identisch sein mit demjenigen, der in gleicher 
Weise aus u 0 hervorgebracht wird. 

6. Sei jetzt F ein beliebiger in G .enthaltener K5rper (doch wird 
stillschweigend vorausgese~, dass F yon C und yon G selbst ver- 
schieden sei), dessen Glieder~ wie alle in G enthaltenen, die Werihe 
yon Funef.ionen des KSrpers K bezeiehuen. 

W i t  wol~en die Griisse~ (15) unabh~ingig yon einander nennen, 
wenn eine GZeiehung 

k t  Uo' + k2%" + �9 �9 �9 + s  " Uo ('~) = 0 

mit rational bekannten Coefficienter~ nut  dann bestehen kann, wenn die 
let~tern gleich ~[ull sin& 

Demgem~iss wird man im K5rper [" eine gewisse grSsste Anzahl, 
welche g nich~ erreicht, von unabh~ingigen Gliedern %', Uo" , . . . ,  uoc~) 
angeben kSnnen der Art, dass jedes andere Glied U yon I- in der Form 

(16) U = k ,u  o" + k~Uo" + - . �9 + k,~u0 (=) 

mit rational bekannten Coefficienten darstellbar ist. Denn da die 
GrSssen (15) dem KSrper G angehSren, erhglt man m Gleichungen 
yon der Form: 
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u,,' = Vo' + C,' co o + . . .  + C; -1 .  O,o g-~ 

no"= Co" + C,"Oo + "  . .  + C/-~. COo g-1 
. o . . . .  �9 �9 �9 o . . �9 . �9 

Uo (~) - -  c0('o + o,~)O,o + . . .  c~y,.  ~ o ~ - ' ,  

welche gegen die Voraussetzung fiber die GrSssen (15) nieht unab- 
h~ngig sein kSnnten~ weun m > g wi~re, ftir m = g aber~ da sic un- 
abh[Lnglg yon einander sein sollen, gestatten w[irden, co o und damit 
den gesammten KSrper G in tier Form (16) auszudriicken d. i. dem 
KSrper [" einzuverleiben.*) 

Ersetzt man nun die Functionen (15) naeh dem in voriger Nr. 
Bemerkten durch eine einzige Function Uo, welche, wie gezeigt worden, 
eiuer gewissen irreductibeln Gleichung F ( x ) =  0 yore Grade 7 gen~igt, 
deren Coefficienten in den Zahlen des KSrpers C rational sind, so wird 
der KSrper [" identisch mit dem KSrper der Zahlen yon der Form (]2). 
Demnaeh ist m = 7; denn die s:~immtlichen Zahlen dieses KSrpers sind 
dutch die 7 unabhiingigen Gr'6ssen 

1, 7~o, 7~02~ " " "~ ~o y-1 
in je~er Form mit rational bekannten Coefficienten darstellbar. 

Dies ResultaO liisst sich folgendermassen ausspreehen: 
Sa t z  V. Zu  jede~n in G cnthaltenen K~rper f geh6rt eine Function 

u o des K6rpers K yon dot Ar t ,  dass V als ein aus u o gebildeter irre- 
ductibler K6rper dargestellt werden kann. 

Dies vorausgesehiekt, nehmen wir an, F sei ein in G enthaRener 
NormalkSrper, welcher selbst keinen Normalk5rper wetter umfassL 

Die Wurzeln 
no, u I ~ �9 �9 .~ u~.-i 

der irreductibeln Gleichung t'(x) ~--- 0, deren jede den KSrper f hervor- 
bringS, sind alsdann (naeh Satz I.) rational dutch u o ausdrfickbar ; und 
well Gleiehes yon jeder rationalen Function der Wurzeln u0, ul, �9 . �9 ur-1 
der Gleichung F ( x ) =  0 gilt, ist F mit dem Galois ' sehen KSrper 
dieser Gleichung identiseh. 

Letzterer kann demnaeh keinen ]NormalkSrper enthalten. Denn 
sonst g~be es eine rationale Function der GrSssen uo, ul, . . . ,  ur_l: 

t - -~ (Uo ,  u, ,  �9 �9  u~_~), 
welche zu ihm geh~r~ und ether irreduetibeln Gleichung �9 r (x)~- - -0  
gent~gt, deren Wurzeln rational unter einander ausdriickbar sind. Die- 
selbe Function t ist abet anch eine gewisse in K enthaRene Function 
yon go, ~t~ "" ", a~_l, und wegen der genannten Eigenschaften der- 
selben wfirde, wenn sic der Gleichung (1) adjungirt wird, tier KSrper 
der rational bekannten Functionswerthe sich (naeh Satz III.)  zu dem 
aus t gebildeten NormalkSrper erweitern, dieser abet gegen die Vorans- 

�9 ) V.gl. Vorl. fib. Zahlentb. v. Di r i ch le t ,  3. Aufl., p. 466. 
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setzung in [ enthal~en sein, da t selbst, als rationale Function yen % 
dars~ellbar~ diesem KSrper angehSr~. 

Die Betrach~ungen der letzten drei Nummern, welche wir zuniichst 
aaf den ursprtinglicheu Zustand der Gleichung (1) bezogen haben, 
werden offenbar ihre Gtiltigkeit auch dann behal~en, wenn sie auf 
eiaen Augenblick bezogen werden~ in welchem derselben bereits eine 
oder mehrere Func6onen des Kt~rpers K adjungirt worden sin& 

7. Wit wollen eine irreduetible Gleichung, dereu Wurzeln rational 
unter einauder abhangen and f~ir welche der (3 a lo i s'sche KSrper keinen 
NormalkSrper enLh~ilt, hinibrt kurz eine einfache Gleichung (C: J o r da n) 
nennen. Bei solcher Ausdrucksweise lehren die vorausgeschiekten Be- 
trachtungen den Satz~ dass die AuflSsung jeder Gleichung auf die yon 
einfachen Gleichungen :uriickfiihrbar ist. 

Denn zuvSrderst darf ofl'enbar die gege~bene Gleichung (1) als 
irreduetibel vorausgesetzt werdeu, widrigenfalls man nur jeden ihrer 
irreductibeln Factoren successive gleich Null zu setzen und ia der 
nachfo]genden Weise zu behandeln h:~itte. 

Enth~lt nun der Galois 'sehe KSrper G der Gleichung (1) einen 
NormalkSrper, so wird man diesen, wie leicht einzusehen~ s~ets so 
w~hlen kSnnen~ dass er selbst keinen NormalkSrper welter enthiilt. 
Eine zu diesem KSrper F gehSrige Function u 0 yon den Wurzeln der 
Gleichung (1) ]eiste~ dann einer einfachen Gleiehung F(x) = 0 Geniig% 
und ihre Adjunc~ion d. i. die AuflSsung dieser Gleichung erweitert den 
KSrper C der urspriinglich bekannten Functionswerthe zum KSrper [~ 
indem sie gleichzeitig die urspriingliche G a 1 o is'sche G leichung G (x) ---~ 0 
yore Grad~ g durch eine neue 

(~ (x,  %) ~ 0 

yore kleineren Grade 9 ~ - -g  ersetzt. Der Galois 'sche KSrper der y 
Gleichung (1) ist nunmehr identiseh mit der Gesammtheit der Zahlen 
yon der Form 

F 0' + I - ( %  + I '~ '% '~ + �9 - .  + I-~-1 �9 r  

worin die Coef'ficienteu die Zahlen des KSrpers [ bedeuten. 
Enthiil~ jener KSrper wieder noch einen NormalkSrper in sich, so 

kann man mit~'els derselben Be~rachtung eine neue einfache Gleichung 
F'(x) ~ 0  yore Grade 7' einfiihren~ bei deren Aufl5sung die neue 
Galois 'sche Gleichung dutch eiue dritte yon noch kleinerem Grade 

' ~  -~ ersetzt wird; und kann solange in gleicher Weise fortfahren, 
9 v 
als der neue Galois 'sche KSrper noch einen NormalkSrper enthi~lL 
Da die Grade der Galois 'schen Gleichungen aber nich~ ohne Ende 
abnehmen kSnnen~ muss cndlich der Fall eintreten, dass der G a l o is'sche 
KSrper keinen NormalkSrper mehr enth:~ilt; dann is~ aber .die ent- 
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sprechende G alois'sche Gleichung selbst eine einfach% und durch ihre 
AuflSsung werden alle Functionen~ welche der KSrper X" enth~lt, 
bekann~ and die Gleichung (l) aufgelSst. 

Hieraus cntnehmen wit das wichtige Princip, dass es, start einer 
gegebenen Gleichung die Wurzeln elner bcliebigen anderen zu adjungiren, 
geniigen wird~ ihr successive die Wurzeln der ein[hchen Gleichungen 
zu adjungiren, auf deren Aufl~isung diese letz[ere zurtickkomm~. Wenn 
wir uns demnach jctzt die Frage stellen, welche Wirkung es auf die 
Gleichung (1) habe, wenn wit ihr die Wurzel,~ irgend einer anderen 
Gleichung adjungiren~ 'so dtirfen wir diese letztere als einfach voraus- 
setzen. 

8. Es sei in irgend einem Momente der Untersuchung C" tier 
KSrper der rational bekannten Functionswerthe, G' der G alois'sche 
KSrper der Gleichung (l), und 

G ' ( x )  = 0 

die entsprechende Galois 'sche Gleichung yore Grade g'. Wir be- 
zeichnen mit 
07) ~o(x) ---- 0 

eine Gleichung vom Grade p mit gegenw~rtig rational bekann~en 
Coefficienten, und ihre Wurzeln mit 

. . ' ,  

Dieser Gleichung entspricht dann eine gewisse G alois'sehe Gleichung 

H(x) = 0 
vom Grade q und eiu Galois 'scher KSrper, welcher H heisse. 

Die KSrper G' und H werden gcwisse Glieder gemeinschaftlich 
haben~ welche, nach der Natur der ZahlenkSrper, in ihrer Gesammt- 
heir einen besonderen K5rper I" (den grSssten gemeinschafflichen 
Theiler yon G" und H --  D e d e k i n d  --)  bilden. Seine Glieder re- 
priisentiren die Werthe derjenigen Func~ionen yon den Wurzeln tier 
Gleichung (1), welehe auch als rationale Funcr yon den Wurzeln 
der Gleichung (17) mit rational bekannten Coefficienten dargestellt 
werden kSnnen, und daher nach AuflSsung dieser Gleichnng rational 
bekannt werden. Ist demnach der KSrper F, welcher C' nothwendig 
in sich enth~l~, yon C' verschieden, so kann er, als in G" enthalten, 
nach Satz V. dureh eine Function u 0 yon den Wurzeln tier Gleiehung 
(1) hervorgebracht werden, welche einer, in den Zahlen des KSrpers 
C' rationalen and gegenw~rtig irreductibeln Gleichung F(x)~  0 yore 
Grade 7 genagt, und iblglich sind die Glieder des KSrpers l- identisch 
mit der Gesammtheil der Zahlen yon der Form: 

.go' + C,',to + G'u  + . .  �9 + 

in weleher die Coefficienten rational bekannt sind. 
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Nun sind die Wurzeln der Gleichung F ( x ) ~  0 einerseits ver- 
sehiedene Wer~he der Function u o yon den Wurzeln ao~ at, . - . ,  oc,_,. 
Andererseits sind die Glieder des. K5rpers F, insbesondere aueh u o 
solbst in H en~halten, also mittels /~o, fl,, " " " , /~- '  rational ausdriiekbar; 
und da I ' ( x ) =  0 die irreduetible Gleiehung mi~ rational bekannten 
Coeffieienten ist, der u o geniig~, so sind deren Wurzeln aueh ver- 
sehiedeno Wer~he volt u o als einer Function yon den Wurzeln 
flo, fll~'" ", ~p-1, sie sind also selbsL rationale Funetionen dieser 
Wurzeln mad demnaeh s~immtlieh Glieder des K5rpers I" und kSnnen 
eine jede, so gu~ wie Uo, benu~z~ werden~ um diesen KSrper zu er- 
zeugen. 

Das heisst abet nichts Anderes, als dass [" sin - -  in G" sowohl, 
wie in H ~ enthaltener Normalk6rper ist. 

Indem man nun die Gleichung (17) auflSst, erweitert man nach 
der Voraussetzung den KSrper C' zum KSrper [" d. h. man adjungirt 
die Functidn u o oder 15st die Gleichung [ - ( x ) ~  0 auf. Hierdurch 
aber wird nach Satz IV. der Grad des G a l o i s ' s c h e n  K~rpers Gi der 

Gleichung (l) auf g " ~  g' erniedrigt. Und da der KSrper [ und die 

Gleichung F(x)-~-O zur Gleichuug (17) in demselben Verh~ltniss 
stehen, wie zur Gleichung (1), wird die AuflSsung der letztern den 

Grad des Galois ' schen KSrpers H tier Gleichung (17) auf q ' ~ - - q  

reduciren. Man finder hieraus" 
Satz  VI. Wenn die Auflgsung der Gleichung (1.7) den Grad g" 

des Galois'schen K6rpers yon (1) auf g" erniedrigt, so erniedrigt um- 
gekehrt die Aufl6sung dieser Gleichung den Grad g des Galois'schen 
K6rpers jener auf q', in der Weise, dass 

g' q 
g. . - -q,  

ist. 
9. Wird nun die bisher beliebige Gleichung (17) als einfach vor- 

ausgesetzt, so enth~il~ H als Ga lo i s ' s che r  "K5rper derselben keinen 
NormalkSrper ausser sich selbst, und folglich muss dann I- mit H 
identisch sein. Hieraus folgt einerseits, dass jedes G|ied yon H, ins- 
besondere jede Wurzel tier Gieichung (17) sine zu G' gehSrige Zahl 
d. i. eine Function der Wurzeln ao, a t , . . . ,  a,-1 ist; andererseits 
muss ~, ~ q, und da bei einfachen Gleichungen (vg]. Nr. 6.) der Grad 
des Galo is ' schen  KSrpers gleich dem der Gleichung ist, ~ ~ p  sein. 
Man gewinnt folglich den wiehtigen 

Sa t z  VII. Der Kgrper der rational bekannten 2'unctio~swerthe 
einer Gleichung kann dutch Aufliisung einer einfachen Gleichung nut 
dann sich erweitern, wenn die Wurzeln der letzteren rationale Functionen 
yon den Wurzeln der ersteren sind. Bei eintretender Erweiterung wird 
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der Grad der Ga~ois'schen Gleichung in der Weise reducirt, dass er 
dutch den Grad der ei~f(when Gleich~tng getheilt w.ird. 

Versetzen wit uns demgemiiss ill einen Augenblick, in welchem 
der Gleiehung (1) bereits elne oder mehrere Functionen des KSrpers 
K adjungirt sein kSnnen~ so werden, bei Beibehaltung der obigen 
Bezeiehnungen, die Functionen des KSrpers K slimmtlieh (lurch die 
Zahlen yon der Form 

Co" § c l i o  § c,/~0~ § . .  + c;,_, . ~r 
reprilsentirt sein, in welcimr die Ci' die Zahlen des KSrpers C' sind, 
und werden es solange auch bleiben, als die Adjunction anderer 
GrSssen den K5rper C' der rational bekannten Functionen nich~ er- 
weitert, insbesondere also solange nur solche Hilfsgleichungen auf- 
gelSst werden, deren Wurzeln nicht rationale Functionen yon den 
Wurzeln der gegebenen sind. Wird abet dutch AuflSsung einer ein- 
fachen Gleichung (17) yore Grade p, deren Coefficienten yon den zuvor 
Adjungirten abhiingig sein k5nnen, der K5rper C' zu einem in G" 
enthaltenen NormalkSrper F erweitert, so wird offenbar dasselbe auch 
ohne die Hilfsgleichungen durch Adjunction einer Function u o des 
KSrpers _K geleistet, welche einer in den Zahlen des K6rpers C' ratio- 
nalen und vor Aufl6sung der letzten Hilfsg~eichung irreductibeln Gleichung 
V (x) ~ 0 vom Grade 7 ~ i ~ gentigt. 

Und diese Bemerkung lilsst sich nunmehr auf jeden spi~tern Mo- 
ment der Untersuchung libertragen. 

10. Da wir fiir diese Untersuchung uns vorgesetzt haben, die Be- 
dingung fiir die algebraische AuflSsbarkeit einer Gleichung yon einem 
Primzahlgrade za bes~immen, beschriiuken wlr uns nun auf die Be- 
trachtung derjenigen Gleiehungen, welehe nach Herrn K r o n e c k e r ' s  
Vorgange Abel 'sche Gleichungen genannt werden und dureh den 
Umstand charakterisirt sind~ dass~ wenn ihre Wurzeln in bestimmter 
Weise cyklisch geordnet werden, eine jede yon ihnen die gleiche 
rationale Function yon der vorhergehenden ist. Die Theorie derselben*) 
wird hier als bekannt vorausgesetzt und nut in Erinnerung gebracht, 
dass eine Abe] ' sche  Glelchung, deren Grad eine zusammengesetzte 
Zahl ist, auf andere von Primzahlgraden zuriickgeffihrt werden kann. 
Letztere aber sind einfache Gleichungen; denn, du der Grad ihres 
Galo is ' schen  KSrpers (vgl. Ende yon Nr. 6.) ihrem Grade selbst 
gleich also eine Primzahl ist~ kann kein anderer KSrper in Letzterem 
enthalten sein ausser dem der rational bekannien Functionswerthe. 

Dies vorausgeschickt, sei ~v eine Primzahl, ~ eine Wurzel der 
Gleichung 

*) Abel, mdmoire sur uue elasse par~iculifire d'~quations rdsolubles alg~bdque- 
ment, O. compl. I, p. 114, sowie auch Cr. J. Bd 4, p. 26. 
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x~--I 
08) - ~ - - i  = O, 

und Y0,71, "" ', Yr-i die Wurzeln der Gleiehung 
(19) xP = A,  
in welcher A rational bekannt. Da man jene p Wurze|n in soicher 
Weise w~hlen kann, dass 

7 , = ~ ' 7 o ,  ~ - - - - ~ ' 7 1 ,  " ' ' ,  Y0~---~'Y~'-I 
und folglich jede yon ihnen dieselbe, nach Adjunction yon ~ r~tionale 
Function der vorhergehenden is~, wle die erste yon der ]e~zten, so 
ist die binomische Gleichung (19) nach Ad, junction yon ~ eine Ab  el'sche 
Gleichung; dasselbe gilt aber bekannt]ich yon der Kreistheilungs- 
gleichung (18), und demnach kann man mi~ Beachtung der vorauf- 
geschickten Bemerkung sagen, dass die Ausziehung ether Wurzel yon 
einem Primzahlgrude, folglich offenbar jede Wurzelausziehung und 
demnaeh auch die L5su'ng jeder dutch Wurzelausziehungen auflbsb~ren 
Gleichung auf eine Reihe yon Abel ' schen Gleichungen yon Prim- 
zahlgraden zuriickfiihrbar ist. 

Da umgekehrt jede Abel 'sehe Gleichung algebraisch auflbsbar 
ist, gewinnt man zun~ichst das Resuttat: Eine Gleichung ist dann 
und nut dann algebraisch aufl6sbar, wenn sic durch Abel'sche 
Gleichungen yon Primza}dgraden auflt~sbar ist. 

Verfolgen uir nun die Phasen der Auflbsung bei ether algebraiseh 
15sbaren Gleichung (I), wie sic den successive aufzulbsenden Abel  'schen 
Gleichungen yon Primzahlgraden entsprechen! 

Nachdem mbglicherweise die Auflbsung ether oder mehrerer solcher 
Gleichungen den Kbrper der bekannten Funetionswerthe und folglieh 
die Gestalt des Galois 'schen Kbrpers der Gleichung (1) nieht ver- 
iiadert~ set cp(x)-------0 eine A bel 'sche Gleichuug vom Primzahlgrade p, 
deren Auflbsung jenen K5r]per zum Kbrper I" erweitert. Nach Nr. 8. 
ist g eta NormalkSrper und kann diese Erweiterung (vor. N r )  auch 
ohne die Hilfsgleichungen geleistet werden dutch Adjunction einer 
Function u o des KSrpers K,  welche einer irreductibeln Gleiehung 
r(x) = 0 des Grades y-~-p mit rational bel~annten Coefficienten ge- 
niigt; diese Gleichung ist aber eine Abel ' sche  Gleichung, da ihre 
Wurzeln rational yon einander abh'Xngig sein mtissen und ihr Grad 
eine Primzahl ist. Da nuamehr und in jedem folgenden Stadium der 
Untersuchung dieselbe Betrachtuug sich wiederholen l~isst, so erkennt 
man, dass die Wurzeln der siimmtlichen A b e l'sehen Gleichungen, die 
zur L6sung der gegebenen dienen, als Functlonen des KSrl)ers 1~ vor- 
ausgesetzt werden diirfen. 

Sind ~/, 7", 7"', "'" die Grade dieser successiven Abel ' schen 
Gleichungen, [',U', I - ' " , . . .  die Normalktirper~ zu denen sie allmiihlich 
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den KSrper C erweitern~ so sind jene Zahlen auch die Grade dieser 
KSrper, und die Aufl6sung einer jeden Hil[~gleichung erniedrigt jedesmal 
(Satz VII.) den Grctd dcr augenblicklichen Galois'schen Gleichung in 
der Weise, dass cr dutch den Grad der aufgel6sten Gleichung getheilt wird. 

l l .  ~etrachtcn wir nunmehr cine algebraisch aufl6sbare irreductible 
Gleichung 
(~) F ( x )  ~ o 

yore t~rimzahlgrade ~. 
Der Grad g ihres ursprfinglichen Ga |o i s ' scheu  KSrpers wird 

dann (Satz I]., Zusatz) dutch n thei[bar sein~ aber dutch keine hShere 
Potenz yon n, weil g ill t �9 2 - 3 - . .  n enthalten ist; and wird bet 
der successiven AuflSsung derjenigeJJ Abel ' schen Gleichungen von 
Primzahlgraden, welche zur AuflSsung der Gleichung (I) sigh eignen, 
auch solange (lurch n theilbar bleiben, als keine dieser Gleichungen 
vom Grade n ist (s. vor. Nr.). Damit abet die Gleichung (1) schliesslieh 
aufgelSst werde, muss tier Grad der G a lois ' sehen Gleiehung his auf 
1 herabsinken; es muss also ein Augenblick eintreten, in welchem der 
Grad dieser Gleiehung ~ sie heisse dann G(~'(x)~ O, ihr KSrper G (~), 
der gemeinsame Grad beider g(i) __ noch durch n theilbar ist, bei 
AuflSsung ether A b el 'sehen Gleiehung I'(x)-~-0 yore Grade n jedoch 
durch eine andere ( i t ( x ) ~  0 mit dem KSrper (~3 ersetzt wird, deren 

g(~) nieht mehr durch n theilbar ist. Grad ,q ~--- -~T 

Vor dieser AuflSsung muss die Gleichung (1) noch irreductibel 
sein; denn wfirde sie im Gegentheil schon bet AuflSsung ether der 
friiheren A bel ' sehen Gleichungen yore Primzahlgrade p reducirt, und 
nennten wir 

~0~ q~l, ' "  "~ q~p--I 

die Wurzeln derselben und f(x, uo) einen jetzt irreductibeln Factor yon 
F(x)  yon mSglichst kleinem Grade, so wiirde _F(x), wie man leicht 
sieht (vgl. Nr. 4.), dutch jede der Functionen 

f ( x ,  u.~), f ( x ,  u , ) ,  " . . ,  f ( x ,  u~_~) 

theilbar, welche siimmtlich in gleichem Sinne irreductibel sein miissten, 
well sie sihnmtlich in u o rational wiiren und keinen in demselben 
Sinne rationalen Factor yon geHngerem Grade wie f(x, no) enthalten 
kSnnteu. Da das Product jener Factoren Coefficienten h~itte~ welche 
dem KSrper der~ vor AuflSsung der A bet 'schen Gleichung bekannten 
Werthe angehSren~ mtisste es durch die zur selben Zeit irreductible 
Function F(x) lheilbar und offeubar eine Po~enz yon F(x) sein~ well 
es keine anderen Wurzeln hat~ wie F(x) selbst. Man gewiinne also 
eine Gleichung yon tier Form: 

F ( x )  ~ = f ( x ,  u~) . f ( x ,  u,)  . �9 �9 f ( x ,  u~_~). 
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Nun kSnnten zwei der irredacLibeln Factoren nut entweder ohne ge- 
meinsame Wurzeln oder gilnzlich mit einander identisch sein; in tier 
vorstehenden Gleichung mfissten daher j e t  Factoren einander gleich, 
folglich lo ein Vielfaches von ~t also t ~ [ und 

F(x)  = f ( x ,  %) .  f ( x ,  u 3 "  " f ( x ,  u,,_l) 
sein, was erfordert, dass die Primzahl n theilbar durch p, also n ~--_p 
w~ire. Dann wiirde aber dutch AhflSsung jener Abel ' sehen Gleichung 
der vorstehenden Formel gemi~ss F(x) in Linearfactoren zerlegt~ die 
Gleichung (1) also aufgelSs~, und der Grad g(O kSnnte nicht mehr 
durch n theilbar sein. 

Naeh AuflSsung der Gleichung [ ' ( x ) ~  0 ~ber kaun /~'(x) (nach 
Satz II., Zusatz) nicht mehr irreductibel sein, und i'olglich wird durch 
WiederhoIung der eben angestellten Betrachtang, wenn uo, uj~ �9 �9 u~_ t 
jetzt die Wurzeln der Gleichung [ - ( x ) ~  0 bezeichnen, eine Gleichung 
yon der Form 

F(x) = f (x ,  %) .  f ( x ,  u t ) . .  �9 f ( x ,  u~-l) 

d. i. eine Zerlegung yon F(x) in Faeioren ersten Grades erhalten. 
Die Gleichung (1) wird also dutch Adjungirung yon u o aufgelSsL. 
Da hiernach der Grad der Galois'schen Gleichung, welcher vorher g(O 
war, durch &djunction yon u 0 auf l herabsinken muss, kann g(O nur 
gleich n sein; dann ist aber der K5rper G(o yore Grade n identisch 
mit jedem der irreduetibeln KSrper, welche durch die Wurzeln 
ao, al, . . . ,  a,-1 der gegebenen Gleichung hervorgebracht werden. 
Mit andern Worten: ein jeder, yon diesen ist ein NormalkSrper, folglieh 
die Wurzeln der Gleiehung (1) rational yon einander abh~ngig und 
die Gleichung (1), weil ihr Grad eine Primzahl, eine Abe l ' s che  
Gleichung. 

Damit also die Gleichung (1)ulgebraisch aufl6sbar ist, muss sie 
nach Adjunction der Wurzeln einer gewissen Abel 'sehen Gleichung 
selbst eine solche werden. 

12. Hieraus liissL sich das Kriterium fiir die algebraische Auf- 
15sbarkeit der Gleichung (1), welches yon G a lo i s  gegeben worden ist, 
folgendermassen herleiten. 

Zur einfacheren Darstellung nehmen wit einmal an, es bediirfe~ 
um die Gleichung (1) zu einer Abel ' schen zu machen, der AuflSsung 
nur zweier solcher Gleichungen. Die erste yon ihnen sei 

r ' ( x )  --- o 

mit den Wurzeln uo" , u(, . . . ,  u'v._L~ die andere, deren Coefficienten 
in %' rational sein kSnnen, 

r "  (x) - -  o ,  

und ihre Wurzeln Uo" , ut" , �9 �9 u"v,.--l. Nach Adjunction yon u 0' und %" 
redueirt sich die ursprtingliche G a I oi s '  sche Gleiehung 
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G ( x )  = 0 

veto Grade n7'7" auf eine andere 

G (~) (x) = 0 

veto Grade n~ deren Wurzeln~ wenn O eine rationale Function be- 
deutet, gleich 

(20) ~o,,, e(coo), e~(~,,), �9 �9  e - - ,  (coo) 

gesetzt werden kSnnen; und die gegebene Gleiehung wird dadureh zu 
einer A b e l ' s c h e n ,  d. h. sie wird aufgelSst, wenn noeh eine ihrer 
Wurzeln, etwa ao, als bekannt angesehen wird. 

Die gleiehzeitige Adjunetion yon ~o, %', %" ist daher gleieh- 
bedeutend mit der Adjunetion yon COo, und folglieh 5ndert jede Sub- 
stitution der Gruppe, well sie co~ ver:,indert, wenigstens eine der drei 
( . ~ r ~ s s e n  t% 0 ~ ~o'~ n o " .  

Da die Wurzeln (20) der G a 1 o i s' schen Gleiehung dieselben Werthe 
yon %' und uo" hervorbringen (Nr. 4.),  so ~ndert die Substitution, 
welche coo in O(coo) verwandelt, die Wurzel ore, und zwar stellt sit, 
da sie erst nach n-maliger  Wiederholung zu co o zuriiekffihrt, und n 
eine Primzahl ist~ offenbar eine cyklisehe Vertauschung zwischen den 
n Wurzeln vor, dureh welche etwa 

in 
~10~2~3 " " " ~0 

tibergeht. 
Nach Adjunction yon a o allein wiirde aber d ie  Gleiehung G(x) --~ 0 

auf eine andere 
G1 (x) ~-- 0 

vom Grade ~'7" redueir~ werden (Nr. 5.), deren Wurzeln~ welehe als 
rationale Functionen yon coo mit 

COo, ~'(O,o), ~ " ( ~ o ) ,  - . . ,  z(O~o), . . .  

bezeichnet werden kSnneni denselben Werth yon a o hervorbringen, 
mit andern Worten:  die Substitu~ionen, welche co, in cp'(coo) , ~"(~o) 
" ' "  ~(coo), �9 "' verwandeln, lassen ~o unge~tndert~ vertauschen vielmehr 
nur die anderen Wurzeln und mtissen Uo' , %" in ihre versehiedenen 
Werthe verwandeln. 

Man kann demnaeh (Nr. 4.) die ny'7" Wurzeln der G a l o i s ' s e h e n  
Gleichung in der Weise ordnen: 

[ coo, ~ ' ( ~ o ) , . '  �9 z(~ , , ) ,  . . . . . .  

! e "-~ (coo), e - - , , y  (~, , ) ,  �9 �9 e " - ' z  (co~ . . . . . .  

MaChematische hnnaloa.  XVILI. 30 
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dass jeder Verticalreihe einer der Wer~he yon u(', insbesondere den 
u der ersten Abtheilung die einzelnen Wurzeln der letzten 
Abel 'schen Hilfsgleichung, jeder der untersehiedenen Abtheilungen 
aber einer der Werthe yon %' entspricht. Die Substitu~ionen als% 
welche z. B. die Glieder der zweiten Vertiealreihe in einander ver- 
waadeln~ sind diejenigen SubstiiuLionen tier Gruppe, welehe u( '  nicht 
iadern; sie miissen aber, da %", u( '  rational durch ein~nder aus- 
dr~ickbar sind, iibereinsLimmen mlt 4enjenigen, welche %" nieh~ ver- 
~iadern; es muss also z. B. OqS(o~o) aus ~'(~0) entstehen durch die 
Substitution, welche o o etw~ in Oa(e%) verwandelt, also 

o ~" (,%) = q; o,, (~o) 
sein. Setzt man nun 

co 0 ~ r at~ �9 �9 ", a~-l) 

so finder sich 

o ~'(o,,,) --- ~ (.,:,,.~., �9 ~o), 
desgleichen 

v ' o ~ ( ~ o )  ~ ~(,,+~o, ~o+~,, . . . , -~ +,~_~), 
wobei die Indices (rood. ~) zu nehmea sin(l, und fo]glich die Beziehung 

y~ +l =-~ a --~ y, (rood. n) 
und allgemeiner 

y~+:, _ ab -}- y, .  

Hieraus abet folgt, wenn z = 0 gesetzt und dann b mit z bezeichnet 
und beaehLet wird, dass y , ) ~  0 sein muss, 

yz~-- -a .z .  

"Die Substitutionen also, welehe co o in go'(r ~"(eoo), . . .  ver- 

wande]n, haben sammtlich die Form (:.z) d. h. sic verwandeln den 

Index z in az, wenn a eine Zahl bedeutet~ welche (lurch n nicht theil- 
bur ist. Dem Schema (21) gemiiss entstehen d~her die Substitutionen 
der Gruploe , welche u s' nieht veriindern und der ersten Abtheilung 

entspreehen, indem Substitu~ionen yon der Form (:z) mit den Wieder- 

holungen der cyklisehen Substitution (: + 1) zusammengeselzt werden, 

und haben denmach s~immflieh die lineare Form 

Die Subslitufionen ferner, welche die Glieder tier zweiten Ab- 
theilung in einander verwandeln, sind diejenigen Substitutionen der 
Gruppe, welche u 1' nieht .indern, und massen, da %', u (  rational durch 
einander ausdrtickbar sind, mit denjenigen iibereinstimmen, welche der 
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ersten Abtheihmg zugehSren. Demnach entsteht z. B. 0 g(r%) aus 
(COo) dnrch eine lineare Substitution. Setzt man wieder 

also 
e z ( ~ % )  = o~(,~,~,, % . ,  . � 9  %,), 

so ergiebt sich hieraus eine Relation yon der Form 

Y : + l - - c ' Y ~ q -  d(mod,  n) 
also 

y l : ~ d  

y 2 : e d + d  

y , ~ c ,  l d + c ~ - 2 d + . . . + d ,  
insbesondere 

e n ~  I 

y~ ~ d . -c-:~ i -  

folglich, da y, ~ Y0 ~-- 0 ist, c ~_ 1 (rood. ~*) und 
y , ~ - d . z .  

Es entsteht daher auch jede der GrSssen Z(o0), . . .  mittelst einer 

( ~ )  und folglich sind auch die der Substitution yon der Form dz aus r~,, 

zwelten, in gleicher Weise abet auch die den folgenden Abtheilungen 
entsprechenden Substitutionen d. h. die Subs~itutionen der Gruppe 
tiberhaup~ siimmtlich yon der Form (22). 

Da endlich unsere Betrachtung offenbar unabhiingig ist yon den 
Voraussetzungen~ welche wir, um die Darstellung zu vereinfachen, 
eingeffihrt haben, ergiebt sich 

Der Galois ' sche Sate: Damit eine irreductible Gleichuny yon 
einem Primzahlgrade alqebraisch aufl6sbar ist, dart i]~re Gruppe nut 
lineare Substitutionen enthalten. 

JEs wiirde leicht sein, zu beweisen, dass diese ttedingung auch hin- 
reichend ist*). Doch ziehen wit es vor,  aus den vorstehenden Be- 
trachtungen diejenige andere Form des Galois ' schen Kriteriums 
herzuleiten, welche yon Herrn K r o n e c k e r  gegeben und als die 
geeignetere bezeichnet worden ist**). 

13. Man kann die successive Adjunction je einer Wurzel der i 
Abel ' schen Hilfsgleichungen, deren Grade 7", 7", " "', r (0 seien, durch 
die Adjunction einer einzigen Function Uo ersetzen, welehe (Nr. 4.) 
einer irreductibeln Gleiehung 

H(z)  = 0 

*) S. z. B. S e r r e t ,  Handb. d. h~heren Algebra, deutsch yon W e r t h e i m ,  
1868, Bd. 2, pag. 519. 

**) Ebendas. pag. 535, oder aueh Monatsber. d. B. Ak. 1853. 
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yore Grade h ~ ~,'?" �9 �9 �9 ~(o Genfige leis~et mi~ yon vornherein bekannten 
Coefficienten. In dora Schema (21) wird dann jeder Verticalreihe einer 
der verschiedenen Werthe yon U0~ welche die Wurzeln der genannten 
Gleichung sind, zugehSren, die Glieder derselben Vertiea]reihe aber, 
wie gezeigt worden, durch die Wiederholungen der cyklischen Sub- 

stitution (z + 1) aus einander entstehen; demnach bleiben die Wurzeln 

der Gleichung H(x)  --~ 0 bei denselben Substitutionen der Gruppe un- 
geiindert., kSnnen also eine jede dutch eine beliebige yon ihnen rational 
ausgedriiekt werden. 

Anderersei~s hat~en die Subs~itu~ionen, welctle eoo in (p'(eoo) , r , 

�9 . .  Z(co0), . .  �9 verwandelten, s~immtlich die Form (:z)  odor, wenn r 

eine primitive Wurzel (rood. n) bezeichnet, die folgende: Gz~z). Das- 

selbe gilt offenbar auch yon denjenigen Subs~itutionen, durch welche 
eine dieser GrSssen in eine beliebige andere yon ihnen verwandelt 

Z wird. Und wenn nun (~*z) diejenige dieser Substitutionen bedeutet, 

bei welcher m den kleinsten Worth Is hat, und durch dieselbe geht 
einer der Werthe yon Uo - -  er heisse U - -  in einen anderen U'~--- ~p(/_]) 
fiber, unter r eine rationale ]~unc~ion vers~anden, so folg~ leichi~ aus 
der Irreductibilit'~t der Gleichung H ( x ) ~  O, dass die Wiederholung 

der Substitution ( z )  die si~mmtlicben Wurzeln dieser Gleiehung hervor- 

bring~ und dass daher diese Gleichung eine Abel ' sehe  isk Der Satz 
am Schlusse yon Nr. 11. ls sich darnach priiciser folgendermassen 
fassen: 

Damit die Gleiehung (1) algebraiseh auflSsbar ist, muss sie nach 
AuflSsung einer Abel ' schen Gleichung mit rational bekannten Coef  
ficienten selbst eine Abel ' sche  Gleichung werden. Aus der Natur 
soleher Gleiehungen leuchtet nun aber sogleieh ein~ dass diese noth- 
wendige Bedingung auch ausreichend isk Und so gewinnen wir 
schliesslich den 

Satz yon K r o n e c k e r .  JEine algebraisch aufl6sbare i~reduetibele 
Gleichung yore _Primzahlgrade n ist dadurch charakterisirt, dass ihre 
Wurzeln so geordnet werden k6nnen~ dass zwischen ihnen die .Beziehungen 

stattfinden : 
~ = e ( % ,  ~r),  % = e ( a ~ ,  ~) ,  �9 � 9  ~0 = e ( ~ _ ~ ,  @, 

wiihrend 0 eine rationale _Function, U abet die Wurzel einer A b el' schen 
Gleichung be~eichnet, deren Coefficienten in demselben Sinne, wie die der 
gegebenen, rational sind. 

Miins te r  i/W. Januar 1881. 


