Ueber Galois’ Theorie der algebraischen Gleichungen.
Von

Paur Bacumann in Miinster.

Obwohl neunere Bearbeiter, unter ihnen besonders Herr C. Jordan®),
die Untersuchungen von Galois**) iiber die algebraische Auflosbarkeit
der (Hleichungen dem allgemeinen Verstindnisse durch eine weitere Aus-
fuhrung und systematischere Entwicklung niiher gebracht haben, so
diirfte doch Mancher vom Studium dieses principiellen Theiles der Lehre
von den Gleichungen durch den ausgedelnten Gebrauch der sehr ab-
stracten Substitutionstheorie abgehalten worden sein, welcher von Jenen
gemacht wird. Solchen wird vielleicht nachfolgende neue Darstellung
des Gegenstandes nicht unwillkommen sein, welche die genannte Theorie,
soweit es der Natur der Sache nach mbglich scheint, vermeidet, indem
sie sich im Wesentlichen nur auf die beiden fundamentalen Begriffe
des Zahlenkbrpers***) und der Irreductibilitit griindet. Bei dieser
Behandlung, welche iibrigens schon von Herrn Dedekind angegeben
worden ist, wird zugleich ~— meinen wir — von den Phasen des Auf-
18sungsprocesses der Gleichungen eine viel concretere Anschauung, als
bei der gebriuchlichen Darstellungsweise, gewonnen,

Nur die einfachsten Sitze iiber symmetrische und dhnliche Fune-
tionen werden vorausgesetzt.

1. Wir beginnen mit der Feststellung einiger fundamentalen
Begriffe.

Die aufzulésende Gleichung
1) Fa)=0
sei eine Gleichung nten Grades:

x4 a2t 4 a4 - o+ a, =0,

%) Vgl. 2. B. seinen Commentaire sur Galois in Math. Ann., Bd. I, p. 141,
*#) In Liouville’s Journal, I. sér. t. XL
#%) Dedekind, sur la théorie des nombres entiers algébriques, § 15., jnsb,
Ende von § 16.; vgl. anch Vorl. tiber Zahlentheorie von Dirichlet, herausg.
von Dedekind, 3. Aufl, Suppl. XL
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deren Coefficienten aus den rationalen Zahlen und irgend welchen ge-
gebenen Grossen 4, B, C, - - - auf rationale Weise d. i. mittels einer
endlichen Anzahl von Additionen, Subtractionen, Multiplicationen und
Divisionen zusammengesetzt, deren Wurzeln

®yy Gyy Gy ***y Gpy
aber von einander verschieden sind,

Jede Grisse, welche gleichfalls auf rationale Weise aus A, B, C, - -
und rationalen Zahlen entsteht, wird als rational bekannt beseichnel.

Wenn im Laufe einer Untersuchung den urspriinglich gegebenen
Grossen 4, B, U, - - - andere g, 2, -- - als bekannt hinzugefiigt werden,
so sagt man, man adjungire diese der Gleichung, und nennt sie ad-
Jungirte Grossen, Durch solche Adjunction wird der Begriff der rational
bekannten Grossen verindert, indem nach derselben alle Grossen rational
bekannt sind, welehe aus 4, B, C, --- und y, 2, - - - rational zusammen-
gesetzt sind.

Eine ganze Function f(z) oder die Gleichung f(x)==0, deren
Coefficienten aus irgend welchen Gegebenen rational zusammengesetst
sind, heisst érreductibel, wenn es unmbglich ist, f(x) in Factoren ge-
ringeren (irades zu zerlegen, deren Coefficienten in demselben Sinne
rational sind. Durch Adjunction neuver Grdssen kann es sich ereignen,
dass eine bis dahin irreductible Gleichung reduetibel wird.

Es ist bekannt, dass, wenn eine irreductible Gleichung mit einer
anderen in gleichem Sinne rationalen Gleichung eine Wurzel gemein-
schaftlich hat, alle ihre Wurzeln dieser Gleichung geniigen. Zwei in
demselben Sinne irveductible Gleichungen , welche eine Wurzel gemeinsam
haben , miissen folglich identisch mit cinander sein.

Ein System von Zahlen, die nicht simmtlich verschwinden und
die Eigenschaft haben, dass Summe, Differenz, Product und Quotient
irgend zweler, seien sie verschieden oder identisch mit einander, wieder
Zahlen des Systems sind, wird nach Herrn Dedekind’s Vorgange
ein Zahlenkirper genannt.

Solchen Kborper bilden z. B. in jedem Momente der Untersuchung
die rational bekannten Grissen.

Dasselbe gilt, wenn £ eine Wurzel der irreductibeln Gleichung
f(#)=0 und m der Grad dieser Gleichung ist, von den rationalen
Functionen von £ oder auch vor den simmtlichen Grossen
@ Ay A+ A A Ayt
bei denen A4,, 4,, - -, Ap—1 in demselben Sinne rational sind, wie
die Coefficienten der Gleichung. FEin Kirper dieser Art soll kurz ein
irveductibler (aus § evseugter) Kirper vom Grade m genannt werden.
Da jeder Wurzel der Gleichung ein solcher Korper entspricht, erhilt
man im Ganzen m der Gleichung entsprechende Korper, welche eu
einander conjugirt heissen.
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Satz L Damit dic conjugirten Kirper — was die Gesammtheit
der in ihnen enthaltenen Zahlen betrifft — mit esnander identisch sind,
et nothwendig und hinreichend, dass jede Wurzel der irveductibeln
Gleichung durch jede andeve rational ausdriickbar sei.

Denn, eunthalten die den Wurzeln §, & entsprechenden Korper
dieselben Zahlen, gehbren also die Grdssen
(3) AO’ + Allgl + ‘A‘Z’g'? + e + A::z—al ¢ g'm—-l
fitr alle rational bekannten Werthe der Coefficienten 4’ zu den Grossen
(2), so findet sich unter diesen auch & selbst; und unter derselben
Voraussetzung auch £ im Korper der Grossen (3). — Umgekehrt, wenn
£ rational durch £ ausdriickbar ist, wird jede Zahl (3) zum Korper
der Zahlen (2), desgleichen, wenn auch £ rational ausdriickbar ist
durch &, jede Zahl dieses Korpers zum Korper der Zahlen (3) gehoren,
beide Korper also identisch mit einander sein,

Der Kérper der Zahlen (2) soll ein Normalkirper heissen, wenn
er mit den zu ithm conjugirten identisch ist.

2. Die allgemeinste Frage nun, welche man sich bezliglich der
Auflésung der Gleichungen stellen kann, ist diese: durch welche (ulge-
braische) Grissen kann eine gegebene Gleichung gelost, d. h. kimmen ihre
Wurzeln rational ausgedriickt werden? %u ihrer Beantwortung wird
man versuchen miissen, der Gleichung successive geeignete Grossen
Y, 2, - zu adjungiren der Art, dass schliesslich ihre Wurzeln rational
bekannt werden. Um aber diese Operation richtig zu leiten, wird
man vor Allem klar zu stellen haben, welche Griossen denn von vorn-
herein zu den rational bekannten gehdren.

Die Coefficienten der Gleichung (1) sind bekanntlich bis auf die
Vorzeichen gleich den einfachsten symmetrischen Functionen ihrer
Warzeln a,, &, -+, @a_1, uud jede rationale symmetrische Function
der Wurzeln ist rational durch sie ausdriickbar.

Ist nun (1) die allgemeine Gleichung ' Grades, so sind die
Coefficienten a,, a,, - - -, @, Unbestimmte und sie allein die Gegebenen.
In diesem Falle sind die genannten Functionen der Wurzeln auch die
einzigen Wurzelfunctionen, welche rational bekannt sind; denn eine
Gleichung

P (0gy &y - oy Car) = D@y, Gy » - 5 Ba),
in welcher ¢, v rationale Functionen der Argumente bezeichnen, kann,
ohne identisch zu sein, nicht bestehen, da die Wurzeln, ebenso wie
die Coefficienten, Unbestimmte bezeichnen, kaun aber nur dann iden-
tisch sein, wenn ¢ sich, ebenso wie ¥, symmetrisch aus den Wurzeln
zusammensetzt, ’

Dagegen ist klar, dass eine solche Beziehung zwischen den Wur-
zeln einer Gleichung und ihren Coefficienten, wenn diese bestimmte

29%
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Werthe haben, oder von bestimmt Gtegebenen A4, B, C, . .. abhingen,
sehr wohl moglich ist, und konnen dann folglich auch ausser den
symmetrischen Funetionen der Wurzeln noch andere Gattungen, ratio-
naler Wurzelfunctionen existiren, welche als bekannt anzusehen sind.
Auch leuchtet ein, dass dieser Gattungen stets neue auftreten kdnnen,
wenn durch Adjunction geeigneter Grossen der Umfang der Gegebenen
erweitert wird.

Hieraus ist ersichtlich, dass wir unsere Untersuchung auf die Be-
trachtung aller rationalen Functionen von den Wurzeln «y, &, - - -, @1,
deren Coefficienten in den Gegebenen A, B, C, - - - rational sind,
werden zu begriinden haben. Diese bilden einen Korper, welcher
K heisse,

Nun folgt bekanntlich aus dem Satze von den #hnlichen Func-
tionen, dass jede rationale Wurzelfunction rational ausgedriickt werden
kann durch eine solche Function, welche bei den Vertauschungen der
n Wurzeln .

N=1.2.3...n
numerisch verschiedene Werthe erlangt. Eine Function dieser Art ist

w0, = hyo, 4+ hyoey 4 - o hpgan—
fir passende Werthe der 2;; setzt man nimlich z. B.
ho=1, hy="h, hy="0% -, by = h*,

so kOnnen zwei bestimmte der N algebmzsck verschiedenen Werthe
von @, hochstens fiir » — 1 Werthe von % einander numerisch gleich
sein, und demnach giebt es nicht mehr als

N(N N —1

verschiedene Werthe von h, fir welche drgend zwei jener Ausdriicke
numerisch gleich sein kénnen. Fiir jeden anderen Werth von 2 miissen
sie simmtlich von einander verschieden sein, auch leuchtet ein, dass
h sogar rational, w, also im Korper K gewihlt werden kann.

3. Diese verschiedenen Werthe von e, sind Wurzeln einer Glei-
chung P(x) = 0, deren Coefficienten als symmetrische Functionen von
@y, 0, "« -, @,y rational bekannt sind, Die Funetion P(z) wird jeder-
zeit, mag man die Gleichung (1) in ihrem urspriinglichen Zustande
oder nach Adjunction irgend welcher Grossen betrachten, wie leicht
zu sehen, in jrreductible Factoren desselben Grades zerfallen, weil
ithre Wurzeln jede durch eine beliebige von ihnen rational ausdriickbar
sind. Wir bezeichnen mit G'{x) denjenigen irreductibeln Factor von
P (), welcher rational bekannte Coefficienten und die Wurzel w, hat,
seinen Grad mit ¢, und nennen

4) W, 00y, Wy, * °*y g1
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die Wurzeln der irreductibeln, sogenannten Galois’schen Gleichung
6} G{z) =0

Alsdann sind die Functionen des Korpers K, weil sie rational
durch @, ausdriickbar sind, offenbar simmtlich gleich einer Zahl der
folgenden Form:
(6) Co + Ciop + Cyo? + - - - + Cpye3,
in welcher die Coefficienten rational bekannt sind; und umgekehrt
reprisentirt jede Zahl dieser Form den Werth einer Function des
Korpers K. Diese Zahlen bilden wieder einen Korper G, welcher der
Galois’sche Kirper der Gleichung (1) genannt werden soll. Die Zahl
g heisse sein Grad; sie muss nach der diber P(x) gemachten Bemerkuny
stets ein Theder von N sein.

Der Galois’sche Kirper ist etn Normalkirper, weil (Satz 1.} jede

der Functionen ®,, @, - -+, @, durch eine beliebige von ihnen
rational ausdriickbar ist. Setzt man, dieser Bemerkung entsprechend,
indem man mit ©,, ©,, - - -, O, rationale Kunctionen bezeichnet,

die Wurzeln der Gleichung (5) in die Form:
@y = Oy (@), @ = 0,(0), * -+, Vg1 = Oy_1(@y),
so ist, wenn o rgend eine Wurzel von (D) bedeutet, fiir jeden Werth ¢
aus der Reibe 0, 1,2, .., ¢ — 1 auch ©;(w) eine Wurzel; denn wegen
der Irreductibilitit der Gleichung (5) wird die rationale Gleichung
G[0:(z)] =0, weil sie die Wurzel o, mit jener gemein hat, durch
jede Wurzel @ derselben erfiillt, und demnach
G[Oi{w)] = 0.
Wegen der Irreductibilitit der Gleichung (5) wird ferner eine

Funetion
uy = Gy + Cyog + Cyag? + - -+ + Cpy - 07

des Korpers K dann und nur dann von vornherein bekannt sein, wenn
Cy= 0, +=0Cpy==0 ist. Thr Werth" bleibt daher ungeéindert,
wenn irgend eine der Grissen (4) statt @, gesetzt wird; wie denn
auch umgekehrt eine Function u,, welche bei diesen Substitutionen
sich micht #ndert, als symmetrische Function der Grssen (4) dar-
gestellt werden kann, also durch die bekannten Grossen rational
ausdriickbar ist. Die Werthe dieser Functionen bilden einen in  ent-
haltenen Korper C, den Kirper der (urspriimglich) bekannten Functions-
werthe, die Substitutionen aber, welche die Werthe (4) aus @, hervor-
bringen, die Gruppe der Gleichung (1) (Galois).

4. Nunmehr betrachten wir eine Function u, des Korpers K, deren
Werth dem Korper C nicht angehort. Die g Werthe derselben, welche
den Substitutionen der Gruppe entsprechen, werden einer Gleichung
TT(z) = O Geniige leisten, deren Coefficienten als unverfinderliche
Funetionen rational bekannt sind. Mit I'(#) bezeichnen wir denjenigen
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irreductibeln Factor von TT(z), welchem die Wurzel u, zokommt, mit
y seinen Grad, und nennen

Uy s Uy, thyy * vy Upy
die Wurzelr der irreductibeln Gleichung
(N M (z) = 0.

Die Function u, kann rational durch @, dargestellt werden, was
in der Gleichung w, = ¥ (w,) ausgedriickt werde. Aus der rationalen
Beziehung

Cuy) = Ty (e,) =0
folgt aber wegen der Irveductibilitit der Gleichung (5), dass die simmt-
lichen Grdssen
0o (a9), YO (@), - -+, ¥Oy_1(@g)
Wurzeln der Gleichung (7) sind. Angenommen nun, unter diesen
seien mehrere, etwa die ersten %, gleich u,, und folglich

8) PO, (0g) = ¥ O, (@) = -+« = PO (®y),
so bestehen diese Relationen auch fiir jede andere Wurzel @ der Glei-
chung (5):
@ P0,(0) = ¢0,(0) = - - - = PB4 ().

Die » Wurzeln
(10) 0y(®), 0,(@), -+, Ops(w)
der Gleichung (5) sind aber erstens untereinander verschieden, weil
z. B. aus der Gleichheit O, (@) = 0,(w) sich filschlich ©,(w,) = 0,(w,)
ergiibe. Zweitens sind sie auch von den Wurzeln

(11) 0y (®@9), ©(@g); + + *; On—1(wy)
simmitlich verschieden, sobald es eme unter ihnen ist; denn, finde
sich auch nur eine von ihnen unter den Wurzeln (11), so wiirden die
sammtlichen Grossen (9) gleich u,, und demnach miissten die Wurzeln
(10y simmtlich zu den Wurzeln ¢11) gehoren, welche nach der Voraus-
setzung ausschliesslich den Werth u, hervorbringen.

Hieraus ist zu schliessen, dass immer je A von den Wurzeln der
Gleichung () dieselbe Wurzel der Gleichung (7) hervorbringen und
dass folglich g ein Vielfaches von %, nimlich g = p/ sein muss. Man
gewinnt daher den Satz:

Satz II.  Eine jede Function des Korpers K, welche nicht selbst
rational bekannt ist, gewiigt eimer iyreductibeln Gleichung mit rational
belannten Coefficienten, deren Grad em Theiler von g st.

Zuvm Korper K gehoren insbesondere die Wurzeln der Gleichung
(1) selbst. Ist diese also irreductibel, so muss ihr Grad ein Theiler
von ¢ sein, Man findet daher den ’

Zusatz. Der Grad des Galois’schen Kirpers emmer Gleichung
vom Grade n st theilbar durch n, wenn sie irreductibel ist.



Ueber Galois’ Theorie. 455

Der Wurzel w, der irreductibeln Gleichung (7) entspricht der
Korper T aller Zahlen von der Korm
(12) Cy + Cyug 4 Coug? 4 - -+ - Cyy -yt ™!
mit rational bekannten Coefficienten, Sie enthalten in sich die Zahlen
des Korpers ' und gehoren selbst insgesammt zum Galois’scheu
Kérper G der Gleichung (1).

5. Batz TII. Wird nun die Function u, der Gleichung (1) ad-
Jungirt, so erweitert sich der Kirper der rational bekannten Functions-
werthe, der wrspriinglich C ist, sum Kirper T. Gleichzeitig aber wird
die bisher irreductible Galois’sche Gleichung reducirt; denn die nach
Adjunction von u, rationale Gleichung
(18) P(x) — =0
hat, wie gezeigh, nur noch die & Wurzeln

Oy(e2y), O4(@y), -+, On-1(e)
mit der Gleichung (5) gemeinschaftlich. Nennt man also
&z, uy)
denjenigen in w, irreductibeln Kactor von G (x), welchem die Wurzel
@, zukommt, so ist die Gleichung '
(14) &z, wg) =0
vom Grade g = A. )

Denn zuniichst kann ihr Grad ¢ nicht grosser sein als b, weil
sonst die Gleichung (13) mehr als 2 Wurzeln mit der Gleichung (5)
gemeinsam haben miisste. Andererseits erhilt man, wenn w eine Un-
bestimmte bedeutet, indem man G(z) dureh & (x, u) theilt, cine Glei-
chung von der Form: .

G(x) = Sz, u) - (z, w) + Bz, »),
worin ¢ und R ganze Functionen von z und « Dbezeichnen, deren
letztere beziiglich # von kleinerem Grade ist als 5. Man findet hieraus
die Identitiit,

B(z, w,) =0,

weil diese Beziehung durch jede Wurzel voun (14) erfillt werden muss;
d. h. die Coefficienten von R(x, u) verschwinden simmtlich fiir « = u,
und folglich wegen der Irreductibilitht der Gleichung (7) auch fir
%=, Uy, * -+, Uy—s. Hieraus folgt, dass G () durch jede der
Fuuctionen
’ @(x: uo)) @(”7 ul); Tt @(.’l}, u}”‘l)
theilbar ist. Das Product dieser Functionen ist aber eine ganze Fune-
tion von x vom Grade gy, deren Coefficienten als symmetrische Func-
tionen der Wurzeln von (7) in den Zahlen des Korpers O rational
sind, und welehe, weil sie mit der in demselben Sinne rationalen und
irreductibeln Function G (x) gemeinsame Wurzeln hat, durch diese



456 P. Bacamann,

Function vom Grade Ay theilbar ist. Da folglich g = %, so findet
sich durch Vergleichung mit der bereits erlangten Beziehung g Z &,
wie behauptet, § = h = _g_ '

Satz IV. Durch Adjunction von w, wird demnach die urspriing-
liche Galois’ sche Gleichung vom Grade g durch die newe Galois’ sche

GQleichung (14) nur noch vom Grade %, und folglich der urspriingliche
Galois’sche Kiorper der Gleichung (1) vom Grade g durch einen neuen

nur noch vom Grade % ersetzt, dessen Coefficienten die Zahlen des

Korpers T sind.
Werden mehrere Functionen des Korpers K, z. B.

(15) '“’0’: “0"’ Y 1'4’0(”1)
adjungirt, so kommt dies anf die Adjunction einer einzigen passend
gewihlten Function dieses Korpers zurtick, Denn in dem Ausdrucke

Ug == bty + hyttg” A+ - -+ Bty

lassen sich fiir die A; (vgl. Nr. 2.) rationale Werthe so wéhlen, dass
bei jeder Vertauschung der Wurzeln, welche wenigstens eine der
Funetionen verdndert, auch u, sich #ndert; wihrend natiirlich w, un-
geindert bleibt, sobald die Funectionen (15) gleichzeitig ihren Werth
behalten. Der so bestimmten Fonetion u, sind also simmtliche Func-
tionen (15) dhnlich und konnen demnach durch «, rational ausgedriickt
werden. Der Korper, welcher in rationaler Weise aus den Grossen (15)
entsteht, muss daher identisch sein mit demjenigen, der in gleicher
Weise aus %, hervorgebracht wird.

6. Sei jetzt I ein beliebiger in G senthaltener Korper (doch wird
stillschweigend vorausgesetzt, dass ' von C und von G selbst ver-
schieden sei), dessen Glieder, wie alle in G enthaltenen, die Werthe
von Hunctionen des Korpers K bezeichnen,

Wir wollen die Grossen (15) unabhingig von eimander nennen,
wenn eine Gleichung

Eywy + Eguy” 4 - oo - g™ =0
mit rational bekamnien Coefficienten nur dann bestchen kann, wenn die
letstern gleich Null sind.

Demgemiss wird man im Korper I eine gewisse grosste Anzahl,
welche g nicht erreicht, von unabhingigen Gliedern wu,, u,”, - - -, %™
angeben kiénnen der Art, dass jedes andere Glied U von I in der Form

(16) U = kyuy + kpuy” + - -+ + Fmu,™
mit rational hbekannten Coefficienten darstellbar ist. Denn da die

Grossen (15) dem Korper G angehtren, erhalt man m Gleichungen
von der Form:
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o'=00’+0'ﬁ’o+ o Coa - ot
“o ‘“Go + ¢ wo"‘ +Cy”— ﬁ’og -t

Uyt == Cfm) + C,™ e, _|_ o(m wf1,
welche gegen die Voraussetzung iiber die (zrossen (15) nicht unab-
hidngig sein konnten, weun m > g wiire, fiir m = g aber, da sie un-
abhingig von einander sein sollen, gestatten wiirden, ©, und damit
den gesammtben Korper & in der Form (16) auszudriicken d. i. dem
Korper T einzuverleiben. *)

Ersetzt man nun die Functionen (15) nach dem in voriger Nr.
Bemerkten durch eine einzige Function u,, welche, wie gezeigt worden,
einer gewissen irreductibeln Gleichung (z) = 0 vom Grade y gentigt,
deren Coefficienten in den Zahlen des Kérpers C rational sind, so wird
der Korper I identisch thit dem Kérper der Zahlen von der Form (12).
Demnach ist m = p; denn die simmtlichen Zahlen dieses Kérpers sind
durch die  unabhingigen Grossen

1, wy, ty?y - -y ug??
in jeper Form mit rational bekannten Coefficienten darstellbar.

Dies Resultat ldsst sich folgendermassen aussprechen:

Satz V. Zu jedem in G enthaltenen Korper U gehirt eine Function
u, des Korpers K von der Art, dass T als ein aus w, gebildeler irre-
ductibler Korper dargestellt werden kann.

Dies vorausgeschickt, nehmen wir an, I sei ein in G enthaltener
Normalkdrper, welcher selbst keinen Normalkorper weiter umfasst.

Die Wurzeln

Ugy Uy * oy Uy—1
der irreductibeln Gleichung I'(x) == 0, deren jede den Korper I hervor-
bringt, sind alsdann (nach Satz 1.) rational durch u, ausdriickbar; und
weil Gleiches von jeder rationalen Function der Wurzeln uy, u,, - « - ty_y
der Gleichung I'(z) = 0 gilt, ist [ mit dem Galois'schen Korper
dieser Gleichung identisch.

Letzterer kann demnach keinen NormalkSrper enthalten. Denn
sonst gibe es eine rationale Function der Grossen w4, 4y, -+ %y—1!

t=1 (Ug, uyy » - oy Wy, .
welche zu ihm gehort und einer irreductibeln Gleichung I'(#) =0
gentigt, deren Wurzeln rational unter einander ausdriickbar sind. Die-
selbe Function ¢ ist aber auch eine gewisse in K enthaltene Function
von e, &, -+, @1, und wegen der genannten Eigenschaften der-
selben wiirde, wenn sie der Gleichung (1) adjungirt wird, der Korper
der rational bekannten Functionswerthe sich (nach Satz IIL) zu dem
aus ¢ gebildeten Normalkirper erweitern, dieser aber gegen die Voraus-

*) Vgl. Vorl, iib. Zahlenth, v. Dirichlet, 3. Aufl, p. 466,
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setzung in [ enthalten sein, da ¢ selbst, als rationale Function von 4,
darstellbar, diesem Koérper angehort.

Die Betrachtungen der letzten drei Nummern, welche wir zuniichst
auf den urspriinglichen Zustand der Gleichung (1) bezogen haben,
werden offenbar ihre Giiltigkeit auch dann behalten, wenn sie auf
cinen Augenblick bezogen werden, in welchem derselben bereits eine
oder mehrere Functionen des Korpers K adjungirt worden sind.

7. Wir wollen eine irreductible Gleichung, deren Wurzeln rational
unter einander abhangen und fiir welche der G ulois'sche Korper keinen
Normalkdrper enthiilt, hinfort kurz eine einfache Gleichung (C, Jordan)
nennen., Bei solcher Ausdrucksweise lehren die vorausgeschickten Be-
trachtungen den Satz, dass die Auflisung jeder Gleichung auf die von
einfachen Gleichungen suriickfiihrbay ist.

Denn zuvbrderst darf offenbar die gegebene Gleichung (1) als
irreductibel vorausgesetst werden, widrigenfalls man nur jeden ihrer
irreductibeln Factoren successive gleich Null zu setzen und in der
nachfolgenden Weise zu behandeln hitte, ,

Enthilt nun der Galois’sche Korper ¢ der Gleichung (1) einen
Normalkdrper, so wird man diesen, wie leicht einzusehen, stets so
wihlen konnen, dass er selbst keinen Normalkdrper weiter enthilt.
Eine zu diesem Korper I' gehorige Function #, von den Wurzeln der
Gleichung (1) leistet dann einer einfachen Gleichung I'(x) = O Gentige,
und ihre Adjunction d. i. die Auflosung dieser Gleichung erweitert den
Kbrper C der urspriinglich bekannten Funetionswerthe zum Korper T,
indem sie gleichzeitig die urspriingliche G alois’sche Gleichung G (x) =0
vom Grade g durch eine neue

& (xz, u)) =0

vom kleineren Grade g_.——%ersetzt‘ Der Galois’sche Korper der

Gleichung (1) ist nuomehr identisch mit der Gesammtheit der Zahlen
von der Form

Ty + Moy + Meg? 4« - - Ti_1 - 01,
worin die Coefficienten die Zahlen des Korpers T bedeuten.

Enthilt jener Korper wieder noch einen Normalkdrper in sich, so
kann man mittels derselben Betrachtung eine neue einfache Gleichung
I"(z) =0 vom Grade ) einfithren, bei deren Auflosung die neue
Galois'sche Gleichung durch eine dritte von noch kleinerem Grade

g = ;g; ersetzt wird; und kann solange in gleicher Weise fortfahren,

als der neue Galois'sche Korper noch einen Normalkdrper enthalt.
Da die Grade der Galois’schen Gleichungen aber nicht ohne Ende
abnehmen konnen, muss eudlich der Fall eintreten, dass der Galois'sche
Korper keinen Normalkbrper mehr enthilt; dann ist aber .die ent-
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sprechende Galois'sche Gleichung selbst eine einfache, und durch ihre
Auflosung  werden alle Functionen, welche der Koérper K enthilt,
bekannt und die Gleichung (1) aufgelbst.

Hieraus entnehmen wir das wichtige Princip, dass es, statt einer
gegebenen Gleichung die Wurzeln einer beliebigen anderen zu adjungiren,
gentigen wird, ihr successive die Wurzeln der eimfachen Gleichungen
zu adjungiren, auf deren Auflisung diese letztere zuriickkommt. Wenn
wir uns demnach jetzt die Frage stellen, welche Witkung es auf die
Gleichung (1) habe, wenn wir ihr die Wurzelu irgend einer anderen
Gleichung adjungiren, 'so diirfen wir diese letztere als einfach voraus-
setzen.

8. Es sei in irgend einem Momente der Untersuchung C° der
Korper der rational bekannten Functionswerthe, G’ der Galois’sche
Korper der Gleichung (1), und

G (x) =0
die entsprechende Galois'sche Gleichung vom Grade g'. Wir be-
zeichnen mit
(17 p(x) =20
eine Gleichung vom Grade p mit gegenwirtiz rational bekannten
Coefficienten, und ihre Wurzeln mit

By Bay oo, ﬁp—p
Dieser Gleichung entspricht dann eine gewisse Galoig'sche Gleichung
H@x) =0
vom Grade ¢ und ein Galoig'scher Korper, welcher H heisse.

Die Kérper ' und H werden gewisse Glieder gemeinschaftlich
haben, welche, nach der Natur der Zahlenkdrper, in ihrer Gesammt-
heit einen besonderen Korper I (den gréssten gemeinschaftlichen
Theiler von 6" und H — Dedekind —) bilden. Seine Glieder re-
prasentiren die Werthe derjenigen Fuunctionen von den Wurzeln der
Gleichung (1), welche auch als rationale Functionen von den Wurzeln
der Gleichung (17) mit rational bekannten Coefficienten dargestellt
werden konnen, und daher nach Aufldsung dieser Gleichung rational
bekannt werden. Ist demnach der Koérper ', welcher ¢’ nothwendig
in sich enthilt, von €’ verschieden, so kann er, als in G enthalten,
nach Satz V. durch eine Function wu, von den Wurzeln der Gleichung
(1) hervorgebracht werden, welche einer, in den Zahlen des Korpers
C’ rationalen und gegenwirtig irreductibeln Gleichung '(z) = 0 vom
Grade y geniigt, und folglich sind die Glieder des Korpers I' identisch
mit der Gesammtheit der Zahlen von der Form:

Lo+ Clug+ Clu® 4 -+ - 4 Gy - ug? 1,

in welcher die Coefficienten rational bekannt siud.
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Nun sind die Wurzeln der Gleichung (%) =0 einerseils ver-
schiedene Werthe der Function u, von den Wurzeln &g, &, - -+, «, 4.
Andererseits sind die Glieder des. Korpers I, insbesondere auch u,
selbst in H enthalten, also mittels §,, 8, - - -, Bp—1 rational ausdriickbar;
und da T(x) = 0 die irreductible Gleichung mit rational bekannten
Coefficienten ist, der u, geniigt, so sind deren Wurzeln auch ver-
schiedene Werthe von u, als einer Function von den Wurzeln
Bos Bis -+ +» Bp, sie sind also selbst rationale Functionen dieser
Wurzeln und demnach simmtlich Glieder des Korpers I und kénnen
eine jede, so gut wie w,, benutat werden, um diesen Korper zu er-
zeugen.

Das heisst aber nichts Anderes, als dass I ein — in G’ sowohl,
wie in H — enthaltener Normalkorper ist.

Indem man nun die Gleichung (17) auflost, erweitert man nach
der Voraussetzung den Korper €’ zum Korper I d. h. man adjungirt
die Function wu, oder lost die Gleichung I (z) = O auf. Hierdurch
aber wird nach Satz IV. der Grad des Galois’schen Korpers Gi der

Gleichung (1) auf ¢” ——‘—% erniedrigt. Und da der Korper I und die

Gleichung I (#) == 0 zur Gleichung (17) in demselben Verhiltniss
stehen, wie zur Gleichung (1), wird die Auflosung der letztern den

Grad des Galois’schen Korpers H der Gieichung (17) auf g’=%

reduciren. Man findet hieraus:

Satz VI. Wenn die Auflisung der Gleichung (17) den Grad g’
des Galois’ schen Korpers von (1) auf g’ erniedrigt, so erniedrigt wm-
gekehrt die Auflisung dieser Gleichung den Grad g des Galois’ schen
Korpers jener auf ¢, in der Weise, dass

’

v _ 3
. 9 q
i8¢,

9. Wird nun die bisher beliebige Gleichung (17) als einfach vor-
ausgesetzt, so enthdlt H als Galois’scher Korper derselben keinen
Normalkbrper ausser sich selbst, und folglich muss dann [ wit H
identisch sein. Hieraus folgt einerseits, dass jedes Glied von H, ins-
besondere jede Wurzel der Gleichung (17) eine zu @ gehtrige Zahl
d. i. eine Function der Wurzeln oy, e, - - -, &, ist; andererseits
muss p = ¢, und da bei einfachen Gleichungen (vgl. Nr. 6.) der Grad
des Galois’schen Korpers gleich dem der Gleichung ist, y = p sein.
Man gewinnt folglich den wichtigen .

Satz VII. Der Korper der rational bekannten Functionswerthe
einer Gleichung kann durch Auflosung einer einfachen Gleichung nur
dann sich erwetlern, wenn die Wurzeln der leteteren rationsle Functionen
von den Wurzeln der ersteren sind. Bei eintretender Erweiterung wird
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der Grad der Galois schen Gleichung wn der Weise reducirt, dass er
durch den Grad der einfachen Gleichung getheilt wird.

Versetzen wir uns demgem#ss in einen Augenblick, in welchem
der Gleichung (1) bereits eine oder mehrere Functionen des Korpers
K adjungirt sein kbnnen, so werden, bei Beibehaltung der obigen
Bezeichnungen, die Functionen des Korpers K simmtlich durch die
Zahlen von der Form

Cy + Cloy+ C o + - - + Oy - oo !

reprasentirt sein, in welcher die C; die Zahlen des Korpers C’ sind,
und werden es solange auch bleiben, als die Adjunction anderer
Grossen den Korper C° der rational bekannten Functionen nicht er-
weitert, insbesondere also solange nur solche Hilfsgleichungen auf-
gelost werden, deren Wurzeln nicht rationale Functionen von den
Wurzeln der gegebenen sind. Wird aber durch Auflésung einer ein-
fachen Gleichung (17) vom Grade p, deren Coefficienten von den zuvor
Adjungirten abhingig sein komnen, der Korper ¢’ zu einem in G
enthaltenen Normalkorper ' erweitert, so wird offenbar dasselbe auch
ohne die Hilfsgleichungen durch Adjunction einer Function w, des
Korpers K geleistet, welche einer ¢n den Zahlen des Kirpers €' ratio-
nalen und vor Auflosung der leteten Hilfsgleichung irreductibeln Gleichung
[ (z) =0 vom Grade y = p geniigt.

Und diese Bemerkung ldsst sich nunmehr auf jeden spitern Mo-
ment der Untersuchung iibertragen.

10. Da wir fiir diese Untersuchung uns vorgesetzt haben, die Be-
dingung fiir die algebraische Auflosbarkeit einer Gleichung von einem
Primzahlgrade za bestimmen, beschrinken wir uns nun auf die Be-
trachtung derjenigen Gleichungen, welche nach Herrn Kronecker’s
Vorgange Abel’sche Gleichungen genannt werden und durch den
Umstand charakterisirt sind, dass, wenn ihre Wurzeln in bestimmter
Weise cyklisch geordnet werden, eine jede von ihnen die gleiche
rationale Function von der vorhergehenden ist. Die Theorie derselben®)
wird hier als bekannt vorausgesetzt und nur in Erinnerung gebracht,
dass eine Abel’sche Gleichung, deren Grad eine zusammengesetzte
Zahl ist, auf andere von Primzahlgraden zuriickgefilhrt werden kann.
Letztere aber sind einfache Gleichungen; denn, da der Grad ihres
Galois’schen Korpers (vgl. Ende von Nr. 6.) ihrem Grade selbst
gleich also eine Primzahl ist, kann kein anderer Korper in Lefzterem
enthalten sein ausser dem der rational bekannten Functionswerthe.

Dies vorausgeschickt, sei p eine Primzahl, £ eine Wurzel der
Gleichung

#) Abel, mémoire sur une classe particuliére d’équations résolubles algébrique-
ment, O. compl. I, p. 114, sowie auch Cr, J. Bd 4, p. 26.
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(18) = =0
und p,, 9y, -+ o, pp—s die Wurzeln der Gleichung
(19) aP = A,

in welcher A rational bekannt. Da man jene p Wwurzeln in solcher
Weise withlen kann, dass
=Ey, =8 v, Yo =158 Vp-1

und folglich jede von ihnen dieselbe, nach Adjunction von £ rationale
Function der vorhergehenden ist, wie die erste vou der letzten, so
ist die binomische Gleichung (19) nach Adjunction von & eine Ab el sche
Gleichuny,; dasselbe gilt aber bekanntlich von der Kreistheilungs-
gleichung (18), und demnach kann man mit Beachtung der vorauf-
geschickten Bemerkung sagen, dass die Auszichung einer Wurzel von
einem Primzahlgrade, folglich offenbar jede Wurzelausziehung und
demnach auch die Losung jeder durch Wurzelausziehungen auflésbaren
Gleichung auf eine Reihe von Abel’schen Gleichungen von Prim-
zahlgraden zuriickfiihrbar ist.

Da umgekehrt jede Abel’sche Gleichung algebraiseh aufldsbar
ist, gewinnt man zunichst das Resultat: FEine Gleichung ist dann
und nur dann algebraisch ouflosbar, wenn sie durch Abel’sche
Gleichungen von Primzahlgraden auflisbar ist.

Verfolgen wir nun die Phasen der Aufldsung bei einer algebraisch
lésharen Gleichung (1), wie sie den successive aufzulosenden A bel’schen
Gleichungen von Primzahlgraden entsprechen!

Nachdem moglicherweise die Aufldsung einer oder mehrerer solcher
Gleichungen den Korper der hekannten Functionswerthe und folglich
die Gestalt des Galois’schen Korpers der Gleichung (1) nicht ver-
dndert, sei @(2) = 0 eine Abel’sche Gleichung vom Primzahlgrade p,
deren Auflosung jenen Kiorper zum Korper ' erweitert. Nach Nr. 8.
ist [ ein Normalkbrper und kann diese Erweiterung (vor. Nr.) auch
ohne die Hilfsgleichungen geleistet werden durch Adjunction einer
Function w, des Korpers K, welche einer irreductibeln Gleichung
M(x) = 0 des Grades y = p mit rational bekannten Coefficienten ge-
niigt; diese Gleichung ist aber eine Abel’sche Gleichung, da ihre
Warzeln rational von einander abhiingig sein miissen und ihr Grad
eine Primzahl ist. Da nunmehr und in jedem folgenden Stadium der
Untersuchung dieselbe Betrachtung sich wiederholen ldsst, so erkennt
man, dass die Wurzeln der simmtlichen Abel’ schen Gleichungen , die
zur Losung der gegebenen dienen, als Functionen des Korpers K wvor-
ausgesetst werden diirvfen.

Sind ', ", 7”7, - -+ die Grade dieser successiven Abel’schen
Gleichungen, [, [, 7", .. . die Normalkérper, zu denen sie allmihlich
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den Kbrper  erweitern, so sind jene Zahlen auch die Grade dieser
Kérper, und die Auflosung ciner jeden Hilfsgleichung erniedrigt jedesmal
(Sate VIL) den Grad der augenblicklichen G alois’schen Gleichung n
der Weise, dass er durch den Grad der aufgelisten Gleichung getheilt wird,

11. Betrachien wir nunmehr eine algebraisch auflisbare irreductible
GHeichung
(1) Fz)=0
vom Primzahlgrade n.

Der Grad g ibres urspriinglichen Galois’sehen Korpers wird
dann (Satz 1., Zusatz) durch » theilbar sein, aber durch keine hohere
Poteuz von #n, weil ¢ in 1-2.3 ... 5 enthalten ist; und wird bei
der successiven Aufldsung derjenigen Abel’schen Gleichungen von
Primzahlgraden, welche zur Auflosung der Gleichung (1) sich eignen,
auch solange durch n theilbar bleiben, als keine dieser Gleichungen
vom Grade # ist (s. vor. Nr.). Damit aber die Gleichung (1) schliesslich
aufgelost werde, muss der Grad der Galois’schen Gleichung bis auf
1 herabsinken; es muss also ein Augenblick eintreten, in welchem der
Grad dieser Gleichung — sie heisse dann G®(z) = 0, ihr Kirper G,
der gemeinsame Grad beider g® - mnoch durch % theilbar ist, bei
Auflosung einer Abel’schen Gleichung (%) == 0 vom Grade n jedoch
durch eine andere (%) == 0 wmit dem Kbdrper & ersetzt wird, deren

%)
Grad g = %L— nicht mehr durch = theilbar ist.

Vor dieser Auflésung muss die Gleichung (1) noch irreductibel
sein; denn wiirde sie im Gegentheil schon bei Auflosung einer der
frilneren A bel’schen Gleichungen vom Primzahlgrade p reducirt, und
nennten wir

gy Ugy w0y Up—1
die Wurzeln derselben und f(z, u,) einen jetzt irreductibeln Factor von
F(x) von moglichst kleinem Grade, so wiirde F(z), wie man leicht
sieht (vgl. Nr. 4.), durch jede der Functionen

f(ﬂ’), ul))’ f(-%', ul)r Tty flz, “P—l)

theilbar, welche simmtlich in gleichem Sinne irreductibel sein miissten,
weil sie simmtlich in w, rational wiren und keinen in demselben
Sinne rationalen Factor von geringerem Grade wie f(x, u,) enthalten
konnten. Da das Product jener Factoren Coefficienten hitte, welche
dem Kéorper der, vor Auflosung der Abel’schen Gleichung bekannten
Werthe angehdren, miisste es durch die zur selben Zeit irreductible
Function F(x) theilbar und offenbar eine Potenz von F(z) sein, weil
es keine anderen Wurzeln hat, wie F(z) selbst. Man gewinne also
eine Gleichung von der Form:

-F(Q';)'1 = f(x» uo) f(x> ui) ot f(x: up-—l)'
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Nun konnten zwei der irreductibeln Factoren nur entweder ohne ge-
meinsame Wurzeln oder ginzlich mit einander identisch sein; in der
vorstehenden Gleichung miissten daher je 4 Factoren einander g]eich,
folglich p ein Vielfaches von 4 also 4 =1 und

Fx) =f(z, u) - f(@, ) - - - (%, tp1)
sein, was erfordert, dass die Primzabl % theilbar durch p, also n==p
wire. Dann wiirde aber durch Aufldsung jener Abel’schen Gleichung
der vorstehenden Formel gemiss #'(x) in Linearfactoren zerlegt, die
(leichung (1) also aufgeldst, und der Grad ¢g® konnte nicht mehr
durch » theilbar sein.

Nach Auflésung der Gleichung I'(z) =0 aber kann F'(x) (nach
Satz II., Zusatz) nicht mehr irreductibel sein, und folglich wird durch
Wiederholung der eben angestellten Betrachtung, wenn wg, %,, - « -, 4,
jetzt die Wurzeln der Gleichung [(x) == O bezeichnen, eine Gleichung
von der Form

F(z) = (2, %) - {(@, w) -+ (#, )

d. i. eine Zerlegung von F(x) in Factoren ersten Grades erhalten.
Die Gleichung (1) wird also durch Adjungirung von u, aufgeldst.
Da hiernach der Grad der Galois'schen Gleichung, welcher vorher g
war, durch Adjunction von w, auf 1 herabsinken muss, kann g% nur
gleich # sein; dann ist aber der Kérper G® vom Grade n identisch
mit jedem der irreductibeln Korper, welche durch die Wurzeln
@4y 04y ~+ vy 0oy der gegebenen Gleichung hervorgebracht werden.
Mit andern Worten: ein jeder. von diesen ist ein Normalkérper, folglich
die Wurzeln der Gleichung (1) rational von einander abhingig und
die Gleichung (1), weil ihr Grad eine Primzahl, eine Abel’sche
Gleichung.

Damit also die Gleichung (1) algebraisch auflosbar ist, muss sie
nach Adjunction der Wurzeln einer gewissen Abel’schen Qleichung
selbst eine solche werden.

12. Hieraus ldsst sich das Kriterium fiir die algebraische Auf-
losbarkeit der Gleichung (1), welches von Galois gegeben wovden ist,
folgendermassen herleiten.

Zur einfacheven Darstellung nehmen wir einmal an, es bediirfe,
um die Gleichung (1) zu einer Abel’sehen zu machen, der Auflésung
nur zweier solcher Gleichungen. Die erste von ihnen sei

M{z) =0
mit den Wurzeln u, %, - -+, #',_,, die andere, deren Coefficienten
in 1, rational sein konnen,

re (2) =0,

und ihre Wurzeln u,”, #,”, - - -, #”y—;. Nach Adjunction von u,” und w,”
reducirt sich die urspriingliche Galois’sche Gleichung
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G(z)=20
vom Grade ny' 9" auf eine andere
G (z) =0

vom Grade n, deren Wurzeln, wenn © eine rationale Function be-
deutet, gleich

(20) w,, 0(w,), 0% (w,), + -+, 071 (ay)

gesetzt werden kionnen; und die gegebene Gleichung wird dadurch zu
einer Abel’schen, d. h. sie wird aufgelost, wenn noch eine ihrer
Wurzeln, etwa a,, als bekannt angesehen wird.

Die gleichzeitige Adjunction von o, w,, u,” ist daher gleich-
bedeutend mit der Adjunction von w,, und folglich éindert jede Sub-
stitution der Gruppe, weil sie @, veriindert, wenigstens eine der drei
Grossen o, u,, u,”.

Da die Wurzeln (20) der Galois’schen Gleichung dieselben Werthe
von u," und u,” hervorbringen (Nr. 4.), so fndert die Substitution,
welche o, in ©(w,) verwandelt, die Wurzel «,, und zwar stellt sie,
da sie erst nach n-maliger Wiederholung zu w, zuriickfithrt, und »
eine Primzahl ist, offenbar eine cyklische Vertauschung zwischen den
n Wurzeln vor, durch welche etwa
) Oy Oly * + * Gy
in

Gy oly + - - &y
iibergeht.

Nach Adjunction von e, allein wiirde aber die Gleichung G (2) = 0
auf eine andere

Gy(x)=20
vom Grade ¢’ reducirt werden (Nr. 5.), deren Wurzeln, welche als
rationale Functionen von @, mit

@y, @' (@), 9 (@), -+, 1(0), - - -

bezeichnet werden konnen; denselben Werth von «, hervorbringen,
mit andern Worten: die Substitutionen, welche w, in @'(®,), ¢” (@)
-+ y(®,), - - - verwandeln, lassen a, ungeiindert, vertauschen vielmehr
nur die anderen Wurzeln und miissen u,, %,” in ihre verschiedenen
Werthe verwandeln.

Man kann demnach (Nr. 4.) die ny p” Wurzeln der Galois’schen
Gleichung in der Weise ordnen: :

@y , ‘pl(c"n); v x(ﬁ’o): s
O T L B

0" (w,), O7! ¢ (6g), « + - | ©*"g(@y), - -

Mathematische Annalen. XVIIL 30
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dass jeder Verticalreihe einer der Werthe von u,’, insbesondere den
Verticalreihen der ersten Abtheilung die einzelnen Wurzeln der letzten
Abel’schen Hilfsgleichung, jeder der unterschiedemen Abtheilungen
aber einer der Werthe von u, entspricht. Die Substitutionen also,
welche z. B. die Glieder der zweiten Verticalreihe in einander ver-
wandeln, sind diejenigen Substitutionen der Gruppe, weleche w,” nicht
indern; sie miissen aber, da w,”, #,” rational durch einander aus.
driickbar sind, tbereinstimmen mit denjenigen, welehe " nicht ver-
dndern; es muss also z. B. O¢'(w,) aus ¢'(w,) entstehen durch die
Substitution, welche w, etwa in ©“(w,) verwandelt, also

09’ (w,) = ¢ 0"(a,)
sein. Setzt man nun

@y = @ (g, tyy+ vy Ony)
. @' (@g) = @ (Gy,y 0y, » 5 &y )y
50 findet sich
O(wy) = o(a;, 0y, - - -, &)
. O (0y) == 0 (g, &y, +, 0g,),s
desgleichen
¢ Oa(mo) == m(aa-i-y.,, Ootgy "> aa+yn—1)7

wobei die Indices (mod. #) zu nehmen sind, und folglich die Beziehung

Yot 1 == @ + y.(mod. %)
und allgemeiner
Yoirs-—abty,.

Hieraus aber folgt, wenn 2z = 0 gesetzt und dann b mit # bezeichnet
und beachtet wird, dass y, = O sein muss,
Yo = - 5
"Die Substitutionen also, welche o, in ¢'(®,), ¢"(w,), ... ver
wandeln, haben simmtlich die Form (;z) d. h. sie verwandeln den
Index 2 in az, wenn a eine Zahl bedeutet, welche durch » nicht theil-

bar ist. Dem Bchema (21) gemiiss enfsteben daher die Substitutionen
der Gruppe, welche u,” nicht verindern und der ersten Abtheilung

entsprechen, indem Substitutionen von der Form (Zz) mit den Wieder-
holungen der eyklischen Substitution (: + 1) znsammengesetzt werden,
und haben demnach simmtlich die lineare Form
(22) (azz-{— b’

Die Substitutionen ferner, welche die Glieder der zweiten Ab-
theilung in einander verwandeln, sind diejenigen Substitutionen der

Gruppe, welche %, nicht #ndern, und miissen, da u,, u,” rational durch
einander ausdriickbar sind, mit denjenigen iibereinstimmen, welche der
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ersten Abtheilung zugehiren. Demnach entsteht z. B. 0 y(w,) aus
% (,) durch eine lineare Substitution. Setzt man wieder

1 (@) = a(ay, ay, a”n—l)
also

Oy(®,) = (g, @y, - "y & )
so ergiebt sich hieraus eine Relation von der Form

Y1 = ¢ -y, -+ d (mod. n)

also
Y-
Y, —ecd+d
¥, = e td + c—2d -+ - d,
inshesondere
" — 1
Yn = R
folglich, da 9, =y, = 0 ist, ¢ == 1 (mod. ») und
¥y, =d- %
Es entsteht daher auch jede der Grissen x(o,), --- mittelst einer

Substitution von der Form (jlz) aus ®,, und folglich sind auch die der

zweiten, in gleicher Weise aber auch die den folgenden Abtheilungen
entsprechenden Substitutionen d. h. die Substitutionen der Gruppe
tiberhaupt simmtlich von der Form (22).

Da endlich unsere Betrachtung offenbar unabhingig ist von den
Voraussetzungen, welche wir, um die Darstellung zn vereinfachen,
eingefithrt haben, ergiebt sich

Der Galois’sche Satz: Damit eine irreductible Gleichung wvon
einem Primzahlgrade algebraisch auflosbar ist, darf ihre Gruppe nur
lineare Substitutionen enthalten.

Es wiirde leicht sein, 2u beweisen, dass dicse Bedingung auch hin-
reichend 1st*). Doch ziehen wir es vor, aus den vorstehenden Be-
trachiungen digjenige andere Form des Galois’schen Kriteriums
herzuleiten, welche von Herrn Kronecker gegeben und als die
geeignetere bezeichnet worden ist™**).

13. Man kann die successive Adjunction je einer Wurzel der ¢
Abel’schen Hilfsgleichungen, deren Grade 3', ", - - -, p® seien, durch
die Adjunction einer einzigen Function U, ersetzen, welche (Nr. 4.)
einer irredoctibeln Gleichung

H(z)=0

#) 8, 2. B. Serret, Handb. d. hSheren Algebra, deutsch von Wertheim,
1868, Bd. 2, pag. 519,
*¥) Bbendas. pag. 535, oder auch Monatsber. d. B, Ak. 1853.

30%
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vom Grade h==9"y" - - - p® Gleniige leistet mit von vornherein bekannten
Coefficienten. In dem Schema (21) wird dann jeder Verticalreihe einer
der verschiedenen Werthe von U,, welche die Wurzeln der genannten
Gleichung sind, zugehOren, die Glieder derselben Verticalreihe aber,
wie gezeigt worden, durch die Wiederholungen der cyklischen Sub-

stitution ('Z 4 1) aus einander entstehen; demnach bleiben die Wurzeln

der Gleichung H(z) = 0 bei denselben Substitutionen der Gruppe un-
geindert, kbnnen also eine jede durch eine beliebige von ihnen rational
ausgedriickt werden.

Andererseits hatten die Substitutionen, welche m, in ¢’ (8), ¢ (),

<o« g(®,), -+ - verwandelten, simmtlich die Form (Zz) oder, wenn 7
eine primitive Wurzel (mod. #) bezeichnet, die folgende: (i’"z)' Das-
selbe gilt offenbar auch von denjenigen Substitutionen, durch welche
eine dieser GrGssen in eine beliebige andere von ihnen verwandelt

wird. Und wenn nun (% ) diejenige dieser Substitutionen bedeutet
2z jenig )

bei welcher m den kleinsten Werth % hat, und durch dieselbe geht
einer der Werthe von U, — er heisse U ~— in einen anderen U’'= ¢(U)
tiber, unter v eine rationale Function verstanden, so folgt leicht aus
der Irreductibilitit der Gleichung H(z) =0, dass die Wiederholung

der Substitution (j‘?z) die simmtlichen Wurzeln dieser Gleichung hervor-

bringt und dass daher diese Gleichung eine Abel’sche ist. Der Satz
am Schlusse von Nr, 11. lisst sich darnach priciser folgendermassen
fassen:

Damit die Gleichung (1) algebraisch auflosbar ist, muss sie nach
Auflosung einer Abel’schen Gleichung mit rational bekannten Coef-
ficienten selbst eine Abel’sche Gleichung werden. Aus der Natur
solcher Gleichungen leuchtet nun aber sogleich ein, dass diese noth-
wendige Bedingung auch ausreichend ist. Und so gewinnen wir
schliesslich den

Sate von Kronecker. Hine algebraisch auflosbare wrreductibele
Gleichung vom Primeahlgrade n ist dadurch charokterisirt, dass ihre
Wurzeln so geordnet werden konnen, dass zwischen ihnen die Begiehungen
stattfinden :

= 0O(ey, U), a,=0(a, U), -+, &g =0(tnn, U),
wdhrend © eine rationale Function, U aber dic Wurzel einer Abel’ schen
Gleichung bezeichmet, deren Coefficienten in demselben Sinne, wie die der
gegebenen , rational sind.

Minster i/W. Janvar 1881.




