Uber ein Dreikant, dessen Seitensumme zwei Rechte
betragt.

Von L. Klug in Budapest.

1. Durch den Eckpunkt C des spitzwinkeligen Dreieckes 4 B ¢
legen wir in der Weise die Gerade CD, dafi die Winkel AC D,
BCD mit den Winkeln o, 3 des Dreleckes bei den Scheiteln A4, B
gleich seien. Die Seiten des entstandenen Dreikants C (A BD)
stimmen daher iiberein mit den Winkeln des Dreieckes 4 B C, ihre
Summe betrigt daher zwei Rechte.

Wihlt man den Punkt D auf der Kante €D des Dreikants
so, da CD = A B, dann sind die Flichen CD 4, DCB und
B'AD des Vierflachs 4 BCD mit der Fliche AL ( kongruent,
so wie auch die vier Dreieckkanten in den Ecken, endlich sind
nicht nur die Gegenkanten, sondern auch die Flichenwinkel bei
denselben einander gleich.

Um eine Beziehung zwischen den Winkeln des Dreikants, oder
was dasselbe ist, zwischen den Winkeln dieses gleichseitigen Vier-
flachs zu finden, legen wir die drei parallelen Fbenenpaare durch
die Gegenkanten des Vierflachs. Dieselben bilden ein rechtwinkeliges
Parallelepipedon (Fig. 1), denn die rechtwinkelige Projektion der
Kanten des Vierflachs auf eine zu einem Gegenkantenpaare parallele
Ebene ist ein Rechteck, da Gegenseiten und Diagonalen des Vier-
eckes gleich sind. Die Flichen dieses Parallelepipedons halbieren
die Aufenwinkel des Vierkants. Daraus folgt aber, wenn die VmGel
~ des Dreikants C(ABD) bei den Kanten CA4, "C B und CD,

¢ und y betragen, daff die Neigungswinkel der Fliche 4 BC des
Vierkants A BCD zu den in einer Ecke ¥ des Parallelepipedons
zusammenstoﬁenden Flichen desselben CBE, CAE uwnd ABE

b, 900 — &, 900 — ¥ und 900 — % betragon, und dab daber

2’ 2
sin? 2—{~sm2 +s1n‘ =1 ist. Also:
Betragt die Seltensumme eines Dreikants zwel
g

Rechte, so besteht folgende Beziehung zwischen
seinen Winkeln ¢, 4 und y: :
sinzim,—sm2 ; -}—bmz—)(-——l

2 2



ERT R S S i ot e Y L5

ToH6s Dreikant aus seinen Seiten o fy und seinen
-» egen er ‘liegenden Winkeln ¢ ¢y zu bestimmen, braucht
fian nur zwel dieser Bestandteile, Hiebei haben wir blof folgende
drei Aufgaben:

Konstruktion des Dreikants

1. avs zwei Winkeln ¢, ¢;

2. aus einer Seite und einem der anliegenden Winkel 8, o;

3. aus einer Seite und dem Gegenwinkel a, ¢.

Wir- betrachten die drei Aufgaben als gelost, wenn wir ein
Dreieck finden, dessen Winkel den Seiten des gesuchten Dreikants
gleich sind. :
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Fig. 1.

Konstruiert man eine schiefe Ebene, welche sich zu den

ii‘&féngeschen zwel Bildebenen unter den Winkeln 90° — =, 90° — .

2’ 2
=ne1gt so. bilden die Spuren dieser Bildebenen und die Spur auf
iner Seitenrifiehene ein Dreieck, dessen Winkel mit den Seiten
wines . Dreikants uberemstxmmen, dessen Winkel die gegebenen»
Ivinkel ¢ ¢ smd- — und damit ist die 1. Aufgabe erledigt: -

U die 2. Aufgabe zu lsen, haben wir ein Dreieck 4BC
oder ein damit dhnliches) aus folgenden Daten zu konstruieren:
Die Seite B C ist parallel zur Bildebene; die Ebene desselben bildet

dieser Bildebene den Winkel 900-.—-2-, ein Winkel bei der
Seite BC ist 8, endlich muf die orthogonale Projektion des Drei-




5% - Klog:

éckes anf die Bildebene ein, bei E rechtwmkehges Dreteck E-BC-
sein (Fig. 2).

Losung (Fig. 2): Vom Punkte 4 des Schenkels AB vom
kael ABC=2, fillt man die Senkrechte 4 F auf den anderen

Schenkel BF (; ist ¢ OFG__i—, FG=F4, GE| AF,

EC 1 BE, dann ist A BC das Dreleck dessen Winkel den Seiten
des durch ﬁund P gegebenen Dreikants mit der Seitensumme 180°
gleich sind.

Bei der 3. Aufgabe hat man zur Bestimmung des Drereckes
4 B ¢ folgende Daten: den Winkel o bei A; den Neigungswinkel

Fig. 5.

900 — £ seiner Ebene zu einer mit de‘i Gegenseite BC parallelen

2
Bildebene; endlich die Bédingung, dab die orthogonale Projektion
BEC des Dreieckes B A C auf diese Bildebene bei £ rechtwinkelig
sei-(Fig. 2).
Lasung (Fig. 2): Durch den Halblerungspunkt E det Streeke"

HE zieht man ‘die Geraden F & und I/ E so, daf X HFG= —-—

FE_LHF HF = = I E, EG_LFE FA Fa, WoAaufder
Geraden F F liegt.
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In dem Umkreis des Dreieckes H A K wird die Sehne 4 L
s0 bestimmt, daB der Peripheriewinkel iiber ihr gleich sei a und-
der mit H A K konzentrische Kreis o so beschrieben, dafl er die
Sehne A L beriihre. Legt man dann von F aus eine Tangente
an 0, so ist die Projektion ihrer Treffpunkte IJ aus dem Punkte
A auof die Gerade HK: C und B, und 4B C ist schon das ge-
suchte Dreieck.

Man sieht ngmlich leicht, daf der Winkel B A C=a ist;
ferner wegen der Ahulichkeit der Dreiecke CIF, J F B ist

CF:Fl=JF:FB,
daher L
‘ CF.FB—=JF.FI=HF.FKE=FE’

und also der Winkel CEB ein Rechter. Daraus folgt aber, dal
ABC das gewiinschte Dreieck ist, dessen Winkel mif den Seiten
des durch die Daten der 3. Aufgabe bestimmten Dreikants tiber-
elnstimmen.

Die zweite Tangente aus F zu o gibt keine neue Losung,
doch hat die Aufgabe keine reelle Losung, wenn tg o <sin ¢ ist.

Anmerkung. Die zwei letzteren Dreikantaufgaben kann
man in dem Falle, daB ¢ ==90° ist, aus dem Umstande, dafi dann
die zur Seite BC gehorige Hohe AF' des Dreieckes A BC im
Hohenpunkt halbiert wird, etwas einfacher losen.

8. Das Polardreikant des betrachteten Dreikants hat die
Eigenschaft, daf die Winkelsumme gleich ist vier Rechten und daf
zwischen den Seiten o, ', 1 die Relation '

! ! 1,
a v
cos? — - cos? —— - cos? T
2 2 ! 2

besteht. Da nun jede Diagonale eines orthogonalen Parallelepipedons
sich zu den aus einem FEckpunkt ausstrahlenden Kanten unter

. solechen Winkeln

LI

2’2’2
so bilden die tbrigen drei Diagonalen desselben die Kanten eines
Dreikants, dessen Winkelsumme vier Rechte betriigt. Daraus folgt
umgekehrt:

Beliebige drei Diagonalen eines orthogonalen
Parallelepipedons bilden . die Kanten von vier
Scheiteldreikanten; dasjenige desselben, in dessen
Raume sich die vierte Diagonale befindet und also
seine Schwerlinie ist, hat die Eigenschaft, dafl seine
Winkelsumme vier Rechte betragt.

Fallt man von einem Endpunkte dieser vierten Diagonale die
‘Senkrechten auf die Flichen des Dreikants, so bilden dieselben die
Kanten eines Dreikants mit der Seitensumme von zwei Rechten.

neigt, welche obig“er Relation gentigen,
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Dieses Dreikant kann man aber auch unabhingig von anderen
wie folgt konstruieren:

Schneidet man ein Dreibein O (4 B C) (Dreikant mit drei
Rechten) mit einer Ebene in dem Dreiecke 4 BC und sind die
Fufipunkte der vom Scheitel O auf die Seiten BC, CA und A B
gefillten Senkrechten: 4, B; und C,, so betrigt die Seitensumme
von O(4, B, 0,) zwei Rechte.. Das Vierflach O A, B, 0, hat aber
wegen der Relationen A, B,.B, C;, = OBj,. .. die Eigenschaft, daf
die Dreiecke 04, B,, C, OB, C, A, O #hnlich sind.

Will man dahier iiber ein beliebiges Dreieck eine Pyramide
errichten, dessen Seitenflichen shnlich sind, so legt man durch die
drei “Auflenwinkelhalbierenden desselben die drei paarweise auf-
einander senkrechten Ebenen, ihr Schuittpunkt ist der Scheitel der
Pyramide.



