
[Jber ein Dreikant, dessen Seitensumme 
betr~gf,. 

Von L. King in Budapest. 

zwei Rechte 

1. Durch den Eckpunkt C des spitzwinkel[gen Dreieckes A ~ C 
legen wir in der ~Veise die Gerade UD~ dal3 die ]Vinkel _/].C.D~ 
B CD mit den Winkeln % } des Dreieckes bei den Scheiteln A~ .B 
gldch seien. Die Seiten ties entstandenen Dreikants C(ABD) 
stimmen daher tiberein mit den Winkeln des Dreieckes A B C~ ihre 
Summe betrggt daher zwei Rechte. 

WaM~ man den Punkt D auf der Kante C D des Dreikants 
so, dal~ C D = A B ,  dann sind die Flaohen CDA, DUB und 
B A D des Vierflachs A B CD mit der Flache A B C kongruent, 
so wie auch die vier Dreieckkanten in den Ecken~ endlich sind 
nicht nur die Gegenkanten, sondern auch die Flachenwinkel bei 
dense]ben einander gleieh. 

Um eine Beziehung zwischen den Winkeln des Dreikants~ oder 
was dasselbe is% zwischen den Winkeln dieses gleichseitigen Vier- 
flachs zu finden, legen wir die drei parallelen Ebenenpaare durch 
die Gegenkanten des Vier~tachs. Dieselben bilden ein rechtwinkeliges 
Paralletepipedon (Fig. 1)~ denn die rechtwinkelige Projektion der 
Kanten des Vierflachs auf eine zu eiaem Gegenkantenpaare parallele 
Ebene ist e in Rechteck, da Gegenseiten und Diagonalen des Vier- 
eckes gleich sind. Die Fl~chen dieses Parallelepipedons halbieren 
die Aul3enwinkel des Vierkants. Daraus folgt aber~ wenn die Winkel 
des Dreikants C(ABD) bei den Kanten CA, CB und CD~ % 
,~ und Z betragen, daI3 die Neigungswinkel der Flache A B C des 
Vierkants A B CD zu den in einer Ecke E des Parallelepipedons 
zusammenstol~enden Flachen desselben C.B E~ CA E und A B E  

bzw. 9 0 0 -  ~-, 9 0 0 -  ~- und 9 0 0 -  ~- betrag'en, und daI3 daher 
f 

+ + 
B e t r ~ g t  d io  S e i t e n s u m m e  e i n e s  D r e i k a n t s  z w e i  

R e e h t %  so b e s t e h t  f o l g e n d e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n  
s e i n e n  W i n k e l n  % ,~ u n d  7.: 

sins ~2 -~ sins ~ ~ sins ~----1.z 



. . . . . .  ~ -  , ~  ~ - .~v . : , i~ ,~ ' - ,  ~ :.~:'~ ~ . �9 o �9 " ~ ~i:~:~ :~sO[~I i~s i~re~n~ aus semen Seiten ~ ~ 7 und semen 
~ i ~ g e g e n ~ b e r  ~ tiegenden Winkeln ~o ~ ~ zu besthnmen, brau~ht 
~ian mlr zwei dieser Bestandteile. Hiebei haben wit blol~ fol~onde 
~lrei Aufgaben" " 

Konstruktion des Dreikan~s 
1. aus z~vei Winkeln ~ 6, ; 
2. aus einer Seite und einem der anliegen~en Winkel ~ %o; 
3.. aus einer Seit e und dem Gegenwinkel % % 
Wit-betrachten die drei Aufgaben als golSst, wenn wit ein 

Dreieck finden, dessen Winkel den Seite n des gesuahton Dreikants 
gloieh shad. 

j 1 . s i  S ~ "  - 

Konstruiert man eine sehiefe Eben% welehe sieh za don 

:~fdngesehen zwet Bildebenen unter den W4nkeln 900 ,900 

~.eigt, so bitden die Spuren dieser Bildebenen und die Spur auf 
~iner Seitem:il]ebene oha Dreieek~ dessen Winkel mit den Seiten 
~ines Dreikants tiboroinstimmen~ dessen Winkel die gegebenen 
!:~Wihkel ~o 6, sind nnd damit ist die 1: Aufgabo erledigt. 

Um did 2 .  Aufgabe zu 15sen, haben wir ein Dreieck A B C 
~bder ein damit /~hnliches) aus folgend~n Daten zu kbnstruieren: 
i~ie Seite/~ U ist parallel zur Bildebene; die Ebene desselben bildet 

dieser Bildeben~ den Winkel 9 0 ~  ~m --, ein Winkel bei der 

~eite B C ist ~, endliah mug die orthogonale Projektion des Drei- 
z 



:+~kes auf dio Bflde~ne ~in~ bei ~ rech~t~keliges ~ e i e c k  E ~  C 
sein Wig. 2). 

LSstmg (Fig. 2): Vom Punkt~ A des Schenkels A B yore 
Winkel A B C =  ~ fallt man die Senkrechte A F auf den anderen 

schenkel B F C ;  ist <):: CFG ~'~, FG-= Fit,  CrE J_ AF, 

:EC~ B.E, dann ist A B  C das Dreieck, dess~en Winke! den Seiten 
des dutch ~ und ~ gggebenen Dreikants mit cler Seitensumme 1800 
gleich .sin& . . . . . .  

Bei der 3,  Aufgabe hat man zur Bestimmung des Dreieckes 
A B C folgende Daten: den Winkel a bei A'; den lgeigungswinkel 

.4 

90 ~  ~ seiner Ebene zu einer mit tier Gegenseite B C parallelen 

Bildebene; endtieh die B~dtngnng~ dag die orthogonale Projektion 
B E  C des Dreieckes B A C aaf diese Bildebene bei 2 '  rech~winkelig 
sei (Fig. 2). 

LSsung (Fig. 2) : Durch den Halbierungspunkt E der Strecke 

H K  zieht man die Ger~den FG u n d / ~ E  so, dal~ .~:HFG 
F E  ]__H.Fi lcgF--~ F.E, .EG.J_.FE, F A  .--FG, w o A  auf der 
Geraden .F.E liegt. 
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In dem Umkreis des Dreieekes H A  K wird die Sehne A L 
so bestimmt, dag der Peripheriewinkel tiber ihr gleieh sei a and,, 
der mit H A  K konzentrisehe Kreis o so besehrieben, dal3 er die 
Sehne A L bertihre. Legt man dann yon F aus eine Tangente 
an % so ist die Projektion ihrer Treffpunkte [ J  ans dem Punkte 
A auf die Gerade H K :  C und B~ und A 2 C  ist sehon das ge- 
suchte Dreieek. 

Man sieht ni~mlieh leieht, daf der Winkel _BA C~---~ ist; 
ferner wegen der Ahnliehkeit der Dreieeke C I F ~  J F B  ist 

C F  :_F1 = J ~ :  F B ,  
daher 

C . F . F  B ----- J . F . F  I = H F . F  K =- F ff, ~ 

und also der Winkel C~ .B  ein Reehter. Daraus iblgt aber. dag 
A B C das gewtinsehte Dreieek ist~ dessen Winkel mit den ~eiten 
des dureh die Daten der 3. Aufgabe bestimmten Dreikants tiber- 
einstimmen. 

Die zweite Tangente aus F zu o gibt keine neue LSsung, 
doch hat die Aufgabe keine reelle LSsnng~ wenn tg a < sin q~ ist. 

A n m e r k u n g .  Die zwei letzteren Dreikantaufgaben kann 
man in dem Falle'. daf W-=- 900 ist~ aus dem Umstande, daft dan n 
die zur Seite _Be gehSrige ttShe A F  des Dreieekes . A B C  im 
H(ihenpunkt haibiert wird~ etwas einfaeher 15sen. 

.3. Das P o l a r d r e i k a n t  des betraehteten Dreikants hat die 
Eigensehaft~ dal~ die Winkelsumme gleieh ist vier Reehten und dag 
zwisehen den Seiten ~.'~ ~'~ ~' die Relation 

~.! 5 r  | ? 

eos~ -ff d-  cos- ~ -  -4- cos ~ -  - =  1 

besteht. D a nun jede Diagonale eines orthogonalen Parallelepipedons 
sieh zu den aus einem Eekpunkt ausstrahlenden Kanten nnter 

�9 ~' ,~, -/ 
solehen Wmkeln ~ ,  ~- ,  y neigt, welehe obiger Relation gentigen~ 

so bilden die t~brigen drei Diagonalen desselben die Kanten eines 
Dreikants~ dessen Winkelsumme vier Reehte betr~tgt. Daraus folgt 
umgekehrt : 

B e l i e b i g e  d r e i  D i a g o n a l e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  
P a r a l l e l e p i p e d o n s  b i l d e n  d ie  K a n t e n  y o n  v~er  
S e h e i t e l d r e i k a n t e n ;  d a s j e n i g e  d e s s e l b e n ~  in d e s s e n  
R a u m e  s i e h  d ie  v i e r t e  D i a f f o n a l e  b e f i n d e t  u n d  a l so  
s e i n e  S e h w e r l i n i e  ist~ h a t  d i e  E i g e n s e h a f t :  dal3 s e i n e  
W i n k e l s u m m e  v i e r  R e e h t e  b e t r a g t .  

F~llt man yon einem Endpunkte dieser vierten Diagonale die 
Senkreehten auf die Fllehen des Dreikants~ so bilden dieselben die 
Kanten eines Dreikants mit der Seitensnmme yon zwei Reehten. 
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Dieses Dreikant kann man aber aueh unabhttngig yon anderen 
wie folgt konstruieren : 

Schneider man ein Dreibein 0 ( A B C )  (Dreikant mit drei 
Reehten) mit einer Ebene in dem Dreieeke A B C  und sind die 
Fugpunkte der vom Seheitel 0 auf die Seiten B C~ C A  and A B 
gef~tllten Senkreehten: A 1B I and C1~ so betragt die Seitensumme 
yon 0 (A 1B 1 C1) zwei Rechte. Das Vierflaeh OA 1 t? 1C I hat a.ber 
wegen der Relationen A I 171 �9 B, G - - ~  ---~ 0 B ~ ~.. .  die Eigenschaft~ dal~ 
die Dreieeke 0 A I BI~ C I 0/71, C I A1 0 ahnlieh sin& 

Will man daher tiber ein beliebiges Dreieek elne Pyramide 
erriehten~ dessen Seitenflaehen iishnlieh sind~ so ]egt man dutch die 
drei Anfienwinkelhalbierenden desselben die drei paarweise auf- 
einander senkreehtea Ebenen~ ihr Sehnittpunkt ist der Seheitel der 
Pyram~de. 


