
Ueber die Aufl6sung der Gteichtmgen yore fi'mffen Gntde. 

V0n 

P~ Go~t)xx in Eflangen. 

In den Unterauehungen tiber da~ lkosacder, welche !lr. Kleia~ 
im neuntea Bande dieser Annalen p. l~g ft. verSffeatliehte, hatto sich 
ein sehr merkw~rdiger Zusammeahang mit der Theorie der Gleiehangen 
ftinften Grades ergeben. In der That gelang es Hrz~, K I e i i:a ~euer- 
dings, diejeaigen Gleiehungen i'dnftea Grades, bei welcheu die Glieder 
mit der vierten uud der dritl~n PoteaZ der Unbekannten fehlen, ia 
einf~ehste Beziehuag za der lkosaedergleichuag ztt setzen. . -  Die bier 
tblgenden Unter~uehungen kafipftea ursprfiaglieh an die ers~ hierauf 
beziigliehe Mittheilung an, welche der Erlanger Societiit im Januar 
1877 vorgelegt wurde. Ich steil~e mir vor AHem die Aufgabe', die 
Wurzeln der Gleiehung ffinften Grade~ expl~eite dutch die lko.~aeder- 
irrationalitat auszudrtieken. Die Note, weleh~ ieh !fiertiber im Juli 1877 
der Erlanger Soeiet~t einreiehte~ ist gleiehgeitig mit eider wei~ren 
Mitt~hei|ung yon Hrn. Klein ,  in d e r e r  dutch andere Betr~ehtungen 
za demselben Ziele gela ugte. Dos Eigenthiimliehe meiner Behand- 
lung best~nd darin, dass ich die in den F0rmeln auftretendea Aus- 
drSeke als Covariantea emer gewi~a  doppeltbin~iren Form f erkannt 
und im Ansehluzse an racine frfiherea "~idanliehea Arbeiten da,~ colt~.: 
F~rmer~ystem~ welches zu f geh5~, aufgestellt hatte. Well, re bierauf 
bezagliche Mittheilungen und insbesoadere die unten mitzutheilenden 
Schlussformela legte ieh ~m September 1877 der N~tur/brschcrversamm- 
lu~uy i*t Miinchen vor. 

Hr. Klein hatte inzwischen die Dar~tellung seil;er Untersuetmngen 
beendet, welehe im zwSlften Bande dieser A~malen*) ver~iffentticht ist 
und die ich im Fotgenden als beka,;nt vorau~setzen we~de. Wir habe~J 
seitdem die yon mi r gefandenen Resultate wiederholt und eingehend 
durehgesproehen, und so ist die Daratellung eat~t~nden, welehe ich 
hiermit dem ma~ematisehen Publikum vor|ege. Die AuflS.~ung der 
Gieiehungen-f~inften .Grade~ er~eheint jetzt sis blouse Anwendu~g ge- 

o) Weitere Un~er~uchungea ,at, er d~ lko~der, p. ,~1 if. 
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wlsser Aufgaben, die man hinsiehflieh der lkosaedersubss stellen 
und erledigen kann. 

Die prineipMte Darehffihrung dieser Aufgaben, wie ich sie im 
ersten and zweiten Absehnitte des Folgenden gebe, darfte an meiner 
Arbeit das Wiehtigste sein~ well sie am meisten fiber Bekanntes hinaus- 
filhrt. Aber ieh m5ehte hier insbesondere auf den dritten Abschnitt 
verweisen. Es sind dor~ die Formeln~ deren man bei der AuflSsung 
der Gleiehungen fflnffen Grades bedarf, so knapp zusammengezogen, 
dass einer unmittelbaren numerisehen Verwerthung derselben kein 
Hinderniss mehr im Wege stehr Eben Diess vermisste ieh seither an 
der Hermi te ' s chen  wie an der K r o n e e k e r - B r i o s e h i ' s e h e n  LSsung 
der Gleichungen fiinfteu Grades; an eine praktische u 
derselben konnte man wegen der L~nge der nut verlangten und nicht 
geleisteten Eliminafionen nieht denken. 

A b s e h n i t t  I. 

Die zusammengehiirigea lkosaedersubstitufionen. 

w  

Formulirung des Problems. 

Es ist bekannt, dass das I~osaeder: 
(1) r~ = Yz Y.: (Y~ to+  11 y Sy .~_  y.,.~o) 

sowie seine Hesse ' sche  Form: 

und die Funetionaldef~rminange beider: 
(3) 7~==(y13~176 522(y,~y., ~ -  yl~y.3 ~ ) --  l~K)05 ~u~,~l ~.o,,~ ~o• ,,y. ~ :o~, 

die Eigensehaft besitzen, dutch 12)0 binge lineare Substitugionen yon 
der Determinante Eins in sieh fiberzugehen. Diese sog. Ikosaedersub- 
stis sind dureh folgende Tabelle gegeben; sie verwandeln y:,  y~ 
bez, in: 

y 

~ ~ 'y~ ,  q- ~ "-'y, , 

(4) 

pt  r , u  v I ,  

[ ~, 1, -~- O, 1, 2, 3~ 4 ; 
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Zwischen ~,~, ?~, ~,z besteht (lie Relation: 

(5) y . / =  7., a -4- 12~7~ z. 

Zugleich sind Ys, 7~., 7:~ in gewissem, spSter immer fes|zuhalten- 
dem Sinne die ei,~zigen Ausdriieke, welche dureh die ]kosaedersubsti- 
tationen in sich iibergehen. Atle ganzen Ftmctionea yon y~, y:: n~tmtieh~ 
die bei den IkosaedersubstRutionen ungeSndert hleiben, sind ga~tv 
F'u~lio~wn yon 7~, 7*., ~.~. IO~ werde das in der Art au~rficke~, 
dass ich sage: die ~'oruw** 7~, 7 ~  7~ bihl(~ &~s .r~dle System diescr 
1,'u,wtionen. 

Die dnrch diese Angabeu beantworl~te Frage~stellung kann man 
nun einmal in der Weise erweiterna dross man ~tatt der eiqea Reihe 
Ver~nderEcher y~, y: dere~ mehrere nimnat: Yt, Yz; Y~'~ Y:" etc. Diesc 
Ver'~nderlichen sotten gleichzeitig den lko~aedersubstituti0nen (4) unter- 
worfen werden; man sucht nile ganzen Fu~ctionen yon y~, y~; y/ ,  y j . . - ,  
welehe bei diesen Substitudonen ungeSndert bleiben. Die so erweiterte 
Frage~tellung ffibxt im Falle zweier geihen yon Variablen insbeson- 
dere zu denje~,igen Ausdrficken, mit deaen sieh die Theori~ der J a -  
c o bi'schen Gleichangen sechsten Grades besch-2ftigt. 

Aber maz, kann die Erwciterung in einer anderen Riehtung suehen. 
Die Substitationen (5) bleiben in ihrer Gesammthei~ unge~ndert, wenn 
man at~tt ~ eine andere complexe fSnfte Einheit~wurzel ~etzt. ][~t 
diese neue Einheitswurzel e ~, so geht da;s nerve Substitutionssystem in 
des alte fiber, sobald man statt y~ y: eintr~*t ~ y.,, y~. Ist sie da~ 
gegen ~ oder ~3, so erh~lL man Systcme ~'on Substitutionen, die (tinter 
einander in demselben Sinne verwandt) nicht mehr mit ~lem urspriing- 
lichen Systeme durch eine lineare Umformung der Ver;'mderlichen zur 
Deckung gebracht werden kSnnen. ]ch will nun annehmen, dass y~, y: 
nach ~'ie vor den Sabstitutionen (4) un~rwcarfen werden~ dass man 
aber gteichzeitig neue Variable xi ,  X: durch diejenigea SubsiStuti0nen 
transformirt, welche aus (4) entstehcn, wena man ~ dutch ~'- ersetzL. 
Die Werthe, in welehe x~; x: der Reihe nach fibergehen, lanten a ~  
folgendermassen : 

(6) •162 
~ ~-v x 

Ich /'rage nun naJ,  solc],en ]w~wg~r~:n ga~z~'w l~'undi:org~ yon 
Yl, Y~ und x l ,  x2, welche u.ngeii~M~.~rt tdei2ien~ we~an man gl~ichzviti 9 au f  

~4' und auf  x~ die Substitutionvu 16) aa,- YI, Y2 die Substigutica~, ~ ) x~, . .~ 



378 P. GoaD,.y. 

wendet. Dieses ist das Problem, mit dem ich reich im gegenw~rfigea 
AbscTanitte besch'~ftigea werde. Es handelt sich wieder am Aufs~ellung 
eines vollen System~, durch dessen Formen sich a]le anderen ganz aus- 
driicken lassen. 

Wenn man in (4) und (6) gleichzeitig ~ in ~- verwandelt, so er- 
h'~lt man aus (4) diejenigen Substitutionen, denen xl,  x~, nnd aus (6) 
diejenigen Substitutionen, denen --y..,, Yl unterworfen werden. Daher 
hat man folgenden Satz: 

Aus  einer Function der g e s u c ~  .Eige~s'chaft ~rMilt man, alIge- 
~ i n  zu rexlen, eine nvuc, wenn man y~, y:,, xa, % bez. durch xt ,  x..~ 

Y2 , Yl ersetzt. 
Ich will diese Operation fortan eiafach als Vertauschung yon x 

und y bezeichnen. 
Andererseits macht man die Bemerkung, dass selbstverst~ndlicher- 

weise zu den gesuchten Functionen die Formen 7~, 72, 73 gehSren, 
sowie diejenigen Functionen 7(,  7~', 7:(, welche aus ihnen durch Ver- 
tauschmag yon x und y entstehen. Jede Function, welche blos die y 
enthiilt, muss sich auf 7~, 72, ~'3 zusammensetzen lassen; jede Func- 
tio% welche blos die x enthi~|t, aus ~'1"~ ~':', 7j .  Allgemeiner: Wean 
eine Function der gesuchteu Art einen Factor enth~lt, d e r n u r  yon 
den y oder yon den x abh~ngt, so l'~sst sich yon ihr immer eine ganze 
Function yon Yl, 7~, 7~ resp. yon 71", 72"~ 73" abtrennen. Denn aus 
dem betr. Factor entsteht durch die Substitutionen (4) oder (6) eine 
solche ganze Function. Enth'~lt also z. B. eine Function den Factor y~, 
so enthiilt sie ohne Weiteres den Factor 7~ etc. 

Diese letzte Bemerkuag wird uns weiterhia yon dem allergrSssten 
Vortheile sein i s i e  bildet das wesentliehe Reductionsprincip, desseu ich 
reich zur Aufstellung des volten Systems bediene. ]ch werde die ge- 
suchten Fmactionen allemal nach fallenden Potenzen yon Yl, nach stei- 
ge'nden yon y~ ordnen. Enth.~lt dann das Anfangsglied bereits y.Z, 
so wird sich 7~ l als Factor yon der Function abtrennen. Al|e Func- 
tioneu daher, die wit im Systeme aufzuz~hlen haben, sind bereits dutch 
ihr Anfangsglied charak-~erisirt. Denn die Differenz zweier Functioneu 
mit demselben Anfangsglied ist durch ~,~ theilbar und also die eine 
Function dutch die andere und Functionen niederer Ordnung aus- 
drfickbar. 

w  

Die Form /: 

Ieh beginne nunmehr die U~tersuchung in der Weise, (lass ich 
zma~hst diejenige mater den verlang~en Formen aufstelle, welche in 
den x und y zugleich vom niedersten Grade ist. Zu dem Zwecke 
bemerke ieh, dass sich die 120 Paare zusammengeh5riger Ikosaeder- 
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sub~itutionen aus denjenigen 3 Substit~ationen zu.<mam~setzen lasz-eu, 
welehe die Variablen Yt, 71:; x~, z.: in die Werth~yst~me fiberfi~!tren: 

(I.) --y.., y~, - -z~,  x~, 

Man suehe nun vorab solche Ftmetionea ~on x, y, ~,eleim bei den 
Substitufionen (I.)~ (lI.) unge'2nder~ bteiben, und nehme it~rea Gr.~d 
in den x und ihren Grad in den y mSglichst klein ~.u. Eine sehr 
leiehte Analyse zeifft*), dass mindeaens einer dee beidea Grade die 
Zahl 3 erreiehen mass, und~ wenn keiaer der beiden Grade diese Zahl 
fibersteigea soll~ so ergeben sieh folgende drei MSgliehkeiten: 

x ~  !l.~ - -  x,,:~ y~ , 

x~, y.: :~ - -  x~ y/'~ 
. 3 , 2 3 "~ " ' 

Wendet man jetzt die Substitution (l.ll.) an, so '2ndern siel~ die ls:~i- 
den ersten dieser Formen; die letzte aber bleibt ia dee T!mt tmge~adert, 
sobMd wir die noch unbeslimmte Consta~te c == 1 a~ehmen. Dahcr i.,t 
die yon uns 9esuchle Form nicdriy~vn Grades in d~-n x u~ul d,m y ,  nach 
t'ot~o~zer~ vt, n y geordnet, die f~,lgende: 

(7) f -.~ y~:~x~'x~ ~.  y~y.~x.? ..ff y ~ y : ' x (  ~ ~ yz:~x~x~ ''. 

Eintfihrung d~r Invariantonth~orie. 

Ich werde nun eine grosse Anzabl d~r yon unu gesuchten Formen, 
and, wie sieh bald zeigen wird~ atte hier in Betracht kommel,den For- 
men dutch Proeesse der Invariaa~tentheorie ableiten. 51at~ betrachte die 
soeben aafgesteltte Form f als eine binare Grundform mit zwei Reihen 
Ver~inderlicher Yx, Y-. u~,d Xt, x~, d~ unabl&'~gig v{m eina~Mer lineare~ 
Tran~formatioaen unterworfen werden mSgen. Jedv Co'carla~:le, wclchc 
f u n t e r  dieser Voraussetzung besitzt,  ist e#,,~ ,~r  yon ',r~" g<~su,~,:,{z.,~ 
Funcgicfao~. Dean maeht man bei y~ Yz und z~ x: solche Subntitu- 
tionen yon dee Determina~te Eins, welehe f in sich ~iberffihren, so 
muss aueh die Covariante in sieh fiberget~en; die CovarSan~n bleiben 
also in dee That unge'~ndert, wenn man auf die y die Substitutionen 
(4) und gleiehzeitig auf die (x) die Subs~,itutionea (6) a~awendet. 

*) Auf ~ l i c h e  Weise kann man ~lle eiafitchere~ Formen des ap~ter ~ufzu~ 
ste~lenden Systen~ f~den. 
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Doppeltbin~re Formen, bei welchea die beiden in Betracht kom- 
menden Reihen yon Variablen, xl,  x 2 und Yl, Y~, unabh'~ngig yon 
einaader line'area Transformationen unterworfen werdea, sind bisher 
kaum betraehtet worden; ich muss daher kurz angeben, wie man bei 
ihnen Covarianten bildet. Es gesehieht dies, wie bei den Formen mit 
lmr einer Reihe yon Variablen, am zweckm~ssigsten durch den Ueber- 
schiebungspr ocess. 

F~ seien zwei Formen gegeben, die ich symbolisch mit: 

a a,j~ dO~ z -u  

bezeichnen will. So kann man ,t-real in Bezug auf die x und tt-mal 
in Bezug aufdie y iiberschieben, Dann entsteht, was ieh mit (F, dO)a.~ 
bezeichne und symbolisch folgendermassen definirt ist: 

(E,  dO)~,, =.= (ab)Za~-ab'~-~(e~)"a~ -~ fi;-~'. 

Zur Bereehnung einer solehen Ueberschiebung. bediene man sich 
folgender Regeln. 

Zun~chst hat man den Satz: Die Ueberschiebungen yon Summen 
sind Summen yon Ueberschiebungen: 

(A+B, (A, Ch,.  + (A, + (B, (B, . 
Ist also: 

F k - - r  r l ~ s  s 

so hat man: 

(Y,r c , ,  e,.~ , ~, x~ :~;j~(y, y~, y, y~),. 

Die hier rechter Hand auftretenden einfaehen Uebersehiebungen 
werden folgendermassen aus~werthet. Vor allen Dingen ist 

(X~--r r *~, -Q 1 5t72, X ,  ~ ) s  

his auf einen numerisehen Factor gleieh: 
Z~+m--r--r rq-r 

1 ~b2 ? 

uad dieser numerisehe Factor bereehnet sich, indem man die Functio- 
neax~ ' rx~ ,~"  x~ -ex  e~ 2-mal naeh ~ polaxisirt und die so entstehenden 
Palaren ~-mal naeh ~ iibersehiebt: 

lnsbesondere hat man folgende Regeln: 
1) Die Ueber~r "x~  . . . . .  e L ~ x~, xt x~):~ verschwinden idea~ 

~c.h, wean die Samme tier klelneren der Za~len k - - r ,  0 und der 
kleiaerea der Zahlen r ,  m - - e  kleiner als ). ist. 
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9) Die Theiliiberschiehung~n. (~z-~ ~ ,  ~-?  ~'~'~,~ haben far p4 .  ~ .  

(--~)~ , und sic verschwindea identiseh, sobald p + q ~ .  

3) Wenn ). ~ 1 ist, so hat man einfach: 

x.~, x~ ~ ) ~ -  r 0 i ...................... ~ .............................. " 

w 

Die einfacl~t~. CQvariant~n yon [. 

Wendet man diese l~egeln auf die Form f an~ so ~rhlil~ man zu- 
vSrderst folgende zwei Formen~ welche, wie f,  gleichen Grades in 
den x und y sind: 

(8) r188 ( f, f ~,.1 ~ y , 4  xtx . ,~-  y(~y~x~4 - 3Y~'Y~ x,'~x2~4.Y~Y.~ x~4"~-Y./ X~X'.., 

(9) -~=~ 12 ( f ,  q~)l,l=y~5 (Xl~-~- X.2 ~) - -  lOyl4y~xla x~'-~ - lOyl3 y 2  xl x~4 
t l  ~ / ,r 5 .A.. x "4- lOyl~Y.~3xI4x~'4- 10yt y.,4xi~x:~..- [- :j~ ~---~ 7 ~ ~. 

Man betrachte ferner f einen Augenblick als eine Form, welahe 
die x allein enth~.lt, also als bin'~re cubische Graadform im gew5hn- 
lichen Sinne. So hat ma~, d~c Covariante: 

(10) ~ - ~  (f,f}~,o ~=~x~'~Y~-- 3x~'~ y,:'Y'z ~ 10X~ x,y~ay~a-.'{ - 3x(" y, yz~4. x.2y:':, 

die $~actionaldeterminante: 

(11) (f, ~)~,o :-~ ~- -x~Y , '~ - -gx ,  X'.?Y~~Y',.~12x~'x:y~Y~ ~ 
-.{- 18x:'~y,~y~ 4.-- 18x(~y,~y.~ :'~. 1 2 x ~ x ~ y ~ y :  ~ 

und die Invariante: 

( 1 2 )  (v, v)~, ~ == - -  ~i 7,. 

A u f  solcl~e Weise "koramt ~um,  wi ,  , ~ e n b e i  be~mvtla sei, yon f au~- 
gehend, zum lkosavder 7, zuriick. 

Auf analoge Weise (oder durch Vertau~chung yon x and y) be-~ 
rechnet sich: 

-[.-.,y,y.. ~ -4x,  x.~ 4-3X,X~ ~4-y.~ ~x, + 18 , : ~' ,  

(15) (~', *)a.~-~- - -67 , ' .  
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Ich b~Ide ferner die Functionalde~rminanten: 

(16) If, ~ , .  o ~: ~r { S x , ~ x . / y / +  (4xt~-'3x2")yl~y2"{ - 15x~3x~eyl~y~ 
25x,x._4y,*y 3 _25x~4x.,yz3y 4 

"~15 x~ x~3 yl~ y ~ - ( 4  x2~-'~ 3 xl ~') y~ ye~- 5 x13 x.," y: 7 } 

(17) (f, Vh. o ~-~" { (2x lx~  x16)Yt ~' 5X~4X.~'yITy.z 
"q- 35 x12 x~4yt~'y.Z--(14xl~ x.,'-~ 7 x~.6) yl~y../--(14XlX~. ~ T xl~)y~ 
.q-- 35x~ax~'~y(-' y.,~-{-Sx~-xi~y~y., 7-~ (x.,~-q- 2x~x~_)yzS} , 

(18) {~, r o ....... ~ ~x~4y~s-~Sx~x,.,y~ry~.---4xV~ay~y~'--Sx~4y~y~-~3Ox(-)x.:"y~ ~ 
8 x., ~ yl ~ y5  .of. 4 xl ~ x~ y! ~yz ~ -~- 8 xl x23 Yt Y27 "Jr- x! 4 y2S }, 

und analog: 

(19) (f, ep)o, ~ ...... ~-~ {.--y~(4x~x.,a-Jr-3Xl~X~) - 25y~y.,x~4x.z a 

.-~ y~ (3 xt x,~ ~' - -  4x~6x~)}, 

(20) (f~ O)o, ~ - ~  {y~r s -  7x~x~ a)'q-y~y., (-2xiS-I  - 14x~ax./) 

--~-y~4 y,2 (5 x~ x~--1- 35 x~  x~: ) -Jr. y~-y.,4 (--5 x~T x..,-}- 35 x/-' x: 
-}-y~y.,~ (2x,/-~- 14x~x~ ~) q -y~  (--x~ s -{- 7x~ax~)} , 

(21) (% (P)o, ,~= -- ~ {Y~*(x~S'q-Sx~x,_~)'q-4y~ay:2(xt~x.:"--2x~x~7)--~-3Ox~x.:4y~'y.~ 
- -  4 Yt Y:a (5 x~ 7 x=, -{- x ~  x~") -]- y ~  ( -  8 x~ ~ x~ a q_ x~ s) ~. 

Ich berechne endlich die dritte Ueberschiebung yon fund q~ hin- 
sichtlich der x: 

und die dritte Ueberschiebuag derselben Formen hinsichtlich der y:  

So habe ida diejenigen Formen gewonneu~ welehe sich als die 
einfachsten erweisen werden~ insofern sich aus ihnen durch wenige 
Reehnung das yon uns gesuchte volte System zusammensetzen least. 
Ich will die zehn Formen: 

als Forme~, U,  die eatsprechenden: 

f ,  (p, V, *', ( f , < ) o . , ,  (f,q~)o.,, ( f ,o )o ,1 ,  r, ' ,  (~,~)o..0, e 

als ~armcm U" bezeiehnem. Uater den Formen U beachfe man be- 
sonders das O~ uater den U" das 0 ' ,  insofern 0 und O" in der einen 
Reihe der Variablen linear sind. - -  

Unter den einfaehen Ueberschiebungen yon f, ~,  ~; sind vor- 
stehend folgende nicht aufgez~hlti: 



Ueber die AuflSsung der Gleichungen vo~ ffinftea Gr~de, :~q~$ 

( f ,  ~)-..o, (f ,  ~').~,,,, (~, ~'),.o, (~, ~:').,.o, (~'~ ~'):,.o 
(sowie die entsprechenden, welche sich dutch Vertau~ehm~g yon x 
uad y ergeben). In der That siad di~e Formen rMqcibel; die Be- 
trachtung der Anfangsglieder zeigt, dass sic folgemte Wcrthe haben: 

O, - -  - : ,"(~, qO~.~, t O , ' . .  ~ f , r ,  ~q- , r .  

w 

Die Form O, 

Ich werde jetzt folge~den Satz beweisen: 
Jede ganze Fu~tb)n  tier U, do'on Grad in d ~  y um mln<h'stens 

8 Einheih.n grgssvr i.,~/, al~ der Grad in &n x ,  lii~t sick i~ dcr I;<,rm 
darddlen : 

(A, Oh.o + B .  o ,  

wo A view ganze ~'uncticm d,~ U und der Uebe~rscldebu~t!/o* (17 0'),. o 
bedeutvt. Ausgcnomuu*n ist nu t  die ~))rm 71. 

In der That, wenn yon 7t abgesehen wird, muss jedes Glied einer 
solehen ganzen Function der U entweder ein Product der Functional- 
determiaanten 

(f, ~),.,,, (f, ~h.o, (f, ,;,),.o 
oder eiaen der iblgeadea Doppr enth~,lten; 

v ~, �9 " ( f ,  ~ h , , ,  *- (~, ~).~.c~ ( f ,  ~)~,~- (~, q:%o, ((,p, ~,o)~, 

7if, ~q~, 7,~', 7,r,  7,:, 7,(l',r)~,o, u 7s(f,*)~,~. 

Aber die Producte der Functi0naldeterminanten sind ohae ~.Veiteres 
auf niedere Bildungen zur~ckfiihrbar uad die aufge~hltea Doppel- 
factoren tas~en sich (durch Beaehttmg der Anfangsglieder) in folgende 
Ausdriicke umsetzen, welche sick u~mitwlbar in der GestMt (A, D)~,o 
+ BO schreiben la:ssen: 

(V, e),,o; (f) ( , ,  O),.o),,o; ~, f(,~, O:<o -.-~- O (L ,t,),.,,; 

- -  �89 ( (~ ,  ,p~.o, e ) , .o ;  . -  ~ f ( , ,  O:,,o - ~ e (f ,  , ) , .o .  

- ,~ ( r ,  o ) , . ,  + f e  ~; - -  ( , r ,  o h , .  o :. :~ i f ,  o~):,.,,; 

- -  ( f ,  (q,, o-~).,, o) , , , , ;  ( f ,  - -  ~ f~:,, o;, .  o - .~ e ::f, ,-i,. ,,),, ,, ; 

( f ,  - -  if, [*, e,,o + foo,,o. 
Das ausgesprocheae Theorera ist also bewiesen. 
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w  

Umgrenz~g des vollen Formensystems. 

Ich behaupte nun: 
Jede Function g der x ,  y, welvhe sich bei den ~usammengehhrigen 

Ikosaedersubsti~ionen nidd iindert, ist eine ganze Function der Formen : 

U, U', (U, O*),,o, (U', 0"%,,. 
Der Beweis gestaltet sieh folgendermassen einfaeh. Es sei der 

Grad yon V in dea x gleich ~, der Grad in den y gleich u, und man 
habe zun~ehst u > tz. So werde ieh sogleich zeigen, dass V in fol- 
gende Gestalt gesetzt werden kann: 

V = A + B - O ,  

wo A ebae ganze Function der U und (U, O'),. 0 ist~ wiihrend B welter 
z u  untersuehen ist. Aber B ist dann selbst eine Function, welche sich 
bei den ]kosaedersubstitutionen nicht .2ndert; es ist also, wenn sein 
Grad in den y grhsser als sein Grad in den x oder dem letzteren gleich 
ist~ derselhen Darstellung f~hig; im umgekehrten Falle einer analogen 
Darstellung dareh die U', 0". Da nun der Grad yon B in den x und 
y kleiner ist, Ms der Grad yon V, so erh~lt man offenbar, so vor- 
w~xts schliessend, das ausgesprochene Theorem, w. z. b. 

Um jetzt die Gleichtmg: 
V =  A- { -  B e  

zu beweisen, betraehte ieh die Uebersehiebungen yon V mit PotenzeD 
VO~ 0 ; 

V, (V, 0)~,o, (V, 0"~)~,o, . . . . .  (V, 0~)~, o. 

Von diesen ist die letzte sicher in der Form 

A - F B O  

dars~ellbar. Denn sie enthiil~ nur noeh die y und ist also eine ganze 
Function der 7~, 7=, ?a, yon denen 71 selbst zu den U gehart,  w~h- 
rend sieh ?~, 7a folgendermassea definiren lassen: 

(24) r.. = (3, O ~ ,  o, 
(25) r3 = - -  3 ((f, .),, o, 03)~, o. 
Es iat also: 

(V, ~)~. o :~ h 
und am so mehr 

~-- A -[- SO. 

Jetzt sei (Y,  ~)~,o unter der Reihe der angegebenen Ueberschie- 
bungen die ers~., welche sieh in der Gestalt A-{ -SO darstellen l~sst; 
ieh will zeigen, dass ~ gleieh Null sein muss. Hierzu dient der Satz 
des vor/gen Paragraphen. 
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W~re n~mfiich in 
( L  0'%,,, ~--A + 8 0  

2 > 0, so ware im A der Grad in den y um miadesteas 8 Eiaheitea 
grSsser als der Grad in dea x; mithin w~re, naeh dem vo6gea Para- 
graphen, A entweder 7~ oder e~ lie#~e ~ich ~n die Fgrm setz~ 
A ~ ( A ,  O)L o q-  1 ; 0 .  Aber A kana nieht 7~ sein. Maa bet~:acht% 
am dies einzusehcn, einea Augenbliek die in den X liaeare Form 

.r:,> O~ (~ l ,  O )l-~. o, Or, ,~. (r,O)~,o. W~e  (V, O~)t,o gleieh ~ r ,  so warde "' r z-q o) .~ :  

eine Form yon dem Grade 18 in dea y allein ~eia~ also ver~hwiaden. " 
,,'~, O)~, o 

Das wfirde heissen, dass i; ' :~a:-~ " nut yon den y abhr, ngig isl:, 

was absurd ist, da man (v, 0). . ,  Ificht in Factoren zerf~llen ka~n*). 
A~lso ist A == (A, 0):,o q-." 1~'0 und mithia: 

(v ,  ozh, o ----- (.4, O),.~ + ( # + B ) O .  
Schiebt ma~ hier beidersei~s (g~Z)-m' ,d  nach 0 fiber, so folgt: 

( L  o,,),,, ,, = (.,~, oo-* ~+,).,,._,+,. o. 
Das heisst: die Differenz ( V ,  O)~-4)z. t ,  o - - A  ist dutch O theilh~r, im 
Widerspruche mit anserer V0raussetzung, der zufolge (V~ Oa),~,u die 
niedri~te Ueberschiebung war, welche sieh in der Gestalt A + BO 
darstellen liess. - -  Also ist 2 == 0 and V selbst ~-~ h .+ BO, w, z. b. 

w  

A u f s t e l l u n g  des Formensys tems .  

Man erh'~It jetzt da~ ge~uchte Foz~ae~ystem, wenn man unter 
den U, U', (U, 0~),,o, (U', 8 ' 0  .... nur noch dicjenigen ausschliesst, 
die sieh durch niedere au-cdrilcken lass~a (die r a h w i b d  siad~ wie ieh 
gewShnlich sage). Die Betra~htung der Aafan~gtieder zeigt~) ,  da~ 
folgende and nut folgende Formen redueibel sind~ 

f ~  je, tes s: (r O').,o; ( ~ ,  '~,.o, O),  o, (if, '/'),,o, O'), ~; 

far s > 1: (~z, O.),,,,; ((f, '~),,o, 09,.<,, 
sowie die entsprechenden, die sich durch Vertaaaehung yon x und y 

ergeben. 
Sonaeh bleiben die folgendea 36 Fotmen iibrig, welehe das you 

arts gesuehte voile System bilden: 

*) I)ie.ae a~ch im Folgenden ~ehr wichtige Fo~-ra ta~tet "~gereehaet~ 
(r, O)l, o "~- x 'Y '  u - -  "26x'Y"~ ~ :~9 x j y ( y ,  ~' + ~ x~y~Yr ~ 26 X, y j ~  ~* q-~y~'~: 

**) ~[an benut~  die ReIationen: 
(~, 0~).-, o =,  - -  7 ~ ,  
(*, 0%0 ~ ~=" 

~[athatm*tiaahe A ~ l e ~ .  Xt IL  25 
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! 

O 

{f, O)1,o 

(3, O)l, 0 

i(~r, ,),,o, o),,0 
(f, OS)~, o 

] 

((;,~,.o.OO)~.o! 
I 

(f, ~)i, v 

(~,0},,o 

i 

Formensystem f~r  

4 i 5 i ~ 6  7 I 8 9 

l 

2: 

,,r J 

i(f, ~)i,o i 

l(f, *),,o (q~, ~)~, o 

o" i 

,:f,~'),., 

I(1', *)o,~ 

i 

(<f, r e),,o i 

In der ersten Horizontalreihe sind die Grade angegeben, welche 
die Formen in den x besitzen; die Grade in den y stehen in der ersten 
Verticalreihe. 

Wie man sieht~ sind alle Formen zugleich Covarianten yon f. 
Da aber umgekehrt  jede Covariante yon f nothwendig zu den yon uns 
betrachteten Formen gehSrt, so ~ e b t  die vorstehende Tabelle zugleich 
das volle ,~ystem d~r Cova'rim~ten, welches die Form f be~zt. 

w  

Relationen zwischen den Formen des Systems. 

Jede ganze Function V der x ,  y ,  welche sich bei den Ikosaeder- 
substitutionen nicht "~ndert, ist eine ganze Function der Formen des 
Systems. Abet man kann die Art dieser Darstelhmg noch einsehrfinken, 
wenn man die Betrachtungen weiter verfolgt, dutch die im w 6. die 
Vollst~ndigkeit des Systems erschlossen wurde. Ich will dies bier nut 
in dem besonderea Falle thun, in welchem der Grad in den y yon dem 
Grade in den x hSchstens um 6 Einheiten verschieden ist~ und zwar 
sei, wie ich zun~chst aTmehmen will, sofern fiberhaupt eine Differenz 
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d a s  I k o s a e d e r .  

i ~:*', 0% 
(/,0")o,~ 

(~, 0%,, 

14 

~'~ ;~ 

((f.,')~.,.o%., 

(',[, �9 )o, 1,0 %,1 

i �9 

b e ~ h t ,  der Grad in den y der grSssere. Dann kann man n a c h w  (;. 
sehreiben: 

V---A + B.O, 
wo A eine ganze Function der U, (U~ O') , . ,  bedeutet. Nan iBt aber 
bei allen (U,  O*)~.o, wie die vorstehende Tabclle zeigt, der Grad in 
den y um mehr als 6 Einheiten grSsser, als der Grad in den x ;  die 
(U,  O*),,o kSnnen also in A nicht auffretea, ebensowenig wie 7~- Unter 
(tea [Producten soleher U~ welche in den x und y ver~chiedene~t Grad 
haben, kommen aus demselben Gnmde hSdJ~tens die Producte der Func- 
tionaldeterminanten ( f ,  ~)t.o, ( / ,  ~)~.o, (f~ r)t , ,  in Betray;hi; aber ~ie 
sind, wie schon oben bemerkt, reducibel. Daher a~so h:~ben wir den Sa~,z: 

A t~tldil$ lwbeu f~ r r nut  ~och hgcl~.sr E*~enr: 

�9 , (,~, ~). . . , , ,  (f, ~),,o, ( f ,  ~),,~, (L ,),,o, 
Unt~rsuchen wir jetzt B. ~ i n  Grad in den y i~t nicht g , r ~ e r  

als sein GraxJ in den x~ abet hSchster~s um 6 Einhei~n kleiner. B ist 
daher derselben l)arstdlung f~hig wie Y, nut da.,s die U" an die 
Stelle der U getreten s'ind: 

B == A' + B'-  0". 
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Die Fuactiou B" ~_~'~ sieh wieder wie das urspr~ngliehe V be- 
haadelu, uad so weiter fort, Beachtet man jetzt ,  da~ 

00" = = f *  - -  8 ~ ,  , r  

so sieht man,  class schliesslich folgende Darstellung yon V resultirt: 
v ~ -  P + / " .  O. 

Hier ~nd  P,  P" game F u ~ i o n e n  van f ,  ~ ,  , ,  welche einige de, 
Funaionen 

~, (~, ~)~.o, (f, ~),,~, ( / ,  *)~,~, (/', ,),.o, 
r~:p. der ~;un~/onen 

f ,  (cp, q~)o.~, ( f , ~ ) o . , ,  ( t ; * )o , , ,  ( f , z ' )5 . : ,  
abe:r dieae nu~r linear c~thalt~, k&nnen. 

Die analoge Darstellung: 

v = q + Q . e "  
er~iebt ~ich nat~rlich, wean der Grad yon V in den x" nicht kleiner 
als der Grad in den y ist. 

Hat  V gleichen Grad in den x and y ,  so ]~s t  es sich sowohl in 
der einen als in der "anderen Form darstellea. Dana ist P,  bez. Q" 
dne  Function yon f ,  q~, ~ 'a]lein, u~d ~ '  resp. Q ist nothwendig 
gleich einer Function yon [; ep, ~,, multiplicirt mit ( f ,  z')~., oder 
( f ,  r)t,o. Nun ist: 

(e6) (f ,  , % , , 0  + ( f ,  ,)~.oO' ~ 9 f " ~  - ~ r  
Fiihren wit also iblgende Bezeiehnung ein, die sp'~terhir, immer fest- 
gehalten werdea soll: 

(27) A = ( f ,  ~')o, l O  - -  ( L  ~h, oO',  
so haben wir folgenden Satz: 

Alte ~ ,wt ione~  V, welcI, e gleivhen Grad in den x u~ul y besitzen, 
sind ga~ze Functio~um yon f, q~, #a uml A .  

Bei Vertau,chung yon x uad y ~ndert A seitl V~rzeichen, w~.darend 
f ,  ~,  ~/, ungeltodert bleiben. Daher: 

At& Fu~wtionen V, welclw, bei Vertauschung vo~ x und y u~ujc- 
&ulert bhibe~, ~nd  ganze, t 'undio~on yon f ,  ~ ,  r allein. 

Iasbesondere abet ist A:  eine ganze Function yon f ,  q~, ~z; vergl. 
Formel (30) des fotgenden Paragraphen. 

w  

Associirte Formen. 

Ich behaupte je  "tzt: 
ARe ~'~'nu.~ des .Syaems lasso~ sid~ r a t i o n a l  dar~tet~a durd~ 

folyende fun/" F .~c t ion~:  

f ,  ~ ,  r  y (/,~),.o 0 ' .... - 0  ......... e, 
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zwischen denen die eine P, eMtion besteht : 
(_98) L c: - -  M c  + N ~ O. 

ttier ist: 

L ~ O O ' ~ f ~ p - - 8 ~  -~, 
(29) M = (f,~),,o O" + (s162 O ~ 9Pr --..-~- ~.'-', 

9Z  r = 9 (f , ,) , ,o ( i f , * ' ) , ) . ,  "--" - -  2 7 f '  - -  S~,, + 9 fcp r  
and 

('-30) V" M i =  4L.ff .-~ ~ V ~ - ~ - + "  + 3_9O f cp~ C,--9O D cp ~'*'-- l~S f ~ r  l @ %  
t �9 t , ~  

(f,  ~),.oO - - ( t ,  ~ jo., O=ZX,  

wo A die im vorigen Paragraphen eingef~hrte G~sse bedeutet, 
Zum Beweise betraehte man zun[ichst die Formel: 

(31) , '  ( f V - - 8 ~  ~-) = O ~- ( 8 ~ ' - - 9 f ~ ) -  3 ~'O(f,  *),,o, 
die sich am einfaehsten aus den s0gleich aufzust~llenden Relationen dutch 
Elimination er~ebt. Sie gestattet~ wie man sieht, 1: and a|~o O und 

(f~ v)l.o rational durch f, q% ~, ~-) c darzustellen. Berechnen wir ferner 

Y~, 7z..., Y3. Man finder (immer dutch die Betrachtung geeigneter An- 
fangsglieder): 
('32) ,~ = ~ ((f, ,),.o)~ - 27r , /~  

und diese Formel giebt 7~- M~n hat sodann fiir 7~: 

(33) fT.. ~ ((*, Oh.o) ~" - -  37t O', 

and flit das hier auftretende (z, O),~o folgende zwei Formcla,- die ieh 
beide hersetze, da ich sie spSter beuutze~ 

fO'-' = ~o (~, O},.,)  + 7, ~', 
(:34) l ' ~ ,  O),.,, + 3O( f ,  ~),.o . . . .  St, ~o. 

Ma~ entnimmt endlich den Werth yon 7~ einer beliebigea der tblgen- 
den beiden Formeln: 

( fr3 = O(~ ,  O)?.o + ;,,O 3 --  21 7~: (1; r),.o, (~ )  
t ~ r~  ~- O:; ( , ,  O)~,~ + 3::r, (f, ~)~,o (~, O),,,, + "~)7,V'O. 

Nehmen wir nun naehstehende Formel ffir (r hittzu: 

(36) s r  (~,~)~,0 + f:o'-' = r, ( ~ ( ; ~ -  s f , ) ,  
so gejingt es, die noch fibrigen Formen des Systems, bei denett der 
Grad in den y gTSsser als tier Grad in den x ist: 

(s ~),.~; (f, ~),.o; (f, o),.o; (~,, o),,o; (<f, ~),.o, o),,o:, 
((f, ~),,o, e),,o; (f,  o~)~,o; (If, ,),,o, O~),,o, 

dutch blos~e Anwenduag des Ideotit~t~satzcs auszudriteken, Man 
ha tz .  B.: 



( (f, ~ o- z ~ ~(f ,  z)~;o - -  f ( ~  ~)i,o, u.d  (~, ~)~,o, welches nicht 

dem ~ysteme avgehSrt, glelch - -  u f O ,  

(37) / ((t, ~)~.o, Oh .~  f ~  e ( I r ,  ~),.o, f),,o + (t;~),,~ �9 (f,o)~,o und 

l ( ( f , , ) , , < , ,  f ) , ,~ ,  g / e i e h  - -  - ~ ,  

und ~o fort .  
Die Formen, deren Grail iu den x gr5~er ist als der Grad in 

den y, siad ebelifall~ soibrt erledigt. Delan sie lassen sieh, dem Voran- 
stehenden eutsprechend, jedeni~dls durch/; <p, ~p, v', 0', (/; v')o.1 rational 
ausdrfiekeli und die~e ffihren auf ~ ep, ~ v, O, (f~ v)l,o zur~k dureh die 
Formeln : 

{ ~ '  = 4~n ~ " 31"r 

(3S) J O0" ~ [ ' ~  - -  8 r  1 
I 9 ( t ;  *),,o (f ,  ~,')o,, = - - 2 7 D  -- 8 e  ~ + 9 fq)~ ,  

voa deaen die beiden letztea bereits oben benutzt wurden. 
ttierniit ist der Beweis unserer Behauptalig erbraeht. Ffigen wir 

~lun noeh zu~ d~s solehe rationale Funetionen der Formen des Systems, 
welche in den x and y denselben Grad haben, in ]; ep, 1/,, c rational 

17 
sin& Denn -O- ist unter den fiinf ~oci i r ten  Former die einzige~ 

welche in den x and den y nicht denselben Grad hat. 
Ein Beispiel hierfiir, weichez ich sp~iter bemitze, ist dieses. Man 

fiadet aun (32), ( ~ ) :  
(!,:_%:_ o,), 

~'," ". ~ , '  - :~ -7,., 
(:59) 7] ~: ~ ((1; ':)i]07:' ............... ' 

9 " ............ 27/" 

7, 

and hier ist reetiter H~nd vermSge der Formelu (34): 

(40) (~,O,h, o 8f~ + z r 

(41) O! . . . .  s ~  - f ~ _  
ri f '  + :~c,~ ' 

( ~ )  9 ((t;,h,o)' 27f- O~ (~,o~, 
7i 71 ~t 

lch ffige naeh foigeade Relatioa hhazu, die sieh flus G1. (35) ergiebt: 

O' (,,O)l, o 01 ' . . . . . . . . . . . .  - + ~ r  . . . . . . . . . . . . .  ~, , ,o, , , , ,  + ~,of..o~ 
(43) Or,_ ~ z~. ~, ~, r, ,', 

r ,J  ~, 

~ier  tretea reeht.s aeben ~ ,  f ,  @ wieder nut diejeaigea Ausdraeke auf, 
die (4~ ,  (41) ~reehnet shad. 
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A b s e h n i t t  II.. 

Tet~aedersubstitionem 

w  

l)eiinition t ier  Tetraedersubstitul~onen. 

In  der Gruppe der 120 Ikosaedersubstitutionen ~ e b t  es Unter- 
gruppen~ welche dem Tetra~ertypus angehSren. Eine deraelben, mit 
der wir uns insbesondere besch'~ftigen wollen*), ist dutch naehstehende 
Formeln gegeben i s i e  verwandelt Yi, Y: der Reihe nach in iblgende 
24 ,kusdr~cke: 

! Y , ,  •  
-~ y.: , • Y~ , 

Ungeiindert bleiben bei diesen Su'bstitutione~, wie bekanat ,  drei Haupt- 
formen, welche in unserem Fatle folgende Gestalt annehmcn. 

(2) g~ ~--y~-{-2y~y~ - 5 y ~ y ~ - - 5 y ( ~ y ~  ~ - -2y~y~: '+y ,  ~ 

(3) g.,--~ - -  ~ (g.,, g~)o:.,~y~ ~ - -  y~T y~-~-7 y~y=,:-~-7 y~:'y::~--Ty~y~-~Ty~"y,~ 
-~-y, y,,7-~c-y,,~-~ (y~"-- y, y~il-~-~)':--gy.,:')(y~:--g! y.~ ( l-~-~=')~-- t ~y: ~) 

(4)  g:, ~= (g, ,  u:) = - -  ~ ~ ~, ~: + $4 , j , .  :~ + 66~,  ,%-' +2..~c),j,', y:-~-  ~ (~5,j,%, 
-~- 264 y~: y.,~ -{- 934 y~ ~ y~  - -  264 y~ ~yJ - -  t(;5 !h ~ Y~ - 220 ~ y~  
+ 6 6 y ~ y .  ~) - - ~ y ~  y~" - -  l ly~ ~. 

Zwisehen ihnen b~ teh t  die Relations: 

(5) g:~" ~ 256g.? --- 135g~ ~ - 
Alle aaderen ganzea Fuactionen vo~ y~, y~, die bei den Substitutionen 
( I )  unge~mdert bleiben, siad ~ z e  Funetionen yon g~g.,~ g~., 

Neben den Variabfen Ya, Y~ betraeht~ man jet~t andere Variable 

�9 ) Die Substit~_tionen der anderen Te~racdergrappen erh'~lt man, weun man, 
tinter ~ eine beliebige der Zahlen 1, 2, 3, 4 verstanden, in die Formeln (I} ~twtt 
Y~, Y2 eint~r~t ~'?h, z~!& wad die so ent~tehendea Aasdrficke ~9t, bez. ~ y ~  
gleichsetzt. 



xt, xz. 8ie werde~ denjeuigen S~bstitutionen materworfen, welche 
aua (1) entstehen, wenn man e in ~ verwandelt. Dadurch gehen 
x t ,  ~ der Reihe naeh in folgende 24 Ausd~cke fiber: 

(6) 

+ X~, 

x,  - -  (**z + ,4*) z ,  
-T" ... . .  ( _ - i a  . . . . . . . .  , 

Wie man sieht, stimmt die 

+ x2,  

x, -- x2 (~z + , , i)  

1 - - e  

Gesammtheit der Ausdriieke (6) mlt der 
Gesammtheit der Ausdriicke (I) fiberein. 

Nan frage man wieder nach allea homogenea ganzen Funetionen 
der Y~, Y~ und xj, ~ ,  welche unge'~ndert bleiben, wenn man gleich- 
zeiti 9 auf die y die Substitutionen (1), auf die x die Substitutionen 
(6) aawendet. Ich will im Folgenden der Kfirze ~egea solche Func- 
tionen als Tetraederformen bezeichnen, w'~hrend ich die Ausdriicke, 
mit denen sich der vorige Abschnitt beschi~ftigte, ]7:osacderformen 
nennen werde. 

Von Tetraederformen kennen wir zun~h~t gl, g~, g3, und Jhnea 
kSnnea wir sofort drei andere, gt; g~.', gz', hinzuffigen, die sich aus 
den g~, gT. g:l dutch Vertansehung der x and y ergeben. Denn der 
im vorigen Ab~chnitte so genannte Process bleibt offenbar bier in 
G edtigkeit. 

Das voile System tier Tetr~defformen. 

Beginnen wir wieder danfit, diejenige Tetraederform zu sueh~, 
welche in den x und don y gieiehzeitig yore niedrig~ten Grade ist: 
Dies wird, wie sich sofort ergiebt, eine bilinearc Form, und in diesem 
Umstande ist es begriindet, dass die hier zu entwickelnden Verh'~lt- 
nisse sehr viel eiafacher sind, als die analogen des vorigen Absehnittes. 

Mere betrachte ztm~chst nut diejenigen Substitutionen (I) und (6), 
welche Yl, Y~ in - -y~ ,  yt und xl, x 2 in - - x2 ,  xi fibefffhren. Dutch 
sie bleibt, fiir beliebigea Werth yon c, die bilineare Form unge'~ndert: 

( - -  yl z~.+y.,x,) - -  c (yt xt + y~ x:~) . 
N/mint man nun irge~ad zwei emtspreehende weitere Substitutioaen (1) 
trod (6) hiuzu and verlaagt, dgss die Form nach wie vor ungeKndert 
hleibe~ so ergiebt sieh e == 1, mad diese Bestimmung erweist sich 
dana audx ah  atmreiehead. W i t  haben sorest als einfad~ste ~brm die 
fdyc~de : 
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(7) z = - y, (x, + x~) + y~. @, - ~). 
Da wir nun alle Tetraederformea kennea, welehe y alleia eat- 

halt~n, s o  ergiebt sieh jetzt das voile System der Tetraederformen 
nach den Principien der Invarianteatheorie mit einem Schlage. 1)as 
volle Sys~m umt~s t  nebe~a 

gl,  g"-, g~, Z 
nu t  ~och d~ Yebersch~bungen: 

(g,, z)o,~, ~q..,~ Z)o,. Ig~, ~:%.,, 
wo s i m  erstea tZalle vo,n t his 6,  im zweiten, yon 1 b i~" 8, im drit&~J~ 
yon 1 bi~" 12 liiuft. 

Dies sind im Ganzen 20 Formen. Redacibele sind unter ihnen 
nieht mehr vorhanden. 

Will man nur solche Tetraederformen betraehten~ die in den x 
und y densetben Grad haben, so ergiebt sieh, dass sic ganxc ~'u~w~ione~ 
yon Z, (gl, Z3)o,~, (g:, Z4)o.~, (g~, Z~)o; ~ sind. 

Besehr:g, nkt man sich auf ratio~u~le Darstellung, so geniigt es, 
neben Z, (gt, Z3)o,a, (g..,, Z4)o,4, (g~, Z~)o,~ eine einzige Form auszuw~ihlen, 
bei weleher der Grad in den x v~n dem Grade in den y um zwei Ein- 
heiten versehieden ist, z. B. (gl, ;~)o.~. Zwisehea diesen fiiuf a~sociirtvn 
�9 brmen besteht dann nur eine Relation~ welehe allein die vier ersten 
betrifft lind in (g~, %~)o.6 vom zweiten Grade i~t. Bei der rationaten 
Darstellung solcher (ganzer oder gebr0ehener)Tetraederfanctionen~ die 
ia den x und y denselben Grad haben~ werden %~ (gl, Z3)o,~ (9:~ ~4)o,4, 
(g3, Z~)o,r allein benutzt. 

w  

Die Ikosaederformen sind Tetraederfor~nen. 

Da die Substitutionen (1) unit (6) nut einen Theil'der zusammen- 
gehSrigen Ikosaedersubstitutionen des vorigen Absehnittes ausmachen, 
so sind alle Ikosaederformen selbstverst~ndlich Tetraederformen. Man 
wird verlangen, sie dutch die Formen des soeben autgestellten vollen 
Systems auszudrficken, leh wilt dies hier ffir die einfachsten Forraen 
ausFfih rear. 

a) Ikosaederformc~% welche bloss die y e~thalten. Es sind dies 7~, 
7~, 7z; sie werden ganze Functionen yon 9~, g-..~ gz- Maa findet dureh 
Vergleich der Anfangsglieder: 
(8) 1287~ ~ g~ ~- lly~:;, 

(9) ?.~ ~ g~ g~ - -  37~g:, 

(I0) 7~ ~ g~" - -  lOg~7~ "~" 4 5 g ~  ~" 

In (9) and (10) babe ich rechts ~,~ stehert lassen, well sich mit ibm 
bei der yon uns festgehattenen Wahl der Ver~nder]icl~ea am bequemsten 
reehnet. Denn man hat wieder das Princip: Ord, wt man die : l ~ r ~ -  
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t 'ormvn retch P o t e n a e n v ~ n  Yt' bez.:y~,  ~o ist  die Dif ferenz zweier 
Tekraederformen ra'it d e m s ~ e ~  A~fam4jsg~iede dureh Yt flwitbar. 

L~areh Efimfiaation ergebem sieh aus den Gleichtmgen (8)~ (9), 
( I 0 )  folgeade weitere, die ieh sparer gebrauche mad daher gleich 
bier nofire: 

(11) 72 ~ "~ g2 "~ - -  407tZ.q~" + 57,.7292, 

(t2) 7~:~':t--at g2 t t3~t  v2 -- 1357*'aY2gtg "" 
b) Ikosaederformen g?eichen Grades in  den x und y. Man finder: 

(13) f= -- ~ (gt, ff)o;~ -- "~ Z ~, 
( 1 , )  , = - -  i-(g~, z')o.,  + ~ z t ' +  & z ' ,  

(15)  O = - -  z ~ - 5fz'-' + 5 9 z .  

Um A zu berechaen, schiebe man fiber die letz~ Formel einmal 
(f, ep)t,~ ia Bezug auf die y, eiu anderes Mat (f, r in Bezug anf 
die x. So kommt: 

(P+~fz - -~ )  (Cf, ~),,o, x).., . . . . .  {:.~z~((f, ~ ) , . o , f ) , . , -  4z ((f, q,),.o, ~)o., 
+ ((/; ~),.o, ~)o, ,} ,  

(Z* + '2 fx- -  ep) (if, ep)o, , ,  Z),,o { 3 f f  ((f, 9)o,,,  t'),,o -- 4 Z (if, ~)o, ,, ~),,o 

+ ( ( t ;  0)o,,, ~,),,o } ,  
Zieht man die~e beiden Formeln yon einander ab, so ents~he'n reehts 
die Ikosaederformeu: 

((1; r f)o,, - -  (~t ,~k, ,  f),,,,, 
(Cf, ~),,~, ~). . ,  - (~t; ~)o,,, ,;),,~, 
((f, ~),.o, ~ v ) . , , .  ((/. ~,).,,, r 

Die~selben habea in den x und y die Grade (S), (9), (10) und wechselu 
bei Vertauschung yon x and y ihr Zeichen. Daher verschwinden die 
beiden ersteu 'identiseh and die tetzte hat den Werth U A~ wo C 
numexi~ch ist. - -  Linker Hand entsteht die Tetraederform: 

((t; ~),,o, Z),,* - -  ( ( / , ' ; k , ,  X),,o, 
und da sie hinsiehtlieh der x und y symmetriseher i s t ,  als die im 
Systeme aufgez~lte Form (g~, Z%,6, mit der sie den Grad in x und y 
geaaein hat, , )  will ich start letzterer die neue Form in das System 
a u f n ~ e n  und dementspreebend mit einem besonderen Buchstaben 
bezeiehnen: 

0 6 )  v ~ (~f, ~),,o, z)o,, - (ft; ~)o ,, z),,o. 
Man hat also: 

( n )  ~Z' + "2ti-- ~)  V ---- C~X, 
und C dutch :Vea'gleieh eines Gliedes: 

C = - - � 8 8  
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w  

Umgestaltung des Systems der Tetraedorformen mit H~lfe der 
IkOsa~derfomen. 

Den letzten Eutwickelungen zufolge kann man im Systeme tier 
Tetraederformen (9~, Zs)o.3 dutch [, (9~, Z~)o,4 dureh r (9~, Z~.~ dutch 
V ersetzea. Das System nimmt dann diejenige Gestal#; an, weld~e dte 
naehsteheude T~belle aufweis~. 

r 

o~ 

0 

ii c ;  �9 v 

%,< 

. . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  d ~  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

6 

e- D 

8- I >  

Die erste Horizontalreihe g~ebt wieder die Grade ia den x, die erste 
Verficalreihe die Grade in den y. 
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Die Formen g, ,  g.,, 9~ sind jetzt  definirt als (f, ~t~)o,~, (ep, ;t4)o,4, 
(V,  Zn~,~, trod eatspreche)ad die gt', 9~', 9a'. Aber natiirlich kann man 
ale in maanigfachster Weise als Uebersehiebungen yon Ikosaederformea 
mit  Po t~zen  yon Z darstelleu. Man hat z. B. (was ieh spgter 
gebracaehe): 

( 1 8 )  g~ = ( 0 ,  z ) , , o ,  

([9) g,9,, = ((~, Oh,o, Z),.o, 

land also*) folgeade Forme]: 

(20) ~" 7~. = --  O - g~g. - -  (~, O)~,o - g~_. 

w  

Assoeiirte Formen. 

Nach Formel (17) kann mart V darch /~ q% Z und A,  und also 
(f,~h,o auch durch/'~ r Z and das im vorigen Abschnitte eingef~ihrte c ~ ---o-~ 

rational ausdrfickea. Wir kSnnen ferner unter die assoeiirten Formen 
statt (93, z')o,, die Uebersehiebuag (/; Z),,0 aufnehmea. Dana  haben 
wit also dea Satz: 

_4lle Tetraeder formen s ind  rat ionale  ~',unctio~o~ vO~ f~ % c, Z, (G Z),,o. 

Die einzige zwisehen diesen Formen bestehende Relation ist die 
alte des vorigen Abschaittes, welche c durch f, ~ ,  q, ausdr~iekt. - -  

l ~ s c h ~ n k t  man sich auf Tetrae~lerformen gleiehen Grades in x 
uud y,  so kommt setbstverst~ndlich (f ,  Z ) ,  aoeh in Wegfall. 

Ieh will beispielsweise die beidea Funetionea -r und g-~g~Y'~ 
"t'2 7 z T s  ' 

welche beide gleichea Grad in den x und den y besitzen) ausreehnem 
Za dem Zweeke schiebe man v fiber die Gleiehung (15): 

r  - -  Z ~ --  5 f z  "~ + 5 ~ Z ,  
and bea~hte, dass: 

(1, f),.o =,, c O ,  ( , v ,  ~ ) , . o  = - � 8 8  ( 0 , ~ ) , . o  = - -  ~ o .  
8o kommt:  

(~1)  (~,  z) , ,o 3~z  ~ + ~/'x ~ - ~ z  

Nun beautze man die Identit~ten: 

e (,~, ~),. o = z ~:~, e),.o + ,~(o, z),.o, 
(,~, o),.o (,~, z),.o = z (~, (,~, o),.,),.,, + ,r ((,:, o),.o, z'..,,o, 

*} V ~  tier Identit~t: 

z 0 ~, oh,~), oh,,) =. ( , ,  oh.,) (z, oi~.o + o ((,, oh,o. zh.o. 
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und:ersetze (r, (% O)t,o)1. o durch seinen Werth 3 71 0 ;  (0, Z)~.o~ ((v, O)t.o, ~)~.~ 
nach Formel (18), (19) durch ,tit, ~--gtg2. 80 ergieb, sich: 

a , y ,  " 3fz=--~cPz+~ ' +Z'(*'O)~'~ 
(22) . . . . . .  y, ...................................................... , 

Y: Y2 'r 

"z O~ 3 c l ~ + 3 t ' Z  ~ - -  ~ Z  - -  3 * 
(2 .3 )  $ ,_ g~ :,'_,, :L = .  <' " " ~ , ' : ' " ~ f ~ ' = - ' - , ~ Z : : l : ~  i -  "t,.<. , 

I=[ier treten reehter Hand neben f~ q,, ~., Z, c nltr  solche GrSssen auf, 
die in w 9. des vorigeti Abschnittes als Function yon f, 9~ ~,  c aus- 
gerechnet worden sind; , selbst ist aber durch Formel (15) in f, 9, 2: 
gegeben. 

Ich will noch die Formel anschreiben~ die sieh dureh Division 
yon (22) und (23) ergiebt; sie lautet: 

(24) g~7~[__ 7 ,  . ' . f z  - -  ' . 

r~, ~'~, o._.:~'-:z~',%~/'~:~, - ~ z  + z , , . o i ,  ,:. 

: ~ f z  ~ - - : .  , l  ~PZ + ~e ' ' 

A b s e h n i t t  III .  

Die Auf]~sung der ~Beiehungen yore Funflen Grade. 

Die Entwickelungen des ersten trod zweiten Abschnittes gestatte~l 
j e s t ,  die aIlgemeiae Gleichung ffiaften Grac}es ix~ maanigd'~cher Weise 
zu 15sen, indem man letztere entweder auf eine Ikos~tcderghrichung 
zuriickfiihrt odor auf eine so!che Gleiehung yore fiinftcn Grade, d/c 
,mr einen Parameter ent]dilt. Von letzterem betrachte ich nur solche, 
die schon bei H e r m i t e  und B r i o s e h i  (resp. K r o n e e k e r )  0der in 
der Kle in ' sehen  Arbeit vork0mmen~); ich bemerke abet  ausdrf~cklich, 
dass die vorangeheaden Betraehtungen weitr re~chen, iadem sic z. t~,. 
a//e Gleiehungen ffiaften Grmles r, uf~tel|ca ~nd discut:,iren ta.sse~, yon 
denen die verschiedenen Tetraederfbrmen abh'Sngen. 

w  

Dio 61eichung fiinft~n Grades fiir das ~. 

Dutch quad ratische (T s c h i r n h a u S e n-)  Transfurmatioa kan u man 
ads einer Gleichung fiinften Grades die beiden Glieder wegdchaffen, 
welche die vierte und die dritze Potenz der Unbekannten enthalten. 
Eine so vereinfachte Gleiehung kommt abet iz~ vorlgen Abschnitte 

*) Auf letz~re verweir~e icb zum~| ~.uch wegen der Literatur. Siehe fibr~ge~ 
B r i o s c h i ' s  D ~ s ~ l l u n g  in diesen Anm~e~. I~kt. X I I ! ,  p ,  lo9 fl~ 
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vor: sic wird d u r ~  ~e Forme! (15)dase]bst ffe]~efer~ wen~ mall in  
i h r f ,  ~ ,  ,pals gegeben,: Z al~ Unbekannte ansieht: 

(I) % ~ + 5 f z  r  5~pZ --  V ~--0. 

Wendet man auf die x. y, i~ denen das Z vermSge der Formel 

('2) z = - ~, (x, + z 9  + w. ( x , -  x9 

aasgedriickt ist, die 120 zusammengehSr~gen Ikosaedersubstitutionel~ 
aa~ so entstehen die f dn f  W ur~eln, welche (1) besitzt; sic lanten: 

(3) Z . ~  - -  ~" ~Y~  + ~ 'x~Yz  - -  ~'x~y~ - -  # 'x .~y. .  

Das Differenzenproduct dieser Z, ist keine andere Function Ms das im 
ersten Abschnitte eingefiihrte A. In der Thai stimmt die Forme~ (30) 
des ersten Absclmittes ilbereia mit dexjenigen, welche in bekannter 
Weise die Discriminante yon (1) dutch die Coefficienten f ,  r ,p 
ausdrtfckt. 

Den' l~  wi t  uns a l ~  bei do" Gle~chung (1) die Coeff~ie~en f, r 
ural die Quadratwurzel aus der ~Diso'iminante gegeben, so l:ennc'a wi t  
die lkosaalerfarmen f, q~, % c, dutch welche sich alle anderen Ikosaexler- 
forme~, gleiehen Grades in x u~ul y rational auMriic'ken ~ .  

Ikosaedefformen,: welche nicht gleichen Grad in den x und den y 

besitzen, sind rationale Functionen yon f ,  r ~p, c und Letzteres 

spielt, wean man yon der Gleichung (1) auage-ht, die Rolle eines will- 
kilrliehen Proportionalit~tsfactors; doch will ich den hiermit ang e- 
deuteten Gesichtspunkr im Nachstehenden nicht welter verl~olgen. 

w  

Z m ~ e ~ g  aaf eine Ikosaedergleichung. 

Um die Gieichung (I) auf eine Ikosaedergleichung zurfickzuffihren, 
benutze man einfach die Rechnungen des neunten Paragraphen des 
eraten Abschnitts. Man berechne zuvBrderst die drei Ausdriicke: 

8f~-{- 30r 13 -~- - -8~-{"  f r  C ~  ~sePa-l-gf~v+3"P~e 

Dann ~at ~m~** fiir -~' sofort die Ikosaedergleicl, u,~g: 
y2 

Hat man sic auf irgend eine Weise durch Reihenentsvickelung gelSst, 
sO berechne man (Formel (2), (3) des zweiten Abschnitts): 

(5) .q,7, ~' " 1 ~0 ~ . . . . . . .  . 4 -. ............ ( y t - - - y t y2 ( l  + e - T - - ,  y~') i; (Y,,--Y~yd +~,---vg:-) Yt 

"(Yt --YtY.'~I+~ --'~Y2"~)(YL~'--YLY2LI'~-e*)---~ Y2 ) ,  
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2 = 4  

(6) g ' g 'Y '~=  r,~ ~ (yd__y,y._,(I+~)'2__~-~y~.)  

�9 (y, "+~.h-) ~,..---e~z+,',,~,y~= :Y._,')~h "--2~"+~)Y,.~--Y~") - 

Dann ~ e b t  die a le iehang (:>0) desselben Absehnitts: 

(7) z = - -  A �9 ~ "  - - D  �9 ~'g'?'~ 
r ;  .... r ,7~  ' 

wo A der soebeu berectmete Aus&uck ist und 

.D OTs -- AB'-I-3cAI$'~r-:K~fB 

(hath Gleh. (41) des vorigen Absehnittes). 
Die Gleichung (7) driic~ also Z &itch eine W~trzet dev Ikosavde~'- 

gleh.hung (4) und die bet:annten Grt;~t~ aus. 
Die fibrigen Wurzeln D erhSlt mma s0fort~ wenn man y~, y= in 

allen Formela dureh e~y~, e47~z ersetzti. 

w  

61oiehmagen gfinftela 6raAos mit oinem Par'ameter. 

Will man nicht explicite auf die Ikosaedergleichung zurflckgehen, 
so hietet der zweite Abschnit~ folgende Nc, rmalformen vcm Glei4"hu~gen 
f i i n f ~  Grades mit  n u t  einem l>aramet~r. Es sei 

Daan haben wit far sie nach den Formeln (10), (11), (12) des vorigen 
Abschnitts unmittetbar folgende Gleichungen: 

(9) u ~ -  10u ~ + 4 5 u -  7~,,~.~0, y Z 

( ~ " _~d . v:" - -  ~/)v ~ q- 5v  - 1 ~-  O, 13) w" 

(11) ~,s w 5 -- ,9 - ~  . w ~" --- 1 :kS "/~ 7~' ~',~ 7, ~ " r , '"  " w . . . . .  7,~, 0, 

in denen ffir ~'~- der soeben berechuete Werth eitlzutrage~ ist und 7:, 
~,t~ 

der Relation (5) des ersten Abschnitts: 

7;~ ~ ~---7~ ~ -t- 1237t :' 

zu entnehmen ist. Hier giebt For-aM (9) die Br ioseh i ' s ehe  Resol- 
vente,  Forme] (10) und (1!) falle,  mit denjenigen zusammen, die 
K l e i n  auf pag. 523, 524 seiner Arbeit entwickett hat. 

Die Werthe yon u, v ,  w in Z und den bekannten Gr'd:vs~en, d. h. 

die Transformationsformeln, welche die vorgeleg~ Gleichung (1) ia 
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die Normalibrmen (9), (10), (1I) verwandeln, ergeben sieh aus den 
Formela (22), (23), (24) des vorigen Absehnitts. Man setze: 

~ n  hat raanj unter Benutzuag der ira vorigeu Paragraphen einge- 
flthrtea Bezeiehnung: 

A I  W B Z  (1:3) v . . . .  ~ r _  ~ ,~ ,  

B 3 ~ 4 - A Z  
(14) w ~  T / ) - "  :a~:L 3 B "  

Um uragekehrt ~ durch u oder v auszudr~eken, beachte man ,  dass 
aus Formel (9) des zweiten Abschnitts folgt: 

1 (15) v = ~ ,  : :  

and also 
V ~  ,u (16) w = - - ~ -  . ,,~ , .~ . 

Man set ze ferner einen Augenblick v an die Stelle yon Z and also 
die Gleichuag (10) an die Stelle yon (1). Dann wird: 

v~ 
(t7) ,o = 24v*-- 4v-~- ! 
Es ist hiernach w aL~ Function yon % und v und w als Ftmctionen 
yon u defiairL Den verla~%~tea Ausdruck ffir Z ergiebt jetzt  die sehon 
soebea benutzte Forrael (20) des vorigea Ab~elmitts. 

M a n  ] ,a t  e i n f a c h :  

Will raml die fibrigen Wurzehl Z, bereehnen, so hat man u oder 
dureh eine der anderen Wurzela yon (9) resp. (10) zu ersetzea. 

w  

Die Jerrard'scho Form. 

Die sogenaunte J e r r a r d ' s c h e  Form gehSrt nieht zu den Glei- 
changen ffinften Grades mit  einera Parameter ,  zu welchen die Be- 
tr4chtung des Ikosaeders unraittelbar ffLhrt. Vielmehr mfisste man, um 
zu ihr zu ge!angen, eine cubische Gleichung auflSsen, deren Coefllcien- 

ten in Y--~- rational sind*). Aber sie ka~n ohnelW~teres  als Special- 7 j  ~ 

*) ~ .  *fie Klein'~.he Arbeit, pag. 5~,5. 
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fall dot  G[eichtmg (i)betrachtet werden. In Folge dessen gestatten 
unsere Formeln, wie jetzt g ezeigt werden soil, die Transformation der 
Gleiehung (1) auf die Jerrard 'sche Form und die LSsu:ng der GM- 
ehung ( l ) d u r e h  die Herraite'~chen Formeln explieite anzugehen. 
leh gehe hierauf um so lieber ein, als die Hermite 'sehe LSsung der 
Gleiehungen ffinften Grades die bekannteste ist und alan bei neuen 

�9 0r Methoden zweekmE~igerweise verlang% den Zusammenhan~, mit den 
~lteren aufzuweisen. 

Hermi te ' s  Formeln, etwas umgeste/tt~ sind die~e. ~ sei: 
1 I 

- -  /! ........ .a~. ....... K" = i ~ 7 : - - - - - d ; ~  - ......... 
O 0 

K' 

- - a  -~- e l x m  q==e == 
so dass += 

_.~ 2m~'i'm q 
_41~ -17i ~ l -  

Setzt man dann: 

~t  -~-)J~ t-7;-)" ~t T--)],  
so hat than fo!gerule Glcichu~g: 

U~us al,~o la~r sich die Wurzeln yon: 

o, ' i  l " t " l i i  
( 2 0 )  h ~ - -  5 ~ ' l h  - -  ~ . . . . . . . . .  = =  0 v~ 
fo!gender~u~asen dutch elliTtische ~'unctionot darstelk.n: 

('21) h,  = * ( ~ +  i~,,). 
r VT< 

Vergleieht man jetzt ~un~hst die Gleiehung (20) mit der alt- 
gemeinen: 

z ~ -k- 5 f Z  ~ - -  5~pZ + 0 ~ O, 
so hag man 

f =  O,  ,~ ~ u "~, ~,  = =  - -  2 ~ '*  �9 -1-+-2"-.. 

Es wird also die quadratisehe Gleiehung fiir daz c: 

1 8 ~ c  ~ " a ( t + ~ : 3 : ~ :  + 2 ~  "~ = =  o ,  

Die Wur*eln dieser Gleiehang sind 
~ ~ e  a n m t l e n .  X ~ / .  2 6  



.) 

C ~ z,  4 

2 u  
i~h : w~hle die Ie~ere 

~P4 

6 x  

Dann hekomme ieh: 

~ - -  16- ~ ~ . y : -  , 

(~4) v . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -~ . . . . .  ~3h lq"z" hS-[-2zh 
( 2 5 )  l~ ===" 4 ( " ~ - , ' ) ( l - 4 f f I 4 : " ~ , ' ~ ) ( l - - 3 4 u  "-}-z*)( 2Y-~ 2~?~--~'-~F;(I'~-x~j~ ' 

~+~'  {v ~ "-34.'+~4)w}. (,.,~) 1, = = -  ~ . - ~ -  - -  -~,~- (I-- 

w  

Die Jerrard 'sche Transformation und die Aufl5sung der allgemeinen 
61eichung fiinften Grades durc]l die Hermite'schen Formeln. 

Man betrachte jetzt die Gesammtheit der zweifaeh unendlieh vielen 
Gleichungen : 

Z s + 5fz  2 - -  5~Z + V ------ 0, 

welehe daa~llae 2h, oder, was auf das Gleiche hinaaskommt, dassetbe y~ 
~'~ nnd da~elbe v und w besitzen. Unter ihnen linden sieh mehrere 
yt ~ 
J e r r a r d - H e r m i t e ' s e h e  G|eiehungen. Um also die allgemeine Glel- 
chang 

z s + S f z : - 5 ~ z +  ~ = 0  

iu ~lie J e r r a r d - H e r m i t e ' s e h e  Form zu transformiren, bietet sieh 
je't~ der Weg~ ~wiachen den Formeln des w 3. und w 4. unter Foraus- 

s a ~  ~edel~a Y-'~ das v ,  w zu eliminiren. 
y t  ~ 

Vor allen Dingea al~o bereehne man z ~ aas der Formeh 

(2/) r,~ " = - - - - - 0  . . . . .  16- ~ 

und exae~ nuu ia dea Gleiehungen: 

( 1 9 )  Z - -  - -  A v  - -  D w ,  
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die v, w das eine Mal dureh ihre AuMrileke in Z, c, A, B, C, D, Z~ 
das andere Mal dureh ihre Ausd:riieke in ~, h. So kommt: 

.~. l + x  T 

(28) h =  A~--3B Z A -t-"/);,,i ( 1 - - 3 4 ~ + ~  ')  

8AB (I--34x2+~') .  Z I }  + {B -Jr" i)~" 

Die erste dieser ~'orn~n ist die Jerrard'sche Transformation, die 
zweite giebt die Aufl6sung yon (1) durch die Hermite'scl~,~n Formdn. 

Man hat also, wean man letztere verwenden will, znr AuflSsung 
der Ghiehung 

# + 5fz~ - -  5 q~ z + * -= 0 

folgende Reehnuagen auszuffihren, die ieh hier noeh eiamal zusam- 
menstelle: 

1) Man bereehne c aus der Gleiehung: 

( fV--  8~ ' )e  ~ - -  (9 f '~ : ' - - � 89  '+  ( - .~Tf ' -  s ~ ' + g f ~ v ~  == 0 

and A,  ~ ,  C,  2)  arm den Formeln: 

p + ac~ ' 

B = - - s , '  + (2_ 
P :+ ~r , 

P +  :**~, 

.D = AB= "+ 3CAB + 3OfB 

2) Man bestimme x 2 aus der algebraisch 15sbaren,. Gleichung secksten 
Grades: 

( 12r.- 14 ~=-+- z ' )  "~ (A~-,-aB)~ 
- -  16 - - - - - ~ Q . ;  . . . . . . . . .  L~----=; 

3) q aus der Formel: 

_ ~ q ' e  

26* 



P. G o l v ,  x Ueber die A u f l ~ u n g  dee Oleichungen yore f~n f~n  Grade. 

4) k. aus der Gleichung: 

t (S t~ ._q~lo~+ ~6 7,\~ i J ~ + 1 ~ 0 , + 1 3 \  I ,o+ 

Dann ist: 

4 

�9 , r  ~ -)~., 

Er l a nge n ,  im Januar 1878. 


