Ueber die Auflosung der Gleichungen vom filnften Grade,
Von

P, Goxoax in Erlangen,

In den Untersuchungen iiber das Ikosaeder, welche Hr. Klein
im neunten Bande dieser Apnalen p. 183 ff. verdifentlichte, latte sich
ein sehr merkwiirdiger Zusammenhang mit der Theorie der Gleichpugen
fiinfien Grades ergeben. In der That gelang es Hru. Klein neuer-
dings, diejenigen Gleichungen finften Grades, bei welchen die Glieder
mit der vierten und der dritten Potenz der Unbekannten fehlen, in
einfachste Beziehung zu der Ikosaedergleichupg zu setzen. — Die hier
folgenden Untersuchungep kniipftep urspriinglich an die erste lierauf
beziigliche Mittheilung an, welche der Erlanger Societit im Januar
1877 vorgelegt wurde. Ich stellte mir vor Allem die Aufgabe, die
Wurzeln der Gleichung filnften Grades explicite durch die lkosaedex-
irrationalitit auszudriicken. Die Note, welche ich hieriiber i Juli 1877
der Erlanger Societit einreichte, ist gleichzeitig mit eiser weiteren
Mittheilung von Hrn. Klein, in der er durch andere Betrachtungen
zn demselben Ziele gelangte. Das Eigenthiimliche meiner Behand-
lung bestand darin, dass ich die in den Formeln auftretenden Aus-
driicke als Covarianten ejner gewissen doppeltbinfiren Forny f erkannt
upd im Anschlusse an meine friheren #holichen Arbeiten day volly
Formensystem, welches zu [ gehbrt, aufgestellt hatte. Weitere hierauf
beziigliche Mittheilungen und inshesondere die unten mitzutheilenden
Schlussformeln legte ich im September 1877 der Naturforscherversamme-
lung in Minchen vor.

Hr. Klein hatte inzwischen die Darstellung seiner Untersuchungen
beendet, welche im zwolften Bande dieser Annalen®) verbffentlicht ist
und die ick im Folgenden als bekannt voraussetzen weyde. Wir haben
seitdem die von mir gefundenen Hesultate wiederholt und eingehend
durchgesprochen, und so ist die Darstellung euntstanden, welche ich
hiermit dem mathematischen Publikum vorlege. Die Auflosung der
Gleichungen -filuften Grades erscheint jetzt als blosse Anwendung ge-

*; Weitere Untersuchungen {ber das lkgsaeder, p. 501 .
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wisser Aufgaben, die man hinsiehtlich der Ikosaedersubstitutionen stellen
und erledigen kann.

Die principielle Durchfiibrung dieser Aufgaben, wie ich sie im
ersten und zweiten Abschnitte des Folgenden gebe, dirfte an meiner
Arbeit das Wichtigste sein, weil sie am meisten iiber Bekanntes hinaus-
fihrt. Aber ich mdchte hier insbesondere auf den dritten Abschnitt
verweisen. Es sind dort die Formeln, deren man bei der Auflosung
der Gleichungen fiinften Grades bedarf, so knapp zusammengezogen,
dass einer -unmittelbaren numerischen Verwerthung derselben kein
Hinderniss mehr im Wege steht. Eben Diess vermisste ich seither an
der Hermite’schen wie an der Kronecker-Brioschi’schen Lsung
der Gleichungen finften Grades; an eine praktische Verwendbarkeit
derselben konpte man wegen der Linge der nur verlangten und nicht
geleisteten Eliminationen nicht denken.

Abschnitt 1.
Die zusammengehorigen Ikosaedersubstitutionen.

§ L

Formulirung des Problems.

Es ist bekanut, dass das Thosaeder:
M 71 =%0"+ 1y . — 5"
sowie seine Hesse’sche Form:
@ =" +5") + 228 (y° 0, —y,"*y,%) + 494 9,0,
und die Functionaldeterminante beider:
() 7a=(y " +9")+ 522(y,%y," — y,°1.™) — 10003 (3,1, + 9, 9,
die Higenschaft besitzen, durch 120 binire lineare Substitutionen von
der Determinante Eins in sich tberzugehen. Diese sog. Thosaedersub-
stitutionen sind durch folgende Tabelle gegeben; sie verwandeln y,, ¥,
bez. in:
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Zwisehen p;, y., p, besteht die Relation:
&) 75t = 7"+ 123y,

Zugleich sind y,, v,, 7, in gewissem, spliter {mmer festzuhalton-
dem Sinne die e/nzigen Agsdriicke, welche durch die Ikosaedersubsti-
tutionen in sich Gbergehen. Alle ganzen Functionen von y,, y, ndmlich,
die bei den Ikosaedemnbshtutmneu ungeiindert bleiben, sind ganse
Functionen von y,, 7,, ;. Ieh werde das in der Art ausdriicken,
dass ich sage: die Formen p), v,y 7; bilden das volle System dieser
Functionen.

Die durch diese Angaben beantwortete Pragestellung kann man
nun einmal in der Weise erweijtern, dass man statt der einen Reihe
Verinderlicher y,, y, deren mehrere nimmt: ¥, .5 v, ¥ etc. Diese
Verinderlichen sollen gleichzeitig den 1kosaedersubstitutionen (1) unter-
worfen werden; man sucht alle ganzen Fugctionen vou vy, v5 ¥/, 9
welche bei diesen Substitutionen ungeiindert bleiben. Die so erweiterte
Fragestellung fihrt im Falle zweier Reihen von Variablen insbgson-
dere zu denjenigen Ausdriicken, mit denen sich die Theorie der Ju-
cobi'schen Gleichungen sechsten Grades beschiftigt.

Aber man kaun die Erweiterung in ejner anderen Richtung suchen,
Die Substitutionen (D) bleiben in ihrer Gesammtheif ungeiindert, wenn
man statt ¢ eine andere complexe finfte Einheitswurzel setzt. Ist
diese neue Einheitswurzel &, S0 geht das neue Substitutionssystem in
das alte iiber, sobald man statt y,, g, einteligt — y,, y,. Ist sie da-
gegen & oder &, so erhiilt man Systeme von Substitutionen, die (unter
einander in demselben Sinne verwandt) nicht mehr wit dem vrspriing-
lichen Systeme durch eine lineare Umformung der Verjuderlicheny zur
Deckung gebracht werden kdnnen. Jch will nun annehmen, dass y,, o,
nach wie vor den Substitutionen (4) unferworfen werden, dass man
aber gleichzeitig neue Variable x,, i, durch diejenigen Substitutioneu
transformirt, welche aus (4) entstehen, wenn man & durch ¢* ersetzh
Die Werthe, in welche z,, x, der Reihe nach Gbergeben, lauten also
folgendermassen :

&Ly, ey,

+ &, + vy,

6§ £t n+0an) e ~—-w’+ 8 2)
’ g ) ’ x =~ & I
£ (T Ehia) ffiff,ﬁi_{f:*:%i?fffﬂii-‘fﬁ, .
e‘-— £ — g

Ich frage nun nach solchen homogenen ganzen Functionen wvon
Y, Yo und z,, x,, welche ungedndert bleiben, wenn man gleichzeitiy auf
Yy, ¥ die Substitutionen () wnd auf z,, z, die Substitytionen (G) an-
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wendef. Dieses ist dus Problem, mit dem ich mich im gegenwartigen
Abschnitte beschiftigen werde. Es handelt sich wieder um Aufstellung
cines vollen Systems, durch dessen Formen sich alle anderen ganz aus-
driicken lassen.

Wenn man in (4) und () gleichzeitig & in &® verwandelt, so er-
hilt man aus (4) diejenigen Substitutionen, dener z,, z,, und aus (6)
diejenigen Substitutionen, denen — y,, ¥, unterworfen werden. Daher
hat man folgexden Satz:

Aus einer Function der gesucRten Figenschaft erhilt man, allge-
mein zu reden, cine mewe, wWenn Man Yy, Yo, Ly, &, bez. durch xz,, z.,
~ Yy, Y, ersetzl.

Ich will diese Operation fortan einfach als Verfauschung von z
und y bezeichnen.

Andererseits macht man die Bemerkung, dass selbstverstindlicher-
weise zu den gesuchten Functionen die Formen y,, y,, y; gehbren,
sowie diejenigen Functionen y/, 7., y,, welche aus ihnen durch Ver-
tauschung von x und y entstehen. Jede Function, welche blos die y
enthiilt, muss sich auf y,, 9,, 7, zusammensetzen lassen; jede Fuuc-
tion, welche blos die z enthilt, aus p,, »,, 7, Allgemeiner: Wenn
eine Function der gesuchten Art einen Factor enthilt, der nur von
den y oder von den x abhingt, so lisst sich von ihr immer eine ganze
Funetion von y,, 9, », resp. von »,, ), v,” abtrennen. Denn aus
dem betr, Factor entsteht durch die Substitutionen (4) oder (6) eine
solche ganze Function. Enthilt also z. B. eine Function den Factor y,,
so enthiilt sie ohne Weiteres den Factor p,, ete.

Diese letzte Bemerkung wird uns weiterhin von dem allergrossten
Vortheile sein; sie bildet das wesentliche Reductionsprincip, dessen ich
mich zur Aufstellung des vollen Systems bediene. Ich werde die ge-
suchten Functionen allemal nach fallenden Potenzen von y,, nach stei-
genden von ¥y, ordnen. Entbilt dann das Anfangsglied bereits y?,
so wird sich »,% als Factor von der Function abtrennen. Alle Func-
tionen daher, die wir im Systeme aufzuzihlen haben, sind bereits durch
ihr Anfangsglied charakterisirt. Denn die Differenz zweier Functionen
mit demselben Anfangsglied ist durch p, theilbar und also die eine
Function durch die andere und Functionen niederer Ordnung aus-
driickbar.

Die Form /.
Ich beginne nunmebr die Untersuchung in der Weise, dass ich
zundchst diejenige unter den verlangten Formen aufstelle, welche in

den z und y zugleich vom niedersten Grade ist. Zu dem Zwecke
bemerke ich, dass sich die 120 Paare zusammengehoriger Ikosaeder-
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substitutionen aus denjenigen 3 Substitutionen zusammensetzen lassen,
welche die Variablen y,, y.; #,, 2, in die Werthsysteme Gherfihren:

1) Y Yi» &y, ¥y,

(1L) &Yy, Yy, Sy, &y,

(T11) ety ty,  y—letein (E4HOr4an &y (80 8%z
I '

Man suche nun vorab solche Functionen von z, y, welche bei den
Substitutionen (1), (1) yngeindert bleiben, und nehme ihren Grad
in den z und ibren Grad in den y miglichst klein an. Kine sehr
leichte Analyse zeigt®), dass mindestens einer der beiden Grade die
Zshl 3 erreichen muss, und, wenn keiner der beiden Grade diese Zahl
iibersteigen soll, so ergeben sich folgende drei Maglichkeiten:

2y, — 2,
z, 9, — 2y,
2Ryt 2y (e gy eyl

Wendet man jetzt die Bubstitution (1L.) au, so indern sich die bei-
den ersten dieser Formen; die letzte aber bleibi in der That upgeindert,
sobald wir die noch unbestimmte Constante ¢ == 1 nehmen. Daler ot
dic von uns gesuchle Form nicdrigsten Grades in den x und den y, nach
Potenzen vom y geordnet, die fulyende:

(N f=v’s2z + v,y + ¥, 1;2"1-']*3 —

§ 3.
Einfihrang der Invariantentheoris.

Ich werde nun eine grosse Anzabl der von uns gesuchten Formen,
und, wie sich bald zeigen wird, «lly hier in Betracht kommenden For-
men durch Processe der Invariantentheorie ableiten. Map betrachte die
soeben aufgestelite Form f als eine bindire Grundform wit zwei Reihen
Verinderlicher y,, y, und z,, 2,, die unabhingiy van einander linearen
Transformationen unterworfen werden migen. Jede Covariantr, welche
[ unter dieser Vorausselzyng bLesitzt, ist eine der vom wuns gesuchien
Functionen. Denn macht man bei y,, y, und z,, z, solche Substitu-
tionen von der Determinaute Eins, welche f in sich @berfibren, so
muss auch die Covariante in sich itbergehen; die Covarianten bleiben
also in der That ungeiindert, wenn man auf die y die Substitutionen
{4) und gleichzeitig auf die («) die Substitutionen (6) anwendet.

*, Auf abaoliche Weise kapn man alle einfacheren Formen des spater aufun-
stellenden Systems finden.
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Doppeltbiniire Formen, bei welchen die beiden in Betracht kom-
menden Reihen von Variablen, z,, z, und y,, y,, unabhingiz von
einander linearen Transformationen unterworfen werden, sind bisher
kaum betrachtet worden; ich muss daher kurz angeben, wie man bei
ihnen Covarianten bildet. Es geschieht dies, wie bei den Formen mit
uur einer Reibe von Variablen, am zweckmiissigsten durch den Ueber-
schiebungsprocess.

Es seien zwei Formen gegeben, die ich symbolisch mit:

F=dd, O=U8
hezeickmen will. So kann man i-mal in Bezug auf die z und g-mal
in Bezug auf die y tberschieben. Dann entsteht, was ich mit (£, ), |
bezeichne und symbolisch folgendermassen definirt ist:
(F, ), , = (@bl b2 * (a By T BT

Zur Berechnung einer solehen Ueberschiebung bediene man sich

folgender Regeln.

Zuniichst bat man den Satz: Die Ueberschiebungen von Summen
sind Summen von Ueberschiebungen:

(A+B) C"*"D);,H:: (4, 0)1,,‘“"’ (4, D)z,,‘“f— (B7 C)z,‘u_*_ (Br -D)z,y'
Ist also:
: k—r 17 l-35 s
F=2"r.: Y Yy
® = Db TRy,
s0 hat man:
(B, @), = e, b, (@72, 270a2), (s, 6o,
Die hier rechter Hand auftretenden einfachen Ueberschiebungen
werden folgendermassen ausgewerthet. Vor allen Dingen ist
(@}, 2] 0ag),
bis auf einen numerischen Factor gleich:
xf-{hm—-r—e—l x;+g-—l’

und dieser numerische Factor berechnet sich, indem man die Functio-

nen z; "2}, 2 ®2¢ A-mal nach £ polarisirt und die so entstehenden

Polaren i-mal nach & Gberschiebt:
(.rf"’x;, z;"¢ag), = [(xf—'x;)y, (" "‘g)ez]zga'
Insbesondere hat man folgende Regeln:
1) Die Ueberschiebungen ()" 2], zy"a8), verschwinden iden-
tisch, wenn die Summe der kleineren der Zahlen k—r, ¢ und der
kleineren der Zahlen r, m—g kleiner als 4 ist.
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2} Die Theiliberschicbungen (.,2‘1’ &b, gf"? £J); baben fir p4-g=12

den Werth (=10 , und sie verschwinden identisch, sobald p -+ q< .

i
()
3) Wenn 2 =1 ist, so hat man einfach:
(:z:k 'a:" "*‘9 _z")l . k—r m—o . x"ﬂib’r-e*i:;*{‘ﬂl ,
¢ 7 @ ; km

X
§ 4
Die einfachsten Covarianten von f.

Wendet man diese Regeln auf die Form f an, so erhilt man zu-
vorderst folgende zwei Formen , welche, wie [, «rleichen Grades in
den z und y sind:

@) o=2{f, i1 =y'z, x”g'"’ylxy"xx‘“”3.’/l2y22ml‘zx"z"‘{’yt?/z;f*d"{"y‘;mxsx'::
9) =12{/,@ji1=y,° (2> +£,") — 10y y, 0 2.  + 10y, 39, 2, 2,
+ 10y %y ey + Wy, 9,0 22 2, ARG A R

Man hetrachte ferner f einen Augenblick als eine Form, welche

die z allein enthdlt, also als binfire cubische Grundform im gewdha-
lichen Sinne. So hat man die Covariante:

{(10) z==3 (i )20 *xx"!/xa*3%2yﬁyzﬂ— 105, 2,y 34,54 3 y, .’/;zs"l'" ER A
die Functionaldeterminante:
(11 (fyoh,e=% {‘* 23y — 9, 2.2y, Y 122 2,y 0y

+ 1822y 5y, 183y Yy, 122, 2,0y P y,*

+9z 2. y,y," — xzs.'/:gg} ’
ond die Invariante:

(12) (r, Thso = — by,

Auf solche Weise kommt man, wic nebenbei bemerkt sei, con [ aus-
gehend, sum Lkosuaeder y, zuriick.

Auf analoge Weise (oder durch Vertauschung von z und y) be-
rechnet sich:

(13) € = § (f; [0, 2= %2 2,°—38,° 2,1+ 102> 2>y, yot 3,7 (2,4 3,2,

(1) (f, 7o =3 {93{18z* x, a3y, Bt 42,585
+ DY Yy 2 41;‘5-‘:3"*'3‘”;1? S AT [ RAE A )f y

{15} (&, €l 2= —67,.
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Ich bilde ferner die Functionaldeterminanten:
(16) (f, @l o= {52,22,3y, "+ (43515*'35"25}?/16?2‘}' 15232,y g,
~+25z.2, y, y,b - 20wy, By,
+ 15222,y - (4,543, )y 1t~ D3,y
(17) (f, d’}:,o-‘-“'%‘ {{21'11’25 "‘$16)?/:S’ ’ 53;;{1‘22?/17?/2
+ 3522y by, — (142 0+ T, 9 Py S — (L4 22, - T By 3
+ 35z 2,y Yt D aty, Y, — (@ 22,57 9,
(18 (@, @lao— - {:&Q‘y,5+8x,3x2y,7y2—~4x1.’1:23y,5y32—8x14y15y23-{—30x1‘~’x.~,'-’y‘4
+8z, 'y y + 4z 2y, 2y, 82 2 y v 20y
und analog:
(19 {f, ®lo, 1= {«»J,5(4Z‘1 €, 432, 2))— 25y, y, 2,4 2,3
+9,°9.° 02+ 152 2,%)—y,*y, (152 2,5 x," )22 b x,'y,
+u.° Bz 5,° — 41:61'2)}»
20) {f, ¥lor 4 {ylc(““xzs“7x1sz23)+.7/15y2 (—22,5+ 14z 2,7
+ 4y, 0227 4352, 57,%) + 9,2y, (—D a2, + 3D 7,0,
+ 9 9.° 22+ 122, 4y, (—xﬁ—f—?xﬁxﬁ;} y
@Y (@, plo,z=—1¢ {yl‘(w|5+8x13$25)+4y13?/2 (@, S 2y*— 22, 2,7) + B0z 2,4y, *y,
—44,9,° 0z, 2, + 252, 9.} (- 82,02, - z,%} .
Ich berechne endlich die dritte Ueberschiebung von f und ¢ hin-
sichtlich der z:
@) (froko=10=1{{zy '~z U0y — Ty Y — 2, )
und die dritte Ueberschiebung derselben Formen hinsichtlich der y:
(23) (f, Plos=10'=1 {’y: (2 =T 2% + y, (2, + 75’7153‘"2?}} -

So habe ich diejenigen Formen gewonnen, welche sich als die
einfachsten erweisen werden, insofern sich aus ihnen durch wenige
Rechnung das von uns gesuchte volle System zusammensetzen lisst.
Ich will die zehn Formen:

f QPV, ¥, % (Hthe (H@uo: (F¥he, 71y (@, @), ©
als Formen U, die entsprechenden:

fi 9, ¥, 7, {Fror, @k, (f, o1, ¥4 (9, ®)o,2, o
als Formen U’ bezeichnen. - Unter den Formen U beachte man be-
sonders das ©, unter den U’ das &', insofern © und @ in der einen
Reihe der Variablen linear sind. —

Unter den einfachen Ueberschicbungen von f, @, # sind vor-
stehend folgende nicht aufgezihlt:
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fr ¢lo, (f, Ve, (@, oy (@) ¥, O
{sowie die entsprechenden, welche sich dureh Vertanschong von «
und y ergeben). In der That sind diese Formen redycibel; die Be-
trachtung der Anfangsglieder weigt, dass sie folgende Werthe habeu:

0, - EK‘P; 93)‘—'-\?7 l{ef”,‘ '3’1{'{) dgr.

Die Form ©,

Ieh werde jetzt folgenden Satz beweisen:

Jede ganze Function der U, deven Grad in den y wm windestens
8 Embheiten griosser st als der Grad m den o, lisst sich o der Form
darstellen :

(4,0h+ B-8,
wo A eine ganze Function der U wnd der Uscberscliebungen (U, 8%,
bedeutet.  Ausgenommen ist wur dic Form y,.

In der That, weun vou y, abgesehen wird, muss jedes Glied einer
solchen ganzen Function der U entweder ein Product der Functional-
determinanten

{fs 0, (f) 99}1.07 (f7 Wit e

oder einen der folgenden Poppelfactoren enthalten:

72; T- (fl 1.');’0, T- (¢r w)t.t‘ﬁ (f: Tis,u - (97) ‘;3}2,0; ((‘P: @i",‘,a)?y
il e 7, 7t onS Al e p O ®hes, 7(f ¥
Aber die Producte der Functionaldeterminanten sind phne Weiteres
auf niedere Bildungen wuriickfihrbar und die ayfgezihlien Doppal‘
factoren lassen sich (durch Beachtung der Anfangsglieder) in folgende
Ausdriicke umsetzen, welche sich upmittelbar in der Gestalt (4, 8),,4
+ B0 schreiben lassen:

(%, 005 (HW, Bohos (g, 000—F0(f, ¢he;

3 00(F,0),0— L etO;  1hs [2(f, Oho + o O°7

— 4 (9, Phro, Oo5  —EF (T, 00,0 —F O, Th03

—@{t, O+ 10"  —(¢,0% L{[,0%)

- (f; @, 0%, 0)1,03 i — i [, 80— £ 8, fft,c:h,o;

(f, — 9,040+ 01,0

Das ausgesprochene Theorem ist also bewiesen.
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§ 6.
Umgrenzung des vollen Formensystems,

Ich behanpte non:
Jede Function V der z,y, welche sich bei den zusammengehirigen
Tkosaedersubstitutionen nicht éndert, ist eine gunze Function der Formen:

U, U, (U, e, (U,%,..

Der Beweis gestaltet sich folgendermassen einfach. Es sei der
Grad von ¥ in den z gleich p, der Grad in den y gleich », und man
habe zundchst » 2> u. So werde ich sogleich zeigen, dass ¥V in fol-
gende Gestalt gesetzt werden kann:

V=A+B-0,

wo A eine ganze Function der U und (U, ©¥),, ¢ ist, wihrend B weiter
zu_untersuchen ist. Aber B ist dann selbst eine Function, welche sich
bei den lkosaedersubstitutionen nicht indert; es ist also, wenn sein
Grad in den y grosser als sein Grad in den z oder dem letzteren gleich
ist, derselben Darstellung fihig; im umgekehrten Falle einer analogen
Darstellung durch die U’, ©. Da nun der Grad von B in den z und
y kleiner ist, als der Grad von V, so erbilt man offenbar, so vor-
wirts schliessend, das ausgesprochene Theorem, w. z. b.
Um jetzt die Gleichung:
V=A4B®
zu beweisen, betrachte ich die Ueberschiebungen von ¥V mit Potenzen
von O:
V: (V, 6)1.0: (¥, 62>?»0) """ (Vv e“).ﬂ- 0.
Von diesen ist die letzte sicher in der Form
A4 BO
darstellbar. Denn sie enthiilt nur noch die ¥ und ist also eine ganze
Yunction der 7,, 7., 73, von denen p, selbst zu den U gehbrt, wih-
rend sich y,, y; folgendermassen definiren lassen:

(24) 72 = (7, 0,0,
(25) vy = 3 ((f: )0, 93)3,0-
Bs 1st also:

(V: e”)#. o=A

und um so mehr
= A+ BO.

Jetzt sei (¥, ©%); , unter der Reihe der angegebenen Ueberschie-
bungen die erste, welche sich in der Gestalt A 4 BO darstellen Lisst;
ich will zeigen, dass 2 gleich Null sein muss. Hierzu dient der Satz
des vorigen Paragraphen.
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Wire namlich in
(¥,0%,0=A+BO
A >0, so wire im A der Grad in den y um mindestens § Eisheiten
grisser als der Grad in den z; mithin wire, nach dem vorigen Para-
graphen, A entweder y, oder es liesse sich in dje Form setzen
A= {4,0), -+ PO. Aber A ksnu nicht y, sein. Man belrachty,
am dies einzusehen, elnen Augeubhd die 1n -den z lineare Forp
(z,0)h,6. Wire (V, 04, glezch #1350 wiirde ({¥, @1y, o, {7, O) o)
cine Form von dem Grzxde 18 in den y allein sein, also verschwindey.

Das wiirde heissen, dass ,J”"ﬁ:‘z‘? nur von den y abhingig ist,
was absurd ist, da man (r, @) xxiclix‘é in Factoren wzerfillen kann™).
Also ist A == (4, 0,0 + 5O und mithi:

{V, ©%,0 == (4, )y + (H4-B:0.
Schiebt man hier beiderseits (g —4)-mal nach O tber, so folgt:

(V, 0), o= (<1, O~ H.l)u-t-i-x o

Das heisst: die Differenz \V 2] )1' Ji.10 = < 18t durch © theilbar, im
Widerspruche mit unserer Voraussetzung, der zufolge (V, ©%), , die
niedrigste Ueherschiebung war, welche sich in der Gestalt A4+ BO
darstellen liess. — Also ist 2 == 0 und ¥ selbst == A+ BO, w, 2 L.

§ 7.
Aufstellung des Formensystems.

Man erhilt jetzt das gesuchte Formensystem, wenn man unter
den U, U, (U, @6, (U, &%, nur noch di¢jenigen ausschliesst,
die sich dun,h niedere ansdriicken lassen (die reducibel sind, wie ich
gewohnlich sage). Die Betrachtung der Anfangsglieder zexgt“}, dass
folgende und nur folgende Formen reducibel sind:

ﬁil' Jedes &2 (%”y e‘),’(,; (iq)! 97«2_(,) e).’{,) (il'f w}x'ﬂ? EE)‘}‘.Q;
fir s > 1: (‘P: e’),,u; ({f: q’;l,o’ 9‘)“(31

sowie die entsprechenden, die sich durch Vertauschung von z wnd y
ergeben. ‘

Sonach bleiben die folgenden 36 Formen itbrig, welche das von
uns gesuchte volle System bilden:

*) Diese auch im Folgenden sehr wichtige Form laatet anagerechnel:
(7, O}, ¢ = ™ — 2623y, yy* — 39 2, 4, Yst + 39 20 Y — 26 iy P+ 15"
*5) Man benutze die Relationen:
{®, at)g, o= YsTs
(v, B}g'g Ll AN

Mathemstische Ansalen. XIIL 256

W
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Formensystem fiir

0 1 2 3 4 L5 16 7 8
0 ! | T | |
1 ‘ o’ ,
2 i i @ ?
8 R 4,
4 ’ ’ g x%lp)o,;
B i k' & @)0,1 %
6 T ‘ (Fs )y, 1]
7 © ; A ‘P)l,(y :
8 ‘ S C ) A 1!’}1,02 t
9 (f, e,
10 {f. ©)y,4
1 (9.0),, ‘ :
12 Y1 ;
13 (=, @),, 0 ‘
14 i (£, 9),00 )0 ?
16 ((fr t)l,Ol 9)1,0 v
17 7, 0%, 6 .
20|y, : ,
23 ((f' t)i,o*ez)z,v f : i
30}y; { { : :

In der ersten Horizontalreihe sind die Grade angegeben, welche
die Formen in den z besitzen; die Grade in den y stehen in der ersten
Verticalreihe.

Wie man sieht, sind alle Formen zugleich Covarianten von [
Da aber umgekehrt jede Covariante von f nothwendig zu den von uns
betrachteten Formen gebdrt, so giebt die vorstehende Tabelle zugleich
das volle Systems der Covarianten, welches die. Form [ bestizt.

§ 8.
Relationen zwischen den Formen des Systems.

Jede ganze Function ¥ der z, y, welche sich bel den Tkosaeder-
substitutionen nicht indert, ist eine ganze Function der Formen des
Systems. Aber man kann die Art dieser Darstellung noch einschrinken,
wenn man die Betrachtungen weiter verfolgt, durch die im § 6. die
Vollstindigkeit des Systems erschlossen wurde. Ich will dies hier nur
in dem besonderen Falle thun, in welchem der Grad in den y von dem
Grade in den z hbdchstens um 6 Einheiten verschieden ist, und zwar
sei, wie ich zundichst ammehmen will, sofern tiberhanpt eine Differenz
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das lkosaeder.

3 0 w0 1. ouowl o E

| r : v ¥
j 0% (tl,‘f, o1 0%, ¢

{f,e')(,,,_ : P : *(fn "“30, 1‘0")0,1% x ;

(’fr -2 ’e‘)O.I

besteht, der Grad in den y der grossere. Dann kanp man nach § 6.

schretben:
V=A+B-0,
wo A eine ganze Function der U, (U, )., 4 bedeutet. Nun ist aber
bei allen (U, ©),,q, wie die vorstchende Tabelle zeigt, der Grad in
den y um mehr als 6 BEinheiten grosser, als der Grad in den xj die
(U, ©,,, konnen also ip A nicht auftreten, ebensowenig wie ¢, Loter
den Producten solcher U7, welche in den z und y verschiedenen Grad
haben, kommen aus demselben Grunde bochstens die Producte der Fane-
tionaldeterminanten (f, @h.o, (/s ¥h,0, {f, Th o in Betraght; aber pie
sind, wie schon oben bergerkt, reducibel. Daber also haben wir den Sata:
A enthilt neben f, @, ¥ nur noch hichstens livedr :
, (9, %a, ([0, (fs o, () o
Untersuchen wir jetzt B. Sein Grad in den y ist nicht grosser
als sein Grad in den z, aber hochstens um 6 Eipheiten kleiner, B ist
daher derselben Darstellung fihig wic V, pur dass die U7 an die
Stelle der U getreten sjnd:
B=A +B-8.

2WH*
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Die Function B’ lisst sich wieder wie das urspringliche ¥V be-

handelu, und so weiter fort. Beachtet man jetzt, dass
00 = fy — 8 ¢°, .

s0 sieht man, dass schliesslich folgende Darstellung von ¥ resultiri:
V=P+ F-0O.

Hier sind P, P’ ganze Functionen von f, @, ¥, welche einige der

Funetionen

T, (@ ke, (FHoho, (LHohoe, (Foho,
resp. der Functionen

%, (9 Qo (F 9, (H¥k, (F7%,
abér diese nur linear enthalten kinnen.

Die analoge Darstellung:
V=¢+¢- 0

ergiebt sich natéirlich, weun der Grad von V in den z nicht kleiner
als der Grad in den y ist.

Hat ¥V gleichen Grad in den z und y, so lisst es sich sowohl in
der einen als in der anderen Form darstellen. Dann ist P, bez. Q°
cine Function von f, ¢, ¥ ‘allein, und P’ resp. @ ist nothwendig
gleich einer Fuuction von [, ¢, v, multiplicirt mit (f, '), oder
{f, Th,o. Non ist:

(26) (£, 2010 + (£, 70,00 =9fp — 1 ¢

Fithren wir also folgende Bezeichnung ein, die spiiterhin immer fest-
gehalten werden soll:

(20 A== {(f7):10—([,1),0

s0 haben wir folgenden Sats:

Alle Functionen V, welche gleichen Grad in den z wind y besitzen,
sind ganze Functionen von f, @, v und A.

Bei Vertauschung von x und y dndert A sein Vorzeichen, wihrend
fi @, ¥ ungeiindert bleiben. Daher:

Alle Functionen V', welche bei Vertauschung von z und y unge-
dgndert bleiben, sind ganze Functionen von f, ¢, ¥ allein.

Insbesondere aber ist A% eine ganze Function von [, ¢, ¢; vergl.
Formel (30) des folgenden Paragraphen.

§ 0
Associirte Formen.
Ich behaupte jetzt:
Alle Formen des -Systems lassen sich rational darstellen durch
folgende fiinf Functiones:
£ 4 (f » t)i. o

f. 9 @, v T =6
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ztbischen denen die cine Relation besteht :
(28) L — Me+ N=0.
Hier ist:

‘ L=00 =/y— 8¢
(29) M= ()00 + (70010 =9f3p — {¢*,

I IN = 9(f,ho(fit )1 = —21f — 8¢ 4 Ofpy,
und

B0) ¥ M —4L N = /3" — 20695 32079 $— 90 94— 155 T o'+ 108 *p
= (£,7)1,00'— (£, 7)1 O0=A4,
wo A die im vorigen Paragraphen eingefiihrte Grosse bedeutet.
Zum Beweise betrachte man zuniichst die Formel:

(31 © (fy—8¢°) = 0 Be*—Ifgy) — 3¢*6(f, 7)1,
die sich am einfachsten ans den sogleich aufzustellenden Relationen durch
Elimination ergiebt. Sie gestattet, wie man sieht, r und also 6 und

{f, Th,0 rational durch f, @, ¥, %», ¢ darzustellen. Berechnen wir ferner

Yis V2> ¥a- Man findet (immer durch die Betrachtung geeigneter An-
fangsglieder):

(32) = 9({f, o) — 2T [*
und diese Formel giebt »,. Man hat sodann fiir p,:
(33) tyy = ({7, O)0)® — 37,0%

und fiir das hier anftretende (v, ©) 0 folgende zwei Formely, die ich
beide hersetze, da ich sie spiter benutze;
{ [0 =g(r, )+ 7 ¥,

1{z, Oho + 30(f, the=— 8y9.
Man entnimmt endlich den Werth von y, einer beliebigen der folgen-
den beiden Formeln:
(35) { frs=10(z,0)0+ 7,0 - 31 72 (1) Ohe, -

@y, =0z, O)e + 37, {f; Tho (7, Oln,0 4 307,710,
Nebmen wir nun nachstehende Formel fiir (@, ®):o binzu:
(36) 872 (9, )0 + 107 =y, (16¢* — 8f¥),
so gelingt es, die noch Gbrigen Formen des Bystems, bei denen der
Grad in den y grosser als der (irad in den z ist:
h @y (V05 (005 (9,005 (I, Firos Blnes
{F, ©)1,00 Oho;  (fs %205 ((fs Thoos €%z,

durch  blosse Anwendung des Ideptititssatzes auszudriicken. Man
hat 2. B.:

(34)
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(f; ‘ﬁ)g'o T qN:f_‘, l’)’g,o — f(lp, 15')1,0, und (t}), 17)1,0, welches nicht
dem Systeme angehort, gleich — {} 6,

(&1))] ({f, B0, Ohno - == O (L, Do, se + Fitdhe (f:e)x,o und
{{t6%h,0, F)r,0 gleich — %_,
und so fort,

Die Formen, deren Grad in den x grosser ist als der Grad in
den v, sind ebeufalls sofort erledigt. Denn sie lassen sich, dem Voran-
stehenden entsprechend, jedenfalls durch £, @, ¢, 7, ©', (f, )1 rational
ausdriicken upd diese filhren auf f, @, ¥, v, ©, {f, ¥)1,¢ zoriiek durch die
Formeln:

J 1t’=4q)2 - 3/"”)
(38) 00 =fv — S¢?,
l e (i1 == —27f — 8g* 4+ Uf py,

vor denen die beiden letzten bereits oben benutzt wurden.

Hiermit ist der Beweis unserer Bebauptung erbracht. Fiigen wir
nun noch zu, dass solche rationale Functionen der Formen des Systems,
welche ju den z und y denselben Grad haben, in f, ¢, ¢, ¢ rational
sind. Denn »éw ist unter den fiinf associirten Formen die einzige,
welche in den « und den y nicht denselben Grad hat.

Ein Beispiel hierfiir, welches ich spiter benutze, ist dieses. Man
findet aus (32), (33):

(z, 9?1 0 5 a3
(39) 7'2 ( /l ~—~ . 7: )_.
AN S
'l
und hier ist rechter Hand vermbge der Formelu (34):
. {0 4 o 8fp -+ 3pc
(40) T TR e
‘ S L bt i 4
(1) Nt [<+scq?
o 4 {Uhe)a) - O {t,05 4
42 g A0l gnm O 8O,
) # =4 n' ¥ ¥ v
Ich fige noch folgende Relation hinza, die sich aus Gl (35) ergiebt:
8 (1.0),, & e,, o
wy  Omw TH Ty or
) 7y L4

Hier trelen rechis neben ¢, f, @ wieder nur diejenigen Ausdriicke auf,
die in (40), (41) berechnet sind.
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Abschuitt IL,
Tetraedersubstitionen.

§ 1.
Definition .der Tetraedersubstitutionen.

In der Gruppe der 120 Ikosaedersubstitutionen giebt es Unter-
gruppen, welche dem Zefracdertypus angehoren. Eine derselben, mit
der wir uns insbesondere beschiftigen wollen®), ist durch nachstehende
Formeln gegeben; sie verwandelt y,, y, der Keihe nach in folgende
24 Ausdriicke:

:tle iy'.':

F 4., o,
it S o VSR el Xl of i)
oo o ghd L. PO T ’
(1) 4 . ‘

IIEAUE L0l ot TSN Tk Ul o £ 28

——— { — 221 ’ —_— f - Eﬁi ’

ey, — e (Y (1 -+ )4 #y 5

\ F ft_ éj; ’ iy' 1 - gt =, [A=1,2,5,4).

Ungeindert bleiben bei diesen Substitutionen, wie bekannt, drei Haupt-
formen, welche in unserem Falle folgende Gestalt annehmen.

°

@) 6= +29,°% — 5y %" — 5y, ' — 20,9+
=+ — 2 (e+ V95, — 1.7 0 —2E+ S vy — ),

(B) Fo=—1(g> 9)or=0" 4" 10,0+ Ty 1~ Ty * 9.+ Ty, "
Y ¥ Y= (0 Y y..,{l-}-é)?—s"'yz"')(y,?—y! gy (187 — 23y, %)

(1 9V — ey (Y, 9, (L6 —e,)

(4) go==(g,,92) =119, 4 B4y, "y, + 66y, 'y, 4220y, 95— 165y, y,*
+ 264 y,7 y,° 4 934 y,0 1) - 264 y0y" — 10Dy ty,t — 220y, P y,"
+ 66y, !0 — 8y, 3," — 1y,

Zwischen ihnen besteht die Relation:

®) g7 = 2569, — 1309,

Alle anderen ganzen Functionen von y,, ¥,, die bei den Substitutionen

(1) ungedndert bleiben, sind ganze Functionen von g, g,, 4,
Neben den Variablen y,, y, betrachte wman jetzt andere Varisble

*) Die Substitutionen der anderen Tetraedergruppen erhilt man, wenn wman,
enter » eine beliebige der Zahlen 1, 2, 3, 4 verstanden, in die Formeln (1) stait
9,, ¥, eintragt *y,, &7y, und die so entstehenden Ausdriicke "y, bez &7y,
gleichsetzt.
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%, %, Sie werden denjenigen Substitutionen unterworfen, welche
aus (1) entstehen, wenn man ¢ in & verwandelt. Dadurch gehen
#,, %, der Reihe nach in folgende 24 Ausdriicke Uber:

+ %, %,
+ &, +2,
o (F 4 ) + 2, + @ — 2 (& + )
:i:" ”"'m'wz'l’:m;:?}’”” AL S T B ?
(6) i .
g+ Fetle - a—n e d)
i 1 . A H I L l\—-. Jeh :
22, 42 22y 42 .
—— Ly & Z {14+ .
4 !‘”(:“‘{;;”2“% ] i ""< -t )54 - ; D‘ = 1: 2} 3: 4]'
] - —

Wie man sieht, stimmt die Gesammtheit der Ausdriicke (6) mit der
Gesammtheit der Ausdriicke (1) Gberein.

Nun frage man wieder nach allen homogenen ganzen Functionen
der y,, ¥, und z,, z,, welche ungeindert bleiben, wenn man gleich-
zeitig auf die y die Substitutionen (1), auf die z die Substitutionen
(6) auwendet. Ich will im Folgenden der Kiirze wegen solche Fune-
tionen, als Tetraederformen bezeichnen, wihrend ich die Ausdriicke,
mit denen sich der vorige Abschnitt beschiftigte, Ilosacderformen
nennen werde.

Von Tetraederformen kennen wir Auuachst 915 Jas ¢4, und ihnen
kéunnen wir sofort drei andere, ¢, 9., ¢;, hinzuftigen, die sich aus
den ¢ Iis Jav G durch Vertanschung der z und y ergeben. Denn der

im vorigen Abschbnitte so genannte Process blexbt offenbar hier in
Gltigkeit.

§ 2.
Das volle System der Tetraederformen.

Beginnen wir wieder damit, diejenige Tetraederform zu suchen,
welche in den z und den y gleichzeitig vom niedrigsten Grade ist:
Dies wird, wie sich sofort ergiebt, eine bilinearc Form, und in diesem
Umstaude ist es begriindet, dass die hier zu entwickelnden Verhilt-
nisge sehr viel einfacher sind, als die analogen des vorigen Abschnities.
-~ Man betrachte zunichst nur diejenigen Substitutionen (1) und (6),
welche y,, ¥, i —y,, ¥, wnd z,, , in — z,, z, Gberfihren. Durch
sie bleibt, fiir belicbigen Werth von ¢, die bilineare Form ungeindert:

(— 412+ 4.2) — ¢ (4, 2+ ¥.2,).
Nimmt man nun irgend zwei entsprechende weitere Substitutionen (1)
und (6) hineu und verlangt, dass die Form nach wie vor ungeindert
bleibe, s0 ergiebt sich c== 1, und diese Bestimmung erweist sich
dann auch als ausreichend. Wir haben somit als cinfachste Form die
folgende:
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(M =y (& +2) 4 (2, — &)

Da wir nun alle Tetraederformen kennen, welche y allein ent-
halten, so ergiebt sich jetzt das volle System der Tetraederformen
nach den Principien der Imvariantentheorie mit einem Schlage. Dus
volle System wmfasst neben

91y 92 93, X
nur noch die Ueberschicbungen:

(Gis 2W0ss (Gay Bhosr (955 l«’)&n
wo s im ersten Falle von 1 bis 6, im zweiten von 1 bis 8, im dritien
von 1 bis 12 lduft.

Dies sind im Ganzen 20 Formen. Reducibele sind unter ibnen
nicht mehr vorhanden.

Will man nur solche Tetraederformen betrachien, die in deny x
und y denselben Grad haben, so ergiebt sich, dass sie ganse Fupctionen
vor %, (915 1205 (925 2oss (95 100 Sind.

Beschrinkt man sich auf rationale Daratellunq, so  genligh es,
neben 1, (95, 1%)0,3, (g,, as (U5 26,6 eine cmage Form aunszuw ahlm,
bei welcher der Grad in den z von dem Grade in den ¥ um zwei Ein-
heiten verschieden ist, z. B. {g,, t%,2. 4wischen diesen funf associirten
Formen besteht dann vur eine Relation, welche allein die vier ersten
betrifit nnd in (g,, 1% vom zweiten Grade ist. Bei der rationalen
Darsteilung solcher (ganzer oder gebrochener) Tetraederfunctionen, die
in den z und y denselben Grad haben, werden g, (g9,, 20,3, (92, X')o.4»
(45, %0 allein benutzt.

§ 3.
Die Ikosaederformen sind Tetraederformen.

Da die Substitutionen (1) und (6) nur einen Theil der zusammen-
gehirigen lkosaedersubstitutionen des vorigen Abschnittes ausmachen,
so sind alle Tkosaederformen selly.;tveratandhch Tetraederformen. Man
wird verlangen, sie durch die Formen des soeben aufgestellten vollen
Systems auszudriicken. [ch will dies hier fir die einfachsten Formen
ansfithren.

a) Tkosaederformen, welche bloss die y enthalten. Es sind dies y,,
71 ¥33 sie werden ganze Functionen von g, #,, 9;- Man findet durch
Vergleich der Anfangsglieder:

8 128y, == 9+ 11y,
) Py = 9,9, — 37:9s,
(10) 7s=g" — 1097, + 454,7,".

In (9) und (10} habe ich rechts y, stehen lassen, weil sich mit jhm
bei der von uns festgehaltenen Wahi der Verinderlichen am bequemsten
rechnet. Denn man hat wieder das Princip: Ordnet man dic Tetracder-
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formen mack Potenzen von y;, bes. y,, so ist die Differenz zweier
Tetraederformen mit demsclben Anfangsgliede durch y; theilbar.

Durch Elimination ergeben sich aus den Gleichungen (8), (9),
(10) folgende weitere, die ich spiter gebrauche und daher gleich
hier notire:

(11} 7: = g." — 40y 9, + 5¥2 128,
(12) .20y = 050" — By 73979 — 1309,°1.9, 9,
by Tkosaederformen gleichen Grades in den x und y. Man findet:
{13) f=— 30, s — L1
(14) @ =—14 {9 1o+ 32+ A
(15) b=—p —~5fg' +Dgy.

Um A zu berechuen, schiebe man iber die letzte Formel einmal
(f, @n in Bezug auf die y, ein anderes Mal (¥, @): in Bezug auf
die . So kommt:
B+2f1— @) (/. P00 Loy = — “313((f, q)}l,o;f)o,l“ 1x({f; Ph,0, Plox
+ (s o ¥}
W H2(1—) (£, 91, Vo=~ {32(f; Plo.rs o~ 41, Pho,1, P
4, ¥o,1, Who b
Zieht man diese beiden Formeln von einander ab, so entstehen rechts
die lkosaederformen:
(f, @, o — ((f @loss o,
({fa ¢}l,03 (P)O,! il (\f} @)0,1) @)!,0)
((1; ?)1_0) w)(}.l "" ((ft 31’)0,1; ")1,0*
Dieselben haben in den z und y die Grade (8), (9), (10) und wechseln
bei Veriauschung von 2 und y ihr Zeichen. Daher verschwinden die
beiden ersten ‘identisch und die letzte hat den Werth CA, wo €
numerisch ist. — Linker Hand entsteht die Tetraederform:
({(F Ph0s L — (s Phoss Do,
und da sie hinsichilich der z und y symmetrischer ist, . als die im
Systeme aufgezihlte Form (g;, 1*),6, mit der sie den Grad in 2 und y
gemein hat, so will ich statt letaterer die neue Form in das System

aufnehmen und dementsprechend mit einem besonderen Buchstaben
bezeichnen:

(16) V = ({f, ®los Lot — (Fs P> Dyo-
Man hat also:
{17 @' +2f1—9)V="C4,

und € durch Vergleich eines Gliedes:
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§ 4.
Umgestaltung des Systems der Tetraederformen mit Hilfe der
Tkosaederformen.
Den letzten Entwickelungen zufolge kann man im Systeme der
Tetraederformen (g,, 3%, durch £, (9., x4 durch @, (9;, "),c durch

¢ ersetzen. Das System nimmt dann diejenige Gestalt an, welche dfe
nachstehende Tabelle aufweist.

Formensystem des Tetraeders.

D e O % w D P s W T O w
e e

Die erste Horizontalreihe glebt wieder die Grade in den z, die erste
Verticalreihe die Grade in den 4.
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Die Formen g,, g,, 9 sind jetzt definirt als (f; o5, (@, 10w,
(V, 2%.6, und entsprechend die g/, g, g;. Aber natiirlich kann man
sie in mannigfachster Wexse als Ueberschiebungen von Tkosaederformen
mit Potenzen von y darstellen. Man hat z B. (was ich spiter

gebrauche):

(‘18) g = {©, V10

(19 — 19> = (¥, O,0, Ph.0,

und also*®) folgende Formel:

(20) V2= —©-9:0,— (v,0)16 9.
§ 5.

Associirte Formen.

Nach Formel (17) kann man ¥ durch f, ¢,y und A, und also

auch durch [, @, x und das im vorigen Abschnitte eingefithrie ¢ = («f}-:_))’ L

rational ausdriicken. Wir konnen ferner unter die associirten Formen
statt (gy, 1°)o2 die Ueberschiebung (f, z)1,0 aufnehmen. Dann haben
wir also den Satz:

Alle Tetraederformen sind rationale Functionen von f, ¢, ¢, 2, tf, D10

Die einzige zwischen diesen Formen bestehende Relation ist die
alte des vorigen Abschnittes, welche ¢ durch f, @, ¢ ausdrickt. —

Beschrankt man sich auf Tetraederformen gleichen Grades in z
und ¥, so kommt selbstverstindlich (f, 1)i.c noch in Wegfall.

Ich will beispielsweise die beiden Functionen “I und -Q’;@fi-,
welche beide gleichen Grad in den x und den y beaxtzen ansrecl!n;en
Zu dem Zwecke schiebe man r iber die Gleichung (15):

v=—1 =31 +591
und beachts, dass:
(£ithe=¢0, (@,the=— 1[0, (@, 1),v=— 0.
So kommt:
1) oo S8 T30 91
= ) A —igg+ v

Nun beputze man die Identititen:
O(r, ho=1200h¢+ (0, o»
@ e (7, tho = 1(7, (7, Ohols,0 + 7 {(t, Oliy0, L0,
*} Vermoge der Identitit:
27 Ok gr 8} == {1, 0} 4 (12 O o+ O {5, Ol g, Ty 0
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und ersetze (1,{7, ©),,4), o durch seinen Werth 3¢, 0;{0, 2)1,4, ({t, 1,0, Ihe
pach Formel (18), (19) durch g,, — ¢,4,. So ergiebt sich:

or. 383/~ 91

Y - v - (g, O
(22 g, T g TE e
re l Vef ?
Ber+ 37—
P e\
(25‘) _E[,Qgi’_{i= /176 Ei “'1_? 3ff‘—4q)z+¢ 'i"i?ll
Y273 Tyers ,

Hier treten rechter Hand neben f, ¢, ¢, 3, ¢ nur solche Grissen auf,
die in § 9. des vorigen Abschnittes als Function von f, @, ¥, ¢ aus-
gerechnet worden sind; v selbst ist aber durch Formel (13) in [, ¢, 2
gegeben,

Jeh will noch die Formel anschreiben, die sich durch Division
von {22) und (23) ergiebt; sie lautet:

e’ +5f¢F — @y
. ,0)
(24) gt '8, .(1 O s dgy e TN
N ¥s 'fs et 3fr— oy
Oy iy gzt Tzl 0]’ ¢

Abschnitt 1IL
Die Auflésung der Gleichungen vom fiinften Grade,

Die Entwickelungen des ersten und zweiten Abschnittes gestatien
Jetzt, die allgemeine Gleichung fiinften Grades i mannigfacher Weige
zu l6sen, indem man letztere entweder auf eine Ihosaedergleichuny
zuriickfithrt oder auf eine solche Gleichung vom fiinften Grade, dic
aur cinen Parameer enthilt. Von letzterem betrachte ich nur solche,
die schon bei Hermite und Brioschi (resp. Kronecker) oder in
der Klein'schen Arbeit vorkommen*); ich bemerke aber ausdriicklich,
dass die vorangehenden Betrachtungen weiter rejchen, indem sie z. B.
alle Gleickungen finften Grades sufstellen und discutiren lassep, vou
denen die verschiedenen Tetraederformen abhingen.

& 1.
Die Gleichung finften Grades fir das g
Durch quadratische (Tschirnhaugen-) Trapsformation kann mau
aus einer Gleichung fiinften Grades die beiden Glieder wegschaffen,

welche die vierte und die dritte Potenz der Unbekannten enthalten.
Eine so vereinfachte Gleichung kommt aber im vorigen Abschnitte

¢ Auf letztere verweise ich zomal auch wegen der Literatur. Siehe itbrigens
Brioschi's Darstellung in diesen Annalen Bd. XIII, p. 109 ff.
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vor: sie wird durch die Formel (15) daselbst geliefert, wenn man in
ibr £, @, ¥ als gegeben, z als Unbekannte ansieht:

) 2 +5fr — by — ¥ =0.
Wendet man auf die x, y, in denen das y vermdge der Formel
2 1= — 4 @& +2)+ 9 (€—z)

ausgedriickt ist, die 120 zusammengehbrigen lkosaedersubstitutionen
an, so entstehen die funf Wurzeln, welche (1) besitzt; sie lanten:
3 H=—Ezy + £ ay, — Sy — 7 5,y,.

Das Differenzenproduct dieser g, ist keine andere Function als das im
ersten Abschnitte eingefiihrte A. In der That stimmti die Formel (30}
des ersten Abschnittes iiberein mit derjenigen, welche in bekannter
Weise die Discriminante von (1) durch die Coefficienten f, @, v
ausdriiekt,

Denken wir uns also bei der Gleichung (1) die Coefficienten f, @, ¥
und die Quadratwurzel aus der Discriminante gegeben, so hennen wir
die 1kosaederformen [, @, ¥, ¢, durck welche sich alle anderen Iosaeder-
formen gleichen Grades in z und y rational ausdricken lassen.

Ikosaederformen, welche nicht gleichen Grad in den z und deny
besitzen, sind rationale Fuuctionen von f, ¢, ¢, cund 3. Letzteres
spielt, wenn man von der Gleichung (1) ausgeht, die Rolle eines will-
kilrlichen Proportionalititsfactors; doch will ich den hiermit ange-
deuteten Gesichtspunkt im Nachstehenden nicht weiter verfolgen.

§2
Zurickfihrong auf eine Ikosaedergleichung.

Um die Gleichung {1) auf eine Tkosaedergleichung zuriickzufiihren,
benutze man einfach die Rechnungen des neunten Paragraphen des
ersten Abschnitts, Man berechne zuvbrderst die drei Ausdriicke:

Bfo+3ve  pp =S¢ Sy 8¢+ 9fpp3yie
4 3eq ! ffiscg 7 7 AR 11

-

Dann hat man fir z; sofort die Tkesaedergleschung:

e (A-3B)
(4) 7 C
Hat man sie auf irgend etne Weise dureh Reihenentywickelung gelost,
50 berechne man (Formel (2}, (3; des zweiten Absehnitts):
) g:f“' = :; 5,00+ =07 (17— 4 1+ &7 — ' 9)
A = A EF — 20 0 - g (L P — 2y,
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Y272

6 2o H(y, 418 (14— 2y.7)

B A LA i T N R T S R s OB
Dann giebt die Gleichung (20) desselben Abschnitts:
, gy — A BN . B%RY
(7) x ’ Tz D y27s 7
wo A der soeben berechnete Ausdruck ist und
D= Oy, AB 4} 3¢AB-36fB
7 L4
(nach Gleh. (41) des vorigen Abschnittes).
Die Gleichung (T) driickt also y durch eine Wurzel der Ikosacder-
gleichung (4) und die bekanwien Grissep aus.
Die iibrigen Wurzeln g, erhidlt man sofort, wenn man y,, y, in
allen Formeln durch &y,, vy, ersetzt.

§ 3.
Gleichungen finften Grades mit sinem Parameter.
Will man nicht explicite auf die lkosaedergleichung zuriickgehen,

so bietet der zweite Abschnitt folgende Normalformen von Gleichungen
fénften Grades mit nur einem Parameter. Es sel

3
(8) we= I = B g HRIC
Vy‘ 72 V2¥s

Dann haben wir fiir sie nach den Formeln (10), (11}, (12) des vorigen
Abschaitts unmittelbar folgende Gleichungen:

9) u® — 10w + 4du — , ‘, i
3
3
19 .;'?.5 v 4002 5o - 1 = 0,
H
" Y s 50 135 B L B
(11) v Y 5 i 133- s ¥ i 0,

in denen fiir ¥ y -~ der soeben berechuete Werth einzutragen ist und p,
der Relation (5) des ersten Abschnitts:
vt =yt A 128y

zu entnehmen ist. Hier giebt Formel (9) die Brioschi'sche Resol-
vente, Formel (10} und (11} fallen mit denjenigen zusammen, die
Klein auf pag. 523, 524 seiner Arbeit entwickelt hat.

Die Werthe von u, v, w in 7 und den bekannten Grbssen, d. h.
die Transformatiousformeln, welche die vorgelegte Gleichung (1) in
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die Normalformen (9}, (10), (11) verwandeln, ergeben sich aus den
Formeln (22), (23), (24) des vorigen Abschnitts. Man setze:
o 3L E 3 — 01
3 —~dgz+y
Dann hat man, unter Benutzung der im vorigen Paragraphen einge-

fithrten Bezeichnung:

¢ 33+ 472
(12) “=_VB‘ A:'i"Bé’
iy — AI—*—B‘
(13 b= T AT 3B

B 3 AZ
(14) we= 3. BEFAE

Um umgekehrt y durch » oder v auszudriicken, beachte man, dass
aus Formel () des zweiten Abschnitts folgt:
1

nud also
i VB I
{10) W == 5 u"b—.‘&.

Man getze ferner einen Augenblick » an die Stelle von y und also
die Gleichung (10) an die Stelle von (1). Dann wird:

1 »
tn © = i

Es ist hiernach 1w als Funetion von », und ¢ und w2 als Functionen
von o definirt. Den verlangten Ausdruck fiir y ergiebt jetzt die schon
soeben benutzte Formel (205 des vorigen Abschnitts.

Man hat cinfach:
(19) g=—Av— Dw=4FVEx.
Will mun die dbrigen Warzeln g, berechnen, so hat man « oder v
durch eine der anderen Wurzeln von (9) resp. (10) zu ersetzen,

§ 3.
Die Jerrard’sche Form.

Die sogenannte Jerrard'sche Form gebdrt nicht zu den Glei-
chungen fiinften Grades mit einem Parameter, zu welchen die Be-
trachtung des Ikosaeders unmittelbar fithrt. Vielmehr miisste man, um
zu ihr zu gelangen eine cubische Gleichung auflosen, deren Coefficien-

ten in - rational sind*). Aber sie kann ohne Weiteres als Special-

*) Cf. die Klein"sche Arbeit, pag. 525.
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fall der Gleichung (1) betrachtet werden. In Polge dessen gestatten
unsere Formeln, wie jetzt gezeigt werden soll, die Transformation der
Gleichung (1) auf die Jerrard'sche Form und die Losung der Glei-
chung (1) durch die Hermite'schen Formeln explicite anzugeben,
lch gehe hieranf um so lieber ein, zls die Hermite'sche Losung der
Gleichungen fiinften Grades die bekannteste ist und man bei neuen
Methoden zweckmiissigerweise verlangt, den Zusammenhang mit den
dlteren aufzuweisen.

Hermite's Formeln, etwas umgestellt, sind diese. K sei:

% 4 x't=1 K_— = b S
+ ? Vl—x*z.m’ 71-x*am’

— g .
g=e K ==¢re,
so dass

Ve=y2 Vg g =9().

Setzt man dann:

o@)=(9(2)+96a) (541 - o5 9)) (0 (452) - o (%)),
so hat man folgende Gleichuny:

— 2000w % & — 1600)/5 - ' $ 1t (14 %%) = 0.
Umgekehrt also lassen sich die Wurzeln von:

(20) B — Bxdh — 2wt AT

S }/”
folgendermassen durch elliptische Funclionen darstellen:
21 Jy = Bloct 162

(21 N

Vergleicht man jetzt punichst die Gleichung (20) mit der all-
gemeinen:

2+ 51 —dor+ v =0,
s0 hat man
f= 07 P = x"‘y P 27"4 . '*1‘:;/::1{-

z
Es wird also die quadratische Gleichung fiir das ¢:
182 = 3142 4 Zxx't =0,
Die Wurzeln dieser Gleichung sind
Mathematische Annalen. XIIL 28
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ich ‘wihle die leiztere
(22) €= G
Dann bekomme ich:

@3) 2 16 (bl
b

g2 ?
9 -k ! Rl AR e 1. LI
@9 v =1 iFierw { Vx ht = 2-41:—;—}’2(1-;-22)}’

- L 1 .
@) w =T AR s P

Bl Biexh %
2Vx  2whdVa 14y’

(26) h==~2--’%.ﬁ fv —_ (1—34x+2t)uw].
x

§ 5.
Die Jerrard’sche Transformation und die Auflésong der allgemeinen
Glejchung fiinften Grades durch die Hermite’schen Formeln.

Man betrachte jetzt die Gesammtheit der zweifach unendlich vielen
Gleichungen :
A+ —dex+ ¥ =0,

welche dasselbe —g}%, oder, was auf das Gleiche hinauskommt, dasseibe

%1; und dasselbe © und w besitzen. Unter ihpen finden sich mehrere
1

Jerrard-Hermite'sche Gleichungen. Um also die allgemeine Glei-
chung

5 —d%9r+ =0
in die Jerrard-Hermite'sche Form zu transformiren, bietet sich
jetet der Weg, zwischen den Formeln des § 3. und § 4. unter Voraus-

- 3 - - -
selsung gleichen —1{5; das v, w zu climiniven.
1

Vor allen Dingen also berechne man x® aus der Formel:

20 2 w'_fé’_:&é}i%: _ 16, (i
. v iy &

und ersetze nun in den Gleichungen:

(26) Boe—2. i';;“f o — -5 a—st2tat)u],

(19) g o= — A0 - Do,
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die v, % das eine Mal durch ihre Ausdriicke in g, ¢, 4, B, G, D, Z,
das andere Mal durch thre Ausdriicke in 2, k. So kommt:
g 1A

(28) h=:~- V;B { §A+ ;}’?‘ (1«34:&-’4—:‘*)}

+ {B + iﬁﬁ (1—34u*+x%) - Z%}:

. Ax 1 142 _BA2eh

> __ Ax §2 VPR o o1 i

()9) Y4 4+ Il T Yy 4y "h’/x-{r—aﬁ—é—l{
—p.2 1 (3Vx 1 Btk

a1 (T —sdnix) }1-{-1’- B )V’ .hVu-{—u'—{-!"

Die erste dieser Formeln ist die Jerrardsche Transformation, die
zweite giebt die Auflosung von (1) durch die Hermite'schen Formeln.

Man hat also, wenn man letztere verwenden will, zar Auflésung
der Gleichung

© A —S9r+v=0

folgende Rechnungen auszufiihren, die ich hier noch einmal zusam-
menstelle:

1) Man berechne ¢ aus der Gleichung:

(fo—8g%)¢ — (9f g—iut)e + STL 8T 9% g
und 4, B, C, D aus den Formeln:
8fp+3cy
A=—"Fiic
B B Llv
7iFscg
—8¢°+9fgy + Bew?
¥ ace ’

D= AB*+3cAB +30fB
‘ i

2) Man bestimme x* aus der algebraisch losbaren Gleichung sechsten
Grades:
16 . (At 1inl4xty A?—3B)
- 3y’ = ¢ 7

3) ¢ aus der Formel:

Vi=v27q :—-‘%5; e == (@)}

i
>,

promyey

0%
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4}k, aus der Gleichung:

o nd IS 6 1 16(v 1] 6{v i
hy=2Y5 u {cy{om}—{-@(“’ +; k4 }z.p(“"{" 5‘~”+ 1)_.9,(?:*11_{;(“'*:.@)}

Hp(BE2EY) — g (),

(3
Dann ist:
5) gymm e A% 1 folt P e S LI
%) % T iarwi? oy, BTV V;+x2+x}
_p¥et 1 3. Vx L edf2xhy .
4 (I—i—ldn’-f—w‘}(lm.‘iztu’—{-u‘){ I+x9_g[/;-2h7}/::;_u:+;§

Erlangen, im Januar 1878.



