
Ueber  eine e indeu t ige  E n t w i c k e l u n g  yon Zahlen in eine 

unend l i che  Reihe.  

Von 

J.  LiJaoT~ in ~Itinchen. 

Im Folgenden erlaube ich mir eine eigenthiimliche Darstellung 
aller positiven Zahlen, die Eins nicht fiberschreiten, darzulegen~ auf 
die ich l~am, als ich, angeregt durch die Entdeckungen G. C a n t o r ' s ,  
reich mit der Abbildung yon Mannigfal~igkeiten verschiedener Dimen~ 
sionen aufeinander besch~iftigte. 

, 

l eutweder eine ganze Ist a eine Zahl > 0  aber ~ l ,  so ist a 

Zahl g,  also 
1 
g~ 

oder es liegt.zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen g~ 
und gj -+- 1, so dass man 

1 
a - -  g l + I  A-a '  

se~zen kann,  wobei a" > 0 ist. Welt abet dann 
I 1 - - ~ a > ~  

gt glut -1  ~ 
ist 

�9 1 
a ~ gt(gl-4-1) 

und 
a'gl (gl -'k 1) ~ al < 1. 

Dies liefert die Gleichung 
1 a I 

a = g,---+-i- "+- g~ (g, + 1) 

Da a~ positiv und < 1 ist, so ist es entweder ~ -~., wo g' eine ganze 

Zahl oder man kantl es, wie eben a, mit H~ilfe einer ganzen Zahl g2 
und eines echten Bruches a 2 ausdrficken dutch die Gleichung 
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�9 1 t/2 
at ~ g=-{-1 -[- g=(g=-{-1)" 

Also ergieb~ sich en~weder 

1 l 1 ! 
g t ' 4 - 1  "F" g , ( g l . ~ _ l )  " ~ r  

o~er 

1 1 a 2 

a ~-  ~ ~ gl(gt-4-1)(g~+l) "-~ g, igtA- 1) g~(g2-t- 1) 

Im tetzten Falle kann man auf  a 2 dieselbe Betrachtung anwenden and 
in dieser Weise so lange fortfahren, bis man auf eine reciproke ganze 
Zahl kommt,  was aber manchmal niemals einf.rit~. 

Bezeichnet man,  uater  gl g 2 " ' ' g , ,  g ganze Zahlen vers~nden,  
der Kfirze wegen �9 

1 mit  /~ (gl, g,-, " " ", g~), 
g, (g, + ~) g~(g, + 1 ) . . .  g~ (gp + 1) 

~ [ g J , ~ , ' " , g p )  mit Q(gt ,  g2, " " ", gp, g) ,  g + l  

i mi~ QO), 
g + i  

so ergiebt sich also Ftir a entweder die Gleiehung 

( l)  a ~-  Q(g,) + Q(gl, g2) -{- Q(gl ,  g : ,  ga) -~-" "" -~ Q(gt,  g2," " ", g-) 

/~ (g~, g~, � 9  g,) 
A- g , 

oder der Ausdruck 

a -= Q(g,)  -4- Q(gl ,  g~) - t - " "  + Q(g~, g 2 , ' "  ", g,,) 

44- l~(gl ,  g2, " " ", g , )  a~,, 

in welchem a,  ein echter Bruch ist, der fiir keinen Werth des Zeigers 
n einer reciproken ganzen Zahl gleich wird. 

Da alle Zahlen gl,  g2, "" " mindestens gleich Eins sin(l, so ist 

1 .R(gl ,  g2, �9 . . ,  g,,) < 2- ~ "  

L~sst man also in der letzten Gleichung n ins Unendliche wachsen, 
so n~her~ sich das le~z~ Glied der Null u n d e s  kommt die Gleichung 

(2)  a = ~ . ~  O@l ,  g~,  - " ", g~).  

11 
Ft i r a  ~ - i s - z .  B. hat man die Gleichungen 

11 1 1 
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aus welchen 

2 1 1 

4 1 1 

6 i 1 
a a ..~-.~--~---7~'9U ~ . 2  a4, 

1 
a 4 ~ - - - ' - ~  

I I  1 ! 1 1 1 
Tg ---- -ff + x ~.5 + i.'~.~.5.3 + "t.~.~.5.~.~.'~ + 1.~..~.s.~ .~.~..~.~ 

fo)~.  

Dagegen liefert der Bruch 5~3 die Gleiclmngen 

5 1 1 
1-~----- 3 + ~ - :~ -a l .  

4 1 1 
a 1 ----- 1-~ = ~- + ~ a2, 

9 1 1 
a2 = 1 ~ - =  ~ k - ' 5 : ~  a3, 

,5 
an ~- 1--3' 

Da a 3 sieh ~ a ergeben hat, so kehren jetzt dieselben Gleichungen 
wieder und man erkennt,  dass das System hie zu einem a~ ffihren 
kann, welches einer reciproken ganzen Zahl gleich ist, dass vielmehr 

5 sieh nur durch eine unendliche Reihe der Form (2) darstellen l~sst, 
13 

indem 
5 
1~ = O(~) + Q(~, 3) + Q(~. 3, t) + Q(~, 3, 1, 2) + . . .  

wird. 
Far  die rechte Seite der Gleichung (2) sei die kbkfirzung 

(3) 2 Q O ~ ,  g~, " " ", g~) = S ( g , ,  g ,  �9 �9 .) 
p. .~l  

benutzt. Die ganzen Zahlen gl,  g . ~ , ' ' "  mSgen die Elemente der 
Reihe heissen. 

Die Reihe (1) l~sst sieh noch umwandeln. Man hat ja identisch 

1 1 1 
-( ~ ~ + gig+l )  

Damit wird 

~Ig,, g,, "" ", g~) (g,, g, ,  " , g . l  ~ ( g , ,  g , , "  ", g~) 
g +  ~ -}- g(g+ ~) 

I 

Q(g,, g~ , '"  ", g~, g) + ~ ( g , ,  g","" ", g- ,  g)" T" 
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Wendet man dies auf 
1 

.R(g~,  g2, " " ", g,~, g )  " T 
an, so e n ~ h t  

1 
�9 " ", g " ,  g )  " T  ~ -  Q ( g ~ ,  g 2 ,  �9 " ", g , , ,  g ,  1) 

+ g,  

und indem man i~ die vorige Gleichung eintr~g~ 

l~(g,, g~. . . . ,  g,,) ~ Q(g l ,  g2, " " ", g~, g)  "{- Q ( g l ,  g : ,  " " ", g,,,  g ,  1) 
g 

+ l~(g~, g ~ , . . . ,  g~, g, 1) ~ .  

Setzt man dieses Veri~hren wetter fort,  so erkennt man,  dass die 
linke Seite der letztea Gleichung dutch die uneadliche Reihe 

Q(gl ,  " " ", g,,, g) + Q(g l ,  " " ", g,,, g,  1) + Q(g~, . . . ,  g,,, g, 1, 1) + . - .  

ersetzt werden kann, so dass schliesslich aus der Reihe (1) 

(4) a ~ S(g~, g2,'" " ", g~, g,  1, 1, �9 - .) 

hervorgeht, in welcher sich rechts das Element 1 ins Unendliche 
wiederholt. Speciell ist noch 

(5) { 1  : ~ ( g ' 1 ' 1 ' ' ' ' ) '  

= 3 ( 1 ,  | ,  1, .). 

M a n  k a n n  also jede  Z a h l  a die > 0 abet  ~ 1 ist, d u t c h  eine unend- 
liche Reihr  der ~ o r m  (2) dazsteilsn. 

Diese Zahlen zerfaJlen in zwei Classen, solehe, welche durch eine 
endliehe Reihe, und solche, welche nur dureh elne nnendliehe Reihe 
dargestellt werden kSanen. Die ers~eren Zahlen sind sicher rational 
und bilden folglieh, als Theil der abz~.hlbaren Menge der rationalen 
Zahlen, selbst eine abziihlbare Menge, die mit M bezeichnet set. 

Im Folgenden werden wit" abet ausschliesslieh die Darstellungen 
dutch die unendliehen Reihen benutzen. 

Gesetzt zwei solehe Reihen S(g l ,  g2, g~, " �9 ") und S ( h l ,  h2, �9 �9 .) 
h~tCen dieselbe Summe a. Da nun 

1 1 'Z(g2, g3," �9 ") S ( g l ' g 2 ' g 3 '  " " ") -~- g~+ 1 MI- gl_(gl-~- l) 

und die Reihe S,  nach unserer Annahme eine unendliche ist, so ist 
sicher 

~(g~, g~, g3, " " ' )  > ~_A__. 
g~+ i 

Da abet ]ede Reihe S,  also auch S(g~_, g a , ' "  "), ~ 1 ist, so wird 
anderersei~ 
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1 1 1 
~ ( g l ,  g 2 ,  g 3 ,  " " ") <= 9 , + 1  + g , (g ,  + 1) - ~  g~ " 

Somit ist 
_l~_> a > ~ _ _ .  
g~ .... gt  - ~  1 

Fiir die zweite Reihe S{h~,  h 2 , ' .  ") ergiebt sieh ebenso 
~_l > a  > 1 
h~ - ~  h ~ - t -  1 

Aus beiden Ungleiehungen folgt, well gt und h~ ganze Zahlen sind, 
g~ ~ h~. Dieses Resultat 1/~sst aus der Gleichung 

(6) S ( g , ,  g~, . . .) = ,S'(hl , I t , ,  . . . )  

die neue 
Z(g~_, g ~ , .  �9 .) = S (h . , ,  ~ , . . . )  

hervorgehen, die wieder g~-----h~ liefert u. s. w. so dass aus  der Glei-  
chung (6) die Gleichheit  j eder  ZahZ g~ m i t  der gleichstelligen ha hervor- 
geht. Dies Resultat zeigt also, dass m a n  eine Z a h l  a > 0 u n d  <= 1 

n u t  a u f  e i n e  A r t  du tch  eine unendliche Reihe  S darstel len k a n n .  
Unter diesen I~eihen sind noch besonders die periodischen hervor- 

zuheben, d. h. diejenigen, bei welchen sich eine Gruppe yon Elementen 
stets wiederholt. Es soll gezeigt werden, dass diese rationale Briiehe 
darstellen. Sei 

S ( g l , g ~  . . . ,  gp,  h i , h 2 , . . - ,  hq, hl~ h~, . . . ,  hq, . . .) 

eine solche Reihe, in welcher die Elemente h~, h . ~ , . . . ~  hq periodiseh 
wiederkehren, Indem man sie in Gruppen zerlegt, kann man sie 
schreiben 

+• 
- t - -  , * �9 

Nun sieht man sofort, dass 

ist. 

O ( g L ,  " " ", g p ,  h i ,  " " ", ha)" 

Q ( g l ,  . . . ,  gp, h , ,  . . . ,  hq, h i ,  �9 � 9  h , )  

R ( a ,  . . . ,  l ,  m ,  . . . ,  r )  ~ R ( a ,  . . . ,  l) �9 ~ ( m ,  . . . ,  r ) ,  

Q ( a ,  . . . ,  l ,  m ,  . . . ,  r )  =2 R ( a ,  . . . ,  l) . Q ( m ,  . . . ,  r) 

Daher ist 

O 0 , ,  "" ", gp, h , , . -  -, h~) = ~ 0 , ,  '"  ", gp) O(hl, "" ", h,)~ 

Q ( g l , "  ", gp,  h i , ' "  . , h q ,  h i , . . . ,  h , )  

~-- 1~(gl ,  . . . ,  g~,  . h i , . . . ,  h~) Q ( h , ,  . . ., h , )  

= R ( g , , . . . ,  g~)n(h , , . . . ,  h~) Q(h , , . . . ,  h,) 
U. $. W. 
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Tr~gt man ein, so sieht man~ dass die Reihensumme 

q 

,~ ~(g,, ,g~ )~O (h,. ,h.) 
( 2 ( g , , ' "  " , g , ) - ~  l - - l ~ ( h , , . . . , h q )  ' 

also einer rationalen Zahl gleich wird. 
Umgekehrt muss eine Reihe S ,  wenn sie eine rationale Zahl dar- 

stellen soll~ nothwendig periodisch sein. Denn sei der rationale Bruch 

der Reihe S(k t ,  k ~ , . . . )  gleich, wo natiirlich die k ganze Zahlen 

sind, dann ist 

1 a �9 S ( k ~ ,  k 3 ,  " �9 ") n kl--~l - -  kl(kl-]-I ) 
folglich 

S ( k ~ ,  k~ ,  �9 �9 .) ~ (re(k,  + 1) - ~ ) ! ,  .. 

Der Bruch rechts hat im Z~hler eine ganze Zahl die ~ n ist, well 
links eiae Reihe S steht. Man finder sop ilJdem man welter geht, dass 
alle die Reihen S ( k 3 , . . . ) ,  S ( k 4 , . . . ) . . .  rationale echte Briiehe mit 
dem Nenner n sind. 

Well nut  n solcher Brfiche existiren, kSnnen die n ~- 1 Reihen 

S ( k , , . . . ) ,  S ( k ~ , . . . ) , . . . ,  S (k~+~, - . . )  

nicht alle yon einander verschieden sein. Sei S(k~, . - - )  die erste 
dieser Reihen, welche einer Slo~teren gleich ist, uad die n.~chste ihr 
gleiche die S ( k ~ _ ~ , . . . ) ,  so ist also 

S(k~, k~+ , , . -  .) = Z ( k ~ + , . . - )  

folglich, nach dem bei (6) gefundenen l~esultate, 

t l .  S . W .  �9 

Die Gruppe kp~ k p + z , . . . ,  kp+r_l yon Elementen wiederholt sich also 
periodisch. Da die Zahlen p und p ~- r beide der Reihe 1 �9 �9 �9 n -~- 1 
angehSren, so ist r hSchstens ~ n.  

Man sieht demnach, dass jede periodische l~eihe eine rationale 
Zahl,  jede nicht 2eriodische eine irrationale Zahl darstellt. 

Im Folgenden sollen zwei Reihen S naeh ihrer GrSsse vergliehen 
werden. Seien 

a .~- S(gt ,  g2, . . ., gp, g, k ,  m,  . . .), 

b - - ~ S ( g l , g 2 ~ . . . , g p ~  h, l, n ,  . . . )  

zwei Reihen, in welchen die ersten p Stellen mit denselben Zahlen 
besetzt sind. Dann is~ 
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(7 )  b - ~ = ~ ( ~ , ,  g~_, �9 � 9  a,) {s(1~, ~,. . .)  - s ( g ,  k , . . . ) } ,  

Well abet 
1 

S ( h ,  l ,  . . .) > - h +  l , 

1 s(g,k,...)<~ 
so folg~ 

b - - a ~  R ( g l , g 2 ,  . . . , g ~ )  g - - h - - 1  
g (h + ~) 

]st nun die ganze Zahl h kleiaer als g,  so ist sie h5chstens ~ g -  1; 
daher, w e n n  h < g, g - -  h -- 1 > 0 und fbl.qlich auch b - -  a ~ O. 

Ffir das Folgende ist eine genauere Rectmung nSthig. Zu dem 
Zwecke schreibe man 

S ( 1 ,  n ,  �9 - ") 1 S ( k ,  m , . . . )  
b - - a = ~ ( g , ' g 2 , ' " g P )  I T ~ + r +  -h~7[--~i-) g + l  g(gq-l) I" 

Weil h ~ g - -  1, ist 

h ~ - I  g-+-I == g(g- [ - t )  ; 

und well S ( t - - - )  sicher ~ 0 ist, ergiebt sich 

b - -  a > R(g~, g~, �9 � 9  g~) I --g(g-~- 1 )S (k '  m , . . . )  ; 

oder, aaders geschrieben, 

(8) S(g~,  g2,  " " . ,  gp ,  h ,  1, . .  ") - -  S ( g ~ ,  g2, " " . ,  gp ,  g ,  k ,  . . .) 

> n ( e , ,  g , ,  � 9  g , ,  e ) ( ~  - s ( ~ ,  ~ ,  �9 �9 . ) )  

unter der Bedingung h ~ g. 
Sehen wir nun yon der Bedingung h ~ g a b ,  und beachten, dass 

jede Reihe S hSchstens ~- 1 ist, so folgt aus (7) 

i b - -  ~ t < / ~ ( g ~ ,  g~_, " "  , g , ) .  

Weil aber alle g mindestens ~ l sind~ ist 

B ( g l ,  g~, �9 . . ,  gp) < -11-. 
2 ~ 

folglich 
1 

(9) [ b - - a l  < 2 ~ - "  

Dies ist auch der Fall,  wena 

b ~ S ( g t ,  g 2 ,  . . . ,  g ~ ,  l ,  1 ,  . . . )  

folglich giebt es ZahZen der M e n g e  M in  j e d e m ,  wenn  auch noch so 
kleinen,  Bereiche  u m  ei~e gegebe~w" Zah l .  

Soll b -- a gleich einer bestimmten Zahl # sein~ so muss 
@ 

S ( h ,  t ,  �9 �9 .) - ~  S ( g ,  k ,  �9 �9 .)  + ~ ( g , ,  g~, . . . ,  g~) 

Mathematia~he Anaalea.  XX~. ~8 
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sein. Man kann aus dieser Gleichung die Zahlen h, l , . . -  eindeutig 
bestimmen, wenn die rechte Seite positiv aber ~ 1 ist, d. h. wenn 

der Ungleichung 

(10) Q - - Z ( g ,  k , . . . ) )  ~ (g , , - - - ,  g~) > ~ >  --  SCg, k , . . . )  R(g , ,  g~,.-. ,  gp) 

geniigt. In diesem Falle also ergiebt sich a ~ - #  aus a ,  indem die p 
ersten Stellen in der Reihe yon a unge~ndert bleiben. Die Ungleichung 
(10) l~ s t  dem ~ einen Spielraum nach der negativen und nach der 
positiven Seite, wenn S ( g , k ,  . . . )  nicht ~ 1 ist. Ist aber S ( g , k , . . . ) ~ l  
oder sind alle Zahlen g, k, . . . .  1, so kann # nur negativ sein. 
Dies ist selbstverst~ndlich; denn, weil dann 

(11) a - ~  S ( g , ,  g2, " " ", gp,  1 ,  l , .  �9 . ) ,  

kann eine Ab~nderung, die die ersten p Stellen nicht_betr i f f t ,  nut  einen 
Einer in eine grSssere Zahl verwandeln, wodurch nach (8) der Werth 
der Reihe verkleinert wird. Eine Vergr5s se rung  der in (11) gegebenen 
Zahl wird also nut erreicht~ wenn man eine der Zahlen g t ~ ' "  ",g~ 
abiindert und zwar verkleiaert. Zun~hs t  wird man gp durch g; < gp 
ersetzen (wenn~ wie wit annehmen~ gp nicht selbs~ ~ 1 ist); dann ist, 

b --~ S(gj,  g~, �9 �9  g~-~, g~, h, l ,  n, �9 �9 -) 

gesetzt, b > a .  Soll b ~ a ~ #  sein, so muss 

--~ - R ( g i ,  ge,  " ", g ~ - , )  { S ( g ; ,  h ,  l ,  n . . .) - -  S ( g ~ ,  1, 1 , . . . ) }  

daher hat man die Gleichung sein. Es ist aber ~q(g~, 1, 1 , . . . ) ~  gp , 

Ist 

so ist die rechte Seite der Glelchung ~ l ,  also kann man aus der 
Gleichung in der That die Zahlen g~, h, l ,  ~t, �9 �9 - bestimmen. 

Die betrachtete Darstellung aller Zahlen, die > 0 und ~ 1 sind~ 
dutch die Reihen S hat manche Aehnlichkeit mit der Darstelhmg dutch 
unendliehe Decimalbr~iehe und man kann an jene analoge zahlen- 
theoretisehe Probleme wie an diese kniipfen. Ich erw~hne hier nut 
die Aufgabe die Zahlen der Menge M in anderer Weise zu charakte- 
risiren als es oben geschehen ist~, wo sie definirt siud als diejenigen, 
welche eine Entwiekelung in eine endliche Reihe zulassen. Es ist mir 
nieht gelungen diese Frage zu erledigen. 
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II. 

Als Anwendung der entwickelten Reihen set zuerst eine Functio ~, 
y der Variabeln x construirt,  welche fiir alle x > 0 und ~ 1 i rrationa.l~ 
Werthe ha't und  sich ebuleutig umkdwen  l~isst. Um dies zu erreiche~. 
seize man 

x = S ( g , ,  g.~, g3, "" ") 
und 

1 
1 1 

y ~ g ~ +  g~+. ; 

dana enfspricht jedem x > 0 and < 1 ein einziges System von Zahle~: 
g, also aueh nut ein Werth yon y, der, well der Kettenbrueh unend- 
lich ist, irrational ist. Ist umgekehrt eine irrationale Zahl y > 0 unc 

1 gegeben, so kann man sie nur auf ei~e Art in einen Kettenbruc]~ 
entwickein, also sind durch ~) die Zahlen g und damit auch der WertL 
yon x eindeutig bestimmt. 

Ais zweite Anwendung soil e/r,v Ebene a u f  eine Gerade 9egen- 
seitig eindeutig abgebildet werden. Wit beginnen mit der Abbildung 
eines Quadrats yon der Seltenl~nge Eins auf eine Strecke yon der 
L~inge Eins. Zwei anstossende Qaadratseiten seien zu den x- und y- 
Axen eines Coordinatensystems gew~hlt and yore einen Endpankt der 
Strecke aus Abscissen ~ gezfihlt, so dass x, y und ~ sieh alle drei 
zwischen 0 und 1 bewegen. Dann wird die Beziehung erhalten, indem 
man x u~d y in unendliehe Reihen S entwickelt: 

x = S ( g l ,  g~, �9 �9 .), 

y = S ( h i ,  h2, " �9 ") 
und dann 

= S(gl, hi, g2, h2, g3, h3, " " ") 
setzt. 

Aus der friiher ~,ewiesenen Eigenschaft, dass sich eine Zahl nur 
auf eine Weise in ein'e unendliehe Reihe S entwickeln l~st, folgt, dass 
einem Punkte ( xy )  des Quadrates ein Punkt (~) der Geraden entspricht 
und umgekehrt. Ausgenommen sind nur die Punk/e ffir die x oder y 
den Werth Null hat sowie der Punkt der ~ ~ 0 entspricht, also zwei 
Quadratseiten und ein Eadpunk'~ der geraden Strecke; fiir diese giebt 
es keine Bilder. 

Naeh einem allgemeinen Satze (siehe Li i ro th ,  Erlanger Berichte 
1878, 8. Juli; G. C a n t o r ,  GSttinger l~achrichten 1879, Seite 127) 
muss eine solche Beziehung, wie wir sie eben aufstellten, tmstetig sein. 
Es soll jetzt untersucht werden, ffir welche Werth~steme yon x y die 
Unstetigkeiten yon ~ eintreten. 
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Sei 
x o  ~ ~ ( a ~ ,  a 2 ,  �9 �9 . ) ,  

Yo ~ S (bt,  b2, �9 �9 ") ,  
und 

6o "~- S ( a j ,  bl) a.)., b.z, a 3, ba, �9 �9 .). 

Man .Xndert nun nach dem frfiheren to sicher um weniger als 
eine gegebene Gr'dsse d ab, wenn man die ganze Zahl ~o aus der Un- 
gleiehung 

1 

bestimmt uml dann nut die an 21) + l ~r, 2p + 2 t . . . . . .  SteRe stehen- 
den Zahlen yon ~o durch andere ersetzt. Somit wird 

= S(at ,  b,, a2, b ~ , . . . ,  a•, b , ,  a;+~, b ~ _ ~ , . . . )  

die Ungleichung I~ ~ 6 o i <  ~ erfiillen. Das ~ entspricht abet den 
Werthen 

x - ~  S ( a , ,  a s .  �9 �9 ", a ~ ,  a ~ , .  �9 . ) ,  

y = S (b , ,  b.,, . . . ,  be, b;+~, . . . ) .  

Ptir die Stetigkeit ist nSthig, dass diese Werthsysteme ( x y )  ein 
Gebiet erftillen, welches den Punkt x o y ,  allseitig mit endlichen, wenn 
auch noeh so kleinen, Dimensionen umgiebt. Nach den in Gleichung 
(10) niedergeleg~en Resul/aten kSnnen wit aber x aus x o und y aus 
Y0 dutch Abiinderung der Zahlen, die auf die pt~ Stelle folgen, herleiten, 
wenn die Ungleichungen 

(1 - s ( o , + , ,  

(13) > x - -  x o > - -  S(ap+, ,  a~.l-2 , �9 .) l ~ (a , ,  a2, �9 � 9  ae) 

( 1  - �9 . . . ,  

> y - - y o  > - S ( b ~ _ , ,  b~+~, �9 .) ~ ( b , ,  b : , . . - ,  b , )  

erftillg sin& Jedem Werthsystem ( x y ) ,  welchesl~liesen Ungleichungen 
geniig~, eutspricht dann ein ~ fiir das I ~ -  6 o ! <  ~ ist. Die Un- 
gleichungen (13) definiren geometrisch gesproehen ein Rechteek, in 
dessen Innerem (x o Yo) abet nur dann gelegen ist~ wenn nicht eine der 
beiden Seiten Null ist. Von den rechten Seiten ist dies unmiiglich, 
dagegen kann es bei den linken eintreten wenn S(a~o+l~ a~-2, �9 �9 .) oder 
S(bp+1, bt+~, �9 �9 .) oder beide gleich Eins sind d. h. wenn x o oder Y0 
oder beide der Menge M angehSren. Somit  ist f~r  jeden t )unkt  (xoyo), 
fiir den weder x o noeh Yo ~u M yeh6rt,  ~ stetig. Dass in alien auderen 
F~illen ~ unstetig ist, zeigt sich so: 

Es begin, he l~i x o die Periode Eins mit der q + I tr bel Yo mit 
der (r + 1) t~" Stelte (wo q oder r aueh unendlich sein kSnnen). 
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S e i  zuers t  ~l < r ,  so dass 

x o ~ -  S ( a i ,  a 2 , .  � 9  aq,  1, 1, �9 �9 .), 

Y o - ~  S ( b l ,  b~, �9 � 9  bq, bq+l,  �9 �9 .) 

und a~ > 1 ist, w~ihrend unter den Zahlen bq+l, bq+~, �9 �9 �9 sicher noch 
yon Eins verschiedene vorkommen, well die Periode Eins, wena sie 
existir~, naeh der Annahme erst bei der q-{-2  ~en odor einer hSheren 
Stelle beginnen soll. 

Wean man nun die positive Zahl e gemiiss den Ungleichungen �9 

e < ( l  - - - ~ q ) R ( a l ,  a , ,  " " ", a q - , ) ,  

< R ( b , ,  b 2 , ' '  ", b~)(1 - -  S ( b ~ + l ,  b q + ~ , . . . ) )  

bestimmt (was stets mSglich ist, well S ( b q + l ,  bq+~, �9 . .) nicht ~ 1 ist) 
so kann man nach den bei (10) und (11) erhaltenen Resultaten alle 
x und y, ffir welche 

- x - - x  o > 0  und < e, 

Y - - Y o > O  und < 
ist, duroh die Formeln 

�9 t 

x ~ S ( a l ,  �9 � 9  aq- l~ aq~ aq+l,  �9 �9 . ) ,  

y = S (b~ ,  �9 . . ,  bq-1,  bq, bq+~, . �9 . ) .  
t t �9 r dutch passende Wahl der GrSssen aq, a q + ~ , . . - ,  bq+1, �9 �9 �9 (wo aq<aq) 

ausdrficken. Fiir diesen Punkt (x y) ist aber 
r �9 

--~ S ( a ~ ,  b l ,  a2 ,  b~, �9 � 9  aq_l ,  bq-l, aq, b q ,  a q + l ,  �9 �9 . ) ,  

w,ihrend 

~o ~ S ( a l ,  b l ,  " " ' ,  a q - 1 ,  b e - l ,  a~, bq, 1 ,  bq+l ,  �9 �9 .) 

w a I L  

Nach (8) ist also 

~ - - ~ o > ~ ( a l ,  b . , , . . . ,  aq_ l ,  bq_ , ,  aq)(1 -- S ( b q ,  1, bq+~, 1 , - . . ) ) ;  

die rechte Seite ist yon Null versehieden, well in der l~eihe bq~ bq+i~... 
Zahlen vorkommen, die nicht gleich Eins sind. Wie klein also auch 

gewiihlt werden mag, es ist nieht mSglich ~ -  ~o unter die durch 
die rechte Seite obiger Ungleichung gegebene Grenze herunterzubringen. 
Dies ist aber das Zeichen, dass ~ in der N~ihe yon (x oyo) unstetig ist. 

I s t  r <= q ,  so ist 

Yo ~--- S ( b l ~  b~, �9 �9 .~ b~, 1, 1 ,  �9 �9 .)~ 

x o --~ S ( a ,  a.~, �9 � 9  a~, a~-~l, �9 �9 .) 

und hier ist b~ sicher > l ,  and S(a~, a~+~, . . - )  < 1, well sonsr 
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6 ~ r ~  a r ~ l  ~ -  �9 �9 �9 ~--- 1 

sein mtisste, gegen unsere Anaahme fiber den Beginn der Periode. 
Es ist dana 

~o ~ -  S ( a l ,  bl, �9 " ", a t - l ,  br--1, a t ,  b~, at+l, 1, �9 �9 -). 

Nimmt man jetzt 

O <  a <  I ' R ( a , , a ~ ,  " . , a , . _ l ) ( t - - S ( a , , a , + , , . . . ) ) ,  

so kann man dutch 

�9 o x -~ -  S ( a  1, a~, . . .~ a~_l~ a~, . . )  

y ~ s(b , ,  b.~., . . . ,  b,-1, b~, b ~ l , . . . )  

wenn man b', ~ b, nimmt, alle x und y erzeugen, fiir die 

O ~ x - - X o < a ,  O < ~ y - - y o ~ E  

ist. Ffir diese ist dann 

~ S ( a i ,  b~, . .  " , ' a t - l ,  b , _ l ,  a'r, b'~, �9 �9 .), 

- -  ~o :>  . R ( a ,  , b, , . . . ,  a , _ ,  , b , _ , ,  a,) (1 - -  S(b,, a,+l, 1 , . . . ) ) ;  
die rechte Seit~ ist hier > 0, well sehon b, > 1 ist. Somit ist aueh 
hier ~ -  ~0 nicht unter eine gewisse Grenze herabzubringen und folg- 
hch ~ bei (x o Yo) unstetig. 

Also ist ~ unstetig f i ir  aZle l~unkte (x o Yo) bei welchen x o oder Yo 
oder beide zur Menge M gehYren. 

Man kann diese Abbildung anwenden um die unbegrenzte Ebene 
auf die unbegrenzte Gerade gegenseitlg eindeutig abzubilden. Man 
denke sich die ganze Ebene durch iiquidistante horizontale und verticale- 
Linien in ein System yon Quadraten und die Gerade in gleichgrosse 
Stxecken getheilt. Dann lassen sieh jene Quadrate und diese S~recken 
gegenseitig zuordnen~ etwa so, wie es in nebenstehender Figur ge- 
schehea ist. 

! 1 1 3  12 i 
i I , 

i I ~ 10  8 6 4 2 0 1 3 5 7 9 l l  13  5 o ~ 1  11o! 

6 7 s ' 9  1 

Ein Quadrat kann man auf die gleichnamige Streeke dana so abbilden, 
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dass einerseits die Punkte der linken und der unteren Quadratseite 
andererseits der linl~e Endpunkt der Strecke ohne Bilder bleiben, wie 
dies bei der ebea vorge~ragenen Abbildung der Fall ist,  wenn die 
Coordinatensysteme passend gew~hlt werden. Well abet jede untere 
Quadratseite zugleich die obere eines andern Quadrates ist, und ebenso 
die linke Sei~e zugleich in einem zwei~en als rechte Seite auftritt, 
andererseits der Endpunkt einer Strec]~e mit dem Anfangspunkt einer 
zweiten zusammenf~llt, so ergiebt sich fiir jeden Punkt der Ebene ein 
Bild auf der Geraden und umgekehrt. 

Schliesslich sei bemerkt, dass man die Reiheneatwickelungen die 
wir an die Reihe der positiven ganzen Zahlen geknfipft haben, mit 
einigea Modificationen auch ansf[ihren kann, wenn man andere 
Zahlenreihen zu Gruade leg& Die ~u welche oben schon unbe- 
antwortet gebliebea sind~ diirften sich bei diesen freilich nut noch 
schwieriger gestalten. 

Miinch en im October 1882. 


