Ueber eine eindeutige Entwickelung von Zahlen in eine
unendliche Reihe.

Yon

J. LoroTH in Miinchen.

Im Folgenden erlaube ich mir eine eigenthiimliche Darstellung
aller positiven Zahlen, die Eins nicht iiberschreiten, darzulegen, auf
die ich kam, als ich, angeregt durch die Entdeckungen G. Cantor’s,
mich mit der Abbildung von Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimen-
sionen aufeinander beschiftigte.

L

Ist @ eine Zahl > 0 aber <1, so ist % entweder eine ganze

Zahl g, also
1
. ‘= b”
oder es liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen g,
und ¢, + 1, so dass man
1 .

=k T
setzen kann, wobei a” > 0 ist. Weil aber dann
1 1
.. —_gT >a > at+1’
ist
. 1
“ < GmFY
und

a9+ 1) =a <l
Dies liefert die Gleichung
N S . R
“=GFT T 5@mFD
Da @, positivund < 1 ist, so ist es entweder = —g!T, wo ¢ eine ganze
Zahl oder man kann es, wie eben g, mit Hiilfe einer ganzen Zahl g,
und eines echten Bruches a, ausdricken durch die Gleichung
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«1 ay

= g1 + %G+
Also ergiebt sich entweder

1 1

1
c=sFT vt oGy 7

oder

_ 1 1 . Gy .
@= gsi+1 + 9i{g+1{(g+1) + 9o+ 1) glg.+ 1

Im letzten Falle kann man auf a, dieselbe Betrachtung anwenden und
in dieser Weise so lange fortfahren, bis man auf eine reciproke ganze
Zahl kommt, was aber manchmal niemals eintritt.
Bezeichnet man, unter g, ¢, - - - g, ¢ ganze Zahlen verstanden,
der Kiirze wegen .
1
919+ g(g+1) 9,0, +1)

B(G G258 . -
_”vlg*.l_‘f—’i mit §(gi; g2y '+ 1 925 9)s

mit R(glr.qz) o ':gp);

1 .
g1 it 9,
so ergiebt sich also fiir ¢ entweder die Gleichung

(N a=@eg)+ QG:1,9) + QY1 92,9+ -+ Q911920+~ 3 9u)

R(g s G2y - 5 9,
B L

oder der Ausdruck

a=Q(g,)+ Q91 9) + -+ @915 92> - < > 9)
+ B(g15 925 -+ *» Gn) - Gy

in welchem @, ein echter Bruch ist, der fiir keinen Werth des Zeigers
7 einer reciproken ganzen Zahl gleich wird.
Da alle Zahlen g,, g,, - - - mindestens gleich Eins sind, so ist

1
B(g1: 90 - -5 90) < o

Lisst man also in der letzten Gleichung » ins Unendliche wachsen,
so nihert sich das letzte Glied der Null und es kommt die Gleichung

@) Q== 2; Q91s Gos v+ 2 Ip)-
=1
1

Fire = —1;— z. B. hat man die Gleichungen

1 1 1
W=7t 13 %
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2 1 1
o =3g=x+ 135w
T 1
=9 =73+ 33 %
6 1 1
a4 =g =5+ 13 U
1
04 =§—,
aus welchen
1 1 1

11 1 1
ET) + 125 + 1-2-4-5-3 + 1-2-4-5-2-3.2 + 1-2.4.5.2 3.1-2.3

folgt.

Dagegen liefert der Bruch - die Gleichungen
5 1 1
B3 tes e
4 1 1
“a=3 =TT Ea %
9 1 1
“=135 =3t 1z %
s
% =73

Da a, sich = a ergeben hat, so kehren jetzt dieselben Gleichungen
wieder und man erkennt, dass das System nie zu einem a, fiihren
kann, welches einer reciproken ganzen Zahl gleich ist, dass vielmehr

% sich nur durch eine unendliche Reihe der Form (2) darstellen lisst,

indem
S =Q@+ 023+ Q3D+ Q23 LY +-
wird.
Fir die rechte Seite der Gleichung (2) sei die Abkiirzung
3) 2Q(gn.%:"':gp)':s(gngz;"')
=1

benutzt. Die ganzen Zahlen g, g,, - - - mogen die Elemente der

Reihe heissen.
Die Reihe (1) lisst sich noch umwandeln. Man hat ja identisch

1 1 1
g g+ + glg+ 1)

Damit wird
R(g,, g2, - - - 9a) . B(gy, g, - -, 9,._)+ B9, 90 -0 I
g o g+1 g(g+1)

1
=Q91592, " 5959+ B9y, 92, 590, 9) - 1
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Wendet man dies auf

1
: B(91, 925+ s gnry)‘T
an, so entsteht

1
R(gl’g‘z" ** % Yay g) 1 Q(gn 92,392 9> ])
1
Z'i" R(glt Y25 v 9ns 95 1)'1_
und indem man in die vorige Gleichung eintrigt

Rg,g,'--,gn )
___(‘_29“_) =01, G0, 190, 9) T Q4> Gas 3995 1)

1
+B(91; 9252 952 9> l)T

Setzt man dieses Verfahren weiter fort, so erkennt man, dass die
linke Seite der letzten Gleichung durch die unendliche Reihe

Q(gts " ',gmg) + Q(gh Y9 G 1>+ Q(gu Y 9y 1, 1)+

ersetzt werden kanu, so dass schliesslich aus der Rethe (1)

(%) ‘3:‘8(91;92)"")973}57} 1,1,--9)
hervorgeht, in welcher sich rechts das Element 1 ins Unendliche
wiederholt. Speciell ist noch

1
?‘=S(gr 1; 1;"')7

1=28@1,11,--9.

Mun kann also jede Zahl a die > O aber <1 ist, durch-cine unend-
liche Reihe der Form (2) darstellen.

Diese Zahlen zerfallen in zwei Classen, solche, welche durch eine
endliche Reihe, und solche, welche nur durch eine unendliche Reihe
dargestellt werden konnen. Die ersteren Zablen sind sicher rational
und bilden folglich, als Theil der abzihlbaren Menge der rationalen
Zahlen, selbst eine abzdhlbare Menge, die mit M bezeichnet sei.

Im Folgenden werden wir™ aber aussehliesslich die Darstellangen
durch die unendlichen Reihen benutzen.

Gesetzt awei solche Reihen S(gy, ¢,,9,, - - ) und Sk, Ay, - - )
hiitten dieselbe Summe ¢. Da nun

®)

1 1
8(g12 92193 - - ) = 1 + AT 895595 )

und die Reibe 8, nach unserer Annahme eine unendliche ist, so ist
sicher
8(91s 922 95> 2} > 51 % + 1 : -

Da aber jede Reihe S, also auch S(go, 93, -}, <1 ist, so wird
andererseits
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1 1 1
s B 921 9500 S g+1 + 9+~ g
Somit ist
! ~ L
0 za> g -F1
Fiir die zweite Reihe S(k,, hy, - - -) ergiebt sich ebenso
h 2 > h"l—l .

Aus beiden Ungleichungen folgt, weil g, und %, ganze Zahlen sind,
g, = h,. Dieses Resultat lisst aus der Gleichung

(6) 891y Gos - =) =Sy, bay - - )

die neue
8(927 935 - ) =85 by, -+ )

hervorgehen, die wieder g, = h, liefert u. s. w. so dass aus der Glei-
chung (6) die Qleichheil jeder Zahl g, mit der gleichstelligen h, hervor-
geht. Dies Resultat zeigt also, dass man eine Zahl @ > 0 und < 1
nur auf eine Art durch eine unendliche Reihe S darstellen kann.

Unter diesen Reihen sind noch besonders die periodischen hervor-
zuheben, d. h. diejenigen, bet welchen sich eine Gruppe von Elementen
stets wiederholt. Es soll gezeigt werden, dass diese rationale Briiche
darstellen. Sei

S(Gis 9as =~ 805 iy Pay oo Ry By by, ey By )

eine solche Reihe, in welcher die Elemente %, h,, - - -, h, periodisch
wiederkehren, Indem man sie In Gruppen zerlegt, kann man sie
schreiben .

2 Q(gu" ) n) +$ Q1,5 Yo» hn <oy )

n=1

+§7 Q(gla s G ]ln Tt kq’ h:y oy b))
n=1

Nun sieht man sofort, dass
R(a, -1, m,---,7)=DRia,---,1) - Blm, -, 7),
Q@, -0, m,- - r)==R(a, -0 - Qm, --,7)
ist. Daher ist -

Qs 5905 by B =R(gy, -1 9p) @by, - - oy Ba);
. Q(gn"'ag}H k“" hq, hi""ahn)
=R(G1, 50 Pas- -5 hg) Qlys - - oy ha)
= E(gy, - "7gp)R(h17" 5 hg) @By, - - -5 Bin)

u. 8. w.
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Trigt man ein, so sieht man, dass die Rethensumme

q
R(g“...’gp)ZQ (h“.,.,h”)

73
=2 Q9155 gn)+ I_R’Eh:lj...,hq) ’

7=l

also einer rationalen Zahl gleich wird.
Umgekehrt muss eine Reihe S, wenn sie eine rationale Zahl dar-
stellen soll, nothwendig periodisch sein, Denn sei der rationale Bruch

—:—Z— der Reihe S(k, k,, - - -) gleich, wo natiirlich die k ganze Zahlen
sind, dann ist

m 1 1
w T EHEFT T EEFD Ok )

folglich
k4 1)—a)k
Sty Fy, - - °) =L"L(_:'Ln)_!‘)_t .

Der Bruch rechts hat im Zihler eine ganze Zahl die < » ist, weil
links eine Reihe S steht. Man findet so, indem man weiter geht, dass
alle die Reiben S(k,, - --), S(&,, - - -) - - - rationale echte Briiche mit
dem Nenner » sind.

Weil nur » solcher Briiche existiren, konnen die % - 1 Reihen

’ Sy, )y Sy - 2)y e Saga, - - <)
nicht alle von einander verschieden sein. Sei S(k,, ---) die erste
dieser Reihen, welche einer spiteren gleich ist, und die niichste ihr
gleiche die S(kyyr, - ), so ist also

(}"m kp+1; )= S(kl)-i'f: )
folghch , nach dem bei (6) gefundenen Resultate,

i by = }”p+r7 Eppr = Fpprpr, -0y kprar—1 = kpir 1

kp—i—2r = Rpgr = kpr kp+2r+l == Bpupr41 = kp.f.l,
u. S. wW.

Die Gruppe ky, kptr, - - -, kpyrw1 von Elementen wiederholt sich also
periodisch. Da die Zahlen p und p 4 r beide der Reihe 1...2 41
angehbren, so ist # hochstens = n.

Man sieht demnach, dass jede periodische Reihe eine rationale
Zahl, jede nicht periodische eine irvationale Zahl darstellt.

Im Folgenden sollen zwei Reihen S nach ihrer Grosse verglichen
werden. Seien

=899 "1 90s 92 &y my--),
b =S(9h Gar v oy By 1, my - - )
zwel Reihen, in welchen die ersten p Stellen mit denselben Zahlen
besetzt sind. Dann ist
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(7) b—a= R(g,,gg, v ':gp){s(h’ la . \ — S(g) ]‘7’ t )}7
Weil aber '

so folgt

g—h—1

g+ 1)

Ist nun die ganze Zahl % kleiner als ¢, so ist sie hidchstens =g — 1;

daber, wenn h < ¢, 9 — h — 1 > 0 und folglich auch b — a > 0.
Fir das Folgende ist eine genauere Rechuung nothig. Zu dem

Zwecke schreibe man

b——az R(gl7g2)"'vgp)>

. 1 S, m, --) 1 Skym,--)
b a=Blg gy 0 i G T g g )

Weil < g — 1, ist
1 1 1
(SRS TRV
und weil S(7 - - -) sicher > 0 ist, ergiebt sich

b_a>R({/ug~z"";gp)_— ‘;."—3
oder, anders geschrieben,
®) 8190 el by ) — 815905 909, 8,0+ )

> B9, 925+ *s 9> 9)(1 — Sk, m, - )) )
unter der Bedingung % < g. .

Sehen wir nun von der Bedingung & < g ab, und beachten, dass
jede Reihe 8 hochstens = 1 ist, so folgt aus (7)

1o —a|< B9, 9 9)-
Weil aber alle g mindestens = 1 sind, ist

1
B9, 92 -5 90) < o)
folglich

1
9 [6 —a| < o
Dies ist auch der Fall, wenn

b=S(.9’n927 g 11,00
folglich giebt es Zahlen der Menge M in jedem, wenn auch noch so
kleinen, Bereiche wm eine gegebene’ Zahl.
Soll 8 — & gleich einer bestimmten Zahl & sein, so muss

&
8,1, "‘)=S(g)k7' ')+m§

Mathematische Annalen. XXT. 28
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sein. Man kann aus dieser Gleichung die Zahlen %, I, - - - eindeutig
bestimmen, wenn die rechte Seite positiv aber <1 ist, d. h. wenn
# der Ungleichung

(10) (1._'8(9) k: )) R(gn Tt gp)>’3> - S(gv k; ) -R(gn.q'z: e} gp)

geniigt. In diesem Falle also ergiebt sich ¢ 4+ # aus @, indem die p
ersten Stellen in der Reihe von @ ungeiindert bleiben. Die Ungleichung
(10) lasst dem 9 einen Spielraum nach der negativen und nach der
positiven Seite, wenn S(g,%, - - -) nicht =1 ist. Ist aber S(g,k,---)=1
oder sind alle Zahlen g, %, --- =1, so kann & nur negativ sein.
Dies ist selbstverstindlich; denn, weil dann

(11> a=S(g,,92,---,gp,l,1,-~),

kann eine Abinderung, die die ersten p Stellen wnicht betrifft, nur einen
Einer in eine grossere Zahl verwandeln, wodurch nach (8) der Werth
der Reihe verkleinert wird. Eive Vergrisserung der in (11) gegebenen
Zahl wird also nur erreicht, wenn man eine der Zahlen g,, -- -, g,
abindert und zwar verkleinert. Zunichst wird man g, durch g, < g,
ersetzen (wenn, wie wir annehmen, g, nicht selbst = 1 ist); dann ist,

b=S(gngz; . ';gp—lagz:’hw Zvn: o )

gesetzt, b > a. Soll § — a = & sein, so muss

=R, 9 9p-1) {SWp, B, L, m ) —8(gp, 1,1, - - )}

sein. Es ist aber S(g,, 1,1, )= Zl—, daher hat man die Gleichung
2
p _ 1 Ei )
S(gar by lymy -+ ) = % + R bor s Oy
Ist
1
(12) P B9 G - g,,,,)(l —E)’

so ist die rechte Seite der Gleichung <1, also kann man aus der
Gleichung in der That die Zahlen g,, 4,1, #, - - - bestimmen.

Die betrachtete Darstellung aller Zahlen, die > 0 und <1 sind,
durch die Reihen S hat manche Aehnlichkeit mit der Darstellung durch
unendliche Decimalbriiche und man kann an jene analoge zahlen-
theoretische Probleme wie an diese kniipfen. Ich erwihne hier nur
die Aufgabe die Zahlen der Menge M in anderer Weise zu charakte-
risiren als es oben geschehen ist, wo sie definirt sind als diejenigen,
welche eine Entwickelung in eine endliche Reibe zulassen. Es ist mir
nicht gelungen diese Frage zu erledigen.



Reihenentwickelungen von Zahlen. 41¢

1L

Als Anwendung der entwickelten Reihen sei zuerst eine Functio:
y der Variabeln x construirt, welche fir alle z > 0 und < 1 irrational
Werthe hat und sich eindeutiq wmkehren lisst. Um dies zu erreicher
setze man

2=2=8(¢,8957"")
und

1

9+ ga_*_'__ :

dann entspricht jedem x > 0 und <1 ein einziges System von Zahlex
g, also auch nur ein Werth von y, der, weil der Kettenbruch unend-
lich ist , irrational ist. Ist umgekehrt eine irrationale Zahl y > O unc
< 1 gegeben, so kann man sie nur auf eine Art in einen Kettenbruch
entwickeln, also sind durch g die Zahlen g und damit auch der Wertl.
von 2 eindeutig bestimmt.

Als zweite Anwendung soll eine Ebene auf cine Gerade gegen-
seitig eindeutiy abgebildet werden. Wir beginnen mit der Abbildung
eines Quadrats von der Seitenliinge Eins auf eine Strecke von der
Linge Eins. Zwel anstossende Quadratseiten seien zu den 2- und 4
Axen eines Coordinatensystems gewihlt und vom einen Endpunkt der
Strecke aus Abscissen § gezihlt, so dass z, y und £ sich alle drei
zwischen O und 1 bewegen. Dann wird die Beziehung erhalten, indem
man z und y in unendliche Reihen S entwickelt:

x =S(g1; Gas - - '))
y =28 hy - )

und dann
E=8(gy, by, 92, by, 93, By - - )
setzt.

Aus der friiher_&ewiesenen Eigenschaft, dass sich eine Zahl nur
auf eine Weise in eine unendliche Reike S entwickeln lasst, folgt, dass
einem Punkte (zy) des Quadrates ein Punkt (£) der Geraden entspricht
und umgekehrt. Ausgenommen sind nur die Punkte fiir die « oder y
den Werth Null hat sowie der Punkt der £ = O entspricht, also zwei
Quadratseiten und ein Endpunkt der geraden Strecke; fiir diese gieht
es keine Bilder.

Nach einem allgemeinen Satze (siebe Liiroth, Erlanger Berichte
1878, 8. Juli; G. Cantor, Gottinger Nachrichten 1879, Seite 127)
muss eine solche Beziehung, wie wir sie eben aufstellten, unstetig sein.
Es soll jetzt untersucht werden, fiir welche Werthsysteme von zy die
Unstetigkeiten von & eintreten.
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Sei
Zy = S(an Qyy - - '))

Yo =S8, by, -+ ),

und
go = S(a“ bn Uy, bg, as, b37 .. )

Man éndert nun pach dem fritheren £, sicher um weniger als
eine gegebene Grosse 8 ab, wenn man die ganze Zahl p aus der Un-
gleichung

1

27 < d
bestimmt und dann nur die an 2p - 1, 2p |- 2tv . .. Stelle stehen-
den Zahlen von §, durch andere ersetzt. Somit wird

E=S(ay, by, ay, by -+ 5 @py byy Gpia, bppay - 0)
die Ungleichung |§ — & | < 0 erfiillen. Das § entspricht aber den
Werthen
Z=8(ay, Gy, -+, Gp, tppr, -+ ),
y=8(by, bys <+, bpy by, -+ )

Fir die Stetigkeit ist nothig, dass diese Werthsysteme (2 y) ein
Gebiet erfilllen, welches den Punkt z,y, allseitig mit endlichen, wenn
auch noch so kleinen, Dimensionen umgiebt. Nach den in Gleichung
(10) niedergelegten Resultaten konnen wir aber z aus z, und y aus
y, durch Abinderung der Zahlen, die auf die p'¢ Stelle folgen, herleiten,
wenn die Ungleichungen

(1 — S(@pr1s tpre, - - )) Ray, 4y, - -+, ap)
>z — 2y > — Sapp1, g, - ) Blag, ay, -+ -, a,)
(1 — S(bps1; bysa, - '))R(bu by -y bp)
>y — Yy > — Spsr, bpye, o) B(by, by oo -5 by)

erfiillt sind. Jédem Werthsystem (2 y), welchesgdiesen Ungleichungen
geniigt, eutspricht dann ein £ fiir das | — &, | < & ist. Die Un-
gleichungen (13) definiren geometrisch gesprochen ein Rechteck, in
dessen Innerem (x,4y,) aber nur dann gelegen ist, wenn nicht eine der
beiden Seiten Null ist. Von den rechten Seiten ist dies unmoglich,
dagegen kann es bei den linken eintreten wenn S(@,41, Gpys, - - +) oder
S{byt1, bpte, -+ - ) oder beide gleich Eins sind d. h. wenn z, oder y,
oder beide der Menge M angehbren. Somit ist fiir jeden Punkt (z,4,),
fiir den weder x, noch y, 2u M gehirt, & stetig. Dass in allen auderen
Fillen £ unstetig ist, zeigt sich so:

Es begimne bei #, die Periode Eins mit der g 4 1, bei y, mit
der (r 4 1)®» Stelle (wo ¢ oder » auch unendlich sein kdnnen).

(13)
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Sei zuerst ¢ < r, so dass
Zy=S(ay, Gy -+, a9,1,1,--),
Yo = S(by, by, -+ -, by, byga, + - )
und @, > 1 ist, wihrend unter den Zahlen b,;,, by42, - - - sicher noch
von FKins verschiedene vorkommen, weil die Periode Eins, wenn sie

existirt, nach der Annahme erst bei der g - 2'» oder einer hoheren

Stelle beginnen soll.
Wenn man nun die positive Zahl ¢ gemiss den Ungleichungen -

e < (] —7:_)3(“1: @y, "t 0y Gg1),
q
s < R(b,, b;_;, C oty bq)(l -— S(bg.H, b9+2, .. ))

bestimmt (was stets moglich ist, weil S(by41, byqe, - - <) nicht = 1 ist)
50 kann man nach den bei (10) und (11) erhaltenen Resultater alle
2z und y, fiir welche

- x — &> 0 und < ¢,
Yy — Y, > 0 und < ¢
ist, durch die Formeln
T =8(ay, 5 1, Gg) Og1, * + ),
y==80, * s bg-1, bgy bgyt, * - ).
durch passende Wahl der Grossen ay, @ji1, « - -, oy, - - - (W0 ag<ay)
ausdriicken. Fiir diesen Punkt (xy) ist aber )
§=8(ay, by, @y, byy - -+ gty byt @y, by, g4, - - ),
wihrend
By =8(ay, by, -+ -5 @91, by1; @9y bgy 1, bgyay - - 1)

war.
Nach (8) ist also

E—&>ER(ay, by,-+-, a1, bq—l:a'q)(l“s(bqr 1, bpps, 1, - - ))7

die rechte Seite ist von Null verschieden, weil in der Reihe 5,, b,q1, - - -

Zahlen vorkommen, die nicht gleich Eins sind. Wie klein also auch

¢ gewidhlt werden mag, es ist nicht mdglich £ — §, unter die durch

die rechte Seite obiger Ungleichung gegebene Grenze herunterzubringen.

Dies ist aber das Zeichen, dass £ in der Nihe von (z,y,) unstetig ist.
Ist r < g, so ist

Yo=S(by, by, -+, b,,1,1,...),
xO:S(a’ Qoy >t vy Ory Qrpr,y * * )

und hier ist b, sicher > 1, und S(a,, ar4a, - -) < 1, weil sonst
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ar=a,+1=-~-=-l

sein miisste, gegen unsere Annahme iiber den Beginn der Periode.
Es ist dann

B =58(ay, bys -+ v @1,y byeay @y by g, 1, - - 2).
Nimmt man jetzt

B(by, by - -, brs) (1 -i—),

B(ay, ay - -, ar—x)(l — S(a,, @y, -+ )),

so kann man durch

O<e<

Z =8y, s,y Crosy dry -+ ),
Y==8(by, byy.ybry, by, by, ")
wenn man b, < b, nimmt, alle £ und y erzeugen, fiir die

O<z—2 <e, O<y —y, <e
ist. Fiir diese ist dann

£E= 8@y, byy <+ -y @ty broay a7, by - -0,
E—& > R(ay, by, -+ 01, b1, @) (’I_S(bnar+l.: 1. ))5

die rechte Seite ist hier > 0, weil schon b, > 1 ist. Somit ist anch
hier £ — & nicht unter eine gewisse Grenze herabzubringen und folg-
lich £ bei (x,y,) unstetig.

Also ist & unstetig fiir alle Punkte (z,Yy,) bei welchen z, oder v,
oder beide sur Menge M gehiren.

Man kann diese Abbildung anwenden um die unbegrenzte Ebene
auf die unbegrenzte Gerade gegenseitig eindeutig abzubilden. Man
denke sich die ganze Ebene durch iquidistante horizontale und verticale
Linien in ein System von Quadraten uud die Gerade in gleichgrosse
Strecken getheilt. Dann lassen sich jene Quadrate und diese Strecken
gegenseitig zuordnen, etwa so, wie es in nebenstehender Figur ge-
schehen ist.

1 ' t ' 1 : 1 —_
¥ ! 1

| :“ i} i i
108 6 4 2 01 '8 5 7 9 11 13

5 0110
6 7.8 9

Ein Quadrat kann man auf die gleichnamige Strecke dann so abbilden,



Reihenentwickelungen von Zahlen. 423

dass einerseits die Punkte der linken und der unteren Quadratseite
andererseits der linke Endpunkt der Strecke ohne Bilder bleiben, wie
dies bei der eben vorgetragenen Abbildung der Fall ist, wenn die
Coordinatensysteme passend gewihlt werden. Weil aber jede untere
Quadratseite zugleich die obere eines andern Quadrates ist, und ebenso
die linke Seite zugleich in einem zweiten als rechte Seite auftritt,
andererseits der Endpunkt einer Strecke mit dem Anfangspunkt einer
zweiten zusammenfillt, so ergiebt sich fiir jeden Punkt der Ebene ein
Bild auf der Geraden und umgekehrt.

Schliesslich sei bemerkt, dass man die Reihenentwickelungen die
wir an die Rethe der positiven ganzen Zahlen gekniipft haben, mit
einigen Modificationen aunch ansfithren kann, wenn man andere
Zahlenreihen zu Grunde legt. Die Fragen, welche oben schon unbe-
antwortet geblieben sind, diicften sich bei diesen freilick nur noch
schwieriger gestalten,

Miinechen im Oectober 1882.



