Analytische Funktionen und algebraische Zahlen.
L. Teil.

Von E. HECKE in Hamburg.

Die Theorie der algebraischen Zahlkorper gibt, wie ich in einer
Folge hiermit beginnender Aufsitze zeigen will, zur Bildung einer grofen
Reihe analytischer Funktionen von mehreren Variablen AnlaB, welche
hochst bemerkenswerte Eigenschaften besitzen. FEin genaueres Studium
derselben scheint mir einerseits deshalb von Interesse, weil man erwarten
darf, hier wichtige Funktionen vor sich zu haben, aus deren Untersuchung
die allgemeine Funktionentheorie mehrerer Variabler einen Anstof zur
Weiterentwickelung erfahren kann (man denke im Gebiet einer Variablen
an die Bedeutung der Modulfunktionen fiir die allgemeine Theorie der
automorphen Funktionen und vergegenwirtige sich, wie wenig bisher
iber spezielle Funktionen mehrerer Variabler bekannt ist). Andrerseits
aber sind diese Funktionen das richtige Hilfsmittel zur analytischen
Behandlung der Arithmetik der Zahlkérper. Die Ubertragung der Frage-
stellungen und Methoden der rationalen Zahlentheorie auf hohere Zahl-
korper wird erst durch Heranziehung derartiger Funktionen in vollem
Umfange moglich.

Um an dem Beispiel der reellen quadratischen Ko6rper — auf die
ich mich in dem vorliegenden Teil beschrinke — die Richtung der Unter-
suchung zu erliuntern, so handelt es sich im folgenden vorzugsweise um
Reihen vom Typus

2 cuag”,

>0
worin g, ¢’ komplexe Variable sind und die Summation iiber die konjugiertene
ganzen total positiven Zahlen w, p’ (u » 0) des Korpers zu erstrecken
ist, wahrend die Koeffizienten ¢, ein einfaches arithmetisches Bildungs-
gesetz haben. Dazu gehoren als eine der wichtigsten die speziellen
Thetareihen%: q"2q"“'2, wie ich sie frither zur Untersuchung der Dedekind-

schen Zetafunktion benutzt habe. I,m gewissen Sinne die einfachste dieser
Funktionen ist die Reihe #2 g“g", die ich als geometrische Reihe im
»0

Kiirper bezeichne. Geht man zu ¢ = e™%, ¢’ = e~ iiber, so entsteht eine
Funktion

G, t) =2 tHtH,
>0
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welche zundchst die additive Periodizitit
Gi+2mie, '+2nmid’) = G, )

filr beliebige ganze Zahlen & aus dem Korper) besitzt, sodann aber auch
die multiplikative Periodizitat

1 Gt 9't) = G, t)

fiir jede total positive Einheit 7 des Kérpers. Damit ist die diskontinuierliche
Gruppe @ der Substitutionen

t,=qt+2nmie, t.=q't'+27ic
definiert.

Im § 1 beweise ich zunichst einige Sitze iiber die Singularititen
von Funktionen, die bei dieser Gruppe invariant bleiben. Singulidr sind
jedenfalls die Punkte, wo beide Koordinaten rein imaginir sind, und
nach einem Satze von HARTOGS miissen daher noch unendlich viele
weitere Singularititen existieren, vermutlich sind singulir bereits alle
Punkte, wo auch nur eine der Koordinaten rein imaginir ist, so daf keine
dieser Funktionen iiber das Gebiet R () > 0, R (') > O fortsetzbar ist.

Im § 2 stelle ich dann mittels einer Art Poincaréscher Reihen eine
ganze Klasse derart invarianter Funktionen her, fiir welche darnach im
§ 8 die Fourierentwickelung nach Potenzen von e—? e~ hergeleitet wird.
Dabei zeigt sich, daf die geometrische Reihe im Korper, G (¢, t'), noch

in weiterer Hinsicht das Analogon zur Relheze nt ist, da die Poin-

carésche Reihe das Analogon zur Partlalbruchzerlegung der Kotangente
ist. Aber ein wesentlicher Unterschied ist vorhanden: G (¢, ') ist in
der Tat nicht fortsetzbar. Der Beweis dafiir 148t sich nach einer
Methode fithren, welche ich bei einem verwandten Problem schon
angegeben habe, das entsteht, wenn man ¢ = ¢’ setzt und G (¢, t') als
Funktion der einen Variablen ¢ == e—? untersucht. Als spezieller Fall
erscheinen dann die PotenzreihenZR(m o) ¢™, wo « eine Zahl aus k?).

1) Uber analytische Funktionen und die Verteilung von Zahlen mod. eins. Diese
Abhandlungen Bd.1, Heft 1. Auf der Mathematiker-Tagung in Jena (1921) hat Herr
SIEGEL iiber seine schonen Untersuchungen zur additiven analytischen Zahlentheorie in
total reellen algebraischen Kérpern berichtet. Auch er ist auf die Bedeutung der Reihe
G (1,t) aufmerksam geworden, hat insbesondere auch die interessante Partialbruch-
zerlegung aus § 2 und 3 gefunden, behandelt aber im iibrigen, wie er mir mitteilte,
die Funktionen unter andern Gesichtspunkten und nach andern Methoden. Meine Unter-
suchungen nehmen ihren Ausgang von der Theorie der Modulfunktionen, wo ich schon
frither ahnliche Entwickelungen bemerkte (vgl. meine Note Gott. Nachr. 1910, Uber die Kon-
struktion der Klassenkorper reeller quadratischer Korper. . .§ 2). Die Hauptschwierigkeit
habe ich aber erst durch die Einfithrung meiner {(s; 4) erledigen konnen, wie hier in § 5.
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Die folgenden Paragraphen sind dem genauen Studium dieser und
dhnlicher Funktionen in der Nachbarschaft der (sich als singulir heraus-
stellenden) Mannigfaltigkeit R () = 0 oder R (¢') = 0 gewidmet. Im § 5
wird fiir die Funktion G (¢, ¢) eine dritte sehr bemerkenswerte Dar-
stellung abgeleitet, eine im ganzen Existenzbereich konvergente (nicht

Ti

nur asymptotische) Entwickelung nach Potenzen von (—ttT) log , welche die

Invarianz bei (1) in Evidenz setzt. Dabei lassen sich die bei ¢ =0,
t' = 0 unendlich werdenden Terme isolieren, und es ergibt sich

Gt t) = ;%—I—Blogtt'-{—O(l)

mit konstantem A, B (4 # 0). Die Abschétzung bezieht sich auf gegen
Null konvergierendes ¢- ¢'. Der vorangehende § 4 behandelt auf die gleiche
Art eine noch einfachere Funktion E (¢, ¢').

Im § 6 iibertrage ich diese Methode auf allgemeinere Funktionen,
deren Koeffizienten ¢, mit Klassen- und Grofiencharakteren gebildet sind,
beschrinke mich aber hier auf die Berechnung der bei ¢ =0, ¢ =0
unendlich werdenden Bestandteile. Hieraus ergeben sich unendlich viele
andere Darstellungen von G (4, ¢'), ebenfalls im ganzen Existenzbereich
konvergent, die das Verhalten bei Anniherung an andere Randpunkte
erkennen lassen, und zwar findet sich

Qi % t,__2nix'
Va'’ Vd

G(t+ ):A(x)logtt’—|—0(1),
wo A(x) von £, ¢ unabhangig, x, ' konjugierte nicht-ganze Korperzahlen

sind. Endlich bringt § 6 nach der gleichen Methode in Kiirze die Unter-
suchung der ,logarithmischen Reihe im Korper®, als Ergebnis kommt

T log it 4+ A, log i+ 0 (L
N olog®tt + A logtt' + 0 (1)

und das Entsprechende fiir die anderen Randpunkte.

Alle Resultate werden im Grunde mittels desselben Prinzipes
gewonnen: Wenn eine Funktion bei einer Substitution (von unendlich
Toher Ordnung) invariant bleibt, so entwickle man die Funktion in eine
Fouriersche Reihe nach einer geeignet gewdhlten Variablen, welche diese
Invarianz in Fvidenz setzt.

So primitiv dieser Gedanke ist, so fruchtbar ist er. Merkwiirdiger-
weise ist er aber nicht einmal in dem soviel durchgearbeiteten Gebiete
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der elliptischen Modulfunktionen in vollem Umfange zur Anwendung
gebracht worden, und ich werde spiter zeigen, daf dieses Prinzip hier
noch unbekannte arithmetisch und funktionentheoretisch interessante
Konsequenzen hat.

Das technische Hilfsmittel zur Durchfithrung des Prinzipes sind
nun die von mir zur Begrindung der analytischen Zahlentheorie in
mehreren Dimensionen eingefithrten Zetafunktionen mit Gréfiencharakteren,
{(s; 4), welche vermoge der Integralformel (12) in die Theorie hinein-
kommen. Der Sachverhalt ist etwa der: Diese unendlich vielen nur von der
einen kontinuierlichen Variablen s abhingigen Funktionen, welche aber
in den 4 noch einen ganzzahligen Parameter enthalten, sind ein Aquivalent
fiir esne Funktion von zwei kontinuierlichen Variablen. — Die Funktional-
gleichung der [(s,4) spielt in den Rechnungen eine wesentliche Rolle;
fibrigens erweist sich auch die Benutzung idealer Zahlen an Stelle von
Idealen hier wieder als hochst zweckmiBig.

Die Theorie, wie ich sie in § 4—7 darstelle, 146t sich ohne erhebliche
Anderung auf jeden algebraischen Zahlkirper, den imaginir-quadratischen
ausgenommen, iibertragen, auch wenn die konjugierten Korper nicht alle
reell sind. Nur geht in letzterem Falle die additive Periodizitat der
Funktionen verloren. Eine Art Partialbruchzerlegung wie in § 2 und 3
existiert jedenfalls noch, aber nicht mehr fiir alle Werte des Ex-
pounenten s.

In den folgenden Arbeiten werde ich dann auf dieser Basis eine
allgemeine Theorie der Modulfunktionen entwickeln, die bereits im
Falle n = 2 wesentlich mehr liefert, als bisher bekannt ist — dann
den Zusammenhang aller dieser Fragen mit dem XKlassenzahlproblem
(Kroneckersche Grenzformel) erortern, endlich mehrere Typen von Dirich-
letschen Reihen, welche zu einem algebraischen Zahlkorper gebildet
werden konnen, untersuchen und ihre Anwendung auf die analytische
Zahlentheorie (neuartige Gitterpunktprobleme) geben. Einen speziellen
Fall im reellen quadratischen Korper, der iiberhaupt dabei eine Aus-
nahmestellung einnimmt, habe ich schon in der obengenannten Arbeit
diskutiert. Im Anschluf an diese Theorie wird sich iibrigens ein neuer
Beweis fiir die Fortsetzbarkeit aller Zetafunktionen ergeben, der die
Theorie der Einheiten iiberhaupt nicht benutzt, vielmehr nur davon
Gebrauch macht, daB die ganzen Korperzahlen einen n-gliedrigen Modul
bilden. Auch fiir die Riemannsche { (s) scheint mir dieser Beweis neu.

§ 1. Allgemeines iiber Gruppe und notwendige Singularititén.

Es sei & ein reeller quadratischer Zahlkorper mit der Diskriminante d,
y die Grundeinheit mod. 1, welche > 1 ist. Wir beschiftigen uns mit
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der Frage, eindeutige analytische Funktionen von zwei komplexen
Variablen 7, ¢’ zu finden, welche die Bedingungen

1. 9@ +p o'+p) =9k 1)
fiir jedes Paar konjugierter ganzer Zahlen u, u’ des Korpers,

2. ¢(nr, "7,7:,) = ¢ (7, ')
erfilllen. Sie gehdren also zu der Gruppe simultaner Substitutionen

T, =1kt +p, =gk
=0, =1, £2,..ininf,, » beliebige ganze Korperzahl).

Aus der Invarianz gegeniiber dieser Gruppe & folgt zunichst die
Existenz unendlich vieler Singularititen, nimlich der Fixpunkte der
hyperbolischen Substitutionen der Gruppe. Fixpunkte sind offenbar die
Punkte, deren beide Koordinaten reell und von der Form sind

’

[ ' w
@) =T T T & % 0)

Die zugehdrige Substitution laBt sich offenbar auf die Form bringen

T, —t,=q*@@—rz,), Ti—v,=q k@@ —1)).

Wire nun ¢ im Punkte z,, v, regulir, so lieBe es sich in eine Potenzreihe

2 cmn (@ — T — )

m,nz 0
entwickeln, fir welche dann die Identitit
2 Cmnﬂk(m_n) (T_To)m (T,—T:,)" =20mn(7_70)m (t,_""':;)”
m,n m,n
gelten wiirde. Hieraus wiirde folgen
tman=0, wenn m ¥ n,

also wire ¢ nur Funktion des Produktes (r—z,)(z'—=7,). Eine solche
Funktion kann aber offenbar nicht noch die additive Periodizitit 1.
besitzen, auBer wenn sie konstant ist. Die Punkte (2) liegen nun ersicht-
lich in der Mannigfaltigkeit der Punkte mit reellen Koordinaten iiberall
dicht und mithin ist die Menge der Punkte

(3) 7 reell und ¢ reell

eine singuldre Mannigfaltigkeit jeder Funktion ¢ unserer Gruppe. Diese
zweidimensionale Mannigfaltigkeit ist nun keine analytische, d. h. nicht
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durch eine analytische Gleichung zwischen z, ¢’ darstellbar, und folglich
milssen noch unendlich viele andere singulire Stellen im Endlichen vor-
handen sein. Uber singulare Stellen hat nédmlich Herr HART0GS?) folgenden
fundamentalen Satz bewiesen:
Es seien ¢, ¢ zwei positive Zahlen. Fiir einen gewissen Zweig
f(z,y) einer analytischen Funktion von z, y mogen zu jedem der
Bedingung 0 < |x| < ¢ geniigenden Werte x = & genau r singulire
Stellen (&, 71) . . (&, 7,) existieren, deren y-Koordinaten der Kreisfliche
|y| < o angehoren. Alsdann sind die » elementaren symmetrischen
Funktionen von #,..7, analytische, fiir |§| < ¢ regulire Funktionen
von &.

Hatte nun ¢(z,7’) keine anderen Singularititen als (3), so setze
man 7+4i7’ = z, v—i¢ = y und wende den Hartogsschen Satz auf
die so entstehende Funktion von x,y an, deren Singularititen durch
die Bedingung: ,x konjugiert imaginir zu y“ charakterisiert wiren, im
Widerspruch mit der Behauptung des Hartogsschen Satzes.

Ich vermute nun — und alle von mir konstruierten Beispiele
bestitigen dies —, daB fiir jede Funktion ¢ mit den Eigenschaften 1,, 2.
bereits alle Punkte z,z’ singulire Stellen sind, wo auch nur eine der
beiden Variablen , z’ reell ist, da8 also ¢ iiber diese Punktmenge hinaus
nicht fortsetzbar ist und jedes solche ¢(v,z’) regulir nur in einem
solchen Bereiche sein kann, in welchem die imaginiren Teile von z, 7’
je ein festes Vorzeichen besitzen. Doch kann ich gegenwirtig einen
Beweis fiir diese Vermutung nicht geben.

§ 2. Darstellung von invarianten Funktionen durch
Poincarésche Reihen.

Um uns nun Funktionen zu verschaffen, welche bei den Sub-
stitutionen der Gruppe & invariant bleiben, und welche moglichst ein-
fache Singularititen besitzen, bilden wir analytische Ausdriicke vom
Typus der Poincaréschen Reihen. Die einfachste rationale Funktion,
welche bei der Substitution 2. invariant bleibt, ist z-7’. Bedeutet R(2)
irgendeine rationale Funktion von 2z so ist die unendliche Reihe

@) 2 R(@+ w6 + ),
o

worin p alle ganzen Korperzahlen von %k durchliuft, formal invariant
bei allen Substitutionen von G. Denn es ist wegen 49’ = 1

r+p @7 +p) = @+ w)E +9' ")

1) F. HARTOGS, Uber die aus den singulidren Stellen einer analytischen Funktion
mehrerer Veranderlichen bestehenden Gebilde. Acta mathematica Bd.32 (1909), pag. 76.
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und 7~ !'p durchléuft insgesamt wieder die ganzen Zahlen aus %, wenn

p dies tut. Sofern also jene Reihe gleichmifig in z,+’ konvergiert und

nicht konstant ist, haben wir eine Funktion der Gruppe & gefunden.
Wir nehmen jetzt an, daf

) J@ >0, JE")<O0. (Teilraum 7')

Ferner sei 7) ein abgeschlossenes Gebiet im Innern von 7. Alsdann
148t sich zeigen, daB die Reihe (4) gleichmaBig in 7, konvergiert, falls
die Glieder in 7; alle regulir sind und falls R(z) im Unendlichen in
hoherer als 1. Ordnung verschwindet. Im Folgenden brauchen wir nur

den einfachsten Fall, wo R(z) = % (¢>1). Um hierfiir die Konver-

genz zu erkennen, bedenken wir, da die Funktion

[z +y*

eine bindre definite quadratische Form von x,y ist, und falls = in 7T}
und z, y auf dem Gebilde 2* 4 y* = 1 variiert, also ein positives Minimum
p Dbesitzt, mithin fiir beliebige reelle =,y = p(z®-+ ¥® ist, also fiir
z=19y=u

v+ p2> p(1 4 pd).

Mithin gibt es fiir die in Frage stehende Reihe

1
Z,l: @+ u) @ +p')

in T} eine Majorante mit konstanten Gliedern

const. 2 kl
Pa+mEa+ e ’)"’

Diese konvergiert fiir beliebige reelle Exponenten % > 1, weil das Doppel-

integral
J f g

A+ u”)2 1+ v’)2

konvergent ist.
Es liegt nun, nachdem man diesen Ansatz gemacht hat, nahe, ihn
in der Art zu verallgemeinern, daB man als erzeugendes Glied der Reihe

nicht 1,)k , sondern eine andere, transzendente, Invariante bei der Sub-

(z

stitution 7, = g7, 7, = 9’¢v’ wihlt, nimlich die Funktion
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nik

e WO BT g
U mik

? logy’

Hier ist & eine ganze rationale Zahl, s eine beliebige komplexe Grofe,
deren reeller Teil > 1. Dabei ist

silogT s logt’
’

Th=— ¢ Th — ¢

zu setzen, und log 7, log z’ sind diejenigen im Teilraum 7 eindeutigeﬂ
Funktionen, deren imagindrer Teil zwischen 0 und = bzw. zwischen — 7
und O liegt. Wir gelangen so zu der Reihe

1
©) F(r,7'; s, 8) =§(I+M)8, @+ p'y
Nach den vorangehenden Ausfiihrungen stellt sie eine in 7' regulire
Funktion von 7, 7’ dar, sobald R (s;) >1, R(ss) > 1, welche die additiven
Perioden u besitzt. Sie besitzt iiberdies auch die Invarianzeigenschaft 2.,
2nik mit
logy

also Invarianz bei der Gruppe &, falls s, —s; von der Form

ganzem rationalen % ist.

Man bemerke iibrigens, daB hier (z 4 p) (z'+ ') eine quadratische
Funktion der ganzen rationalen Summationsbuchstaben m, n ist, deren
homogener Bestandteil 2. Grades - ' eine indefinite Form in m, n ist.
Die Konvergenz bei Summation iiber alle m, n wird durch den Ubergang
zu nicht reellen Werten 7, ' in den Bestandteilen 1. Grades hervorgerufen.
‘Wir konnen also diese Funktionen (6) in ihrer Abhéngigkeit von s =35, =,
auch als eine Verallgemeinerung der Dedelindschen Zetafunktionen auffassen.

§ 3. Die Fourierreihe der Funktionen F.

Die Darstellung (6) setzt die Invarianz gegeniiber der ganzen Gruppe &
in Evidenz; zu jeder einzelnen Substitution § aus G mufl aber noch eine
besondere Darstellung existieren, welche die Invarianz gegeniiber diesem §
allein zum Ausdruck bringt, nimlich eine Entwickelung nach gewissen
einfachsten, nur bei .S invarianten Funktionen. Dieses Prinzip ist gerade
auch fiir die Anwendungen auf Arithmetik von besonderer Bedeutung.

So wollen wir zupnichst in diesem Paragraphen die Fourier-
entwickelung herleiten, welche F' als eine Funktion mit zwei additiven
Periodenpaaren besitzen muf.

Sei w,, w; eine Basis von %k und die Determinante

4 = o,0l—o,0. =Vd >0,
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Wir filhren die Variablen w,, us durch die Gleichungen

t = u1w1+u2ws7
I3
= w0+ u,0,

ein; dann muB sich ¥ als regulire Funktion von u,, us mit den Perioden
1,0 und 0,1 in eine Reihe nach Potenzen von ¢***“und ¢**** entwickeln
lassen. Wir erhalten diese Reihe am bequemsten nach folgendem, auch
spater mehrfach zu benutzendem Verfahren, bei dem wir nur reelle Variable
in Betracht zu ziehen haben: Ist f(z, y) eine zweimal stetig differentiier-
bare Funktion von z, y, welche nebst ihren Ableitungen bis zur 2. Ord-
nung absolut ins Unendliche integrierbar ist, so ist

-0 +co
() 2 my,mg) =2 ffez"i("““‘+"““’)f (uy, ug) drey dus.

Ny, My = — O M, My
Denn die Funktion

@ (s, us) = 2 f (my+uy, m+ us)
my, Ms
ist dann eine periodische, zweimal stetig differentiierbare Funktion von
u, ug, Welche daher eine Fourierentwickelung

(8) @ (’llq, Ug) =2A_pq €_2ﬂi(pm+qu')
»q

besitzt, mit

1
AM =ffezzi(pm+quo rp(ul, us) duy dus
0
1
=ff{m2"{(ml+ Uy, Mg Us) ezni(pl"+qu’)} duy dus
0 1y

1
=2 fff(mx+u1, ma+ ug) €T PUTTR Gy Gy,
0

ms, My
mit+l mat1 .
= [ [ e, w)@mieutew gy, gy,

Setzen wir hernach in (8) u; == us = 0, so folgt die Behauptung (7).
Wir wenden diese Formel auf die Funktion

1
Ctxo+yo) @' +rxol+yo)

flay =
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an und erhalten (fir R(s)>1, Risx) > 1)

27n(mma+ My Us) duy du
F(T, T,; S1y 32) —fo S, : \8;
s, ae) T+ w0 -+ ugwe) (' +u,0 1+ Uy 0,)"

2r

(,uv L)
J dvldv C (= m,el—me!)
,,,,,,,.,,4 @+ v &+ o)

Nun gelten die Formeln

0, wenn ¢ =0, J(z) >0,

wé”ic”dv _ —Tis

y 2 i

o @+ v)® ﬂr_e_(—«?n’c)sl_1 e 2™HT, wenn ¢ <0, J(z) >0,
I'(s))
< !/
_j; Lalll g . 0 W::l:: = O’ 3(1: /=0
7 1\ - T . o

J ="+ v') _2153__(27,0)3.—13—2’“”, wenn ¢>0, J(')<O0.

I'(ss)
Mithin folgt die Schlufiformel
wi
—Z 7 (,— 8 cpr—plt
1 9 )t 2 ottt 7
(9)2( 1 @mpiee R P
z @+p @ +p'y I(sy) Isg) 47F971 55

wo auf der rechten Seite # nur die total positiven ganzen Zahlen des
Korpers durchlauft.
Die unendliche Reihe auf der rechten Seite hat fiir alle s;, s; einen
Sinn und konvergiert im Innern des Teilraumes 7' der Variablen z,7’.
Setzt man
2mi c _ 2wit!

4  __ 4
e =4q € '—Q’,

so daf also der Teilraum 7' durch die Bedingungen
lel<1, |¢'|<1

charakterisiert ist, so ist die Summe von der Gestalt
e, d'q".
n»0

Das sind Reihen, die man als Potenzreihen im quadratischen Korper % ()
bezeichnen wird.
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Als Funktion von 7,7’ haben sie auch die multiplikative Periodizitit 2.
dann und nur dann, wenn fiir alle p
= ¢

Cpu w

d. h. ¢, nur vom Ideale (») abhingt. Im Falle der Reihe (9) hat dann
also ¢, den Wert

Cp = N(Au)s—llk (I"/)!

wo Ax(#) den von mir schon bei anderer Gelegenheit eingefithrten Grifen-
charakter von w mod. 1 bedeutet:
rik

log 7

I (w) = ) (k=0, &1, +2...ininf.

Die fir meine weiteren Zwecke wichtigsten Reihen (9) sind die beiden,
s =0 und 1 entsprechenden,

2 ¢’ und > q q

p»0 ©»0

das Analogon der geometrischen und der logarithmischen Reihe in zwei
Variablen.

Fiir s = 1 konvergiert die Poincarésche Reihe nur noch bedingt;
die Formel (9) zeigt aber, daf man sie auffassen kann als Grenzwert der
absolut konvergenten Reihen fiir lims = 1.

Setzt man in der Potenzreihe ¢ = ¢’ und nimmt etwa die Dis-
kriminante d durch 4 teilbar an, == 4.D, so geht sie in folgende Potenz-
reihe einer Variablen iiber:

e 2M e - 2m ) Zm
D e AR

m—nl/D>0

= Vi 2R g e

Dabei ist R(x) der kleinste nicht-negative Rest von x mod. 1. Diese
Reihen habe ich bereits frither untersucht? und u. a. ihre Nichtfortsetz-
barkeit als Funktion der einen Variablen ¢ iiber den Kreis |¢|< 1 hinaus
bewiesen.

Das Bildungsgesetz der oben erhaltenen Fourierschen Reihen 1ifit
erkennen, daff bereits gewisse Teilsummen der Glieder bei unserer Gruppe ®

1) 8. 103, Fubnote.
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invariant sind, nimlich die einer Serie assoziierter w entsprechenden Reihen

7n1-____ "l-z-’
T 27ri—-——-——l 7

e 4 = E*(, 7).

n—=—w

Es ist z. B.
’ (277:)28 - ot
F,7'5s, ) T(s)? 4?51 (ﬂ%g\r(ﬂ’)s 1E* (y/[, wr )7

worin w jetzt nur die verschiedenen nicht assoziierten totalpositiven
ganzen Zahlen des Korpers zu durchlaufen hat.

Endlich 148t sich bei den Fourierreihen die Doppelsumme noch in
eine einfache Summe verwandeln und dadurch eine andere bemerkens-
werte Darstellung von F (z,7') gewinnen. Wir setzen

2mit 2mit’

= ——, = 4T

(das sind also Variable mit positiv reellem Teil). Es seien @, «’ zunichst
irgendwelche irrationalen reellen Grofen mit

a>a >0.

Durch Ausfithrung der Summation iiber » findet man dann fir die iiber
alle ganzen m, » mit
m+na=>0, m+na'=>0

zu erstreckende Summe

2 —mZ (I—R(%)) (@t+a't)

—t(m-l—na) tm+na’) — M=

1—¢—@itat)

m——i{:na>g
m-t+na>
(10
) i v —R( )(at+at)
+ mot 1—e— — (at+a’t)
Fiir « = M, o = a—Va ist das unsere Reihe mit

2 2
s = 1. Eine in meiner oben zitierten Arbeit angegebene Methode,

welche den Weylschen Satz iber die Gleichverteilung von Zahlen mod. 1
benutzt, gestattet dann nach einer kleinen Modifikation zu zeigen, daf
fir jedes irrationale «,«’ die oben definierte Funktion (10) bei An-
niherung an ¢ = 0, # = {, unendlich grof wird, falls ¢ ein Wert mit
positiv reellem Teil ist. Also ist die Mannigfaltigkeit ¢ = 0 fir die
Funktion eine singulire. Wegen der zweifachen Periodizitit der Funktion



114 E. Hecke.

folgt daraus, daf jeder Punkt, dessen ¢ rein imaginir ist, ein singulérer ist,
auch das Entsprechende fiir ¢'; mithin ist die Funktion iiber das Gebiet
R(#) = 0 und R({E') > 0 nicht fortsetzbar. .

Auf diesen Beweis gehe ich hier nicht niher ein. Denn fiir unsere
Potenzreihen im Korper & werde ich im folgenden auf ganz anderem
Wege eine viel tiefergehende Analyse ihres Verhaltens in den singularen
Punkten geben, woraus die Nichtfortsetzbarkeit als ein Nebenresultat folgt.

§ 4. Entwicklung von E*(s,+’) in der Nihe
der Mannigfaltigkeit - = o.

Nach dem zu Anfang formulierten Prinzip stellen wir jetzt diejenige
Entwickelung auf, welche die Invarianz unserer Funktionen bei einer
andern Substitution von & in Evidenz setzt; wir wihlen die hyper-
bolische Substitution

— I g1y
T, = 97, 7, = 7,

Hieraus wird sich das Verhalten der Funktionen in der Nihe der dabei
festbleibenden Mannigfaltigkeiten © = 0 oder ¢’ = 0 ergeben.

Wir gehen dazu nicht von den Poincaréschen Reihen, sondern von
der Fourierentwickelung des vorigen Paragraphen aus, und zwar von
den einfachsten Bausteinen, der Funktion
( tVa —t VJ)

)

+c !
E@t) =D Tt—1 " = p*

e 24 2mi

¢t und # sind jetzt Variable mit positivem Realteil.
Nach Gl (7), die natiirlich mutatis mutandis auch fiir einfache Reihen
gilt, besteht die Gleichung

+o
E(t, ) = 2 An,
(11)

2rinvy

4+
—

Dieses Integral 148t sich nun in folgender bemerkenswerten Art
umformen:

+o oyt i
et =" v — 1 I'(s+ea)I'(s+A8)
e’ ¢ ) va—p) —_
12) fe e+te g dv = 27”.f e A ds.

—® ap— 100
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Hier sind «, # komplexe Konstanten, die Integration ist auf der rechten

Seite iiber die unendliche Grade R(s) = o, zu erstrecken und o, ist

eine beliebige reelle Grofe, welche > — R(e) und > — R(4) ist.
Zum Beweise setzen wir

=2
_IM =fe—txxs+a—ldx’
psta
0

ebenso fiir 8, ¢’ an Stelle von «, {. In dem durch Multiplikation ent-
stehenden Doppelintegrale fithren wir an Stelle der alten Variablen x, y
neue ein durch die Gleichungen

x == Vu—e”, Yy = Vu—e—”,

wobei die Funktionaldeterminante 1 ist. Damit erhalten wir

Is+als+8) ¢
prageth =()f®(u) u*~1du,
(13) +@ a+tB
fl)(u) =fe—]/ﬂ(tev—{—t'e—V)ev(a-—ﬂ)u 2 dy.
—c

Nach den von Herrn MELLIN') aufgestellten Sitzen folgt aus (13)
die Umkehrung

ay+ico
o) = 5 [Leta Tt d

Fregeth u=Sds

Oy— 10

und damit fiir w = 1 die Behauptung (12).
Indem wir jetzt zur Abkiirzung einfithren

T
¢ = Tog 7’ (also ¢ > 0),

erhalten wir aus (11), (12)

Gy+1ico .
1 I's+incI'(s—inc)

(14) Anlt, ) log g = 5 — Fxmego—ine 45 (0>0)
ay— 100
Durch Verschieben des Integrationsweges nach links (lim 6, = — o0)

und Beriicksichtigung der Residuen des Integranden ergibt sich, wie
schon Herr MELLIN gezeigt hat, fir n + 0

) MELLIN, AbriB einer einheitlichen Theorie der Gamma- und hypergeometrischen
Funktionen. Math. Ann. 68 (1910) 8. 305—3887. Dort findet sich die Formel mit a =3 =0,
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A, ) logyg =
o0 — A — N [o.:] — N
t=eine T2 ppyp 4 yraine S PE2ind 4y
p=0 b: p=0 .
und fiir » = 0

p &IM(p41) (18)p & ()P
1 = 2 — —logtt —_—
Ao(t;t) ogy p;or(p_i_l) (p|)2 0g = (p!)s

Hiernach hat also E(t,¢') folgende Gestalt:
18)  Et,t) = fott)logtt'+ go(tt)) + 2 [@ine + ¢'2ine| g, (1),
nto

Dabei sind alle f; und g; ganze transzendente Funktionen der einzigen
Variablen ¢¢'%). Diese Darstellung zeigt die eine Invarianz von E:

E@t,q=1t) = E(t,¢t).

Dagegen ist nicht daraus die additive Periodizitit von £ zu entnehmen.
Lassen wir ¢, ¢’ solche positiv reellen Werte durchlaufen, daf ¢¢’ gegen
Null konvergiert, so folgt aus (15)

’
lrim———cE(t’t) =1,
t =0__. 7

po log ¢t

derart, daf die Differenz zwischen Zihler und Nenner sogar beschrinkt
bleibt. Also fiir festes #, mit positiv reellem Teil

lim E (¢, ¢t,) = oo,
t=0
wenn ¢ iber positiv reelle Werte gegen Null strebt. Da aber
Et+2nip, t'+2mip’)y = E,t)
fiir jede ganze Korperzahl u, so ist auch
lim E(t+2nip, t)) = oo.
t=0

Da nun die Zahlen u iiberall dicht liegen, so folgt, daf die dreidimensionale
Mannigfaltigkeit R () = 0 aus lauter singuliren Punkten besteht, und
analoges iiber die R(¢') = 0, d.h. E (¢, t') ist iiber den Bereich, in welchem
beide Argumente positiv reellen Teil haben, nicht fortsetzbar.

") Diese Gleichung besteht offenbar fiir beliebige positive 3, nicht nur fiir Ein-
heiten aus k.
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§ 5. Entwickelung der geometrischen Reihe bei ¢t = 0.

Die vorstehend auf E (¢, t') angewandte Methode wollen wir jetzt

zuniichst auf die Reihe

2" q" baw. Gt t) =2 ¢ trTH

m»0 u»0
anwenden. Zu diesem Zwecke betrachten wir gleichzeitiz diejenigen
Reihen, welche hieraus entstehen, wenn man die Exponenten g, ' durch
w, —p' ersetzt und jetzt x4 die ganzen Zahlen mit » > 0 und @’ < 0 dureh-
laufen 1a8t. Endlich verallgemeinern wir gleich das Bildungsgesetz, indem
wir fiir 4 nicht alle ganzen Korperzahlen mit gewissen Vorzeicheneigen-
schaften zulassen, sondern nur diejenigen, welche durch ein festes Ideal a
teilbar sind. Hierbei ist dann die von mir an anderer Stelle begriindete
Einfithrung der idealen Zahlen sehr vorteilhaft. Ich benutze die dort
eingefiihrte Bezeichnung'): Es sei ein dem Korper & zugeordnetes System
idealer Zahlen nebst ihren Konjugierten festgelegt, jeder Idealklasse ent-
spricht dann eine Klasse dieser idealen Zahlen. Ferner seien die beiden

Vorzeichencharaktere
’

g w\°
v )=(——-~—,). {a =0 oder 1

W= \TuT T :
Der Charakter mit @ = O heife v, der mit ¢ = 1 heifie v,. Wir fiihren
folgende Funktionen ein:
(16) Ot Q) =2 ¢ tel=t1rly ),

fin 8

Dabei soll w alle ganzen idealen Zahlen der Klasse & aufier 0 durch-
laufen. Bedeutet &, insbesondere die Hauptklasse, so ist offenbar z. B.

4G (t, t’) = @ (t} tl} Vo, '@1) + o (ty t’; %T) @1)‘

Fiir diese Funktionen @ wollen wir wie eben fiir £ (¢, ¢) die Fourier-
entwickelung um den Fixpunkt ¢ = 0, ¢'= 0 aufstellen. Es ist

O ;0,8 =2 vw) E(u|t, |w']t).

(#o)in ®
Hierbei soll der Zusatz (#), am Summenzeichen, wie auch spiterhin,
bedeuten, daff w nur die verschiedenen mod. 1 nicht assoziierten (d. h. sich
nicht nur um Potenzen von 5 unterscheidenden) Zahlen aus & durch-
laufen soll. Nach (7), (12) ist daher

) Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen zur Verteilung der
Primzahlen I, II. Math. Zeitschr. Bd. 1 und Bd. 6. Zur raschen Orientierung erinnere
ich nur daran, daf fiir Korper mit der Klassenzahl 1, wie % (W) und k(V3_), die idealen
Zahlen mit den Zahlen des Korpers selbst identisch sind.
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+o
an o100 =2 0n0

n=—c log7
dy+ 100 )
1 I's+incdI'(s—inc) viu
B"(v’ Q) = 273 ts-{-inc t’s-—i'nc ((#\ oy |‘wis+inc '”'ls—inc ds
Oy—1 0 0
op+ioo
e(l) ¢ I'(s+inc) I's—inc)
= 2(7_[_2' ( ts+»{nc)t!3—inc :(S; 2’”1)’ Q) ds) (do > 1)
0y—100

und es bedeutet

e (1) die Anzahl mod. 1 nicht assoziierter Einheiten (also 2 oder 4),
! line

@ =2, n=0%1,+2....;
endlich, wenn fiir alle Einheiten ¢: 4,(e) v(e) = 4 1, so ist
An
Eis; dnv, &) = o) _ 1 o)

(w)ing IN(:“’) ls o e(l)(,u).,inaIl‘l”’i”"iu'ls"i”‘

die mit dem GroBencharakter i,» des Ideals (1) gebildete Zetafunktion
der Klasse &; dagegen soll sein

L(s; Anv, R) == 0, wenn 4,(s)v(¢) 1 fiir eine Einheit e.

Von diesen {-Funktionen habe ich bewiesen:
Setzt man

E(s: I, §) = ASF(S+a2+ inc)r(s—i—a;inc)g(&l”v’ ®)

mit
1. .
A= V],

so ist & eine ganze transzendente Funktion von s (wemn Z,v 3 1) und
geniigt der Gleichung

E(1—8; 200, &) = E(s; Anv, R).

Dabei ist 4,v der konjugiert imaginire, d. h. reziproke Charakter zu 4,v

und R K’ ist die Klasse von Vl_d—’ d.h. & die zu & reziproke Klasse.

Auf Grund dieser Tatsachen lifit sich das Integral fiir B, in der
Art auswerten, dafl der Integrationsweg R (s) = g, ins negativ Unend-
liche geriickt wird. Indem wir ndmlich vermoge der Funktionalgleichung
{(s) durch {(1—s) ausdriicken, finden wir durch eine kleine Rechnung
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B,(v, &) =
o+ 100 J—
e(1) mw A1 2822820 (1 — g1 A, R') ds
21 s+1—a ince s+1—a inc
ldo—loo g8tinc g's—inc gjp n—(____ _I__ 5 sin 7 (________.___2._

Hieraus erkennen wir, daB das Integral gegen Null strebt, wenn
6, > — oo, falls

A%t
(18) 2

Mithin ist, wenn noch nach bekanntem Muster das Verhalten des Inte-
granden bei beschrinktem R(s) und unendlich werdendem Imaginarteil
von s beriicksichtigt wird, unter der Bedingung (18) B,(v,®) = Summe
der Residuen des Integranden im Gebiete R(s) < 1. So erhilt man

I. n40.
e(l) A
Balr, &) = 2sin winc

At 2inc
1—at2q| S@—a+2g—ing nv,ﬁ)( )
At’)Zznc

S(Aﬂt’)

—{@2—a+2q+ ing nv,.@)(

ILI, n=0,a =0 ( h v = v):

Re(l) . Ame(l)
it 4 E

BO(”O; R) ==

o 24y . 1+2q
Q=

Dabei ist B das Residuum der Reihe { (s; &) im Punkte s = 1, unabhangig
von &', namlich

E= 8?1) |ll(;gg|
L2 n—=0, a =1, (v = v):
By (v, ®) =
— A B+, 7, ) 10g 2120 7 (T
P

Fiir die hierin auftretenden { trage man nun, solange der reelle Teil des
Argumentes =1, die absolut konvergenten Dirichletschen Reihen ein;
nach Vertauschung der Summation iiber ¢ und (p), 1iBt sich dann die
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iiber ¢ ausfithren, und man erhilt folgende im ganzen Teilraum der ¢, ¢t
konvergente Darstellung:

A%t
log ‘<
Re(1) Ame(l) Adtd 1 4| N ()]
B, (v, &) = T — E— 3 7
it 4 A e NP | [ 4t
(wom & 1— N(#))
(At —21716 At )zznc
. Ad¢et 1 2u 24
By (v, ) (fiir n  0) = 8 sin Tine ot & N(w)t At |2 Y
e TVING
Ae(l)

-BO (vly *Q)

t,v, &) logtt

Ae(l) {L‘(l, 7, & )100,___|_g'(1 v, & )}

A%t
_ Aspy 50 8 INGT |
67 (e [N@F [ 4 |
(1) in ' | iNG

Br(vy, &) (tir n F 0) =

At

Ae(l) {C(l—z’nc, m,ﬁ’)(—) —C(l +ine, nvl,@)(At)2mc}

2sin wince

2
( At ) —2ine At ) 2ine
ACY v Velafl T VBT
32sinminc T | N@® _ [ A\
(#2)p in R [ l 1 iNE

+

und damit

~+00
4logn > ¢tV H =3 Bulvo, 1)+ Balry, R}

n»0 n=-—o0

Diese Doppelreihe in =, (u), konvergiert absolut gleichmiBig in dem Kegel-

raum
_m g el _m }
3 +6<argt,< 2 d (6d>0) aum K).

[¢| < const., |#| < const.

Lassen wir in K eine oder beide Variablen ¢, ¢’ gegen Null konvergieren,
so bleiben alle By(n # 0) beschrinkt und weiter folgt nach (16), (17) fir
irgendein Ideal a aus der Klasse &

—t,u—t',u.'= 1 . Ae(l)
4 ,”206 ttViN@ 4nlogy
n=0(a)
(Die Abschatzung O (1) ist dabei gleichmiBig in K gemeint.)
Auf der linken Seite durchliuft w alle total positiven, durch a teil-
baren ganzen Kérperzahlen. Wir haben, um das einzusehen, nur i, ¢

E1,v,; & logtt + 0(1).
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durch ¢ ||, ¢'|e’| zu ersetzen, worin die ideale Zahl & das Ideal a aus
der Klasse 8! bestimmt. Die Zahlen ep sind dann alle durch a teil-
baren Korperzahlen, wenn g die idealen Zahlen aus & durchliuft.

Bei Anniherung an den Punkt 0, ¢ in K werden daher unsere
Reihen (19) unendlich grof; wegen der additiven Periodizitit gilt das
Gleiche fiir den Punkt 274 p, ', wo u eine beliebige durch a teilbare
Korperzahl ist. Da diese Punkte in dem Raume R(#) = 0 iiberall dicht
liegen, sind die Reihen micht fortsetzbar.

Ahnliche Entwickelungen gelten nun auch in der Nahe der Rand-
punkte 27mim, t', wo p eine gebrochene Korperzahl ist. Wir wollen
aber hierfiir nicht die vollstindigen Reihen fiir die den B, entsprechenden
Glieder berechnen, sondern uns mit der Aufstellung der unendlich werdenden
Bestandteile begniigen.

§ 6. Potenzreihen im Kérper %, deren Koeffizienten
Klassen- oder Grofencharaktere sind.

Wir verallgemeinern das Bildungsgesetz der zu untersuchenden
Potenzreihen zunichst in folgender Weise:

Sei f ein beliebiges ganzes Ideal des Korpers (F 0), 4 = 5 (f) die
Grundeinheit mod. f ( > 1) und

!

w

w

ic T
) 6= log g’

Ap) = Agp) = A (@)

sei der erzengende Groflencharakter der idealen Zahl w. Ferner bedeute
%0 (@) einen Klassencharakter der Zahl # mod. f, fiir den engsten
Aequivalenzbegriff :

Xo(p) = 0, wenn (i, f) + 1.
%@ = %), wenn p =y (mod. f) £ »0, (u, f) = 1.

Mit irgendeiner ganzen rationalen Zahl  bilden wir nun die Funktion
von ¢, ¢ (R(®) >0, R(E) > 0)

O, t5 2k go) =" 2% () yo () e~ tlul—¥14,
~°
& durchlauft dabei sdmtliche ganzen idealen Zahlen unseres Systems,

exkl. 0. Diese Funktion hat die Invarianzeigenschaft
Ot q't'; Fx) = O, t'; ¥ y)

und kann daher nach der Methode des vorigen Paragraphen behandelt
werden. Wir erhalten eine konvergente Entwickelung nach Potenzen
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von ti°und #'i°und wir wollen jetzt die Glieder derselben bestimmen,
welche bei Anniherung an { = 0 oder ¢ = 0 innerhalb des Raumes
K unendlich werden. In den zu (14) analogen Integralen t{reten die
Funktionen auf:

1 A% (1) %0 ()
(s ) = 3 W I

Dabei soll 47(¢) %o () = 1 fiir jede Einheit ¢ des Korpers sein.

Andernfalls soll das Zeichen { die Null bedeuten. Ich erinnere
nun an folgende frither von mir bewiesenen Sitze:

1. Wenn A%y, nicht der Hauptcharakter ist, so ist {(s; A"y,) eine
ganze Funktion von s, andernfalls ist s =1 ein einfacher Pol und die
einzige Singularitit im Endlichen.

2. Wenn A"y, ein eigentlicher Charakier mach § ist, so genigt
die Funktion

E(s; Amyo) = T(S";al + i;w)l“(s_;a’ — Z.gc)x‘i“’(f)C(S; A x0)

YOS —l/ N(f), a1, a; die Exponenten von y,, gleich 0 oder 1)
der Funktlonalglelchung

E(s; A go) == WA o) E(L— 5547 xo).

W ist hierbei eine von s unabhingige Konstante vom Betrage 1. Man
erhilt so nach der Methode des vorigen Paragraphen folgende Ent-
wickelung: Sei e(f) die Anzahl der mod. f nicht assoziierten Einheiten,
fiir jeden eigentlichen Charakter A*¥y, mod.f ist

D, 5 e ge) — log _p 2 By (¥ o).
24100
e ‘'r ) I'(s—1
Bu(A*y0) = 27(:)1 .J (s'tt::%ncc)t,s(s—m:nc) L(s; 47tk yo) ds
2--i00
_ W@t o)
21

N Afr—20928—2T(s;m, k) L (1—s; AnFEy,) ds
s+incyg s+1 a1+1(n+k)c 8+1 a __i(mdkel’
2

'8~ "‘”smn( )smn(

2—100

I's+inc)'ts—inc)
I'(s+in+ke)yI'(s—i(n-+kc)’

I'(s;n k) =
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Durch Verschiebung des Integrationsweges bis etwa zur Graden

Rs) = —~]? erhalten wir folgende asymptotische Entwickelung:

a) A*y, ist der Hauptcharakter, also f = 1, k = 0, yo= 1

@) 0@ t;1) — Tjk_ 7+ 0. (h die Klassenzahl)

D) k=0 ag=—a—1

e o6 tim — —A0 0 we ras g er o,

¢) k=10, aj,as; nicht beide = 1, xF1
(22) O, t'; %) = 0(1).

d kF0, =1, also f=1

dnike 1 1

1ok ——
(23) (D(t,t,l) sinmrike VE tl—ikct'l-}-ikc

Ae(l)ike
2log7

e) k '_‘i: 0: Xo -:'E 1
(24) O, t'; M gg) =
A e ike-sinmike W(Aky,)
ike . 1—as,—ike

4log 7 (f) sinz 1_a‘2_ sin 7 >

nikc

+ W@k tg ——C(1; A~ logtt + 0(1).

L(1; P yg)log it + O(1).

Hieraus gewinnen wir auch die Kenntnis des Verhaltens von @, wenn
%o ein uneigentlicher Charakter ist. Dann erzeugt nimlich yx, einen ganz
bestimmten eigentlichen Charakter x, nach einem Teiler f; von f. Mit
Hilfe der Mobiusschen Funktion M(a) fiir die Ideale a im Korper %
finden wir dann leicht:

D@, t'; 1) —2 e=tlul=tie] yl () D M(0);

in der inneren Summe hat 0 die verschiedenen gemeinsamen Idealteiler
von f und g zu durchlaufen. Also wird weiter

O, t'; %) —Z',‘M(d)xo(ﬁ)w(lﬁlt 107t o).
@1t
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Ist insbesondere yo, also auch x,, der Hauptcharakter, so folgt

, 4h M(9)
4hy ()

— 2%V 1oa
t{Vd N oW,

+ 0(1),
(25)

h o(f) ist dabei die Anzahl der Klassen idealer Zahlen mod. f, die zu §
prim sind. Ist aber y,, also auch g, nicht der Hauptcharakter, so folgt

(26) D@, 15 %) = c(xo)logtt’+ O(1),
WO

A(fy) e(f)
mlogq (fy)

c(po) = — W) S (1; xé()%M(d) 24(9),
f

wenn a; — as — 1; dagegen
c(%) = 0, wenn a,, ay nicht beide 1.
Hieraus entnehmen wir endlich das Verhalten von
Gt t) =De tn—tn
n»0

in den Randpunkten 2mig, 2mie’. Sei ¢ eine Korperzahl, die als
Quotient ganzer idealer Zahlen in der Form

o
_—— _ 1
4 /gﬁ ) (Ot, ﬂ) 17 (ﬂ) :':

dargestellt sei. Wir finden

G(t+2mie, t'+2mig') =TS0 Dg—tu—tu’,
xmod. 8 wn»0
p= x(mod. 5
Hier durchliuft » ein volles System mod. 8 inkongruenter Kérperzahlen.

Sei nun
(”7 ﬂ) = 6} x = 6”1, l8 == 6181}

o eine ganze ideale Zahl, so daf

(% 8) = 1, < »0, ox = 1(mod. &),
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so wird
Dle—tu—tu — 3o~t|d||v|—t]&| |V},
u»0 oy»0
p=zx(mod. 8) oy=1(mod.s)

- 4k9’(ﬂ)2x°(")2 o () e8] 1=t 18] 14|

- 4k (ﬂ)ZXo(O')@(Ialt ldlt’, Xo),

und zwar durchlduft y, simtliche Charaktere mod. 8. Nach (25), (26)
ist also
—tp—tp__ 1
@7 ,;Ee ttVa NG
#=x (mod.B)
worin ¢g(x) nur von der Restklasse » abhingt. Da das erste Glied aber
von » unabhingig ist, kommt durch Summation iiber » wegen

+ g logtt'+ 0(1),

D) — 0, falls (8) § 1,

xmod. 8

(28) G@+2mie, t'+2mig) =g () T 5PN og ¢ 4 0(1).
zmod. 8
§ 7. Die logarithmischen Reihen im Kérper .
Endlich wollen wir noch kurz die Reihen
e——t,u—t’ 7
Lt t) =2 ———
&) =2y

in der Nihe der singuliren Mannigfaltigkeit behandeln. Ich gebe nur
die Hauptpunkte der Rechnung an. In der obigen Bezeichnung werde
gesetzt fiir einen Charakter y, mod. f

llf(t t/’ xo) _2 IXO(:M‘)I —-t|,u[——t’|p.’|.

Es wird

Wt g,) = 2 Cala)

logﬂn
) ~ e(p) f — I'(sting I'(s—ing Cis, Any,) ds,

21 1) + ,nﬂci") ts—-l-f—mc t’s—l—mc
2—i
(f)
g7(f)

(29) Wt 15 ) = £Q, x,)logtt'+0(1),
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wenn g, ein eigentlicher oder uneigentlicher Charakter, nur nicht der
Hauptcharakter ist.

Wir entwickeln ferner, wenn x der Hauptcharakter mod.f ist, die
Funktion{ (s, x) in der Umgebung des Poles s = 1 nach Potenzen von s— 1:

L6 = 20 L PO+QOE—D+..

Hierin ist iibrigens bekanntlich

.20
Dann ergibt sich fiir den Hauptcharakter
o tlel=tir|
Wt t —
5 8 — 2 TG
__ RB@e® e(f) . CROI'O+PH) e /
(30) = 2logr log %t — Tog7 () log tt' -+ O(1).
Und aus (29) und (30) folgt dann wie in § 6
n_ _Re(l) 50 QREI'1)+ P(1))e(l) ,
L{t) = g1 (1) log®t¢ Tog7 (D) logtt’ 4 0(1)

und bei Anndherung an einen Randpunkt 2 #ie, wo ¢ V'd eine nicht
ganze Korperzahl

Lt+2mig, t'+2mig’) = l(o)logtt + 0(1)

mit einem von ¢, ¢ unabhingigen (o).

Das Bemerkenswerte an den asymptotischen Formeln aus § 6 und 7
ist, daB hier die Werte von Zetafunktionen im Punkte s =1 als Grenz-
werte unendlicher Reihen dargestellt sind, in deren Summationsbedingungen
die Einheiten nicht vorkommen.

Hamburg, Dezember 1921.



