
Analytische Funktionen und algebraische Zahlen. 
I. Tefl. 

Von E. HECKE in Hamburg. 

Die Theorie der algebraischen Zahlktirper gibt, wie ich in einer 
Folge hiermit beginnender Aufsi~tze zeigen will, zur Bildung einer grolien 
Reihe analytischer Funktionen yon mehreren Variablen Anla5, welche 
htiehst bemerkenswerte Eigensehaften besitzen. Ein genaueres Studium 
derselben seheint mir einersei~s deshalb yon Interesse, weil man erwarten 
daft, hier wichtige Funktionen vor sich zu haben, aus deren Untersuchung 
die allgemeine Funktionentheorie mehrerer Variabler einen Anstolt zur 
Weiterentwickelung erfahren kann (man denke im Gebiet einer Variablen 
an die Bedeutung der Modulfunktionen ffir die allgemeine Theorie der 
automorphen Funktionen und vergegenw~trtige sich, wie wenig bisher 
tiber spezielle Funktionen mehrerer Variabler bekannt ist). Andrerseits 
aber sind diese Funktionen das richtige Hilfsmittel zur analytischen 
Behandlung der Arithmetik der Zahlk(irper. Die Ubertragung der Frage- 
steltungen und Methoden der rationalen Zahlentheorie auf h0here Zahl- 
k~irper wird erst durch Heranziehung derartiger Funktionen in vollem 
Umfange m0glich. 

Um an dem Beispiel der reellen quadratischen K(irper - -  auf die 
ich mich in dem vorliegenden Teil beschranke - -  die Richtung tier Unter- 
suchung zu erlitutern, so handelt es sich im folgenden vorzugsweise um 
Reihen vom Typus 

~czq~q'", 
worin q, q' komplexe Variable sind und die Summation fiber die konjugierten, 
ganzen total positiven Zahlen t*, /~' (~)> O) des KOrpers zu erstrecken 
ist, wahrend die Koefiizienten c~ ein einfaches arithmetisches Bildungs- 
gesetz haben. Dazu gehOren als eine der wichtigsten die speziellen 
Thetareihen~_~ q~,2q,~,~, wie ich sie friiher zur Untersuehung der Dedekind- 

schen Zetafunktion benutzt habe. Im gewissen Sinne die einfachste dieser 
:Funktionen ist die Reihe ~_~q~q'n', die ich als geometrische Reihe im 

K6rper bezeichne. Geht man zu q ~ e -t ,  q' = e -v  fiber, so entsteht eine 
Funktion 

(7 (t, t') = ~ , e  - tF'- '  ~', 
/,L ~, O 
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welehe zunaehst die additive Periodizitat  

G(t + 2 z i u ,  t '+  2rcia') = G(t, t') 

ffir beliebige ganze Zalflen a aus dem K0rper) besitzt, sodann aber auch 
die multiplikative Periodiziti~t 

(1) O (7 t, ~'t') -~ O (t, t') 

ftir jede total  positive Einheit  ~ des K0rpers. Damit  ist die diskontinuierliche 
Gruppe @ der Substitutionen 

t ~  ~ t + 2 g i a ,  t l ~  ~ t t '+2g iaP  
definiert. 

Im w 1 beweise ich zuniichst einige Siitze tiber die Singularitiiten 
yon Funktionen, die bei dieser Gruppe invariant bleiben. Singular sind 
jedenfalls die Punkte,  wo beide Koordinaten rein imagini~r sind, und 
nach einem Satze yon HA_aTOGS mfissen daher noch unendlich viele 
weitere Singulariti~ten existieren, vermutlich sind singular bereits alle 
Punkte,  wo auch nur eine der Koordinaten rein imaginiir ist, so dal~ keine 
dieser Funkt ionen fiber das Gebiet 9t (t) ~ 0, 91 (t') > 0 fortsetzbar ist. 

I m w  2 stelle ich dann mittels einer Art  Poincar6scher Reihen eine 
ganze Klasse derart  invarianter Funktionen her, ffir welche darnach im 
w 3 die Fourierentwickelung nach Potenzen yon e - t ,  e - r  hergeleitet wird. 
Dabei zeigt sich, dal~ die geometrische Reihe im K(/rper, G (t, t'), noch 

r 

in weiterer Hinsicht das Analogon zur Reihe ~ e - n t  ist, da die Poin- 
n : 0  

car6sche Reihe alas Analogon zur Partialbrucbzerlegung der Kotangente 
ist. Aber ein w esentlicher Unterschied ist vorhanden: G (t, t ' ) i s t  in 
der Tat  nicht fortsetzbar. Der Beweis daftir las t  sich nach einer 
Methode fiihren, welche ich bei einem verwandten Problem schon 
angegeben habe, das entsteht, wenn man q ~ q' setzt und G (t, t') als 
Funktion der einen Yariablen q ~---e - t  untersucht. Als spezieller Fal l  
erscheinen dann die Potenzreihen ~ R (m u) q~, wo u eine Zahl aus kl). 

1) t~ber analytische Funktionen und die Verteilung yon Zahlen rood. eins. Diese 
Abhandlungen Bd. 1, Heft 1. Auf der Mathematiker-Tagung in Jena (1921) hat Herr 
SIEGEL fiber seine schSnen Untersuchungen zur additiven analytischen Zahlentheorie in 
total reellen algebraischen KOrpern beriehtet. Auch er ist auf die Bedeutung der Reihe 
G (t, t')aufmerksam geworden, hat insbesondere auch die interessante Partialbruch- 
zerlegung aus w 2 und 3 gefunden, behandelt aber im iibrigen, wie er mir mitteilte, 
die ]~'unktionen unter andern Gesichtspunkten und naeh andern Methoden. Meine Unter- 
suchungen nehmen ihren Ausgang yon der Theorie der Modulfunktionen, wo ich schon 
frfiher i~hnliche Entwickelungen bemerkte (vgl. meine Note G(itt. Nachr. 1910, Uber die Kon- 
struktion der KlassenkSrper reeller quadratiseher KSrper...w 2). Die Hauptsehwierigkeit 
habe ich aber erst durch die Einffihrung meiner ~ (s; 2) erledigen kSnnen, wie hier in w 5. 
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Die folgenden Paragraphen sind dem genauen Studium dieser und 
ahnlicher Funktionen in der Nachbarschaft der (sich als singular heraus- 
stellenden) ~Iannigfaltigkeit !R (t) = 0 oder !R (t') = 0 gewidmet. Im w 5 
wird ffir die Funktion G (t, t') eine dritte sehr bemerkenswerte Dar- 
stellung abgeleitet, eine im ganzen Existenzbereich konvergente (nicht 

,-ri 

nur asymptotisehe) Entwiekelung naeh Potenzen yon , welehe die 

Invarianz bei (1) in Evidenz setzt. Dabei lassen sieh die bei t m_ O, 
t'--= 0 unendlieh werdenden Terme isolieren, und es ergibt sieh 

A 
G(l, t') ~- tt '  + B l o g t t ' + O ( 1 )  

mit konstantem A, B (A ~= 0). Die Abschatzung bezieht sich auf gegen 
Null konvergierendes t .  t'. Der vorangehende w 4 behandelt auf die gleiche 
Art eine noch einfaehere Funktion E(t ,  t'). 

I m w  6 iibertrage ich diese Methode auf allgemeinere Funktionen, 
deren Koeffizienten % mit Klassen- und Gr6gencharakteren gebildet sind, 
beschranke reich aber hier auf die Berechnung der bei t = 0, t ' =  0 
unendlich werdenden Bestandteile. Hieraus ergeben sich unendlich viele 
andere Darstellungen yon G (t, t'), ebenfalls im ganzen Existenzbereich 
konvergent, die das Verhalten bei Annaherung an andere Randpunkte 
erkennen lassen, und zwar findet sich 

21r iz  t' 2Ir i  x ' )  
G t +  V-d- ' V d -  = A ( x ) l o g t t ' + O ( 1 ) ,  

wo A (x) yon t, t' unabhangig, x, x' konjugierte nicht-ganze K0rperzahlen 
sind. Endlich bringt w 6 nach der gleichen Methode in Kiirze die Unter- 
suehung der ,,logarithmischen Reihe im K(~rper", als Ergebnis kommt 

e -  tu - t'~' 
N ~ )  - -  A2 log ~t t' + A1 log t t' + 0 (1) 

,uy, 0 

und das Entsprechende ftir die anderen Randpunkte. 
Alle Resultate werden im Grunde mittels desselben Prinzipes 

gewonnen: Wenn eine Funktion bei einer Substitution (von unendlich 
hoher Ordnung) invariant bleibt, so entwickle man die Funktion in eine 
Fouriersche l~eihe nach einer geeignet gew~ihlten Variablen, welche diese 
Invarianz in Evidenz setzt. 

So primitiv dieser Gedanke ist, so fruchtbar ist er. ~Ierkwiirdiger- 
weise ist er aber nicht einmal in dem soviel durchgearbeiteten Gebiete 
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der elliptisehen Modulfunktionen in vollem Umfange zur Anwendung 
gebraeht worden, und ich werde spi~ter zeigen, dab dieses Prinzip hier 
noch unbekannte arithmetisch und funktionentheoretisch interessante 
Konsequenzen hat. 

Das technische Hilfsmittel zur Durehfiihrung des Prinzipes sind 
nun die von mir zur Begrtindung der analytischen Zahlentheorie in 
mehreren Dimensionen eingeftihrten Zetafunktionen mit Gr~Bencharakteren, 
~(s; X), welche vermtige der Integralformel (12) in die Theorie hinein- 
kommen. Der Sachverhalt ist etwa der: Diese unendlich vielen nur yon der 
einen kontinuierlichen Variablen s abhangigen Funktionen, welche aber 
in den )~ noch einen ganzzahligen Parameter enthalten, sind ein ~quivalent 
fiir eine Funktion yon zwei kontinuierlichen Variablen. - -  Die Funktional- 
gleichung der ~(s,~) spielt in den Rechnungen eine wesentliche Rolle; 
fibrigens erweist sich auch die Benutzung idealer Zahlen an SteUe yon 
Idealen bier wieder als h0chst zweckmi~Big. 

Die Theorie, wie ich sie in w 4--7 darstelle, laBt sich ohne erhebliche 
Xnderung auf jeden algebraischen Zahlk6rper, den imagin~r-quadratischen 
ausgenommen, fibertragen, auch wenn die konjugierten K0rper nicht alle 
reell sind. Nur geht in letzterem Falle die additive Periodiziti~t der 
Funktionen verloren. Eine Art Partialbruchzerlegung wie in w 2 und 3 
existiert jedenfalls noch, aber nicht mehr ftir alle Werte des Ex- 
ponenten s. 

In den folgenden Arbeiten werde ich dann auf dieser Basis eine 
allgemeine Theorie der Modulfunktionen entwickeln, die bereits im 
Falle n = 2 wesentlich mehr liefert, als bisher bekannt ist - -  dann 
den Zusammenhang aller dieser Fragen mit dem Klassenzahlproblem 
(Kroneckersehe Grenzformel) ertirtern, endlich mehrere Typen von Dirich- 
letschen Reihen, welche zu einem algebraischen Zahlktirper gebildet 
werden ktinnen, untersuchen und ihre Anwendung auf die analytische 
Zahlentheorie (neuartige Gitterpunktprobleme) geben. Einen speziellen 
Fall im reellen quadratischen K(irper, der tiberhaupt dabei eine Aus- 
nahmestellung einnimmt, habe ich schon in der obengenannten Arbeit 
diskutiert. Im AnschluB an diese Theorie wird sich iibrigens ein neuer 
Beweis ffir die Fortsetzbarkeit aller Zetafunktionen ergeben, der die 
Theorie der Einheiten iiberhaupt nicht benutzt, vielmehr nur davon 
Gebrauch macht, dab die ganzen K~irperzahlen einen n-gliedrigen Modul 
bilden. Auch ffir die Riemannsche ~ (s) scheint mir dieser Beweis neu. 

w 1. AUgemeines fiber Gruppe und notwendige Singularit~tgn. 
Es sei k ein reeller quadratischer Zahlk(irper mit der Diskriminante d, 

die Grundeinheit mod. 1, welche > 1 ist. Wir beschaftigen uns mit 
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der Frage,  eindeutige analytisehe Funktionen yon zwei komplexen 
Variablen ~, , '  zu finden, welehe die Bedingtmgen 

1. ~ (V + l% *' + l~') = ~ (v, v') 

fiir jedes Paar konjugierter ganzer Zahlen ! , , / , '  des K6rpers, 

2. ~ (*/~, ~/'~') ~ ~ (~, ~') 

erfiillen. Sie geh6ren also zu der Gruppe simultaner Substitutionen 

% = ~ k ~ + ~ ,  ~' = ~ - ~ , + ~ ,  

(k = 0, 4- 1, 4- 2 , . .  in inf., t* beliebige ganze KOrperzahl). 
Aus der Invarianz gegenfiber dieser Gruppe @ folgt zuni~chst die 

Existenz unendlieh vieler Singulariti~ten, namlich der Fixpunkte der 
hyperbolischen Substitutionen der Gruppe. Fixpunkte sind offenbar die 
Punkte,  deren beide Koordinaten reell und yon der Form sind 

(2) Vo ~-- l _ ~ k  , v o = l__~7,k. (k 4 0) 

Die zugeh0rige Substitution li~flt sich offenbar auf die Form bringen 

~ - - ~ o =  ~k(~__%), ~--~o'  ' = ~ - k  (~'--~'o). 

Wi~re nun ~ im Punkte ~o, ~'o reguli~r, so liel~e es sich in eine Potenzreihe 

2: 
m , n ~  0 

entwickeln, fiir welehe dann die Identitiit 

2: 
fn~ n ~B,~ n 

gelten wiirde. Hieraus wiirde folgen 

C m n ~ O ,  wenn m:~n,  

also ware ~ nut  Funktion des Produktes (V--To)(~'--~'o). Eine solche 
Funktion kann aber offenbar nicht noch die additive Periodizitiit 1. 
besitzen, auBer wenn sie konstant ist. Die Punkte (2) liegen nun ersicht- 
lich in der Mannigfaltigkeit der Punkte mit reellen Koordinaten fiberall 
dicht und mithin ist die Menge der Punkte 

(3) �9 reell und ~' reell 

eine singuli~re Mannigfaltigkeit jeder Funktion ~ unserer Gruppe. Diese 
zweidimensionale Mannigfaltigkeit ist nun keine analytische, d. h. nicht 
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durch eine analyfische Gleichung zwisehen v, ~' darstellbar, und folglieh 
miissen noch unendlich viele andere singulare Stellen im Endlichen vor- 
handen sein. Uber singulare Stellen hat namlich Herr HARTOGS 1) folgenden 
fundamentalen Satz bewiesen: 

Es seien q, a zwei positive Zahlen. Fiir einen gewissen Zweig 
f ( x ,  y) einer analytischen Funktion yon x, y m6gen zu jedem der 
Bedingung 0 ~ Ix I < q geniigenden Werte x ~ ~ genau r singulare 
Stellen (~, ~ ) . .  (~, ~,) existieren, deren y-Koordinaten der Kreisfl~iche 
] y ] ~ a  angeh6ren. Alsdann sind die r elementaren symmetrisehen 
Funktionen yon ~1, ..~]r analytische, fiir I.~l < q regul~re Funktionen 
v 0 n  _'~. 

Hatte nun ~(v,v') keine anderen Singularitaten als (3), so setze 
man v q - i v '  ~ x, v - - i v '  ~ y und wende den Hartogsschen Satz auf 
die so entstehende Funktion yon x, y an, deren Singularitaten durch 
die Bedingung: ,,x konjugiert imaginar zu y" charakterisiert waren, im 
Widerspruch mit der Behauptung des Hartogsschen Satzes. 

Ieh vermute nun ~ und alle von mir konstruierten Beispiele 
best~tigen dies - - ,  dal~ fiir jede Funktion ~ mit den Eigensehaften 1., 2. 
bereits alle Punkte v, # singulare Stellen sind, wo auch nur eine der 
beiden Variablen v, ~' reell ist, dal3 also ~ tiber diese Punktmenge hinaus 
nicht fortsetzbar ist und jedes solche ~(v, v') regular nur in einem 
solchen Bereiche sein kann, in welchem die imaginaren Teile yon v, v' 
je ein festes Vorzeichen besitzen. Doch kann ich gegenwartig einen 
Beweis fiir diese Vermutung nicht geben. 

w 2. Darstellung yon invarianten Funktionen durch 
Poincar~scho Reihen. 

Um uns nun Funktionen zu versehaffen, welche bei den Sub- 
stitutionen der Gruppe @ invariant bleiben, und welche m6glichst ein- 
faehe Singularitaten besitzen, bilden wir analytisehe Ausdrtieke vom 
Typus der Poineardschen Reihen. Die einfachste rationale Funktion, 
welche bei der Substitution 2. invariant bleibt, ist ~.  ~t. Bedeutet R(z) 
irgendeine rationale Funktion yon z, so ist die unendliehe Reihe 

(4) ~ R ((v -{-/,) (v' +/~')), 

worin /~ alle ganzen K6rperzahlen yon k durehlituft, formal invariant 
bei allen Substitutionen yon G. Denn es ist wegen ~ '  ~ 1 

('l~ + ~) (~'~'+ ,~') ---- (~ + ~-l/~) (v,+ ~,-1 ~,) 

1) F. HARTOGS, ~ber die aus den singul~ren Stellen einer analytischen Funktion 
mehrerer Ver~nderlichen bestehenden Gebilde. Acta mathematica Bd. 32 (1909), pag. 76. 
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und ~--1~ durchlauft insgesamt wieder die ganzen Zahlen aus k, wenn 
dies tut. Sofern also jene Reihe gleiehmafig in v, ~' konvergiert und 

nicht konstant ist, haben wir eine Funktion der Gruppe $ gefunden. 
Wir nehmen jetzt an, dab 

(5) ~(v) ~ 0, ~(v ' )~:  0. (Teilraum T) 

Ferner  sei T1 ein abgesehlossenes Gebiet im Innern von T. Alsdann 
laf t  sieh zeigen, dab die Reihe (4) gleiehmafig in /"1 konvergiert, falls 
die Glieder in T1 alle regular sind und falls /~(z) im Unendlichen in 
h0herer als 1 .0 rdnung  verschwindet. Im Folgenden brauchen wir nur 

1 
den einfachsten Fall, wo R(z) - -  --~ (k > 1). Um hierfih" die Konver- 

genz zu erkennen, bedenken wir, daft die Funktion 

Ix~+yl' 

eine binare definite quadratische Form yon x, y ist, und falls v in T1 
und x, y atff dem Gebilde x ~ + yS ~ 1 variiert, also ein positives Minimum 
p besitzt, mithin fiir beliebige reelle x, y ~p(x~-{  - yS) ist, also ftir 
x ~--- 1, y--~ t~, 

Mithin gibt es fiir die in Frage stehende Reihe 

~ ( z ~ -  1 

in TI eine Majorante mit konstanten Gliedern 

1 
const. ~ k k.  

P (1+ t~')Y(1-4- t~'2) -~ 

Diese konvergiert ffir beliebige reelle Exponenten k ~ 1, weil das Doppel- 
integral 

f l+r176 d_u_ k dv 

_:g (1+ u') ~ (1 + v~) ~ 
konvergent ist. 

Es liegt nun, nachdem man diesen Ansatz gemacht hat, nahe, ihn 
in der Art  zu verallgemeinern, dab man als erzeugendes Glied der Reihe 

1 
nicht (vv,)~, sondern eine andere, transzendente, Invariante bei der Sub- 

stitution v~ ~ ~v, v', ~ ~/%' w~hlt, n~mlich die Funktion 
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1 
vs ,  v , s  , , W0 s l ~ s ~ -  7~ik 

log~ ' 

z i k  
s~ = s log,/" 

Hier ist k eine ganze rationale Zahl, s e i n e  beliebige komplexe Grtlfie, 
deren reeller Tell ~ 1. Dabei ist 

z - s , ~  eSl logr  z-s, ~ eS, logr ' 

zu setzen, und log v, log z-' sind diejenigen im Teilraum T eindeutigen 
Funktionen, deren imaginarer Teil zwischen 0 und ~ bzw. zwischen --z~ 
und 0 liegt. Wir gelangen so zu der Reihe 

1 (6) F (z-, z-'; s~, s,) = ~ (z- + ~)~, (~, + ~,)~. 
/L 

Nach den vorangehenden Ausftihrungen stellt sie eine in T reguli~re 
Funktion yon v, z-' dar, sobald ~ (s~) > 1, !R (s,) :> 1, welche die additiven 
Perioden t~ besitzt. Sie besitzt iiberdies anch die lnvarianzeigenschaft 2,  

2 z i k  .. 
also Invarianz bei der Gruppe ~,  falls s~--s,  yon der F o r m ~  ml~ 

ganzem rationalen k ist. 
Man bemerke (ibrigens, dal~ hier (z- -[-/~) (#-[-/~') eine quadratisehe 

Funktion der ganzen rationalen 8ummationsbuehstaben m, n ist, deren 
homogener Bestandteil 2. Grades/~./~' eine indefinite Form in m, n i s t .  
Die Konvergenz bei Summation fiber alle m, n wird dureh den Ubergang 
zu nieht reellen Werten z-, z-' in den Bestandteilen 1. Grades hervorgerufen. 
Wir kOnnen also diese Funktionen (6) in ihrer Abh~ngigkeit yon s = s~ = s, 
aueh als eine Verallgemeinerung der Dedekindschen Zetafunktionen auffassen. 

w 3. Die Fourierreiho der Funktionon F. 

Die Darstellung(6) setzt die Invarianz gegenfiber tier ganzen Gruppe {~ 
in Evidenz; zu jeder einzelnen Substitution S aus G mul~ aber noeh eine 
besondere Darstellung existieren, welche die Invarianz gegentiber diesem S 
allein zum Ausdruck bringt, n~mlieh eine Entwickelung nach gewissen 
einfaehsten, nur bei S invarianten Funktionen. Dieses Prinzip ist gerade 
auch ffir die Anwendungen auf Arithmetik yon besonderer Bedeutung. 

So wollen wir zun~ehst in diesem Paragraphen die Fourier- 
entwickelung herleiten, welche F als eine Funktion mit zwei additiven 
Periodenpaaren besitzen mull 

Sei col, co, eine Basis yon k und die Determinante 

.4 ' ' = V d - ~  0. r162 ~ -  009 r 
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Wir fiihren die Variablen u~, us durch die Gleichungen 

! t Z -t ~ ?~xOOx-~- "/1200 a 

ein; dann muff sich F als reguli~re Funktion yon ul, u~ mit den Perioden 
1,0 und 0,1 in eine Reihe nach Potenzen yon e2=iU'und e 2~iu" entwickeln 
lassen. Wir erhalten diese Reihe am bequemsten nach folgendem, auch 
spi~ter mehrfach zu benutzendem Verfahren, bei dem wir nur reelle Variable 
in Betracht zu ziehen haben: Ist f(x, y) eine zweimal stetig differentiier- 
bare Funktion yon x, y, welche nebst ihren Ableitungen bis zur 2 .0rd-  
hung absolut ins Unendliche integrierbar ist, so ist 

+ c o  + c o  

(7) ~ f ( m , ,  m,) = ~  _~ ~e2"i("~u'+~')f(u, u,)dut du~. 

Denn die Funktion 

(u. u0 = ~ f ( m ,  + u,, ~n~ + u0 
re.l, m,a 

ist dann eine periodische, zweimal stetig differentiierbare Funktion yon 
u~, u~, welche daher eine Fourierentwickehng 

(8) ~o (u. u~) = ~ A p q  e -=~i~v'~+q~) 
jo, q 

besitzt, mit 
1 

A,q=yyeelri('u~+qu~ u..)duxdu, 
0 

1 

: y f  lrn~l,f (ml 2ff Ul, fn, 2[- tt,) e2tri(2~ dUl du, 
o 

1 %z yyj(m,+u,, m~-]=u~>e2~ri(~)u'+qU~ dul dua 
, , rna 0 

m ~ + l  r t ~ + l  

=r~,m, Y Y f(ul, ",)e2ni('ut+qud dUl dU~ 
+~ 

= y y f  (ul, ,t,) e~ri('u,+qt~) du, du,. 
-Go 

Setzen wit hernach in (8) u~ = u~ = 0, so folgt die Behaupt~ng (7). 
Wir wenden diese Formel aaf die Funktion 

1 
f (x ,y)  = (v + x(ol+ yoo.& ' ( v l + x % + y % ) . '  ' ~ 
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an und erhalten (fiir 9~(s~)~l, ~(s~)> 1) 

y ~ ~ e 21ti(m'va'4-rn~ua) dua du~ 

~ 2gi  

(~ + v)" (~'+ v') ~' 
i nx~ou- -  m a f o l )  

Nun gelten die Formeln 

+foe2,~ir v {0, wenn c > O ,  ~ ( ~ ) ~ 0 ,  
-- ~ iSl 

~ ~ -v  u j -~ ~ 21re 9. 
- w  F(Sz) (--2~TC)S'--I e -2~ir  wenn c < 0 , ~ ( v ) > 0 ,  

-4- r e2rCiCV, dv  I 

f (~' + v')" 

O, wenn c ~ 0, ~ ( v ' ) <  0, 
~ris~ 

2zre 2 (2gc)S*--Ze -2'~icT', w e n n  c ~ O ,  ~ ( ~ ' ) < 0 .  
F(s j )  

Mithin folgt die Schlut~formel 
Tci 

1 (27r) s'+s' e 2 (s,-s,) ~ i t s , _ l i t , s , _ l e 2  ~ ur-u'r'A 
(9)~tt (~ + itlS, (v, .4_it,)s, - -  F(s , )  F(s~) ,d s '+s , -1  # , o  

wo auf der rechten Seite it nur die total positiven ganzen Zahlen des 
KOrpers durchlituft. 

Die unendliche Reihe auf der rechten Seite hat ffir alle sl, s~ einen 
Sinn und konvergiert im Innern des Teilraumes T der Variablen T, v'. 
Setzt man 

2~'i 2~iT t 
- - T  

e A ~ q, e ~ ~ q' ,  

so dab also der Teilraum T durch die Bedingungen 

[ q l< l ,  [q ' l<1  

charakterisiert ist, so ist die Summe yon der Gestalt 

~_~cuqUq'U'. 
~ 0  

Das sind Reihen, die man als Potenzreihen im quadratischen KOl]~er k (d) 
bezeichnen wird. 
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Als Funktion yon v, ~' haben sie auch die multiplikative Periodiziti~t 2. 
dann und nur dann, wenn ftir alle t~ 

c~ t~ ~ ct~, 

d. h. c u nur yore Ideale q~) abhi~ngt. Im Falle der I~eihe (9) hat dann 
also c u den Wert  

c u ~ N(t,) ' - 1  ~k ~#), 

wo irkS) den yon mir schon bei anderer Gelegenheit eingeffihrten Gr6flen- 
charakter yon ~ mod. 1 bedeutet: 

rc i k  

. ( k ~ 0 ,  -4-1, _ 2 . . . i n  inf.) 

Die ffir meine weiteren Zwecke wichtigsten Reihen (9) sind die beiden, 
s ---~ 0 und 1 entsprechenden, 

qUq,tZ und ~ qUq,U' 
tx*O p~O l~l ~ 

das Analogon der geometrischen und der logarithmischen Reihe in zwei 
Variablen. 

Ftir s ~ 1 konvergiert die Poincardsche Reihe nur noch bedingt; 
die Formel (9) zeigt aber, dal] man sie auffassen kann als Grenzwert der 
absolut konvergenten Reihen ftir lira s----- 1. 

Setzt man in der Potenzreihe q ~ q' und nimmt etwa die Dis- 
kriminante d durch 4 teilbar an, ~ 4D,  so geht sie in folgende Potenz- 
reihe einer Variablen fiber: 

t~'~o m+n V'~.o 
'rt~ - -  n V ' D  > O 

= R q �9 
V-D(1--q~)  ~ 

Dabei ist R(x )  der kleinste nicht-negative Rest yon x rood. 1. Diese 
Reihen babe ich bereits frfiher untersucht 1) und u. a. ihre Nichtfortsetz- 
barkeit als Funktion der einen Variablen q fiber den Kreis I ql < 1 hinaus 
bewiesen. 

Das Bildungsgesetz der oben erhaltenen Fourierschen Reihen li~i3t 
erkennen, daft bereits gewisse Teilsummen der Glieder bei unserer Gruppe (~ 

t) S. 103, Fufinote. 
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invariant sind, ni~mlieh die einer Serie assoziierter # entsprechenden Reihen 

~"r-- 7/.r t 

~ 2=4 a ---- E*(v ,  v'). 

Es ist z. B. 

(2 .)2s . ~  N(I~)s-I E * (l~v, t~' v'), 
F(v, v'; s, s) = F(s)~ d~s_  1 (~o,O 

worin /~ jetzt nur die verschiedenen nicht assoziierten totalpositiven 
ganzen Zahlen des K0rpers zu durchlaufen hat. 

Endlich li~Bt sich bei den Fourierreihen die Doppelsumme noch in 
eine einfache Summe verwandeln und dadurch eine andere bemerkens- 
werte Darstellung yon F (v, , ' )  gewinnen. Wir setzen 

2 ~ i ~  2~ i~ '  
- -  t '  = - t -  - -  

t ,4 ' J 

(das sind also Variable mit positiv reellem Teil). 
irgendwelche irrationalen reellen Gr6t~en mit 

a> a':> O. 

Es seien a, a' zunaehst 

Durch Ausffihrung der Summation fiber n findet man dann ftir die fiber 
alle ganzen m, n mit 

m + n a ~ O ,  m + n a ' > O  

zu erstreekende Summe 

X e _ t ( m + n a ) _ t , ( m + n a ,  = ~a=l 1 - - e  - ( = t + a ' t ' )  
m + n a  >o 
m-]-na'>o 

( l O )  ~ . _  ~, 

e a' e 
1[_ ~rL=l 

1 - -  e-  (" t + a't') 

Fiir a ~ d + V d  a ' - -  d - - V ' d -  ist das unsere Reihe mit 
2 ' 2 

s = 1. Eine in meiner oben zitierten Arbeit angegebene Methode, 
welche den Weylsehen Satz fiber die Gleichverteilung yon Zahlen rood. 1 
benutzt, gestattet dann nach einer kleinen Modifikation zu zeigen, dal~ 
fiir jedes irrationale a, a' die oben definierte Funktion (10) bei An'- 
n~herung an t = 0, t ' - -~  t" unendlich grog wird, falls t'o ein Wert  mit 
positiv reellem Teil ist. Also ist die Mannigfaltigkeit t = 0 fiir die 
Funktion eine singulare. Wegen der zweifachen Periodizitat der Funktion 
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folgt daraus, dab jeder Punkt, dessen t rein imaginar ist, ein singulirer ist, 
auch das Entspreehende ffir t'; mithin ist die Funktion fiber das Gebiet 
~(t) ~ 0 und ~(t') ~ 0 nicht fortsetzbar. 

Auf diesen Beweis gehe ich hier nicht niher ein. Denn ffir unsere 
Potenzreihen im Ktlrper k werde ich im folgenden auf ganz anderem 
Wege eine viel tiefergehende Analyse ihres Verhaltens in den singuliren 
Punkten geben, woraus die Nichtfortsetzbarkeit als ein Nebenresultat folgt. 

w 4. Entwicklung yon E*(v,v') in dor RiM 
der Mannigfa l t igkoi t  = o. 

Nach dem zu Anfang formulierten Prinzip stellen wir jetzt diejenige 
Entwickelung auf, welche die Invarianz unserer Funktionen bei einer 
andern Substitution yon (~ in Evidenz setzt; wir wihlen die hyper- 
bolische Substitution 

' ~]--ivt" 

ttieraus wird sieh das Verhalten der Funktionen in der Nihe der dabei 
festbleibenden Mannigfaltigkeiten v ----- 0 oder v ' =  0 ergeben. 

Wir gehen dazu nicht yon den Poincardschen Reihen, sondern yon 
der Fourierentwickelung des vorigen Paragraphen aus, und zwar yon 
den einfaehsten Bausteinen, der Funktion 

+ ~  ( ) E(t,t') =~_~e -v"t- '~-"t '= E* tV-d- -- t '  V-d- 

t und t' sind jetzt Variable mit positivem Realteil. 
Nach G1. (7), die nattirlieh mutatis mutandis auch fiir einfache Reihen 

gilt, besteht die Gleiehung 

E(t, t') = ~An,  

(11) +~ 2~tnv 
An log ~7 ~ - I  e-(te'+t'e-')e tog~ dr.  

Dieses Integral la•t sieh nun in folgender bemerkenswerten Art 
umformen: 

+o0 ao + i r 

f 1 f F(s~-a)r(s ' f l )  ds. ( 1 2 )  e-(te'+t'e-')eV(a-P)dv ~ 2 zv------i ts+at's+fl 
- -~  ~'o--i~ 
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Hier sind a, $ komplexe Konstanten, die Integration ist auf der rechten 
Seite fiber die unendliche Grade ! R ( s ) ~  ao zu erstrecken und ~o ist 
eine beliebige reelle Gr6ge, welche : > -  ~ (a )  und > -  !}t(~) ist. 

Zum Beweise setzen wir 

r(s  + = f e-t  dx, 

0 

ebenso ffir $, t '  an Stelle yon a, t. In dem durch Multiplikation ent- 
stehenden Doppelintegrale ftihren wir an Stelle tier alten Variablen x, y 
neue ein durch die Gleichungen 

x = Vue , y ---- 

wobei die Funktionaldeterminante 1 ist. Damit erhalten wir 

(13) 

I~(8 + a) F(8 "-~ ~) =yO(~g) U s - 1  du ,  
ts+a tts+fl 0 

+x a+~ 
(D(U) ----- ye--Vu(te~+t'e-')eV(a-fl)U ~ dv. 

Naeh den von Herrn 
die Umkehrung 

MELLIN t) aufgestellten Si~tzen folgt aus (13) 

ao+ i:o 
1 

O ( u ) -  2 ~ i  
~o--i~ 

u-Sds  

und damit ffir u = 1 die Behauptung (12). 
Indem wir jetzt  zur Abkfirzung einftihren 

c - -  - - ,  (also c > 0), 
log 

erhalten wir aus (11), (12) 
O-o+i~ 

1 f r ( s  + i n c) r ( s - -  i n c) 
04 )  An(t, t') log ~/ - -  2 ~ r i o  ts+~nct 's-~nc 

ao-- i r 

ds. (~o > O) 

Durch Verschieben des Integrationsweges nach links (lira ao = - - r  
und Berticksichtigung der Residuen des Integranden ergibt sich, wie 
schon Herr  MELLIN gezeigt hat, fiir n 4 0 

t) MELLIN, Abrifi einer einheitlichen Theorie der Gamma- und hypergeometrischen 
Funktionen. Math. Ann. 68 (1910) S. 305--337. Dort findet sich die Formel mit a ----- fl ----- 0, 
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An(t, t') l o g ~ / =  

,~  F ( - - p - -  2 in c) 
~=o ~ /v! ( - - t t ' )P+t"2inc~F(--p+2inc)p=o P! t--2inc ( - -  t l') p 

und ffir n = 0 

u ~ r ' ( p  + 1)(tt')p 
Ao (t, t') log~ ~ _=~% r(p + 1) (p l)s 

Oo 
log t t ' ~  (t t')P 

p=o (P!)~ " 

Hiernach hat  also E(t, t ' )  folgende Gestalt:  

(15) E(t,t ')  = f o ( t t ' ) l o g t t ' + g o ( t t ' ) + ~ [ t ~ " " +  t'2"qg,~(tt'). 
n t o  

Dabei sind alle f i  und gi ganze transzendente Funktionen der einzigen 
Variablen tt'~). Diese Darstellung zeigt die eine Invarianz yon E: 

E(~ t, ~-1 t') ~- E(t, t'). 

Dagegen ist nieht daraus die additive Periodizitat  yon E zu entnehmen. 
Lassen wir t, t' solche positiv reellen Wer te  durchlaufen, dab t t' gegen 
Null konvergiert,  so folgt aus (15) 

lim E(t ,  t') - -  1, 
t f = O  C - - "  log t t' 

7~ 

derart, dab die Differenz zwischen Ziihler und Nenner sogar beschritnkt 
bleibt. Also ffir festes t'o mit positiv reellem Teil 

lira E (t, t'o) = ~ ,  
t = 0  

wenn t fiber positiv reelle Wer te  gegen Null strebt. Da aber 

E ( t +  2git~, t '+  2zi t~ ' )  = E(t ,  t') 

ffir jede ganze K6rperzahl/~, so ist aueh 

lim E ( t  + 2 z i # ,  t'o) ~ oo. 
t = O  

Da nun die Zahlen ~ fiberall dicht liegen, so folgt, dai~ die dreidimensionale 
Mannigfaltigkeit ~ (t) = 0 aus lauter singularen Punkten besteht,  und 
analoges fiber die ~R(t') ~ 0, d.h. E(t ,  t') ist iiber den Bereich, in welchem 
beide Argumenle posiliv reellen Teil haben, nicht fortsetzbar. 

1) Diese Gleichung besteht offenbar fiir beliebige positive 7, nicht nur ffir Ein- 
heiten aus k. 
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w 5. Entwickelung der geometrischen Reihe bei t ~ o. 
Die vorstehend auf E(t,  t') angewandte Methode wollen wir jetzt 

zuni~chst auf die Reihe 

~ q ~ q ' ~ '  bzw. G(t, t ' ) = ~  e - tp- t ' / z"  
,u*O ,u~O 

anwenden. Zu diesem Zwecke betrachten wir gleiehzeitig diejenigen 
Reihen, welche hieraus entstehen, wenn man die Exponenten ~,/~' dutch 
/~, - - ~ '  ersetzt und jetzt/~ die ganzen Zahlen mit/~ > 0 und t~' < 0 durch- 
laufen l~tt~t. Endlich verallgemeinern wir gleich das Bildungsgesetz, indem 
wit fiir t~ nieht alle ganzen K0rperzahlen mit gewissen Vorzeicheneigen- 
sehaften zulassen, sondern nur diejenigen, welche durch ein festes Ideal a 
teilbar sind. Hierbei ist dann die yon mir an anderer Stelle begrtindete 
Einftihrung der idealen Zahlen sehr vorteflhaft. Ich benutze die dort 
eingeffihrte Bezeichnungl): Es sei ein dem K0rper k zugeordnetes System 
idealer Zahlen nebst ihren Konjugierten festgelegt, jeder Idealklasse ent- 
spricht dann eine Klasse dieser idealen Zahlen. Ferner seien die beiden 
Vorzeichencharaktere 

( /~ (a = 0 oder 1) 
v(~) - - I~1  I~'l/" 

Der Charakter mit a = 0 heine Vo, der mit a = 1 hei~e v~. Wir fiihren 
folgende Funktionen ein: 

(16) (D (t, t'; v, ~) =~_~ e -tl/~l-t" Iz'l v (/t). 
#in~ 

Dabei soll /~ alle ganzen idealen Zahlen der Klasse ~ aulier 0 durch- 
laufen. Bedeutet ~1 insbesondere die Hauptklasse, so ist offenbar z. B. 

4 G (t, t') = q) (t, t', Vo, ~ )  + q) (t, t', v~, ~). 

:Ffir diese :Funktionen a) wollen wir wie eben ftir E(t,  t') die :Fourier- 
entwickelung um den Fixpunkt t = O, t ' =  0 aufstellen. Es ist 

q~ (t, t'; v, 8) - = ~ ,  v(~) E(I~I t, I~'1 t'). 
(/lo) in 

Hierbei soll der Zusatz (/Do am Summenzeichen, wie auch sp~terhin, 
bedeuten, da~ ~ nur die verschiedenen rood. 1 nicht assoziierten (d. h. sich 
nicht nur um Potenzen yon ~] unterscheidenden) ZaMen aus ~ durch- 
laufen soll. Nach (7), (12) ist daher 

1) Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen zur Verteilung der 
Primzahlen I., II. Math. Zeitschr. Bd. 1 und Bd. 6. Zur raschen 0rientierung erinnere 
ich nur daran, da~ ffir KSrper mit der Klassenzahl 1, wie k ( y  ~-) und k ( y 3 ~  , die idealen 
Zahlen mit den Zahlen des KSrpers selbst identisch sin& 
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~ . .  B,~ (v, ~) 
(17) O (t, t' ; v, ~) n=~_-~ 1-~4 , 

ao+ i ~  
1 F(s q- inc) F(s --  inc) v~),  .I 

Bn(v,~) - -  u- if ( I ds t s + i n e  t t s - - i n e  ~u)ofia ~ 

ao-- i oo 

a o + i ~  
e (1) l r(s  + inc) l ' (s-- inc)  

- -  2 ~ri o t s+4ne  t , s _ i n  e ~ (S; ZnV, ~) ds, (o~o > 1) 
ao-- i oo 

und es bedeutet 
e (1) die Anzahl rood. 1 nieht assoziierter Einheiten (also 2 oder 4), 

!1 / i n c  
2 n ~ ) =  -if- , n = 0 , 4 - 1 , 4 - 2  . . . .  ; 

endlieh, wenn ftir alle Einheiten e: Zn(e)v(e) = + t, so ist 

2~ (p) v (/*) 1 v (p) 

die mit dem GrtiBencharakter 2,,v des Ideals (p) gebfldete Zetafunktion 
der Klasse ~; dagegen soil sein 

~(s; ;tnv, ~) ~ 0, wenn 2~(~)v(D 4 1 ftir eine Einheit ~. 

Von diesen ~-Funktionen habe ieh bewiesen: 
Setzt man 

mit 

A =  IV I, 

so ist _~ eine ganze transzendente Funktion yon s (wenn 2nv ~ 1) und 
gentigt der Gleiehung 

~(1 - -  s; Znv, ~')  -= _~(s; Z,v, ~). 

Dabei ist 2nv der konjugiert imagini~re, d. h. reziproke Charakter zu Xnv 
1 

und ~ r  ist die Klasse yon - ~ - ,  d.h. ~r die zu ~ reziproke Klasse. 

Auf Grund dieser Tatsachen lal]t sich das Integral ffir Bn' in der 
Art auswerten, dab der Integrationsweg ~ (s) ~ Oo ins negativ Unend- 
liche geriickt wird. Indem wir namlich verm(Jge der Funktionalgleichung 
~(s) dutch ~(1- -s )  ausdriicken, finden wit dureh eine klefne Rechnung 
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Bn (v, St) --~ 

a o + i ~  
e(1) [~ g A 1 - : s 2 2 s - ~ ( 1 - - s ; ) . n v ,  st')cls 

2zriao_i~ ' )  ts+inet's-inesinzr( s+l-a2 q-'inClsinr~( ! ~ incl " 2 ! 

Hieraus erkennen wir, dab das Integral gegen Null strebt, wenn 
~o ~ - -  0% falls 

(18) IA~4tt' < 1 .  

Mithin ist, Wenn noch nach bekanntem Muster das Verhalten des Inte- 
granden bei beschritnktem ~(s) und unendlich werdendem Imaginarteil 
yon s berticksichtigt wird, unter der Bedingung (18) B,~(v, st)= Smnme 
tier Residuen des Integranden im Gebiete !~(s)~ 1. So erhitlt man 

I. n 4 0 .  
e(1) A 

Bn (v, St) = 2 s in  ~ i n c x 

x ~ [ A ,  tt, ll-a4~q I ~(2--a+2q--inc,)~nv,  st')(-~) -'`nc 
~--o\ 4 ] [ _ ~ ( 2 _ a n t _ 2 q q _ i n c ,  lnv, S t , ) ( ~ _ )  2inr 

I L l .  n = O, a = 0 ( d . h .  v----~ Vo): 

/~e(1) A zr e(1) R 
Bo(vo,  St) - -  t t '  4 

Ae(1 ~(2 -+- 2 q, St') log A~tt' 
7~ = 4 

2q 

Dabei ist R das Residuum der Reihe ~ (s; St') im Punkte s = 1, unabhi~ngig 
yon St', n~tmlich 

4 log~/ 
R -  

e(l) IV a/I " 

II. 2. n.=O, a--~l, (v-~vl): 

Bo (vl, St) = 

Ae_(1) ~(1-~2q,  v~, St') log + ~ ' ( 1 + 2  q, v~, StY) 
7/: 

F.tir die hierin auftretenden ~ trage man nun, solange der reelle Teil des 
Argumentes ~ 1, die absolut konvergenten Dirichletschen Reihen ein; 
nach Vertauschung der Summation fiber q und (t~)o l~tlit sich dann die 
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fiber q ausffihren, und man erhMt folgende im ganzen Teilraum der t, g 
konvergente Darstellung: 

Re( l )  A~e(1) R Aatt  '_ ~ 1 
Bo (Vo, ~) - -  t t' 4 4 7~ (#)~n ~' N ~ )  ~ 

B .  (Vo, St) (fiir n 4 0) - -  

Bo (v. ~) = 

A ~ t t '  
log 4 I~(u)l 

I A~t t '  i ~ " 1 - -  ~--ff~ 

B,~(v. ~) (far n ~: 0) = 

Ae(1) { (~_) -2 ine  ~ ( l + i n c ,  (_~)2ine} 
2sin 7~inc ~ (1-- inc ,  Z,,v~,~') Znv~, ~') 

I ,4t / ,4t' 
ASt~t '~ xj" v-~(~) ~2---I-~! - -  ~2[u'll 

+ 3 2 ~ n c ~ )  �9 ~, [N~)[ 8 1--  x4N(~)/ 
und damit 

+=o 

~ 0  ~ - - o O  

Diese Doppelreihe in n, (~)o konvergiert absolut gleichmaBig in dem Kegel- 
raum 

2 + ~ "< arg t' < -2- - -  (~ ((t > 0) aura K). 

i t] < const., [ t'[ < eonst. 

Lassen wir in K eine oder beide Variablen t, t' gegen Null konvergieren, 
so bleiben alle Bn(n ~= 0) beschri~nkt und weiter folgt nach (16), (17) ffir 
irgendein Ideal a aus der Klasse 

(19) ~ e - t ~ - r # - - ~  1 Ae(1) ~ ( 1 , ~ ; ~ ) l o g t t ' + O ( 1 ) .  
u~o t t ' l / d N ( a  ) 4~ log~  
, u ~  0 (a) 

(Die Abschi~tzung 0 (1) ist dabei gleichmi~ig in K gemeint.) 
Auf der linken Seite durchli~uft t~ alle total positiven, durch a teil- 

baren ganzen K0rperzahlen. Wir haben, um das einzusehen, nur t, t ~ 

At l-2inc I At' l'~inc 
1 A~tt' ~,  ~V(~)~ 

8 sin z in  c (~)o in ~' 1--( .42., t~ 

Ae(1) 
- -  ~ (1, ~-,, W)  log tt' 

- { -  ) Ae(1)~ ~ (1, v,, ~') log- i -  + ~' (1, ~-. ~') 

ASt~tP~ log A2tt' 



Analytische Funktionen und algebraische Zahlen. I. 121 

dureh t]al, t'[a'] zu ersetzen, worin die ideale Zahl a das Ideal n a u s  

der Klasse R -1 bestimmt. Die Zahlen am sind dann alle dnrch a teil- 
baren K6rperzahlen, wenn t~ die idealen Zahlen aus R durclllauft. 

Bei Anni~herung an den Punkt 0, t' in K werden daher unsere 
Reihen (19) unendlich grog; wegen der additiven Periodizitat gilt das 
Gleiche fiir den Punkt 27rift, t', wo t~ eine beliebige durch a teilbare 
K6rperzahl ist. Da diese Punkte in dem Raume ~ ( t ) =  0 tiberall dicht 
liegen, sind die Reihen nicht fortsetzbar. 

hhnliche Entwiekelungen gelten nun aueh in der Nahe der Rand- 
punkte 27rift, t', wo tt eine gebrochene K6rperzahl ist. Wir wollen 
aber hierfiir nicht die vollsti~ndigen Reihen ffir die den Bn entsprechenden 
Glieder berechnen, sondern uns mit der Aufstellung der unendlich werdenden 
Bestandteile begnfigen. 

w 6. Potenzreihen im KSrper k, deren Koeflizienten 
Klassen- oder GrSl~encharaktere sind. 

Wir verallgemeinern das Bfldungsgesetz der zu untersuchenden 
Potenzreihen zun~chst in folgender Weise: 

Sei f ein beliebiges ganzes Ideal des K0rpers (:]: 0), ~ = ~  (f) die 
Grundeinheit rood. f (~ > 1) und 

~v ic 7r 
zoo) = ~ -  , c - - l o ~ '  z(~)=z(~)  

sei der erzeugende Gr6Bencharakter der idealen Zahl it. Ferner bedeute 
go ~)  einen Klassencharakter der Zahl /~ mod. f, ftir den engsten 
Aequivalenzbegriff: 

~o(/D = O, wenn O, f) =[=1. 

Zo(/~) =- Zo(V), wenn t~ ~ v (rood. f), l~  >> O, ~ ,  f) = 1. 

Mit irgendeiner ganzen rationalen Zahl k bilden wir nun die Funktion 
yon t, t' (i~ (t) > 0, ~ (t') > 0) 

�9 (t, t'; ~k Xo) =~;~ ' )k  (/~) Xo (/0 e-  t l ~l - t'l~'l. 
/z 

/~ durchl~tuft dabei samtliehe ganzen idealen Zahlen unseres Systems, 
exkl. O. Diese Funktion hat die Invarianzeigensehaft 

O(~t, ~'t'; ).k•o) ~ O(t, t'; ~kxo) 

und kann daher nach der Methode des vorigen Paragraphen behandelt 
werden. Wir erhalten eine konvergente Entwickelung nach Potenzen 
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yon t ic und t 'ic und wir wollen jetzt die Glieder derselben bestimmen, 
welche bei Anniiherung an t = 0 oder t' = 0 innerhalb des Raumes 
K unendlich werden. In den zu (14) analogen Integralen treten die 
Funktionen auf: 

, ~ ,  )-" ~)  Zo (~) 

Dabei soll ln(~)go(~) ---~ 1 fiir jede Einheit e des K6rpers sein. 
Andernfalls soll das Zeichen ~ die Null bedeuten. Ich erinnere 

nun an folgende friiher yon mir bewiesenen S~ttze: 
1. Wenn InXo nicht der Hauptcharakter ist, so ist ~(s; lngo) eine 

ganze Funktion von s, andernfalls ist s ~ 1 ein einfacher Pol und die 
einzige Singularit~tt im Endlichen. 

2. Wenn ~n;~o ein eigentlicher Charakter nach f ist, so genfigt 
die Funktion 

~(s;~Xo) = r + 2 / 2 

(A(f) ~ 1 V d N ( f ) ,  a~, a~ die Exponenten von Xo, gleich 0 oder 1) 

der Funktionalgleichung 

.~(s; 2"Xo) ~ W(ZnXo) .~(1 - - s ;  2nXo). 

W ist hierbei eine yon s unabh~ngige Konstante yore Betrage 1. :Man 
erh~tlt so nach der Methode des vorigen Paragraphen folgende Ent- 
wickelung: Sei e(f) die AnzaM der rood. f nicht assoziierten Einheiten, 
ffir jeden eigentlichen Charakter 2kZo mod.f ist 

1 +~o 
a)(t, t'; Z'xo) = 

2 + i o o  

e(f) [ "  r ( s + i n c ) r ( s - - i n c )  
B,, ( )~k Xo) -~- 2zri , )  ts+inc t 's- inc ~(s; l'~+~Xo) ds 

2--  io0 

W(Z"+kxo) e(f) 
x 

2 i  

A(f) l - : ,  2 ,-2 r(s;  n, k) ( l - - s ;  ds 
2 §  

x y ts+inct,s_in,sinz~(s+l_a ' i(n+-k)cl sin 
2 - i ~  9. q-  2 t 

WO 

( s + ~ - - a ,  ~(~+_k)c t ' 
2 t 

r(s  + in  c) r ( s - -  inc) 
F(s; n, k) -~- F(s q- i(n q- k)c) F(s - - i (n  + k)c) " 
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Durch Verschiebung des Integrationsweges bis etwa zur Graden 
] 

!~ (s) ----- - - - ~  erhalten wir folgende asymptotische Entwickelung: 

(20) 

a) ;tkgo ist der Hauptcharakter, also f ----- 1, k ~ 0, Zo-~- 1 

q)(t,t ';  l) ~ 4h 1 I / d  tt' q- 0(1). (h die Klassenzahl) 

b) k ~ 0, al----- a , ~  1 

(21) O(t, t' ; Zo) 
A (~) e ([) 

~r log~ - -  W(Xo)  ~(1; Zo) log t t ' + O ( 1 ) .  

c) k - ~  O, a~,a~ nicht beide ~ 1, g o a l  

(22) O(t, t'; Zo) ~ 0(1). 

(23) 

d) k #  0, Zo~--1, also f ~ l  

4zr ikc  1 1 
O(t, t' ; ~k) 

sinzrikc V d  t ~-iuct'l+~kc 

Ae(1)ikc WO ,k) tg z r ~ c  2 log~/ - -  ~(1 ; i -k)  logt  t ' ~  0(1). 

(24) 

e) k 4 0 ,  g o a l  

�9 (t, t'; i k Zo) 

A (D e (D i k c. sin z~ i k c W(I k Zo) 
4 log q (D sinzr 1 --at--ikc sinTt l--a~-- ikc 

2 2 

~(1; ).kzo)loglt'q- 0(1). 

Hieraus gewinnen wir auch die Kenntnis des Verhaltens von O, wenn 
Zo ein uneigentlicher Charakter ist. Dann erzeugt ni~mlich Xo einen ganz 
bestimmten eigentlichen Charakter g'o nach einem Teiler fl y o n  f, Mit 
Hflfe der Mtlbiusschen Funktion M(a) fiir die Ideale a im K(irper k 
finden wir dann leicht: 

O(t, t'; Xo) = ~ , ' e  -tr~l-t'j~'l X'o Qu)~M(~); 
~, (a) f 

(#) ,u 

in der inneren Summe hat d die verschiedenen gemeinsamen Idealtefler 
von f u n d  F zu durchlaufen. Also wird welter 

�9 (t, t'; xo) =~M(~)X'o(~)  a~(l~ft, [~'lt'; x'o). 
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Ist  insbesondere go, also aueh g'o, der Hauptcharakter ,  so folgt 

(25) 

O(t, t' ; Zo) ~-  
4 h M(6) 

t'~d--(~)'~l f + 0 (l), IN(~)I t 

4h ~(f) + 0  (1), 
t t' V - ~ ( f )  

h ~ ([) ist dabei die Anzahl der Klassen idealer Zahlen rood. f, die zu 
prim sind. Ist aber Xo, also auch Z'o nicht der t tauptcharakter ,  so folgt 

(26) 
WO 

O(t, t'; Xo) = C(Xo) l o g t t ' +  0(1), 

A([I) e(fl) W(Z'o) ~ (1; Z 'o)~M(~) Z'o(~), 
c (Zo) ----- ~r log~ ([1) (~)[f 

wenn al ~ a~ ~ 1; dagegen 

C(Zo) ~ 0, wenn al, a~ nieht beide 1. 

Hieraus entnehmen wir endlich das Verhalten yon 

G(t, t') ~ e  - t # - r #  
# r,O 

in den Randpunkten 2rcir 2r~iq'. Sei q eine K6rperzahl, 
Quotient ganzer idealer Zahlen in tier Form 

die als 

a (a, fl) ~ 1, (fl) 4 1  

dargestellt  sei. Wir  fmden 

G(t -q- 2 rc ie, t'-q- 2 r~ io') ~ e  ~r~i s~~ . 
zmod.fl /z~O 

/z~. X (mod./~ 

Hier durehli~uft x ein volles System rood. ~ inkongruenter K(Irperzahlen. 
Sei nun 

(~,Z) ----- 6, x = ~xl ,  ~ ----- ~Zl,  

a eine ganze ideale Zahl, so daft 

ff 
(a, #1) ~ 1, --~ )> 0, axl ~ 1 (mod. ~1), 
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so wird 

Xe-- tu- t"  t ~' -~_ Xe-tJ#] I~l--t'/e'l I;I. 
~ 0  ~r~O 
/z --= x (rood fl) o Y - -  1 (rood. t31) 

_ 1 ~Xo (,~)~'xo q~) e - t I l l  I ~,[-t'[e'I lu'l 
4 h ~o (,0~) Zo u 

_ I .~Xo(,~)o(lalt,{ale;xo), 4h r ;:,,, 

und zwar durehliiuft Xo s~mtliehe Charaktere rood. Px. Naeh (25), (26) 
ist also 

, ~ e _ t u _ r  p,_~ - 1 
(27) u,o t t 'V -dN(~)  ~-g(x)logtt '+O(1),  

/~ ~ x (mod.fl) 

worin g(~) nur yon der Restklasse x abhi~ngt. Da das erste Glied aber 
yon x unabhi~ngig ist, kommt durch Summation fiber x wegen 

~, e ~ i s ( P ' ) =  O, falls ( ~ ) t  1, 
x rood. fl 

(28) G ( t + 2 g i Q ,  t ' + 2 g i Q ' ) - ~ g ( x ) e 2 ~ s ( p x ) l o g t t ' ~ - O ( 1 ) .  
X rood. fl 

w 7. Die logarithmischen Reihen im Kiirper k. 

Endlich wollen wir noch kurz die Reihen 

e - - tp - -gp '  
L (t, t') ~ 

N(~) p~O 

in der N~he der singuli~ren Mannigfaltigkeit behandeln. Ich gebe nur 
die Hauptpunkte der Rechnung an. In der obigen Bezeichnung werde 
gesetzt ffir einen Charakter Xo rood. f 

~( t ,  t'; Xo) =~ ' [Xo~)u  e-tlt~[-rlu'l 
N q ~ ) l  

Es wird 
1 + r  

~u (t, t'; Xo) --= , - ~ c . (Xo) ,  
l og~ /n=-~  

e(f) F l ' ( s + i n c )  l " (s - - ine)  
C,(Xo) ~- 2 ~ i J  tt lJ~- j~ ~ ' ' s -1+inc ' ' s - l - i "c  ~(s'2nx~ 

e(I) 
(29) ~ (t, t'; X o) log ~/(i~ ~ (1, Xo) log t f --}- 0 (1), 
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wenn ~o ein eigentlieher oder uneigentlieher Charakter, nur nicht der 
Hauptcharakter ist. 

Wir entwiekeln ferner, wenn X der Haupteharakter mod. f ist, die 
Funktion ~ (s, X) in der Umgebung des Poles s ~ 1 naeh Potenzen yon s - -  1: 

~(s, Z) ---~ R(f) + p ( ~ ) +  Q (f) (s - -1)  + 
s - -1  . . . .  

Hierin ist tibrigens bekanntlieh 

(f) 
R ( i )  ---- R .  N ( f )  " 

]:)ann ergibt sich ftir den Hauptcharakter 

R(f) e(~) log ~tt'-- 
(30) 2 log ~/(f) 

(2 R(f) F'(1) + P(~)) e (f) 
log ~/(f) 

log t t '+  0(1). 

Und aus (29) und (30) folgt dann wie in w 6 

R e ( l )  
L( t , t ' )  -~- 21og~(1) l~ 

(2 R/"(1) + P(1)) e(1) 
log ~/(1) log t t' + 0 (1) 

und bei Anniiherung an einen Randpunkt 2 rciq, w o r  V d  eine nicht 
ganze K0rperzahl 

L( t  + 2 ~ie, t' + 2~ie') ~ l(O logtt' + O(1) 

mit einem yon t, t' unabhi~ngigen 1 (Q). 
Das Bemerkenswerte an den asymptotischen Formeln aus w 6 und 7 

ist, dab hier die Werte yon Zetqfunktionen im _Punkte s ~ 1 als Orenz- 
werte unendlicher Reihen dargestellt sind, in deren Summationsbedingungen 
die Einheiten nicht vorkommen. 

H a m b u r g ,  Dezember 1921. 


