Ueber die verschiedenen Wurzeln einer algebraischen Gleichung,
Aug einem Schreiben an H. Weber in Strassburg

von

L. Baur in Darmstadt.

1. Hingt die Verinderliche y mit der unabhéingigen Variablen z
durch eine — reducibele oder irreducibele — algebraische Gleichung
zusammen, die in Bezug auf y vom n'*® Grade ist, so gilt der Satz:

Die mnothwendige wnd hinreichende Bedingung dafiir,
dass die n conjugivten Wurzeln 4, 9y, - . -, Yn jener Glei-
chung fiir x = a genaw @ von einander verschiedene Werthe
annehmen, ist die, dass fiir x == a alle aus dem System

(Sh-l-f) (k, 7;=0, 1, 2, [ n-1)

gebildeten Minoren (@ - 1)* Grades verschwinden, die ¢*
Grades aber wicht mehr alle;

oder kiirzer:
Die Anzokl der an der Stelle (% = a) von einander vey-
schiedenen Wurzeln der gemannten Gleichung w'* Grades ist
gleich dem fiir © == a betrachteten Range des Systems (s.;).

Dass, falls fiir © = a hochslens @ der comjugirfen Werthe von
von einander verschieden sind, die vorhin genannte Bedingung noth-
wendig erfiillt sein muss, ist fast selbstverstiindlich, Bedeutet n#mlich
M, irgend eine Minore z'** Grades des Systems (spi), so kann M,
dargestellt werden als das Resultat der Composition zweier recht-
eckigen Systeme aus »# Colonnen und z Zeilen bezw. aus n Zeilen
und z Colonnen, deren Elemente simmtlich solche Potenzen von
Yis Yoy + - - Yo sind, die ionerbalb jeder Zeile bezw. innerhalb jeder
Colonne stets denselben Exponenten haben. Sobald also v > ¢ ist,
muss in Folge der Voraussetzung jede Minore z'» Grades dieser beiden
rechteckigen Systeme mindestens 2 gleiche Reihen enthalten, mithin
verschwinden, also nach dem Multiplicationssatz fiir Matrizen auch B/,.
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Dass aber umgekehrt, wenn fiir # = o alle Minoren (¢ - I)en
Grades des Systems (s;r;) verschwinden, unter den % conjugirten
Werthen von y fiir # == o zuniichst hdchstens @ von einander ver-
schiedene Werthe y', ”, . .. 3@ sich finden kOnnen, ist eine Be-
bauptung, deren Richtigkeit fiir o =» — 1 bekannt ist, und deren
allgemeine Giiltigkeit auf dem Wege der Induction bewiesen werden
kann. Ist dieselbe nimlich richtig fiir irgend einen Werth von g,
s0 mbgen fiir 2= a etwa 4, Wurzeln den Werth @ haben, wobei
die Mbglichkeit noch vorliegt, dass anch unter den y® sich noch
gleiche Werthe befinden. Dann geht fir » = ¢ die Potenzsumme

s; tiber in EAay(“)e und demgemiss die Determinante

S, AR 39__1
s 8o ¢ 0 ¢ S
D= " ..
So—1 Sp - Szo—2
in
_D (a) = 11 lg . ove }'(’ l 1 (?/(a) - y(ﬁ))z (“7ﬁs1} 2)"'9)“
ax>j3

Verschwinden nun auch alle aus (s;y:) gebildeten Minoren gten
Grades filr £ = @, s0 muss sicher auch Dy(a) = 0, mithin mindestens
noch ein y@ gleich einem y® sein, woraus das Gesagte und damit
auch die Richtigkeit des anfgestellten Satzes folgt.

Da bel der Beweisfiilhrung ausser dem Verschwinden simmtlicher
Minoren (@ - 1)t~ Grades nur mnoch das Verschwinden der einen
Minore g*c Grades Dy(x) an der Stelle 2 ==q benutzt wurde, so kann
das Resultat auch noch so ausgesprochen werden:

Die n conjugirten Wurzeln vy,, ¢y, . . .Y, nehmen an
der Stelle = a immer dann und nur dann genaw ¢ von
einander verschiedene Werthe an, wenn an dieser Stelle die
Determinanten Doyy, Dors, . . . Dy stimmitlich verschwinden,
D, aber nicht.

Beiléufig folgt hieraus noch:

Verschwinden an irgend einer Stelle die Determinanten
Dy, Dy, ... Dy gleicheeitiy, so verschwinden am dieser

Stelle alle Minoren g Grades des Systems (s,1;),
eine Bemerkung, die von Wichtigkeit sein kann dei der Entscheidung
der Frage, ob an der betrachteten Stelle die Determinante D, regular

sich verhdlt oder nicht.

Das Resultat liesse sich noch etwas einfacher aussprechen, wenn
man die betrachtete Gleichung als irreducibel voraussetzen wiirde. Ich
habe es vorgezogen, keinerlei Beschriinkungen einzufiihren, und so unter
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anderem auch den Fall mit zu umfassen, dass die Grossen ¥, %5, -+ Yn
die simmtlichen conjugirten Werthe mehrerer durchaus von einander
unabhéingigen algebraischen Functionen von x sind.

Sind insbesondere die Gleichungscoefficienten gansze rationale
Functionen von ®, der von y* gleich 1, sind also ¥, , #,, . . ., ¥. lauter
ganze algebraische Functionen von z, so sind die Potenzsummen s,
lauter ganze rationale Functionen von z. Dann aber kann, indem
man die vou Kronecker im 107. Bande des Journals fiir Mathematik
fiir ganzzahlige Systeme gegebenen Vorschriften auf den jetzt vor-
liegenden Fall ausdehnt, das System (sp4;) durch die elementaren
Transformationen in ein Diagonalsystem

¢ 0 0.0
0 e 0---0
0 0 0. e

verwandelt werden. Dieses System ist dem urspriinglichen Systeme
(51+:) Aquivalent, besitzt also mit ihm die gleichen Elementartheiler
und diese sind, da seiner Entstehungsweise nach ey == 0 (mod, ez),
die Elemente ¢, ¢é,, ... ¢, selbst, In Verbindung mit dem zuerst aus-
gesprochenen Satze fithrt diese Bemerkung zu dem Corollar:
Die nothwendige wnd hinreichende Bedingung dafir,
dass unter dem n conjugirten ganzen algebraischen Func-
tionen Yy, Yo, . . ., Yo Vo0 & an der Stelle x = a genau g
verschiedene Werthe sich finden, ist die, dass der (¢ - 1)*
Elementartheiler des Systems (sp1:) mod. (x — a) verschwindet,
der o* aber nicht; oder auch, was dasselbe ist, dass in dem
obigen Diagonalsysteme die ¢ ersten FElemente den Factor
(z— a) wicht entholten, wihvend dic dibrigen durch (z-—a)
theilbar sind,

So ist z. B. fir _
yt— 288y 4 22ty — 2 =10

t 0 0 0
0 z? 0 0

Gd ol ) g @1 0
0 0 0 2 —1) 7

und es gehdrt daher zu # = 0 nur 1 Werth von y und zu & = /1
stets 2 verschiedene Werthe von y. —

Es ist ohne weiteres klar, dass die angestellten Betrachtungen
sinngem#iss auch dann bestehen bleiben, wenn die Gleichungseoefficienten
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irgend welchem Rationalititsbereiche angehdren, dessen Elemente die
Verénderliche # gar nicht enthalten. Wir haben dann einfach den Sataz:

Die Anzahl der verschiedenen Wurzeln einer Gleichung
n's Girades mit constanten Coefficienten ist gleich dem Rang
des Systems (Sp¢); ste ist auch gleich der Zahl @, die so
beschaffen ist, dass Dy von O werschieden ist, wihrend die
Determinanten Dyry, Doay . . ., D, siimmilich verschwinden.

In dem besonderen Falle, wo die Gleichungscoefficienten lauter
ganze rationale Zahlen und der der hochsten Potenz von y gleich 1
ist, wo also die conjugirten GrOssen ¥, ¥,, ... ¥. lauter ganze alge-
braische und die s,y; lanter ganze rationale Zahlen sind, besteht die
nothwendige und Hinveichende Bedingung, dafiir, dass unter ihnen
genau @ verschiedene Werthe sich finden, darin dass der (o 4 1)t
Elementartheiler des Systems (si4:) verschwindet, der o aber wnicht;
oder darin, dass in dem diesem Systeme Hquivalenten Diagonalsysteme
die ¢ ersten Elemente von O verschieden sind, wihrend die iibrigen
verschwinden.

2. Ich will fiir das folgende jetzt zun#ichst voraussetzen, dass die
Gleichungscoefficienten irgend welche Constanten sind. Hat man dann
auf die eben angegebene Weise gefunden, dass die vorgelegte Glei-
chung genau @ von einander verschiedene Wurzeln besitzt, so mdgen,
wie vorhin, 4, Wurzeln gleich ¢ sein, wo wiederum

'7~1+‘2‘2+"‘+3-g=”
ist, die Grossen ¥/, y”, . . ., 4@ jetzt aber alle von einander verschieden
sind. Bildet man dann die fir y =y, ¥", . . ., y@ verschwindende

Determinante
1 1 +.. 1 H

%
i y” e y(@) Y
| 2 2 2 P
(A AR L

=

)

L=

| y'o y"e e y((’)e y@
und componirt dieselbe mit der Determinante

oAy Lyt 0

Ay Ay Ayttt 0
2) e e e e -,

Ao Ay ... Agy(e)e'i 0

0 o ... 0 1

so erhiilt man unter Beriicksichtigung der Thatsache, dass jetzt
8 = Dhoyef
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ist, die Function

Sy 8 cr S 1

s 8 .. 8 9
3 Boly) = | ") ¢ ’

S S+t vt Sgp-z Y

d. i. eine ganze Funetion gt Grades von y, deren Coefficienten ganze
rationale Funectionen der Potenzsummen, mithin ebensolche Functionen
der Gleichungscoefficienten sind. Die Nullstellen dieser Function sind
¥, ¥, ..., 4y@; der Coefficient von ye ist gleich Dy, man hat also die
Identitit:
Bo(y) = De(y—y) (y—9") - .. (y—49)
und da D, in unserem Kalle sicher nicht verschwindet, so ergiebt
sich der Satz:
Die o von eimander verschiedenen Wurzeln einer Glei-
chung n'r Grades mit constanten Coefficienten werden geliefert
durch die Gleichung

By(y) = 0.

Sind die Gleichungscoefficienten nicht constant, sondern rationale
Functionen der Veriinderlichen z und nimmt y an der Stelle z =«
genau @ von einander verschiedene Werthe ¥/, 4", ..., y@ an, so bleiben
die vorsichenden DBetrachtungen wirtlich bestehen, wenn man nur fir
die Grissen Sy, 8y, + - . S2g-2 thre fiir & == a berechneten Werthe setet.

Noch sei bemerkt, dass die Functionen B, und D, leicht in solche
umgewandelt werden konnen, die die Gleichungscoefficienten explicit
enthalten. Ich gedenke hierauf im Zusammenhang mit einigen anderen
naturgemiss hier sich darbietenden Fragen demniichst zuriickzukommen.
Als Beispiel sei hier nur noch kurz der Fall » = 4 gestreift, wo also
y der Gleichung

Gyt + oy’ + a,y* + asy + a; =0
mit constanten Coefficienten geniigt. Es lisst sich dann vermittelst
der Newton’schen Formeln D,, welches mit der Gleichungsdiscriminante
identisch ist, leicht in die Form setzen:

4()&0 lal 2a0a2 3@0(13 |
—ae D — 3“1 20!2 3@0“3""1@1“2 4a0a4+2alas
o - 4y 20, 3a, 4a,0,4+200, 3a,a,+ laya, |’
1“3 4(14 3“’1“4 2a2a4

und es sind dann die Determinanten 4 o, D,, — ¢,* D,, - q,* D,
nichts anderes als die drei Hauptunterdeterminanten*) von — q,f.D,,

*) Die 1'* Hauptunterdeterminante von — @,%. D, besteht aus den i ersten
Zoilen und 1 ersten Colonnen des Schemas auf der rechten Seite.
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wihrend man die Functionen B,, B,, By beziigl. aus D,, D,, D,
dadurch erhilt, dass man die Elemente der letzten Colonne der Reihe
nach durch die Functionen Y, Y;, ¥,, Y, ersetzt. Dabei bedeutet Y3
die bekannte, durch die Gleichung

Y; = apf + o + o+ @
definirte Function,

Ist non z. B.
Dy=D,=0; D,==0

so besitzt die vorliegende Gleichung zwei verschiedene Wurzeln, ge-
liefert durch die Gleichung

R B, (y)=0%).
*) Bereits bekannt, wenn auch ganz anderen Betrachtungen entstammend,
ist, wie ich nachtriiglich sehe, der folgende Satz:
Die Anezahl der Paare tmagindrer Wurzeln einer reellen algebraischen
Gleichung ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Rethe Dy, D,,... D, .
(Vgl. Jacobi in Borchardt’s gesammelten Werken 8. 471).
Nimmt man diesen Satz, angewendet auf die urspriingliche oder auch auf die
Gleichung B (y) =0, zu meinen Entwicklungen hinzu, so entsteht ein wohl-
abgerundetes Ganze. — Jacobi bertihrt allerdings nicht die (bei meinen Siitzen
nicht in Betracht kommende) Mdglichkeit des Verschwindens zweier auf einander
folgender Hauptdeterminanten D, aber auch dieser Fall lisst sich leicht ver-
mittelst der bekannten Sitze iber die Transformation gquadratischer Formen
erledigen.




