
Ueber die verschiedenen Wurze ln  e iner  algebraischen Gleichung. 
Aus einem Schreiben an H. Weber in Strassburg 

VOII 

L. BAU~ in Darmstadt. 

1. ]:I~ingt die Verlinderliche y mit der unabhi~ngigen Variablen x 
dutch e i n e -  reduzibele oder i r r e d u c i b e l e -  algebraisehe Gleiehung 
zusammen, die in Bezug auf y veto #en Grade ist~ so gilt der Satz: 

Die nothwendige und hinreiehende Bedingung dafiir, 
class die n conjugirten W u r z d n  y t ,  y~, . . . ,  y,, jener Glei- 
chung fiir x ~ a genau ~ yon einander verschiedene Werthe 
annehmen, ist die, dass fiir x ~ a alle aus dem System 

(h, i = o ,  1, 2 , . . .  n - a )  

gebildeten Minoren (0 - ] -1 )  te~ Grades verschwinden, die O te~ 
Grades aber nicht mehr alle ; 

oder kfirzer: 
Die Anzahl  der an der Stelle (~ ~ a) yon einander vet. 

schiedenen Wurzeln der genannten Gleichung n ~' Grades ist 
gleich dem fiir x ~ a be~raehteten Range des Systems (s~+,). 

Dass, falls fiir x ~ a h6chstens 0 der eonjugirten Werthe yon y 
yon einander versehieden sind, die vorhin genannte Bedingung noth- 
wendig erfiillt sein muss, ist fast selbs~verst~indlich. Bedeute?~ niimlich 
M, irgend eine Minore v t*~ Grades des Systems (s~+~), so kann M, 
dargesielll werden als das Resul~al der Composition zweier reehl- 
eckigen Systeme aus n Colonnen und v Zeilen bezw. aus n Zeilen 
und v Colonnen, deren Elemen~e s~mmtlich solehe Potenzen yon 
Yt, Y2, . . "  Y, sind, die innerhalb jeder Zeile bezw. innerhalb jeder 
Colonne s~ets denselben Exponenton haben. Sobald also v ~ 0 is~, 
muss in Folge tier Yoraussetzung jede Minore $te~ Grades dieser beiden 
reehteeldgen Systeme mindestens 2 gleiche Reihen enthalten, mithin 
verschwinden, also naeh dem Multiplicationssatz fiir Matrizen aueh M~. 
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Dass aber umgekehrt, wenn ftir x---~ a alle Minoren (@~-])t,. 
Grades des Systems (sh+~) verschwinden, unter den n r 
Werthen yon y ffir x ~ a zunilchs~ h6chstens ~ yon einander ver- 

t r r  schiedene Werthe y ,  y , . . .  y(q) sich finden kSnnen, ist eine Be- 
bauptung, deren l%ichtigkeit f[ir p ~  n -  1 bekannt ist, und deren 
allgemeine Gtilligkei~ auf dem Wege der Induction bewiesen werden 
kann. Ist dieselbe niimiich richtig fiir irgend einen Werth yon ~,, 
so mSgen fiir x ~ a etwa ;t~ Wurzeln den Werth y(") haben, wobei 
die MSglichkeit noeh vorliegt, dass auch unter den y(~) sieh noeh 
gleiche Werthe befinden. Dann geht fiir x----a  die Potenzsumme 

s~ tiber in /~;t~yl-/ und demgemliss die De~erminante 

so s l ' ' -  se-~ 
s~ s 2 . . .  sq 

= . . . . . . .  

se_~ sq . . .  s~e_~ 
in 

D (a) ~ ~ ~ . . .  ~(~ H (y(~) - -  y(~))2 (a,~-~ 1, 2,...q)~ 
a>/ 

Verschwinden nun auch alte aus (s~+~) gebildeten Minoren Qte, 
Grades ffir x ~- a ,  so muss sicher auch -De(a) ~- O, mithin mindestens 
noch ein yC~) gleich einem y(fl) sein, woraus das Gesagte und dami~ 
aueh die Richtigkeit des aufgestellten Satzes folgt. 

Da bet der Beweisffihrung ausser dem Yerschwinden s~mmtlicher 
Minoren (~ - [ -1 )  t e n  Grades nur noch das Verschwinden der einen 
Minore 0 t" Grades De(x ) an der Stelle x ~  a benutzr wurde, so kann 
das Resultat auch noch so ausgesprochen werden: 

-Die n conjugirten Wurze~ Yt, Y 2 ~ . . .  Y, nehmen an 
der Stelte x ~- a immer dann und nur dann gena~ ~ yon 
einander verschiedene Werthe an, wenn an dieser Stelle die 
-Determinanten .Oe+~ ~ JOe+2,... D~ sY/mmtZich versehwinder~, 
.D e aber nicht. 

Beiliiufig folgt hieraus noch: 

Verschwinden an irgend einer ~tdle die I )e terminan~ 
.De, D e + ~ , ' "  D, gleich~eitig, so verschwinden an dieser 
Std~e aloe Minoren ~'~ Grades des Systems (s~+~), 

eine Bemerkung, die yon Wiehiigkeil sein kann dei der En~scheidung 
tier Frage, ob an der betrachteten Stelle die Determinante.D e regul~ir 
sich verh~l~ oder nicht. 

Das Resulea~ liesse sieh noch etwas einfacher ausspreehen, wean 
man die betraehtete Gleichung als irredueibel voraussetzen wiirde. Ieh 
habe es vorgezogen, keinerlei Beschr~inkungen einzufiihren, und so unbar 
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anderem aueh den Fall mit zu umfassen, dass die Gri~ssen yj, ~2, . .  ", Y. 
die s~immtlichen eonjugir~en Werthe mehrerer durchaus yon einander 
unabh~ngigen algebraischen Fanctionen yon ~ sind. 

Sind insbesondere die Gleiehungseoefficienten gauze rationale 
Functionen yon x, tier yon y= gleich 1~ sind also Yl, Y~,. �9 -, Y,, lau~er 
ganze algebraische Functionen yon x, so sind die Potenzsummen s~+~ 
lauter ganze rationale Functionen yon x. Dann aber kann~ indem 
man die yon K r o n e e k e r  im 107. Bande des Journals ffir Mathematik 
ffir ganzzahlige Systeme gegebenen u auf den jetzt vor- 
liegenden Fall ausdehnt, das System (s~+i) dutch die elemen~aren 
Transformationen in ein Diagonalsystem 

l e~ 0 0 . . - 0  \ 

) o ? o  o 

0 0 0 �9 �9 �9 e,~ 

verwandelt werden. Dieses System ist dem urspr[inglJchen Systeme 
(sh+i) :iquivalenb, besitz~ also mit ibm die gleichen Elementar~heiler 
und diese sind, da seiner Entstehungsweise naeh e~_, _~_ 0 (rood. e~), 
die Elemente el, e ~ , . . ,  e~, selbst. In Verbindung mit dem zuers~ ans- 
gesproehenen Satze fiihrt diese Bemerkung zu dem Corollar: 

:Die nothwendige und hin~'eiehende Bedingu'ng dafiir, 
dass unter den n conjugirt~ g a n z e n  algebraischen 2"unc- 
tionen Yt, Y~, �9 � 9  Y,* yon x an der 8td~e x ~= a genau 
verschiedene Werthe sich finden, isr die, dass der (~-lt-1) ~ 
~lementartheiIer des Systems (sa+~) rood. ( x -  a) verschwindet, 
der ~ abet nicht; oder auch, was dasselbe ist~ class in dem 
obigen DiagonaZsysteme die Q ersten ~emente den JFactor 
( x ~ a )  nicht enthal~en, wgh~end die iibrigen dutch ( x - - a )  
theilbar sin& 

So ist z. B. fiir 
Y~ ~ 2x~y ~ -b 2x~y - -  x~ ~ 0 (oo o) 

0 x "~ 0 0 
(sh+,) c,~ 0 0 x~(z~--l)  (/ 

0 0 0 x2(x ~ -  1) ,, 

und es gehSrt daher zu x - ~  0 nut  1 Werth yon y und zu x ~ V 1  
stets 2 versehiedene Werthe yon y. 

Es is~ ohne weiteres klar, dass die angesteJl~en Betrachtungen 
sinngem~ss auch dann bestehen bleiben~ wenn die Gleiehungseoefficienten 
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irgend welchem Rationalit~itsberoiche angeh~iren, dessen Elemente die 
Veriinderliche x gar nicht enthalten. Wit  haben dann einfach don Sa~z: 

Die Anzahl  der versehiedenen Wurzeln ether Gleiehung 
n te~ Grades mit constanten Coefficienten ist gleich dem l~ang 
des Systems (sh+i); sie ist auch gleich der ZahZ q, die so 
beschaffe~ ist, dass 1) e yon 0 verschieden ist, w~hrend die 
Determinanten De+I, De+.~, . . ., D ,  s~immtlich verschwinden. 

I n  dem besonderen _~alle, wo die Gleichungscoefficienten lauter 
ganze rationale Zahlen und der der hSchsten Potenz yon y gloich 1 
ist ,  wo also die conjugirten GrSssen Yl, Y 2 , . . .  Y~ lau~or ganze alge- 
braSscho und die sh+~ lauter ganze rationale Zahlen sind, besteht die 
nothwendige and hinreichende Bedingung, daf~ir, dass unter ihnen 
genau ~ vorschiedene Werthe sich finden, darin dass der (# + 1) to 
~lementartheiler des Systems (s/,+~) verschwindet, der 0 t~ aber nicht; 
odor darin, dass in dora diesem Systeme ~quivalenten Diagonalsysteme 
die 0 ersten Elemente yon 0 vorschieden sind, wilhrend die tibrigon 
versohwinden. 

2. Ich will fiir das folgende jetzt zun~ichst voraussetzen, dass die 
Gleichungscoefficienten irgend welche Constanten sind. Hat  man dann 
auf die oben angegebene Woise gefunden, dass die vorgelegto Glei- 
chung genau Q yon einander verschiedene Wurzeln besitztj so mSgen~ 
wie vorhin, ~t~ Wurzeln gleich y(") seth, wo wioderum 

;.J + ~2 + ' " " + ~----- n 

ist, die GrSssen y', y " , . .  ,, y(e) jetzt aber alle yon einander verschieden 
sin& Bildet man dann die fiir y = y', y", . . ?, y(r verschwindende 
Determinante 

1 1 . . .  1 t 

y' y" . . . y (e )  y 

(1) y'S y" '~ . . . y(e) 2 y~ 

. . . ~ . �9 

y.e y-e . . .  y(e)e y~ 

und componirt dieselbe mit der Determinante 

Xl ~1Y' . . .  ~jy'e-~ 0 

~t 2 ~t~y'" . . ,  ~2y ''e-1 0 
( 2 )  . . . . . . .  , 

~e ;toY(e)''" ~eY (e)e-~ 0 
0 0 . . .  0 1 

so erh~lt man unter Berilcksichtignng der Thatsach% dass jetz~ 

s~ ~ 2 ~  y(~)~ 
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ist, die Function 

SO 81 " ' "  S o--i 1 t 

(3) Be(y ) =  sl s2 . . . s r  Y t' 
' ~ �9 o . . �9 ~ . 

S e 8@4-1 * * ' S 2 Q - - 2  y , o  

d. i. eine ganze Function Qten Grades yon y, deren Coefilcienten ganze 
rationale Fanctionen der Potenzsummen, mithin ebensolehe Funetionen 
der Gleiehungscoefficienten sind. Die Nullstellen dieser Function sind 
y', y " , . . . ,  y(r der Coefficient yon yO ist gleich De, man hat also die 
Identitiit: 

B (y) = D d v - - y  ) ( y - - v " ) .  . . ( v - v  
und da De in unserem Falle sicher nicht verschwindet, so ergiebt 
sieh der Satz: 

.Die ~ yon einander verschiedenen Wurzeln einer G~ei- 
chung n t*" Grades mit constanten Coefficienten werden geHefert 
d/arch die Gleichung 

Be.(y ) = O. 
Sind die Gleichungscoefficienten nicht constant, sondern rationale 

Functionen der Ver~inderlichen x und nimmt y an der Stelle x ~ a 
genau O yon einander versehiedene Werthe y', y", . . . ,  y(~) an, so bleiben 
die vorstehenden Betrachtungen w6rtlich bestehen, wenn man nur fiir 
die Grgssen So, sl~ . . , s~r ihre fiir x .~- a berechneten Werthe setzt. 

~och sei bemerkt, dass die Functionen ~e und 39 e ]eich~ in solche 
umgewandelt werden kSnnen, die die Gleichungscoeffieienten explicit 
enthalten. Ich gedenke hierauf im Zusammenhang mit einigen anderen 
naturgem~iss hier sich darbietenden Fragen demniiehst zurfiekzukommen. 
Als Beispiel sei bier nur noeh kurz der Fall n ~ 4 gestreift~ wo also 
y der Gleichung 

aoy 4 -~- ajy  3 -~ a2y ~ ~ aay 2 r- a 4 ~ 0 
mi~ constanten Coefficienten gentigt. Es liisst sieh dann vermittelst 
tier N e w t o n '  schen Formeln D4, welches mit der Gleichungsdiscriminante 
identiseh ist, leieht in die Form setzen: 

4% lal  2%% 

3al 2a~ 3ao%-} - la ia  2 
- - a ~  2a s 3a:~ 4a oa 4+2a~a  3 

1% 4a~ 3%a 4 

3 ao a3 ! 

4 a0 a~ H- 2 al a3 

3 a 1 a 4 + 1%'% 

2 a s a 4 

und es sind dann die De~erminanten + a o .D~ - - a o  ~ 1)2, + ao4~D~ 
nichts anderes als die drei Hauptunterdef~rminanten*) yon --ao6.D4, 

*) Die ~te Hauptunterde~erminau~e y e n -  ao6.D4 besteht aus den ;t ersten 
Zeilen und ~ ersten Colonnen des Schemas auf der reehten Seite. 
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w~hrend man die Functionen /71, ~2,  B3 beziigl, aus D2, D3,  D 4 

dadurch erh~ilt~ dass man die Elemente der letzten Colonne der [~eihe 
nach durch die Functionen Y0, ~ ,  Y~, Iz~ erse~zt. Dabei bedeute~ Yz 
die bekannte,  dutch die Gleichung 

Yz ~-- aoY x + atY ~-1 + " "  + az 

definirte Function. 
Ist  nun z. B. 

D3 -~ D4 ~--~ 0; / ) 2 @ 0  
so besitzt die vorliegende Gleichung zwei verschiedene Wurzeln,  ge- 
liefert durch die Gleichung 

(v) = o * ) .  

*) Bereits bekannt, wenn auch ganz anderen Be~rachtungen entstammend, 
hi ,  wie ich nachtri~glich sehe, der folgende Satz: 

:Die Anz~hZ der ~aare imagin~rer W ~ z e ~  einer ree~ten algebraischen 
GZeichung ist glelch der .4 nzahZ d,r Zeichenweehsel in der ~eihe DI , D~ . . . .  D n . 
(Vgl. Jacobi in Borchardt's gesammelten Werken S. 471). 

Nimmt man diesea Satz, angewendet auf die urspr~ingliche oder auch auf die 
Gleiehung Be(y )--~0, zu meinen Entwicklungen hinzu, so entsteh~ ein wohi- 
abgeruudetes Ganze. ~ Jacobi beriihrt allerdings nicht die (bei meinen S~tzen 
nieh~ in Betracht kommende) M~glichkeit des Verschwindens zweier auf einander 
folgender Hauptdeterminanten JD, aber auoh dieser Fall l~sst sieh leicht ver- 
mittelst der bekannten S~tze fiber die Transformation quadratiseher Formen 
erledigen. 


