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Uber  bes t immte  Integrale  mit  der P r y m s c h e n  

Q-Funktion.  

Von Niels Nielsen in Kol?enhagen. 

w l. Das Ana logon  des zwei ten Eule rsehen  In tegra l s .  

Ftir die in der Theorie der Gammafnnktion auftretende, in 
ganze transzendente Funktion 

OO 

(1) Q (x, 1 - ~) =fT~-~  dt 

habe ieh nenerdings diese asymptotisehe Reihe 1) 

(2) ~ Q (h, 1 - -  ~) ~ ~ ( -  1)" c (~ § 8) 
Xv+s 

welzhe s jeden ~beraus grol~en Wert yon l xl anwendbar ist~ ent- 
wickelt. 

Als SpeziaF~lle der Funktion Q (% 1 -  v) wollen wit hier den 
IntegrMlogarithmns li (e- ~) und die K r a m p sehe Transzendente K (x) 
hervorheben. 

Setzt man n/~mlieh 
# ~ O O  

(3) li (e- x) = C @ log x -~- ~ (--~ 1)' x'~ 

wo C die E u 1 e r sehe Konstan~e bedeutet~ w/~hrend der Logarithmns 
reehter tIand so zu bestimmeIt ist~ dal3 er ffir positive x reell wird~ 
so ist bekanntlieh 

OO 

(4) li (~-  ~) , e-~ = - - / ~ -  d t = - -  O ( . ,  0).  
m 

Die entspreehende~ aus (2) Nr ,~---~ 1~ erhaltene asymptotisehe 
Reihe zeigt: dab der Integrallogarithmus sieh Nr tibetans grofle 

1) Mathema~isehe knnMen, Bcl. 59, p. 92; 1904. 
5) loe. cir. p. 100. 
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Werte des Argumentes x wie die Exponentialihnktion verhttlt. Die 
entspreehenden AnMogien der trigonometrischen Funktionen werden 
yon clem Integraleosinus C,: (x) und. dem Integralsinus & (x) gebildet ; 
diese beiden Funktionen werden am einfaehsten dureh die Iden- 
tit~tten 
(5) C~ (x) ----- li @' ~) + li ( e - " )  

2 

(6) s~ (z) = li (e~-) - -  li (e-  ;~) 
2i  

definier% w% wie tiberall in den folgenden Formeln 

zu setzen ist. 
Was die K r a m p sche Transzendente K (x) betrifft~ so kann 

dieselbe folgendermal~eu definiert werden 

c o  8 ~  8 o ~  

1 . - ~ ,  ( - - 1 )  x ~  
(7) a : (x )  = f e - " c ~  = ~ V ~ - -  2~ ~ ~ i ( 2 ~ )  ' 

X 8 ~ 0  

und somit gibt die Substitution t = ]/~ diese andere Darstellung 
o o  

(8) K (YT) = - ~ -  u t s 

Ais die entspreehenden Analogien der trigonometrisehen Funk- 
tionen haben wir bier die F r e s n e 1 schen Integrale F,  (x) and/~'~ (x), 
n~mlich 

e ~ . K  x . e  ~-  e - i - . K  x . e  - ~ -  
(9) ~V (x) = 2 

(10) F ~ ( x ) - - e  ~ . K x . e  T - e  7 - . K x . e  - T  
2i 

Um nun die so eing'eNhrten Funktionen f0.r bestimmte In- 
tegrale anwenden zu k0nnen, bemerken wir zuerst~ dal~ (1) diese 
andere Formel 

(11) t) .  ? (x ,  1 - ~ ) -  x,' 

liei'ert und somit erg'ibt ein bekannter Satz *) den Grenzwert 

(12) lira (x~-~+ ~ . O (x, l - - v ) ) =  0, 
a ~ 0  

1) U. D i n i :  Grnndlagen ftir eine Theorie der Ftmktionen einer reellen 
vergnderllehen GrSl3e, p. 105; LelpMg~ Teubner 1892. 
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wo ~ eine a n g e b b a r e positive Gr~il3e yon beliebiger Kleinheit 
bedeutet. 

Naeh diesen ErSrterungen betraehten wit nunmehr das fol- 
gende Analogon des zweiten E u 1 e r sehen Integrals 

on 

J(v, ,~) = / ' 0  (tz, 1 --:~). t ~ st, 

welches demnach einen Sinn hat, falls allgemein N (x) > 0, 
( p - - v ) > - - 1  oder speziell N ( x ) = 0 ,  - - 1 < J R ( p - - v ) < @ 1  

ang~enommen werden. 
Eine partielle Integration liefert aber nun ohne Ntthe 

(3O 

o 
0 

woraus unter Anwendung einer bekannten lntegralformel 1) das 
erwtinsehte Resultat: 

on 
F ( ~ - - v @ l )  (13) / ~? (~x, ~--~)t  ~-1 st  

6 P �9 xe 

welehe Formel ja mit der soeben angewendeten aus der Theorie 
der Gammafnnktion ganz ahnlieh ist. 

Aus (13) kann man eine andere interessante Formel herleiten~ 
indem man nach ~ differentiert und dann p-~-1 setzt; man finder 
dadureh 

co 

(14) [p(tx, l - -~ ) log td t - - r ( s - - v )  (~(2--~)-- l - - l%,x) ,  
x 

wo gesetzt ist: 
3~OO 

1 x @ s '  
8 ~ 0  

und C die E u 1 e r sehe Konstante bedeutet. 
Ftir die oben eingeftihrten Spezialf~lle der Q-Funktion eNeben 

sieh nun aus (13) ohne weiteres die entspreehenden Pormeln: 
(30 

(16) f l i ( e - t ~ ) ,  t? -ad t  - -  
C (p) 

(; P �9 x e 

(17) j K ( t x )  t 2 ~ - ~ d t -  , 
o 4 9  " x ~  

von welchen die erste schon S c h 15 m il  c h ~) bekannt war. 

1) M a n  ve r~ le l che  m e i n  ] : Iandbuch  de r  Theor ie  de r  Gammafunkt ]on~  p. 151. 
u) Be i t r~ge  zu r  Theor ie  b e s t l m m t e r  IntegrMe~ p. 74;  J e n a  184:3. 

lYIonatsh, ftir l~la~hematik u. l~hysik :XVII. Jahrg. 
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Eine Anwendang der Identit5ten (5) 
wegen (16) die ahnliehen Formeln 

( i 8 )  

and (6) liefert dann 

r:? 
co C (p) c o s  - -  

o 9 �9 xe 

F (p) sin =p 
(19) (s,(t~) t~~ 2 

6 ~" x~ 

welche also nut far positive x uncl far 0 ~ {R ( p ) ~  2 anwendbar 
sin& Das Integral (18) versehwindet f'tir 9 ~  1. Die Analogie 
zwisehen den Integralen (16)~ (18) und (19) und denjenigen, welche 
die Exponentialfunktion odor die trigonometrisehen Funktionen ent- 
halten~ ist vollkommen. 

In ~thnlieher Weise tindet man aus (17) wegen (9) and (10) 
die weiteren Formeln 

(~o) 

(21) 

A _ I )  r. 
oo ~" ,0 ~ - 5  e ~  

f F ~  (~ x) t ~ - ~  ~ = 
p �9 x ~ 

0 

(.F~ (t x) A ~ ~ - -  ~o , 
b P ' x ~  

1 ~(p) a 
wo ma~ also x als positiv and - - ~ - ~  ~ - 2 - a n n e h m e n  muff. 

1 Fiir p ~---~- versehwindet das Integral (20). 

Wir erw~thnen noeh die folgenden aus (14) ft~r v ~ 1 her- 
geleiteten Formeln 

CO CO 

( 2 2 )  fu(~-%.logt,~t=f s,(t).lor 1 
0 0 

c o  

(2a) / q ( t ) log  ~ ~t = y .  

w 2. Her l e i tung  eines a l lgemeinen In tegra l sa tzes ,  

Wir wollen nunmehr aus anseren Analogon des zweiten 
E u l e r s e h e n  Integrals w 1~ (13) den folgenden allgemeinen Satz 
herleiten : 
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Es sei  

ae . X~ 

S == 0 

e i n e  s o l c h e  g a n z e  t r a n s z e n d e n t e  F u n k t i o n  in x, daf3 
d e r  K o n v e r g e n z r a d i u s  r d e r  P o t e n z r e i h e  

(~) /(~) = ~o + ~', ~ + ~ ~ + ~ x~ + . . .  
e i n e  a n g e b b a r e  Grsl3e  ist~ d a n n  h a t  m a n  a l l g e m e i n  

8 ~ ( X 3  

(3) f Q(ty, l - - , , )F( tx) te - ld t=x-~ a, .(x I~+*, 
0 ,~ '~0  

u n d  d i e s e  F o r m e l  b l e i b t  r i ch t ig~  f a l l s  g l e i c h z e i t i g  
~ ( v ) > o ,  J * l < r . l y t  und ~ ( p - - ~ ) > - - - 1  ~ng ,nommen  
~ v e r d e n .  

Um diesen Satz zu  beweisen~ bemerken wir zuerst~ dal~ die 
unendliche Reihe 

g ~ O O  

(4) ~ 0 (~y, 1 "~) ~ ~+'-~ 
r (p--~ + s +  1) 

, 7 ~ 0  

im Intervall 0 < t < K ,  wo K eine e n d l i e h e  abet beliebig grol~e 
positive Zahl bedeutet~ in t eine gliedweise integrable und~ Nr t >  0: 
eine gleiehm~l]ig konvergente ist, falls nut ~ (p-- v) > -- 1 vorausgesetzt 
wird.' Setzt man demnaeh in der dutch gliedweise Integration aus (4) 
erhaltenen Reihe K =  co, so kommt) wegen w 1: (13) eben die  
Reihe reehter Hand in (3). Da nnn diese Reihe immer, anger 
ff~r p ~--i)~ wo p eine ganze nieht negative Zahl bedeutet, da 
konvergiert~ wo dies mi t  der ans (2) erhaltenen Potenzreihe Nr 

f(X)y der Fall ist, i) so gibteinallgemeinerSatz~)f~berdieglied - 
weise Integration einer unendliehen Reihe unmittelbar die Formel (3). 

Als die erste nnter den zahlreiehen Anwendungen yon (3)~ 
welehe nns auf bekannte Funktionen f~ihren~ betraehten wit den 
einfaehsten Fall, wo a~. ~---1 angenommen wird. Die entspreehende 
Funktion //'(x) reduziert sieh dann auf die zu Q (x, v) komplemen- 
tsre Funktion P(x~ v), namlieh 

s. (~ + s) 
0 a ~ O  

so dal3 allgemein 
P (x, ~) @ Q (x, v) = C @) 

sein muff. 

1) Man vergleiche mein t tanbbuch aer Theorie der G~mmafunktio~, p. 127. 
e) U. D i n i ,  Grtmdlag'en etc., p. 523. 

4* 



52 Niels Nielsen. 

gine wiederholte partieUe Integration ergibt indessen ver- 
mSge (5) far F(x ,  ~) diese andere Reihenentwieklung 

s=oz X~+s 

(~) t , (x ,  ~) = ~ ( ~  . e -~  �9 ~ ,  ~-i~ + ~ + ~) " 

Ffir ~ ~ 1 finder mm, speziel[ aus (5) oder (6) 

(7) P (x, 1) = 1 - -  e -~  . 

Nach ctiesen ErSrterungen findet man ftir a~ = i diesen Aus- 
draek fttr die entspreehende Funktion F(x), n~tmlieh 

e ( t x )  ~ '  
F(t  x) =- F (p--~)"  P(tx~ 1--v)~ 

und somit ergibt sieh wegen (3) diese Integralformel 

t~3  8 ~ C x 3  

f c (p-~)  ~ 1 ~ ~-,+ 

x ~=o ~'-c- \.~// 

wo also im allgemeinen I x I < I Y l, 91 (Y - -  x) > 0, 9t (? - -  ~) > - -  1 
oder speziell I x l < l Y l ,  ~ (Y- -X)~- - -0 ,  - - 1 < 9 1 ( ? - - ~ ) < ~ - 1  
anzunehmen sin& 

Setzt man demnach in (8) ? = 1  und 1 - - ~  start v, so ent- 
fliegt die elegantere Formel 

o o  

x 

Als zweites Beispiel setzen wir in (3) 

( - - 1 ;  c ( p - - ~ - b s +  1) 
s! 

uncl somit entflielSt dieso andere Formel 

( 3 0  8 ~ O O  8 

welehe aUg'emein r~, ~ (y + x) > 0, I x } < I ~ I un4 ~ (? --,~) > - -  1 
oder speziell, wenn 91 (y --b x) = 0, - -  1 < ~ (? - -  ~) < @ 1, an- 
wendbar ist. 

Unter den zahlreiehen Formeln, welehe aus (10) hergeleitet 
werden kiSnnen, betraehten wir zuerst den Fall x ~ - - y =  1: ? ~  v; 
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eine leichte Anderung der Bezeichnungen ergibt dann ohne weiteres 
die Formel 

(11) f o(~,l--x) e-'.~-~dt=~(x)-------D log 

Als zweites Beispiel setzen wir in (10) x = - -  1~ ~ / =  @ 1~ 
die G a a i3 sche Formel 

r ('c) r (:. - -  ~-- ~) 
(12) F ( ~ ,  ~,'~' 1) = r (.( ~) r ( y - - ~ )  

gibt dann mit Zuhilfenahme der E u l e r s c h e n  ]dentitgt 

(13) F (x) F (1 - -  x) ---~ sin ~: x '  

diese andere Integraldarstellung 

< ~ t ~ (p) 
(14) "e t Q (t, 1 - -  ,,) t ~~ d t - -  F (v) sin ~: (v - -  p) '  

0 

wo man also 1 > 9t (p--v)  > 0 voraussetzen mull. 
Um die in w 1 besproehenen Spezialfglle der Q-Funktion ein- 

zufiihren~ setzen wit zuerst in (10) p = v ~---1; &nn  kommt 
c o  

0 

wo man also 91 (y @ x ) ~  0 und x J - y  yon Null versehieden an- 
nehmen mul3; aus w 1~ (5) und (6) folgert man dann ohne weiteres 
die beiden ~hnlichen Formeln 

o o  

1 ( - )  (16) f~-'~ q (~,) ~ =  .log 14- - u  p 

0 

wo also 91(x _-4=_ Q/) > 0 und x ~ i y  yon - - 1  verschieden ange- 
nommen werden mu~; die Formel (15) war schon S c h l S m i [ c h  0 
bekannt. 

1) ]3ei~rg~e, p. 74. 



5 4  Niels Nielsen. 

I n  /ihnlicher Weise finder man aus (15) die beiden anderen 
Formelgruppen 

(3O 

(18) ] e~  --  x'l arc tgyX 
0 

(iv) .(cos (tx) C~ (t~) dt = 0 
0 

o o  

1 y - - x  
(20) (cos (tx) S~ (ty) dt = 2x  log 

yon welehen (18) yon S c h l s m i l c h  1) gefanden worden ist und 

o o  

" 1 X 
(21) . /s in(tx) l i (e-~)dt  - 2x- arc tg ~- 

0 

cx5 

(22) f sia(tx) Ci('y)d`- xl log(1---~) 
0 

o o  

(23) .[ ~i~ (t ~) s, (t y) dt = o,  
0 

yon welchen die erste ebenfalls S e h 15 m i 1 c h ~) angehSrt. 
In (18) and (21) mug man ~ (y :~ i x ~ O  annehmen, wahrencl 

die vier ttbrigen Formeln nut Nr reelle und ,~ e r s c h i e  cl e n e 
Wertepaare yon x und y einen Sinn haben. 

1 
Setzt man endlich in (10)? = ~ ,  ~ ~ 1, so folgt naeh einer 

einfachen Anderang der Bezeiehnungen diese andere yon S c h i s -  
m i I c h 3) herrtihrende Forrnel 

(30 

e 1.1 (24) �9 are sin x, (e ) d r -  
. X 
0 

welche fiir x ~ 0~ y = i interessante numerische Resultate liefert. 

w 3. Bes t immte  I n t e g r a l e  mi t  Z y l i n d e r f u n k t i o n e n .  

Es ist ~ sehr bemerkenswert~ dag die Analogie der Funktionen 
Q (% v) und e ~ auch auf bestimmte IntegrMe mit Zylinderfunktionen 
ausgedehnt werden kann~ indem es mbglieh ist~ eine Reihe solcher 

1) 2) 8) Beitr~ge, p. 75. 
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Intograle, welche den altbekannton mit Zylindorfunktionen und der 
Exponentialfanktion 1) analog sind~ mittols bekannter Funktionon 
auszudrticken. 

Erstens setzon wir in w 2, (3) 

( _  l )  ~ 

dann kommt 

~ = ~  ( - -  l y x  ~ ~ d o - ~  - 

und somit finder man 
co v-}-O ~'-~a 

d t ~ - x  
o \Y  

wo P(x ,  ~) diojenige in w 2 oingo~hrte komplomontSro Funktion be- 
cleutet; in (1) mug man offenb~r allgemein ~ ( y ) >  0, ~ (p - - , ) ) > -  1 
odor spezioll wegen des asymptotischon Ausdruokes ftir J~ (x)~ .o) 
}R (y) = 0~ x, positiv und - -  1 < N (9 - -  v) < 3 annehmon. 

Aus (1) findet man dahor far x - - y  = 1 die olegantere 
Formel : 

JQ 1-- dt= P(p), (2) (t, ,,) J" (2] / t )  t 
0 

w~hrond die Annahme p ~ 1~ nach einer loichton Anderung der 
Bezeiehnungen, wegen w 2, (7), dioso andero Integraldarstellung 
liofert : 

c o  

0 

woraus Nr  v = 0 die spezielleren Pormeln 

e - ~ -  l (4) li (e -~) J~ (21/~) c l t -  
x 

o 2 x  
2 sin - -  

(5) f q  (t) J~ (2 ~ '~)  dt - -  2 
0 

o o ,  

(6) fS~ (t) j0 (2 l/t-x) dt sin x 
x 

in den beidon lotzten Formeln darf x nur p o s i t i v  sein. 

1) Man verffleiche mein Handbuch tier Theorie der Zylindorfunktlonea, 
p. 184= ff.; Leipzig, Teubaer: 1904. 

~) Hanc]buch tier Zylinderfunktionen, 19. 156 and 7. 
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indem man in 

Krampschen  

(s,) 

(9) 

(10) 

Weiter gibt eine Anwendang der Formel 1) 

. 

, 

1 (3) ~-~--~- einf~hrt~ diese andere Formelgruppe mit 

lind F r e s n e 1 schen Integralen : 
O9 

1 . ( l _ e _ ~ - - )  f K (t) sin ( 2 t x ) d t -  x ]/~ 
5 

2 sm-s-, sin 
f F~(t) sin (2tx) dt =- x]/~- 
0 

2 cos 8 " sin 
/ '~(~)  ~i~ (2~ , )  ~lt = __ 

in (9) und (10) darf x wieder nur ale reell angesehen werden. 
Als zweites Beispiel setzen wit in w 2, (3) 

(--  1 ) ~ F ( P - - v + I  + s )  
2 

die bekannte Reihenentwiekhmg 2) 

(11) e-~J'(xi) (2xi)~=~176 l )  

ergibt dann unmittelbar diese andere Integralformel 

(12) e - "  
..~ ( - 1 ; r  ~  + 1  

X 2 ~ / ~  s = 0  

woraus f/ir v---~ ~ = 1  diese speziellere Formel 

(30 ~e~e 

0 

1) IIandbtmh der Zylinclerfu~ktionen, p. 156 und 7. 
2) Ebend~,, p. 21, 87 mad 227, 
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setzt man noch in (13) xi start x~ so crh~lt man eine Integral- 
darstellung far arc sin x. 

Weiter setzen wir in (12) p ~ v-[ -1 ,  dann kommt wegen (7) 
die Formel w 2~ (10) far p ~ v. 

Als drittes Beispiel setzen wir in w 2~ (3) 

/p -b1 ,  
p + l  ( -  1; r / - -2 - - r~ )  

y - -  Ks 2 s! F(p+s) ' 
dann entfliel~t wegen (11) diese andere Formel 

; ( ~ o )  ~o-1 ]/; r~=/xi\ 

o i2.e~ 
woraus fftr p ~ 1 die Formel (4). 

Wit  haben noch in diesem Zusammcnhang die L o m m e l sehe 
Funktion 1) 

(15) II "'b (x) ~-~ eos -2 ( a - -  b). ~ 
~'= o [' (b 2@~a -~- s @ 1 ( ~ - a - ] -  s @ 1 ) 

anzuwenden. Zu dem Ende setzen wir in w 2~ (3) 

1 
~ ' = r ( p §  

dann kommt diese andere Darstelhmg der P-Funktion 
(30 ~--1 

. [ O  (t~,, 1 - -  ~) W -~' ~o~-~__~ (2 i l / t z )  t ~ d t  = 

(16) o 

* " �9 e o ~  - f f  (p  - , , )  
~--- ~-1  �9 e'J �9 .P ~p 

Y Y(p)z 

woraus Nr  p ~ 1 eine neae Herleitung der Formel (3); denn es 
ist offenbar 

[Y' ~ ( x ) =  S'(x), I I " - ~ ( x ) = c o s a =  .J-~(x). 
Setzt man weiter in (16) p =- v~ so kommt nach einer leiehten 

Anderung der Bezeiehnangen die andere Formel 
~ i  

O ( 3  ~ ,  _ _  

F ( 1 - - v )  . e v . p  ~ l - - v  ; 

1) t t a n d b u e h  tier Zy l lnde r funk t ionen ,  p. ~1, 87 und  227. 



58 Niels Nielsen. 

kombiniert man demnach diese FormeI mit der aus (3) erhalteaen~ 
indem man dort - - x ~ x .  e =i statt x einfiihrt~ so gibt die De- 
finition der Zylinderftmktion zweiter Art 1) 

Y~(x) = cot ~ .  J"(x) - -  . 1  j _ , @ )  

diese andere Formel 

( t s )  o 

L _  1 
= <  x~ ~. O[(1--e-  3 ~'~'. ~  r ( t - -~)  sin,,~ p(~' 1--~)]- 

Far v == 0 wird der Aasdruek rechter Hand in (18) unbe- 
stimmt; die gewshnliehe Methode liefert~ aber dutch Anweadang 
der Identitat s) 

( ~ )  j0 I7~ x . ~  = Y~ (x) -t- ~:i' (x) 

trod tier Fonnel (4), diese neue Integraldarstellung 
c o  

0 

und somit erlaubt die Differentialformel '~) 

/ | / T v  ~ 
Dx 

dieses noch allgemeinere Integral 
OO n 

f li ( e - ' )Y" (2V t x )  t ~ dt  

zu bestimmen; tier so erhaltene Ausdr~tek wird indessen ~at~erst 
kompliziert. 1 

Setzt man endlieh in (17)~ = ~ ,  so kommt diese mit (19) 
analoge Formel 

r 

0 

K o p e n h a g e n ~  2. Oktober 1905. 

1) ~) ~) H~ndbueh der ZyIinclerfti~ktionen~ p. 1.1~ 12 uncl 28. 


