Uber bestimmte Integrale mit der Prymschen
()-Funktion.

Von Niels Nielsen in Kopenhagen.

§ 1. Das Analogon des zweiten Eulerschen Integrals.

Fiir die in der Theorie der Gtammafunktion auftretende, in v
ganze transzendente Funktion

1

*_dt
¢

M Q@i—vn=/

x

habe ich neuerdings diese asymptotische Reihe 1)

. (=)' T+
(2) ¢ Q x 1'—‘/)@2 x”‘?“
s=0

welche fiir jeden tiberaus grofien Wert von |« | anwendbar ist, ent-
wickelt.

Als Spezialfille der Funktion @ (z, 1 —v) wollen wir hier. den
Integrallogarithmus li (¢~ =) und die Kram p sche Transzendente K ()
hervorheben.

Setzt man ndmlich

———1)93
Tsls

3) ll(e—”)—0+logx+2 ) (

=1

wo C die Bulersche Konstante bedeutet, withrend der Logarithmus
rechter Hand so zu bestimmen ist, daf er fiir positive z reell wird,
so ist bekanntlich

9°e—t

“4) li(e—w):_] ;dt=—Q(,0).

z

Die entsprechende, aus (2) fiir v=1, erhaltene asymptotische
Reihe zeigt, dafl der Integrallogarithmus "sich fir tiberaus grofie

1) Mathematische Annalen, Bd. 59, p. 92; 1904.
2 loe. cit. p. 100.



48 Niels Nielsen.

Werte des Argumentes z wie die Exponentialfunktion verhalt. Die
entsprechenden Analogien der trigonometrischen Funktionen werden
von dem Integraleosinus C; (x) und dem Integralsinus S;(z) gebildet;
diese beiden Funktionen werden am einfachsten durch die Iden:

titidten o i B
®) sy = LERET
6) S: (x) = lifgr) —1 ;‘;ﬁi@

definiert, wo, wie tberall in den folgenden Formeln

sTi

ti=¢ ?
zu setzen ist.
Was die Krampsche Transzendente K (z) betrifft, so kann

dieselbe folgendermafien definiert werden

(o]

__1 8 "s+1

0 K(x)::['-tdt__j ?—E 1(23—1-1)

x =0

und somit gibt die Substitution ¢ == Vz diese andere Darstellung

®) K(VE):A O:‘Tdt——%.(g(x,%).

Als die entsprechenden Analogien der trigonometrischen Funk-
tionen haben wir hier die Fresnelsehen Integrale F) (z) und F, (x),
nimlich

22

® Fy (@) ="° ' K<x : ﬂi>—f2— e%. K(ﬂc . e_%il

W e e )

24
Um nun die so eingefithrten Funktionen fiir bestimmte In-

tegrale anwenden zu konnen, bemerken wir zuerst, dafi (1) diese
andere Formel

(11) D.Q(r,1—v)=—

6—— T
a

liefert und somit ergibt ein bekannter Satz!) den Grenzwert
(12) lim (o7 =1+, Q (2, 1—v)) =0,
z=0

') U. Dini: Grundlagen fiir eine Theorie der Funkiionen einer reellen
verdnderlichen Grofle, p. 105; Leipzig, Teubner 1892.
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wo ¢ eine angebbare positive Grofle von beliebiger Kleinheit
bedeutet.

Nach diesen Erorterungen betrachten wir nunmehr das fol-
gende Analogon des zweiten Eulerschen Integrals

@®
J(v, p) = / Otz 1—v). 2 dt,
0
welches demnach einen Sinn hat, falis allgemein R () > 0,
R(p—v)>—1 oder speziell R(x)=0, —1<<Rp—v)<<+1
angenommen werden.
Eine partielle Integration liefert aber nun ohne Mihe

€ cO 11— oo
J 9):[%- Q (ta, 1_-~/)L +”D _/e—m 2= ar,
' 0

woraus unter Anwendung einer bekannten Integralformel?!) das
erwiinschte Resultat:

- :
” . l_' .
(13) /Q(m, 1—v) 1dt:——(‘°+—vj;ll:
d p.x
welche Formel ja mit der soeben angewendeten aus der Theorie
der Gammafunktion ganz shnlich ist.
Aus (13) kann man eine andere interessante Formel herleiten,

indem man nach p differentiert und dann p==1 setzt; man findet
dadurch

r(2

14 [Q@z,1—wlogtdt = o (2 — v) —1— log ),

wo gesetzt ist:

1
7 W () — . ? \
(15) VY(x)=D,logl'(z)= C’—{— ( 1z s)'
und € die Eulersche Konstante bedeutet

Fiir die oben eingefiihrten Spezialfalle der @-Funktion ergeben
sich nun aus (13) ohne weiteres die entsprechenden Formeln :

(16) [n(e*‘“).t?*loz; — e
g p.x
()
r 20—1 S /.
an 6/K(tx)z dt__———~4p‘m2e .

von welchen die erste schon Schlomilch 2) bekannt war.

1) Man vergleiche mein Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 151,
?) Beitrige zur Theorie bestimmter Integrale, p. 74; Jena 1843.

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik. XVIIL. Jahrg. 4
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Eine Anwendung der Identititen (5) und (6) lefert dann
wegen (16) die ghnlichen Formeln

e
v

i [ () e08 5~
(18) j C (ta) 7 db = —

b o.2°

g : I'(p) sin%
(19 Fs o) faim— 2

g ¢.a°

welche also nur fiir positive # und fir 0 <R (p) << 2 anwendbar
sind. Das Integral (18) verschwindet fir p=1. Die Analogie
zwischen den Integralen (16), (18) und (19) und denjenigen, welche
die Exponentialfunktion oder die trigonometrisechen Funktionen ent-
halten, ist vollkommen.

Tn #shnlicher Weise findet man aus (17) wegen (9) und (10)
die weiteren Formeln

. (o4 eos @p 1) 5
(20) /‘Fl (tn) " A=

i p.x

o D{pt)sin @p+1) 5
(1) /Fz tx) i M dt = . ;

Y . P N x =

Q

wo man also  als positiv und — %< Rp) <—2—‘annehmen muf.

Pir p::—;— verschwindet das Integral (20).

Wir erwihnen mnoch die folgenden aus (14) fir v==1 her-
geleiteten Formeln

o oo
0 9
(23) [ty logtdt= %

0

§ 2. Herleitung eines allgemeinen Integralsatzes.

Wir wollen nunmebr aus unseren Analogon des zweiten
Eulerschen Integrals § 1, (13) den folgenden allgemeinen Satz
herleiten :
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Es sel

1) () =

3, o
e

eine solehe ganze transzendente Funktion in z, daf
der Konvergenzradius » der Potenzreihe

o) J@) =g,z aya* a0 .
eine angebbare Grofie ist, dann hat man allgemein

§=0CO

o ot
(3 Qy, 1—v) Flto) dt =a 2. %s (ﬁ) )
2 ) 0/ \ y) )) ( ) 209+8 y

und diese Formel bleibt richtig, falls gleichzeitig
Ry >0, |z|<r.|y| und R(p—v)>—1 angenommen
werden.

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zuerst, dal die
unendliche Reihe

Pty 1= a, £
) E Fle—vIs1)

im Intervall 0 <C tSK, wo K eine endliche aber beliebig grofie
positive Zahl bedeutet, in ¢ eine gliedweise integrable und, fiir ¢>>0,
eine gleichmifig konvercrente ist, fallsnur R (p—v) >—1 Vorausgesetzt
wird, Setzt man demnach in der durch gliedweise Integration aus (4)
erhaltenen Reihe K=—=oo, s0 kommt, wegen § 1, (13) eben die
Reihe rechter Hand in (3). Da nun diese Reihe immer, aufler
fir p==—p, wo p eine ganze nicht negative Zahl bedeutet, da
konvergiert, wo dies mit der ans (2) crhaltenen Potenzreibe fiir

b (-g) der Fall ist, 1) so gibt ein allgemeiner Satz ?) iiber die glied-

weise Integration einer unendlichen Rethe unmittelbar die Formel (3).

Als die erste unter den zahlreichen Anwendungen von (3),
welehe uns auf bekannte Funktionen fiihren, betrachten wir den
einfachsten Fall, wo @, =1 angenommen wird. Die entsprechende
Funktion F'(z) reduziert sich dann auf die zu ¢ (x,v) komplemen-
tire Funktion P (z,v), ndmlich

r

x

. s 'V—{——s
®) P(x,v):f_ £~ ldt_E(S,(lv)

so dafl allgemein
P, v) - Q () =T ()
sein muf.

1) Man vergleiche mein Hanbbuch der Theorie der Gammafanktion, p. 127,
2) U. Dini, Grundlagen etc., p. 523.

4%
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KEine wiederholte partielle Integration ergibt indessen ver-
moge (b) fiir F(x,v) diese andere Reihenentwicklung

§=00 xa/~|—&

6 =W .e" ¥ -0 .
(6) Pz, =10).e gﬂr(vﬂﬂ)

Fiir v=1 findet mau speziell aus () oder (6)
(1) P, )=1—¢ ",

Nach diesen Ertrterungen findet man fiir a, = 1 diesen Aus-
druck fiir die entsprechende Funktion F (), nimlich

o' (ta)"®
Fp—v)

und somit ergibt sich wegen (8) diese Integralformel

Fto)y= - P(tx, 1—v),

r tx p—1 ___F(P"‘)szoo 1 x\et?
(8) b/@(ty: 1“")-1)(“079—*\/).@ t d?f—-7~— ﬂ‘g(;/’) ’

wo also im allgemeinen [z | <{y|, Ry—2) >0, R@—v) >—1
oder speziell (@ |<|y|, Ry—a)=0, —1<<R(p—v)<<+1
anzunehmen sind.

Setzt man demnach in (8) p=1 und 1 —v statt v, so ent-
fliefit die elegantere Formel

> oy U (v z
9) f@ (ty,v) P(tu,v) A = — 1(_)V - log <1 — ?/») .
[}

x

Als zweites Beispiel setzen wir in (3)

e VT =yt 1)

¢ s!

und somit entfliefit diese andere Formel

[ee]

M. (w)ﬁ“‘*
Y

§==00
—ix o—1 I (‘“
ﬂmfe Qty, 1—) 2 dt =g ;i TG )

0

welche allgemein fiir R (y 4 2) >0, |2 | <|y|und R (p—v) >—1
oder speziell, wenn R (y—+x)=0, —1<<R(p—v) <1, an-
wendbar ist.

Unter den zahlreichen Formeln, welche aus (10) hergeleitet
werden konnen, betrachten wir zuerst den Fall s =y =1, p==v;



Uber die @-Funktion. 53
eine leichte Anderung der Bezeichnungen ergibt dann ohne weiteres
die Formel

o r(3)
—t x—1 . —_— I S A
(11) 0]@(5,1—@6 TN =B () = Dxlogr(x+1>
2

Als zweites Beispiel setzen wir in (10) e =—1, y =1,
die Graulsche Formel

Flg—a—g)
I'(y—a) [ (y—8)

gibt dann mit Zuhilfenahme der Eulerschen Identitit

(12) F (o, 8y, 1) =

T

(13) F(x)[(l_x)zginﬁx’
diese andere Integraldarstellung

qot R 2ot B P ‘r.['(p) .
(14) /e QU1 =) ¢ = s

0

wo man also 1> R (p—v) > 0 voraussetzen mulf.
Um die in § 1 besprochenen Spezialfille der @-Funktion ein-
zufithren, setzen wir zuerst in (10) p=v=1; dann kommt

O‘o—-tz 27—ty _______l ( E)
(15) /e lige™)di=— - -log (14-7);

0

wo man also R (y+4-2) <0 und z--y von Null verschieden an-
nehmen mufl; aus § 1, (5) und (6) folgert man dann ohne weiteres
die beiden #hnlichen Formeln

[oe]

—tz 3 - 1 2
(16) 6[6 Oi (ty) dt = —E Iog <1+?)
(i [ g dr=— L arerg ?

0

wo also f(xr +4y) >0 und 2 - iy von — 1 verschieden ange-
nommen werden mul; die Formel (15) war schon Schlgmilch?)
bekannt.

1) Beitrige, p. 74.
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In dhnlicher Weise findet man aus (15) die beiden anderen

Formelgruppen
' ® 1 .
(18 [cos(tz)li(e™ ) dt=— = .arctg"
) Jeosttie =~ Larote
%
(19) { cos (tz) C (ty) dt =10
J
P 1
g — 1 ogd T
(20) (fcos (1) 8, 6y) dt =5, Tog 7

von welchen (18) von Schlsmileh ?) gefunden worden ist und

e o]

o ) i
( by . gr =
(21) 6/ sin(tx)lie™ ¥} de 97 are tg ;

g 1 22
@2) Ojsm(m) Ci(ty)dt_—;.log(l _?)
(23) [sin(t2) S, (ty) dr =0,

0

von welchen die erste ebenfalls Schlomileh?) angehort.

In (18) und (21) muf man R (¥ 4 72 >0 annehmen, withrend
die vier tbrigen Formeln nur fiir reelle und verschiedene
Wertepaare von z und y einen Sinn haben.

Setzt man endlich in (10) p :l7 v=1, so folgt nach einer

2

einfachen Anderung der Bezeichnungen diese andere von Schlo-
mileh3) herriihrende Formel

[ee) . ) _Vt,
(24) /et Tl ") dt:—~-§i.arcsinm,
0

welche fiir £ =0, y = 1 interessante numerische Resultate liefert.

§ 3. Bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen.

Es ist sehr bemerkenswert, dafi die Analogie der Funktionen
@ (z,v) und ¢ auch aunf bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen
ansgedehnt werden kann, indem es moglich ist, eine Reihe solcher

1y 2) ¥ Beitrige, p. 75.
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Integrale, welche den althekannten mit Zylinderfanktionen und der
Exponentialfunktion ') analog sind, mittels bekannter Funktionen
auszudriicken.

Erstens setzen wir in § 2, (8)

=
dann kommt
'S (1 e
:V - - 2 . e )

F (x) = TG F5F D z- JTT2Va),
und somit findet man

co . re _rt+e "
©  [Qup1—) eVt di=a P(?p);

0 .

wo P(x,v) diejenige in § 2 eingefiihrte komplementire Funktion be-
deutet; in (1) mufl man offenbar allgemein R(y) >0, R (p —v)>—1
oder speziell wegen des asymptotischen Ausdruckes fir J” (z), 2)
R (y) =0, 2 positiv und — 1 << R (p—v) < 3 annehmen.

Aus (1) findet man daber fir 2=y =1 die elegantere
Formel :

a o— . ig——l

@) ]Q(t,l——v)J“ @VHtE dt=P(),
0

wihrend die Annahme p=1, nach einer leichten Anderung der

v

Bezeichnungen, wegen § 2, (7), diese andere Integraldarstellung
liefert

3) /QOQ (ty,v) J (2 Viz) t_‘;‘dt = x%—-l. (1 _.e—.%) ,
woraus fﬁ; v=20 die speziellefen Fbrmeln
@) | fon hH I eVigdi— 1

b

pe 2 sin 2z

() [ @V di=— _{;3«

g
6) fo S; 0 I @Viz) dt = — Si; 2.

0

in den beiden letzten Formeln darf z nur positiv sein.

!) Man vergleiche mein Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen,
p. 184 ff.; Leipzig, Teubner, 1904,
%) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 156 und 7.
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Weiter gibt eine Anwendung der Formel?)
4 2 .
J? (50)::1/:; sin z,

indem man in (3) v:—%— einfithrt, diese andere Formelgruppe mit

Krampschen und Fresnelschen Integralen:

&) /K (¢) sin (2¢x) dt:”*l—‘:-(l—e"“")

5 zVr

7 2sin - sin (%i)
i F(h) sin (Qt0) dt = — ———or 21
) 5/ () sin (2¢%) -

© 2COS~;;.sin (%i)
(10) | Fy(t) sin (2¢@) di = — ~ ;
“ V=

a

in (9) und (10) darf » wieder nur als reell angesehen werden.
Als zweites Beispiel sefzen wir in § 2, (3)

e

e 3

s!

die bekannte Reihenentwicklung ?)

1
.v8=00(~1)sf‘<v+s+~)
ey, 2z 2} 5 e
1) e J@“)*T;‘EO aTe STy @Y

ergibt dann unmittelbar diese andere Integralformel

o0
> e—v fz v—o

[Qey,1—0T % (3;"-@) CE T dfe

Y

1_ o s:oo(wl)sr<p_;+1+s)

(12)

12

N
=~ 2 Lo+ 9) (5‘) ’

x—f—}/}? 8=0

1

woraus fiir v = ==-> diese speziellere Formel
=2

22 .
i 12224

(13) _fOK(t) ¢z J° (__gr) di :% log (z - VIT2%);

1) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 166 und 7.
2} Bbenda, p. 21, 87 und 227.
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setzt man noch in (13) x¢ statt z, so erhilt man eine Integral-
darstellung fir arcsm .

Weiter setzen wir in (12) p=v -1, dann kommt wegen (7)
die Formel § 2, (10) fiir o =v.

Als drittes Beispiel setzen wir in § 2, {3)

ey

S 2s ot SRR )
S RO
dann entfliefit wegen (11) diese andere Formel
o
(14) [Q(t/, )JQ S @Via)t e oz¢~1/“x Je (%l)
it

woraus fiir p=1 die Formel (4).
Wir haben noch in diesem Zusammenhang die Lommelsche

Funktion %)
T eV -

(15) T1° (2) = cos — (a—8) - > —
2 s=0F(b:+2—a—1'—s—]—1( =

anzuwenden. Zu dem Ende setzen wir in § 2, (3)

)

1
RERECEOL
dann kommt diese andere Darsteliung der P-Funktion
[e @) y—1
[Q (ty, 1 =TI 27" 2iVig)t ® dit =
(16) ’ ~
2o—v—1 _L .
*z - C08 g (p ~v) - o
== P 'eJ.'P<?7P)7

NOERS
woraus fiir p =1 eine neue Herleitung der Formel (3); denn es
ist offenbar
0% %2) = J%(@®), 0°" “(®)=cosax.J “(z).

Setzt man weiter in (16) o = v, so kommt nach einer leichten
Anderung der Bezeichnungen die andere Formel

00 [0y 0o Vin) i Td :LJ;' ”i_l vop(%, 1
f 2 S .pY. —_— vl
(17) [Qey, )T~ @iVe) £ di =y (o 1—):

1) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 21, 87 und 227.
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kombiniert man demnach diese Formel mit der aus (3) erhaltenen,
indem man dort —z=w.e¢" statt 2 einfithrt, so gibt die De-
finition der Zylinderfunktion zweiter Art?)

1

sin v

Yv(x):(:otvn . J”(;c)_. rv(l)

diese andere Formel
oo

[0, Y@iVin) ¥ di=

(18) ’

v
—y g1 —n, wai 1 7
=i x? -em[(1~e #) e cotvr — .

P(w,1—v))

U{1—y)sinve’ !

Fir v=0 wird der Ausdruck rechter Hand in (18) unbe-
stimmt; die gewdhnliche Methode liefert, aber durch Anwendung
der Identitit %)

Y()(ac;_;_) =Y (@) =i J(x)

und der Formel (4), diese neue Integraldarstellung
F — 1
(19) _[1i(e—¢)y°(2wx>dt:;§.[o+1ogx—eﬂi(e““”)],
0
und somit erlaubt die Differentialformel %)
2 i3 /—‘ /M{ " £i3 >-\
DY 2Vte)=|—2 - Y*(2Vix)

dieses noch allgemeinere Integral
> .z
[ YY" (2 Via) i di

0

zu bestimmen; der so erhaltene Ausdruck wird indessen dunferst
kompliziert. - 1

Setzt man endlich in (17) V=g 80 kommt diese mit (19)
analoge Formel

(20) /ﬂK(t) cos (2itx) dt = %: (%V?—— K(oc)> .

0

Kopenhagen, 2. Oktober 1905.

1 %) 3) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 11, 12 und 28.



