Etudes des propriétés de situation des surfaces cubiques®),

Par H, G. ZeuTHEN,

I. Projection stéréographique de la surfage.

1. Dans un article, inséré dans les ,Annalen® vol. VII, p. 410,
sur les formes des courbes planes du gquatriéme ordre, j ai démontré
qu'une courbe guartique sans points multiples a, & coté des tangentes
communes i deux branches, quatre tangentes doubles dont tous les deux
points de contact se trowvent sur la méme branche ow sont imaginaires,
et que les branches de la courbe se trouyvent soit dans les quatre tri-
angles, soit dans les trois quadrilatéres, formés par ces_quatre tan-
gentes doubles, 1 ou 0, ou 2 dont l'une est interne a Vautre, dans
chacune de ces parties du plan. Jappelais ces quatre tangentes doubles
dont nous venons de parler tangentes doubles de premiére espéce, et
les tangentes communes & deux branches, tangentes doubles de seconde
espéce.

Grace & la circonstance, dont M. Geiser a fait le premier des
applications sérieuses, que le contour dune surface cubique, projetée
d'un point de la surface sur up plan, est une courbe quartique, je
pouvais appliquer les propriétés des quartiques.que javais trouvées a
démontrer les théoremes de M. Schlifli sur les nombres des droites
et plans tangents. triples réels des surfaces cubiques, et lear division
en espdces qui en résulte. Je trouvais en méme temps que les con-
tours des surfaces de la 1re, 2ue, Jwe 4we egpece ™), sont composés de
4. 3, 2, 1 branches externes une 3 Pautre, et que celpi d'une surface
de la Bwe espece, est composé de deux branches dont Tune est interne
3 lautre si le centre de projection se trouve sur la nappe d'ordre im-
pair, et qu'il n'existe pas s'il se trouve sur la nappe d'ordre pair.

2. Les derniers intéressants mémoives de MM. Schlafli®) et
Kleint) sur les surfaces cubiques contiennent plusieurs autres résul-

*) Die diesen Aufsatz begleitende Figur findet man am Ende- des Aufsatzes.
Anpm. d. Bed.
*) L'usage actuel des noms de 4me et 3™° espdce, dont on se sert & présent
ordinairement, est inverse a celui que jen ai fait dans mon article précédent.
###) Annali di Matematica t, V.
+) Mathematische Annalen f. VL
Mathematische Annalen.’ VI 1
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tats qu'il est facile de déduire, grice & la représentation de ces surfa-
ces dont je viens de parler, des propriétés des courbes quartiques.
Appliguons par exemple ce procédé & démontrer la tramsition d'une
espéce G Uespéce suivante par une surface douée d'un point cowigue. 11
faut qu'an moment de transition le contour de la surface projetée d'un
point d’elle-méme ait un point double, & tangentes réelles ou imaginai-
res; car le nombre de branches du contour s'altére par la transition.
Ce point double n’est pas un point de la trace du plan tangent an
centre de projection; car dans ce cas, qui a lieu toutes les fois qu'une
droite de la surface passe par le centre de projection, le contour aurait
aprés la transition le méme nombre de branches guavant elle. Or un
point double du contour qui n'est pas placé sur la trace du plan tan-
gent est nécessairement la projection d'un point conique de la surface;
car la droite joignant le centre de projection au point double ne peunt
avoir deux contacts avec la surface cubique. Done ete.

3. Avant d’appliquer la représentation de la surface, qui est une
sorte de projection stéréographique, i d’autres exemples il sera commode
de lui donmer une forme plus déterminée. Je prends pour centre de
projection un point de la surface ol la courbure est elliptique, ce qui
n’est impossible que dans un cas limite®), auquel il n’est pas nécessaire
d’avoir égard dans la discussion générale. En effet, la courbe & cour-
bure parabolique de la surface, déterminée par son intersection avec sa
surface hessienne, a toujours des branches réelles, parce gue I'hessienne
contient des droites réelles (droites d’intersection des plans réels ou
des plans imaginaires conjugués du pentaddre), et qu’une droite ren-
contre toujours la surface donnée®¥).

Je prends pour plan de projection un plan parallele au plan tan-
gent au centre de projection. Alors le contour de la projection (Ueber-
gangscurve) sera une quartiqgue ayant la droite & linfini pour tangente
douhle & contacts imaginaires, et, par conséquent, de premidre espéce;
les autres tangentes doubles du contour sont les projections des droites
de la surface. Un point du plan, externe aux branches fermées et finies
dont le contour est composé, ou interne & deux branches (5™¢ espece),
représente deuz points de la surface, pendant quun point interne a
une seule branche n'en représente aucun point réel. ~ La surface est
done représentée par deux feuilles planes ef coincidentes qui sont

%) La surface diagonole dont les propriétés conduisent M. Klein & celles
des surfaces générales. Dans ce cas la courbe parabolique ne consiste qu'en points
isolés.

#) On peut aussi prouver P'existence réelle de la courbe parabolique en mon-
trant qu'il y a toujours sur la surface des droites & ,,points doubles* réels. Voir
le n° 5.
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réunies par le contour. Nous appellerons wisible la feuille qui repré-
sente la partie de la surface qui est rencontrée la premitre par des
droites menédes du centre de projection, dirigées du méme coté, par
rapport au plan tangent, ou se trouvent les points de la surface voi-
sins du centre de projection, et continuées, #'il est nécessaire, par I'in-
fini jusqua leur retour au centre de projection. IL/autre feuille est in-
visible.

Le centre de projection est le seul point ,fondamental“ de la spr-
face, c'est & dire point auquel correspondent tous les points d'une ligne:
4 ce point correspond la droite & linfini de la feuille visible. Les
courbes de la surface qui passent par le centre de projection sont donc
les seules dont les projections s'étendent i l'infini sur la feuille visible.
Le plan de projection ne contient aucun point fondamental, ce qui
contribue a rendre notre représentation d’'une surface cubique plus in-
tuitive que les représentations sur des plans pimples,

Ayant donné 4 la droite-i D'infini dans le plan de projection un
rdle particulier, nous pourrons parler des tangentes communes externes
et infernes de deux branches, dire qu'une droite sdpare les branches ete.

Nous donnons sur une table suivant & cet article (p. 30) une image
schématique de la représentation d'une surface de premibre espece (& 27
droites). Il est indifférent, dans la plupart des recherches auzquelles
nous appliquerons yotre représentation, si les contacts des trojs tangentes
doubles de premiere espéce qui ne s'éloignent pas & l'infini sont réels on
imaginaires; dans notre figure tous ees contacks sopt imaginaires. Les
quatre branches du contour se réduisent done 2 des ovales, qui doivent
étre renfermés dans les quatre triangles que forment les quatre tangentes
doubles de premidre espdce, Les formes exactes de ces ovales étant
indifférentes ici, nous les avons remplacés par des cercles. Les lignes
pointées appartiennent & la feuille invisible®).

Si Yon veut avoir une image schématique de la représentation
d'nne surface de la deuxidme espece, il faut effacer un des ovales et les
droites qui y sont tangentes. Toutefois il faut qu'on se rappelle, que
dans ce cas les frois branches du contour peuvent se trouver dans les
trois quadrilateres formés par les tangentes doubles de premidre espace.
On.doit done regarder comme indifférentes des altérations de la situation
de Yune de ces tangentes doubles par rapport aux autres pourva quelle
garde sa situation par rapport aux ovales. 1l est indifférent, pour cette
raison, si Uon a effacé Vovale interne ou un des frois ovales externes.

*) Les quatre branches correspondent dans nos recherches, & plusienrs égards,
aux quatre points conigues de M. Klein, les trois droites représentées par des
tangentes doubles de premidre egpéee, anx droites qui ne sont pas arétes du té-
tratdre de ce savant,

i
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~ On peut de méme appliquer la figure de notre table & la discussion
des propriétés des surfaces de la 3m¢ on 4%° espece, et de celles de la
nappe d'ordre impair de la surface de la 5™ espéce.

II. Distribution des droites de la surface et des branches de sa courbe
parabolique.

4. Nous avons dit que, dans notre représeptation d'une surface
cubique, les tangentes doubles du contour & Yexception de la droite 2
Vinfini sont les projections des droites de la surface. Si leurs points
de contact sont réels, elles y passent de l'une des deux feuilles a
Yautre. 11 suffit donc, pour trouver quels sont les segments visibles,
de remarquer que les segments qui passent & Vinfini sont invisibles,
parce que les lignes passant & Vinfini sur la feuille visible représentent
des lignes de la surface qui passent par le centre de projection. Les
tangentes doubles &4 contacts imaginaires (regardées comme des pro-
jections de droites de la surface) appartiennent en entier 3 la feuille
invisible. Deux droites de la surface se'rencontrent si le point d'in-
tersection de leurs projections appartient, sur toutes ces deux droites,
3 la méme feuille. En pointant les parties qui appartiennent a la
feville invisible, on peut voir quelles sont les droites de la surface qui
se renconiyent.

Les propriétés des quartiques planes y fournissent un autre moyen.
En effet, deux ou trois droites de la surface se trouvent dans le méme
plan tangent triple, si les points de contact de leurs' projections avec
le contour se trouvent sur une conique passant par les points de con-
tact (imaginaires et a l'infini dans la représentation actuelle) de la trace
du plan tangent & la surface au centre de projection. Cette conique
est la projection de la courbe d’intersection du plan tangent triple avee
la quadrique polaire du centre de projection. Or on sait (voir les
nos 8 et 9 de mon article sur les formes des quartiques) que les points de
contact de trois ou quatre tangentes doubles d’une quartique plane se trou-
vent sur une conique si leur situation ne le rend pas impossible d'une
mawicre visible. Dans le cas actuel la conique, devant passer par deux
points imaginaires & linfini, est une ellipse. Done, deux ou trois droi-
tes de lo surface se trouwvent dans le méme plan tritangent, si les points
de contact de lewrs projections forment des quadrilatires ou des hexagones
convexes, y compris eeux ot des sommets imaginaires se trouvent sur
des droites qui ne séparent pas les sommets réels.

5. On pourrait appliquer les régles du n° 4 3 déduire de notre
représentation les théorémes connus sur les intersections des droites de
la surface. Au lien d’y insister, nous démontrerons ici plusieurs ré-
sultats dont M. Klein a obtenu ceux qui ont égard aux surfaces de
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la premidre espece®), par un procédé indirecte, en les cherchant pour
une surface particuliere (la surface diagonale), et en démontrant en-
suite qu'ils ne sont pas altérés, tant que toutes les 27 droites restent
réelles.

On sait gu'un plan gueleonque par une des droites de la surface
y est tangente en deux points, réels ou imaginaires, de la droite, et
que la série des couples de points de contact est en involution. Les
points d’intersection de la droite avec les deux autres droites d’un plan
tangent triple pasgant par elle en forment un couple, et ses™) points
de contact avec le contour, un autre. Les points doubles de Vinvo-
lution sont imaginaires ou réels suivant que deux couples se séparent
(dans le sens projectif de ee mot), ou non. Il v'est donc pas difficile
de trouver, par notre représentation, les droites de la surface ol ces
points doubles sont réels, et celles ot elles sont imaginaives.

Les points doubles des trois droites dont les projections sont des
tangentes doubles de premitre espéce sont évidemment réels; car les
points de countact de ces tangentes doubles, s’ils sont véels, interceptent
un segment qui n'est rencontré par aucune des autres tangentes doubles.

Quant aux autres tangentes doubles, on voit que chacun des deux
couples de tangentes communes & deux branches, Iexterne et I'interne,
représente un couple de droites de la sufface qui se trouvent dans un
plan passant par la droite représentée par la tangente double de pre-
migre espece qui ne sépare pas les deux branches. Une tangente com-
mune externe rencontre cette tangente double et l'autre tangente com-
mune externe en des points qui ne séparent pas ses points de contact;
ses points doubles sont donc réels. Mais une tangente double interne
rencontre la tangente double de premitre espéce et Pautre tangente
commune interne en des poinis qui séparent les points de contact;
ses points doubles sont donc imaginaives. Nous avons donc prouvé
que les tangentes communes internes représentent les droites dont les points
doubles sont imaginaires.

Il'y a donc sur une surface cubique de la 1re, 2me  3Juwe —gme
bme espece 12, 6, 2, 0, O droites dont les points doubles sont imagi-
naires.

Si la surface est de la premidre espéce, les 12 droites a points doubles
imaginaires se trouvent dans six plans qui passent deux & deux par
les trois droites représentées par les tangentes doubles de premicre
espeéce; car pour chacyne de celles-ei il y a deux couples de branches

* Voir le § 11. duo mémoire cité. M. Klein fait observer que son proeéds
est aussi applicable aux surfaces des antres espices.

**) O nous ne sommes pas exposds & causer des malentendus pous ne ferons
aucune distinction des parties de la surface et de leurs projections.
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du contour gqu'elle ne sépare pas. On voit sans difficulté quiil n'y a
pas trois de ces 12 droites qui se trouvent dans le méme plan tangent
triple. On voit donc que les droites d points doubles imaginaires dune
surface de la premiére espéce forment un double-siz. Comme ce double-
six se distingue de tous les autres, il est naturel de le prendre pour
base de la notation des droites de la surface ce que nous avons fait
dans notre figure & la page 30%).

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
est le double-six dont il s'agit, pendant que les notations des autres
droites sont composées de deux chiffres.

Les six droites & points doubles imaginaires d’une surface de la
dauziéme espéce se trouvent en trois plans passant par les trois droites
d’un plan tangent triple. Elles seront les 6 droites réelles de deuz
doubles-siz imaginaires (voir le n* 24).

Les deux droites & points doubles imaginaires d'une surface de la
troisiéme espéce sont les deux droites de lun des trois plans tangents
triples qui passent par la septidme droite réelle de la surface.

6. 11 n'est pas difficile & présent de trouver la situation des dif-
férentes branches de la courbe parabolique. Commengons par les sur-
faces de la premiére espéce.

On sait que la courbure de la surface est hyperbolique en tous les
points de ses droites, & Vexception des points doubles dont nous venons
de parler, et que ces points doubles sont des points de contact aveec
la courbe parabolique. La courbure étant elliptique 4 notre centre de
projection, il faut que la partie de la surface, décomposée par ses droites,
olt se trouve ce cenire renferme une partie de la courbe parabolique.
Le périmetre (fini ou infini) de cefte partie de la surface a pour pro-
jection celui du triangle formé par les trois tangentes communes guni
renferme toutes les branches du contour [les droites 14, 36, 52 de la
figure], et sa propre projection se trouve en partie au dehors de ce
dernier périmetre sur la feuille visible, et en partie au dedans de lui
sur la feuille invisible. Nous appelons cette partie de la surface un
triangle. Chacun de ses cotés contient un des points doubles, ou points
de contact avec la courbe parabolique, dont nous avons parlé; car le
segment interne intercepté sur une de ces droites par ses points de
contact avec le contour n'est rencontré par aucune autre droite de la -
surface,

Comme le centre de projection n’est assujéti & d'autres conditiops
que celle de se trouver en un point ot la courbure est elliptique, nous

*) Nous nous servons ici des mémes notations que M, Klein.
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voyons que toutes les parties de la surface qui contiennent des parties
de la courbe parabolique sont des triangles, dont chaque coté a un
contact avee cette courbe. Il s'ensuit que, réeiproquement, tous les
points doubles réels de la surface se trouvent sur les cotés de ces
triangles. Puis, en cbservant que les parties du plan qui ont des cotés
communs avec le triangle renfermant le centre de projection sont, sui-
vant la figure, des pentagones [un de ces pentagones est dans notre
figure limité par les droites 17, 2, 52, 36, 14], on voit qu'un segment
contenant un des points doubles n'est coté que d'un seul des triangles,
gui doit contenir, par conséquent, la branche de la courbe parabolique
tangente au segment.

La partie de la courbe parabolique renfermée dans un des triangles
est une seule branche d’ordre pair. En effet, une branche d’ordre im-
pair serait coupée par le plan des cdtés du triangle, et 81l y avait deux
branches d’ordre pair on pourrait, évidemment, trouver des droites ren-
contrant cette partie de la surface en quatre points.

Selon le n° précédent 15 (== 27 — 12) droites ont des points doubles
réels. Il y aura donc 30 points doubles, et le nombre des triangles
qui nous occupent devient 10.

La courbe parabolique d'une surface cubique de la premiére espéce
st composée de 10 branches d'ordre pair inscrites & 10 triangles formés
par les droites de la surface.

7. Avant de chercher pour les autres espéces de surfaces cubiques
les branches de la courbe parabolique nous continuerons I'étude de la
décomposition de la surface de la premiére espéce par ses 27 droites.

Commencons par regarder les 20 parties attenantes aux 10 seg-
ments d'une droite & points doubles réels. Nous désignerons par @ les
deux segments ot se trouvent ces points doubles, par b, les quatre qui
y aboutissent, et par ¢, les quatre segments qui restent encore. Il
suffit de regarder les parties de la surface attenantes & une seule suite
de trois segments @, b, ¢; car-on peut projeter une quelconque de ces
suites de maniére que, dans notre représentation de la surface, le seg-
ment ¢ ait pour projection un coté du triangle qui renferme les quatre
branches du contour (par exemple son coté 36).

Nous savons déja qu'un segment a est coté d'un triangle, dont les
deux autres cotés sont aussi des segments @, et d'un pentagone. Les
autres cOtés de ce pentagone sont deux segments & et deux segments
de droites & points doubles imaginaires. Le nombre des pentagones
est donc égal & celul des segments @, ou égal & 30.

Un segment b est coté d’'un pentagone et d'un tétragone, dont les
autres cOtés sont: un npuveau segment b, adjacent an premier, et deux
segments de droites & points doubles imaginaires. Le nombre des seg-
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ments b étant égal & 60, on trouve 30 de ces tétragones que nouns ap-
pellerons téfragones de premiére espéce. [Exemple: la figure limitée par
36, 14, 17, 6.3

Un segment ¢ est edté de deux téiragones, dont les autres cdtés
sont: un nouveau segment ¢, adjacent au premier, et deux segments
de droites & points doubles imaginaives. Le nombre de ces téiragones,
que nous appellerons féfragones de lo seconde espéce, est égal & celui
des segments ¢, oua 60. [Exemple: la figure limitée par 36, 6, 17, 15.]

60 des cdtés de nos 30 pentagones, 60 des ¢dtés de nos 30 tétragones
de premidre espece et 120 des cdtés de nos 60 tétragones de seconde
espece, sont des segments de droites & points doubles imaginaires. Le
nombre total des segments de ces 12 droites étant 120, aucune des
parties de la surface n'est limitée exclusivement de droites 3 points
doubles imaginaires, Nous avons done épuisé toutes ces parties.

Tous les segments d'une droite & points doubles imaginaires sont
cotés de. tétragones de seconde espeéce, et elles sont en méme temps
soit cOtés de pentagones (segments d), soit cdtés de tétragones de pre-
mitre espece (segments ¢). Chacun des b segments interceptés sur une
de ces droites par les 5 autres droites & points doubles imaginaires qui
la rencontrent, sépare deux téfragones de seconde espéce d'un pentagone
et d’un tétragone de premiére espéce. Il est donc composé d’'un segment
d et d'un segment e¢; mais l'ordre de ces deux segments, — ou celui du
pentagone et du tétragone de premitre espéece qu'ils limitent — peut
varier indépendemment de celul des autres segments d et ¢ de la méme
droite, ce gu'on voit en faisant varier dans la figure les grandeurs des
ovales. Au moment oit se fail un changement de cet ordre un des
triangles se réduit & zéro.

Les 27 dvoites d'une surface cubique de la premiére espéce lo de-
composent en 10 triangles circonscrils & la courbe parabolique (3 cotés a),
en 30 pentagones (1 cdté a, 2 cbiés b, 2 cOtés d), en 30 tdtragones de
premiére espece (2 cOtés b et 2 cOtés ¢) et en 60 tétragones de seconde
espéce (2 cdtés ¢ et 2 cOtés d ou 2 cOtés e ou 1 cdté d et 1 ebté o).
Dans les pentagones les cdtés b sont adjacents au coté @, dans les té-
tragones les cotés du méme nom sont adjacents lun & Uautre.

8. La décomposition de la surface de la deuwiéme espéce par ses
15 droites, et la composition de sa courbe parabolique, se trouvent de
la méme maniére. Nous nous contenterons d'indiquer les résuliats de
cette recherche.

Soit ¢ le nom des deux segments des 9 droites & ppints doubles
réels qui contiennent ces points, et b celui des quatre autres segments
des mémes droites. Alors les deux @ d'une droite sont séparés, dans tous
les deux sens de la droite, par deux b. Les 15 droites décomposent la



Sur les surfaces cubiques. 9

surface en 6 triangles, civconscrifs aux branches de la courbe parabo-
ligue, et ayant pour cotés 3 segments a, en I8 pentagones, ayant pour
cotés 1 segment ¢ et, adjacents & lui, 2 segments b, et en 18 fdira-
gomes, ayant pour c¢otés, adjacents l'un & l'autre, deux segments b. Les
autres cOtés des pentagones et des tétragones sont des segments des
droites 3 points doubles imaginaires; on peut en troyver gui sont co-
tés communs i deux pentagones, i deux tétragones ou & un pentagone
et un tétragone; mais cette distribution peut varier un pen. Un seg-
ment b est toujours coté commnn & un pentagone et un tétragone.

9., Ity a sur une surface de la froisiéme espéce 1° une droite qui
rencontre les six autres et dont les deux segments @, séparés dans tous
les deux sens de la droite par deux autres b, contiennent des points
doubles, 2° deux couples de droites se rencontrant, 'une Vautre, et
rencontrant la premitre droite, et dont tons les deux segments ¢ con-
tiennent des poinis doubles, et 3° un couple de droites se rencontrant,
Tune Pautre, et rencontrant la premidre droite, et & points doubles ima-
ginaires (deux segments ¢). Ces droites ont respectivement pour pro-
jections dans notre représentation: 1° la tangente double de premiére
espéce externe aux deux branches du contour, 2¢ le couple des deux
autres tangentes doubles de premidre espece et le couple des tangentes
communes externes, 3° le couple des tangentes communes internes.

La partie de la surface ol se trouve le centre de projection est
un triangle limité par la premiere des droites énumérdes et par celles
gui ont pour projections les tangentes doubles externes, ou bien par un
segment ¢ et deux segments c¢. La surface contient 4 de ces triangles.
Les segments ¢ sont encore cotés de hexagones, limités 1° par deux
segments ¢ adjacents I'un & l'autre, 2° par deux segments b adjacents
aux deux segments ¢, et 3° par deux segments d. On voit qu'une seule
droite contient deux cotés (les segments &) de chacun de ces hexago-
nes. Le nombre de ces hezagones est égal 3 4.

Le centre de projection étant un point quelconque ou la courbure
est elliptique, on voit que les branches de Ja courbe parabolique se
trouvent dans les 4 triangles, qu’elles touchent leurs cptés ¢, et que la
branche renfermée dans l'une ou l'autre des deux triangles attenants
au méme segment @, est tangente & ce cdté commun.

Les 7 droites dune surface cubique de la troisiéme espéce la décom-
posent en 4 triangles (1 cdté o, 2 cdtés o), qui remferment les branches
de la courbe parabolique, et dont les dewx y sont civconscrits pendant que
les périmétres des autres ne touchent les branches qui Sy trowvent quen
deux points (sur les cotés ¢}, ¢t en £ hexagones (2 cotés ¢, 2 cbdtés b
et 2 cotés d).

10. Quant & la surface de la guatriéme espéce, et 3 la nappe dordre
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impatr de la surface de la cinquiéme espéce, on voit sans diffieulté que
leurs 3 droites les divisent en 3 triangles qui renferment des branches
de lo courbe paraboliqgue, et que chaque segment dune droite est une
fois tangente 4 cette courbe. — La cowrbure est elliptique en tous les
points de lo nappe dordre pair dune surface de la 57 espéce.

11. Si le centre de projection se meut sur toute la surface — et
non seulement sur les parties od la courbure est elliptique — il est
clir que la tangente double, trace du plan tangent au centre de pro-
jection, reste de la méme espice, tant que ce centre ne franchit au-
cune droite de la surface. Or elle est de la premitre espece sila
courbure est elliptique au centre de projection, et elle sera de la se-
conde espéce si le centre de projection est voisin d'une droite & points
doubles imaginaires; car le contour aura un point isolé si le cenire se
trouve sur une de ces droites. On voit done que le confour de la sur-
face, projetée d'un de ses points O, aura la trace du plan tangent en O
pour tangente double de premiére espéce si O se trowve dans uwn des
triangles qui renferment les branches de la cowrbe parabolique, mais pour
tangente double de seconde espéce s'il se trowve dans une des autres par-
ties de la surface.

Si nous prenons, dans tous les cas, un plan de projection paral-
lele au plan tangent, le contour aura, pour un centre de projection
placé sur la partie hyperbolique d'un des triangles, une branche qui se
décompose en deux parties réunies par des points de contact avee la
droite & Yinfini, et, pour un centre de projection placé sur nne autre
des pavties de la surface, deux branches paraboliques. 8i nous regar-
dong towjours comme visibles les points de la surface qui sont rencon-
trés les premiers par des droites menées par le centre de projection,
et dirigées d'un ¢dté déterminé par rapport au plan de projection, les
points de contact avec le contour intercepteront sur la droite & linfini
deux segments: les points visibles de l'un seront les projections de
points coincidents avec le centre de projection, ceux de Vautre seront
les projections d’autres points de la courbe d'intersection de la surface
avec le plan tangent. Il faut donc pointer, dans la projection des
droites de la surface, les segments qui rencontrent le premier des deux
segments de la droite & l'infini, et non pas ceux qui en rencontrent
le second.

IIT. Etude partieulitre des surfaces & 27 droites réelles.

12. Nous avons dit que nous prenons pour base de la notation
des droites d'une surface de la premiere espéce le double-six composé
des droites & points doubles imaginaires. Le périmeétre d'un des 10
triangles de la surface est composé exclusivement de segments de droi-
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tes & points doubles réels qui se trouvent dans un plan tangent triple.
Ces 15 droites, dout les notations sont composées de denx chiffres, for-
ment encore, & elles seules, 5 plans tangents triples, qui n'ont pas la
propriété indiquée. I sera utile d'avoir gard & cette différence dans
la distribution des ¢hiffres 1, 2--6 aux couples du double-six fondgmental.

Si Von place les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6 dans leur ordre naturel
sur une circonférence, les 15 groupes de trois cordes qui n'ont aueun
bout commun appartiennent aux 5 classes sulvantes:

P e . n
2 groupes sont compopsés de cordes qui soustendent des ares de 53

3 groupes sont composés d'un diametre et de deux cordes, per-
pendiculaires & lut, qui soustendent des arcs de 2.7”;

1 groupe est composé de trois diamatves;

6 groupes sont composés de deux cordes qui soustendent des

5

3 groupes sont composés d'un diamétre et de denx cordes, paral-

arcs de %’f} et d'une corde qui soustend un arec de

leles & lui, qui soustendent des arcs de i;‘

On peut obtenir que les cing groupes appartenant aux deux pre-

mieres classes

12, 34, 56 ou 4,

16, 32, 54 ou B, et

14, 26, 53 ou C,

36, 42, 15 ou D,

52, 64, 31 ou E,
représentent des droites de la surface qui se trouvent en des plans tan-
gents triples sans limiter des triangles de la surface, et que les autres
dix groupes représentent les cotés des triangles de la surface. Alors
la différence des deux premitres classes de groupes entre elles; ainsi
que celles des trois dernitres classes, n'appartiennent pas a la surface,
wmais seulement au point de vue d'od elle est projetée dans la figure.
11 est naturel de choisir pour notation du triangle o se trouve le centre
de projection le groupe isolé

14, 36, 52;

alors les triangles désignés par des groupes de notations appartenant
4 une méme classe présenteront une symmétrie, qui est plus complate
quelle ne semble au premier abord, ce que nous verrons dans le n°
suivant,

La figure (p. 30) montre la possibilité du systeme de notations que
nous avons demandé. Fu effet, il suffit de donuer aux tangentes internes
communes & la branche interne et aux branches externes les noms de
1et 2,38 et 4,5 et 6. Alors les tangentes internes communes aux
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deux autres branches exfernes auront, respectivement, les noms de 1’
et 2, 3" et 4, 5" et 6, ete. (Voir la figure.)

13. Nous ne devons pas regarder comme essentielles les diffé-
rences des droites et des triangles qui se remplaceront entre eux
dans le cas ou le triangle 14, 36, 52 ou se {rouve ls centre de pro-
jection, aprés s'étre réduit i zéro, tourne sa convexité du coté opposé,
ce qui aura lien en méme temps que, par une déformation de la sur-
face, un des sommets du triangle franchit le ¢6té opposé. [On s’ima-
gine, au moyen de la figure, sans difficulté la déformation analogue
d’un autre triangle de la surface, par exemple du triangle 54, 26, 31,
et de ses alentours.]

Au moment de transition le contour de la surface se réduira & une
courbe composée de la droife & Vinfini et d'une enbique, dont les asympto-
tes seront paralleles aux droites 14, 36, 52 de la surface. Les trois
branches externes du contour formeront la branche d’ordre impair de
la cubique, et la branche interne sera son ovale. Les projections des
drottes 14, 36, 52 coincideront avee la droite & l'infini, pendant que les
projections des autres droites de la surface se confondront, deux & deux,
dans les douze tangentes de la cubique qui sont paralleles & ses asympto-
tes: deux droites qui se trouvent dans un plan tangent triple passant
par une des droites 14, 36, 52 auront la méme projection.

On forme les notations de deux droites qui se couvrent ainsi, I'une
de Vautre, en substituant 2

et réciproguement.

Comme la distinction des parties visibles et invisibles de la sur-
face dépend du sens de la concavité, qui change par la transition dont
il s’agit, on voit que les droites et les triangles qui se couvrent au mo-
ment de transition vont changer de rdle. Les tangentes doubles de la
premiére espéce

12, 34, 56
du plan tangent triple 4, prendront les places des tangentes commu-
nes externes des trois branches externes qui se trouvent de leur cdté
interne:

45, 61, 23
du plan tangent triple B. En méme temps, chacun des trois autres
plans tangents triples que mous avons énumérés dans le n° précédent
garde sa situation, et il ne s’y fera quun changement de deux de ses
droites.

14, Avant dénumérer les dix triangles de la surface, nous étu-
dierons quelques propriétés rendues visibles par la figure.
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On apercoit que les douze tangentes communes 2 une des bran-
ches du coutour et aux trois autres forment un double-six. On trouve
par exemple pour la branche interne les droites suivantes

1, 3, b, 46, 62, 24,

35, 51, 13, 2/, 47, 6/,
qui forment un double-six que nous appellerons (avee M. Klein) 135,
et, pour les branches externes avee des notations analogues, les doubles-
six 524, 146, 362.

Un point interne & une branche est projeté par une droite qui ne
rencontre la surface qu'an centre de projection: les branches du contour
entourent donc guatre owvertures de la surface qui se présentent & notre
point de wvue, et nous voyons que la partie de la surface qui entoure
une des ouvertures contient des parties de toutes les droites d'un double-
six*). Nous désignerons chaque ouverture par le nom du double-six
qui Ventoure. On peut indiguer des limites assez naturelles de ces par-
ties de la surface et des droites, en profitant des cing plans tangents
triples dont nous avons parlé dans le n° 12. On voit, par exemple,
que les périmetres de l'un des triangles plans formés des droites 12,
34, 56, et de I'un des triangles formés des droites 16, 32, 54 (geux qui
ne sont pas rencontrés par le plan de Vautre), limitent une partie de
la surface qui contient des segments des droites du double-six 135, et
non pas des autres droites de la surface, eb qui entoure I'ouverture 135.
Nous appellerons cette partie de la surface la poroi de Pouverture, et
nous dirons que les_deux triangles ferment Vouvertuye. —— On verra,
dans ce qui suit, que les autres ouvertures sont limitées d'une manidre
analogue.

Une drotte, ou une branche d'une courbe, passe par une owverture
si elle y entre par P'un et sort par Vautre des deux triangles qui la
ferment, sans en rencontrer la paroi.

Une owverture est visible de chaque point de la surface d'ol sortent
des droites qui ne rencontrent pas la surface en plusieurs points, et
qui sont entourées d'yne partie (du moins) de la paroi de T'ouverture.
Cela peut avoir lieu si le point se trouve sur la paroi de l'ouverture;
s'il ne &'y trouve pas on peut mener par le point des droites passant
par Pouverture. Du centre de projection de notre figure sortent des
droites passant par ouverture 135; mais nous verrons (dans le ne 16, 8)
que le centre de projection se trouve sur les parois des autres ouver-
tures visibles que nous avons nommées: 524, 146, 362.

La branche du contour qui enioure l'ouverture 135 se trouve, dans

* M. Klein 5 indiqué dans sons mémoire déjd cité que la surface a dix
ouvertares — ce que nous allons montrer aussi — et que chacune d’elles est en-
tourde des droites d'un double-six.



14 H. G. ZeuTEEN.

notre figure, en entier sur la paroi de cette ouverture, parce que nous
1’y avons donné des contacts réels & aucune des tangentes doubles de
premidre espéce. Si une de ces tangentes avait eu des contacts réels
avec la branche 135, Yarc rentrant de cette branche ne se trouverait
plus sur cette paroi. Nous dirons que le confour d'une ouverfure est
visible d'an point de la surface, si une branche du contour de la sur-
face, projeté de ce point, se trouve, & ses arcs rentrants prés, sur la
paroi de Youverture. Les contours des ouvertures 135, 524, 146 et 362
sont visibles dans notre figure, ce qu'on voit en regardant les limites
de la paroi de Youverture 135, que nous avons déja nommées, et celles
des parois de 524, 146 et 362 que nous nommerons dans le n° suivant.
On voit par la figure que les droites dont les projections séparent
la branche interne du contour d’une de ses branches externes forment un
double-six entourant une ouverture de la surface, qui se trouve entre
sa partie visible et sa partie invisible. Les trois ouvertures (doubles-
six) qu'on trouve ainsi sont:
354 entre 135 et 524,
516 entre 135 et 146,
132 entre 135 et 362.

En appliquant ensuvite & la surface la déformation dont nous avons
parlé dans le u° 13, on apercoit encore trois ouvertures. Cette défor-
mafion substituera au double-six @be qui contient aussi les droites
d’e’'f le double-six d e, f,, ot d, = d -+ 3 (mod. 6) ete. Cette substi-
tution n’altére pas les doubles-six 135, 3564, 516, 132; car Vordre des
chiffres gui forment une de ces notations est indifférente; mais les

doubles-six
524, 146, 362

364, 526, 142.

Ces derniers doubles-six entoureront done, du moins aprés la défor-
mation, des ouvertures visibles du centre de projection. An moment
de transition les droites des deux doubles-six 146 et 526 se couvrent,
et en méme temps les deux ouvertures du méme nom coineident sans
disparaitre ou devenir invisibles. Il est done clair, que toutes les deux
ouvertures sont visibles soit avant, soit aprés la transition. [Dans notre
figure (526) représente une branche de courbe d'ordre pair qui entoure
Youverture 526.] Comme, dans la figure, la branche 146 du contour
est tangente & plusieurs droites qui n’appartiennent ni au double-six
526, ni aux limites de louverture 526, il est évident, que le contour
de cette ouverture n’est pas visible avant la transition dont nous avons
parlé. Il le devient aprées la transition en méme temps que celui de
146 cesse d’étre visible. * Les mémes remarques s'appliquent aux couples
d’'ouvertures 362 et 142, 524 et 364.

seront remplacés par
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En résumé, la surface a 10 owvertures enfources de doubles-six:

Vowverture
135,

et les trois couples d’oupertures
524 et 364, 146 et 526, 362 ef 142,
sont visibles &un point du triangle de la surface™) Linmte par
14, 36, 52,

354, 516, 132,

les ouvertures

inwvisibles.
Le contour de Vouwverture 135, ¢f cewx de Uun ou Tautre des deuz
triples d'owvertures 524, 146, 362 of 364, 526, 142, sont wvisibles.
Nous dirons que louverfure 135 est opposée aw friangle que nous
venons de nommer. Hile est fermée de triangles formées des droites
12, 34, 56
16, 32, 54
La fignre montre que la paroi de Vouverture 185 eontient 9 points
- d'intersection de droites & points doubles imaginaires. Or, chagun de
ces points est sommet commun & deux tétragomes de la seconde esppce
et & deux autres polygones de la surface, qui peuvent &tre — suivant la
situation des triangles de la surface — des pentagones ou des tétrago-
nes de la premiére espece (voir le n° 7). L’ouverture 135 pouvant &tre
remplacée par une ouverture quelconque de la surface — ce que nous
verrons dans le n°® suivant — nous voyons que la paroi d'une ouverture
est composée de 18 fétragones de lu seconde espéce 6 de
0, 1, 2,3, 4, 5, 6 triangles
6, 7, 8 9,10, 11, 12 pentagones \ 18 pentag. et tétrag.
12,11,10, 9, 8, 7T, 6 teétragones de la premicreesp.|  de lg 17 esp.

15. Les propriétés des 10 ouvertures, et leurs relations entre elles
et avec les 10 triangles de la surface, se déduisent 3 présent par de
simples substitutions. Remarquons que les chiffres 1, 3 et 5 que nous
avons écrits les premiers daps les notations 14, 36 et H2 des cotés du
triangle ol se trouve notre point de vue, forment celle de Vouverture
135 opposée & ce triangle,.et que les noms des autres ouvertures vi-
sibles sont composés de celui d’'un c¢dté et du dernier chiffre d'un autre
coté. Le triangle que nous avons regardé étant un quelconque des dix
triangles de la surface, il faut quon retrouve partout ces mémes pro-
priétés. Regardons par exemple le triangle 15, 32, 64. Au nombre de
ses ouvertures visibles (mais non pas opposées) appartiendront 516, 364
et 132, de fagon que les chiffres 1, 3 et 6 doivent &tre les derniers

*) Aussi d’'un point ou la cpurbure est hyperbolique (voir le me 11).
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dans les noms des cdtés du triangle. L'ordre des cotés du triangle
n'ayant aucupe signification®), on peut déduire les résultats qui ont
rapport au triangle 51, 23, 46 de ceux qui ont rapport au triangle 14,

36, b2 en substituant
aux chiffres 1 2345 6

les chiffres suivants 5 6 2 1 4 3.
. . . . . 123456
On obtiendrait les mémes résultats par la substitution (5 3412 6)

qui correspond & un autre ordre des cotés du nouveau triangle. Des
applications successives de cette derniere substitution et de la substi-
tution (1 23456
345612
triangle 14, 36, 52, pourraient conduire aux résultats qui ont rapport &
tous les triangles de la surface.
Les résultats sont consignés dans la table suivante:

), qui correspond 3 une permutation des cbtés du

Triangle | Oor e jc-oupleiiig?gsems bt jliﬁjzﬁffef;m@i
14, 30,52 135 ggi I e 22 | 354,516, 132 | ;g gj ‘5’2 %3
51,23, 46 | 524 t ;gi | zég gi”g ; 241, 453, 526 E5§ zé’ o gg))
13, 45, 62| 146 iig gg | ‘;g; ' 463, 615, 142 g’ ig’ gg éf);
01,24 | 32 g‘fg o | gg’i | 625, 231, 364 g‘i 22: gi %
31, 65, 42 | 564 pity | b % 641, 435, 362 igi 2_;) o % ‘
53,21, 64| 526 | gﬁ oo g;i i 263, 651, 524 gf gi gé %
T N R H
v B S e LD
54, 12, 63 | 516 f‘;i o | o % 164, 652, 513 !g‘j;? E’ o %%))
i 5B e R 2D

. %) On aurait pu s'en servir pour indiguer le sens de la convexité du triangle
de la surface, en donnant aux cbitds l'ordre dams lequel ils se suivent vus d'un
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Les ouvertures visibles énumerées dans la méme ligne horizontale
ont a la fois des contours vyisibles,

L'ordre des trois chiffres qui composent la notation d'une ouver-
ture, et celui des trois e¢btés d'un triangle, sont indifférents. Mais Pordre
des deux chiffres qui composent la nofation dune drojte nous fournit
un moyen de distinguer, dans la derniére colonne, les quatre triangles
d’un seul plan tangent triple, Yun de lautre. En effet, chacune des
droites du plan est décomposée par les deux aufres en deux segments
quon peut désigner différemment (par 12 et 21 ete.). Alors si 12, 34,
56 est un des quaire triangles da plan A4, 12,43, 65 en est celui dont
le périmétre est composée du cdté 12 du premier triangle et des seg-
ments supplémentaires & ses deux autres cbtés ete. La figure nous
montre qu'avec ces significations des notations la derniere colonne in-
dique d'une maniére juste, non seulement les plans fermant les ouver-
tures, mais aussi les triangles de ces plans.

16. . La table du n° précédent nous montre gn'une ouverture don-
née n’a pas les mémes relations avec toutes les autres puvertures, mais
que celles-ci se divisent en deux classes: siz dont les notations con-
tiennent un seul des chiffres de celle de ouverture donuée, et trois
dont les notations en contiennent deux. Nous commencerons par 1n-
diquer les relations de dewx ouvertures dont les notations ont un sewl
chiffre commun. ILa table et les explications dn n° 14. nous en montrent
une partie, la figure, o, & cause de la symmétrie 10-tuple de la
surface, il suffit de regarder les deux ouvertures: 135 et 524, les
antres.

1o, L'une des ouvertures est visible du triangle opposé & Vautre. -

2¢. Elles forment par rapport 3 un des triangles de la surface un
couple d'ouvertures visibles.

3. 11 y a encore deux triangles d'olt elles sont visibles toutes deux?
Alors, leurs contoyrs sont visibles tous deux, ou aucun des contours
n'est visibles.

4e. 1l y a quatre triangles d’ott I'une est visible, Tautre invisible.
Chacune delles est visible des deux de ces triangles,

5% Il y a un triangle d'olt ancime d'elles n’est visible.

6. Un des triangles fermants de Pune est formé des mémes droites
que Vun des triangles fermamts de Pautre. Dams le voisinage du coté
commun & ces triangles, les deun owvertures se trowvent de différents co-
tés, soit du plan, soit de la surfuace.

pomt de ce triangle, le sens de rotation étant le méme pour tous les triangles.
Nous wavons pas cet égard dans notye table.
Matbematische Annalen, VIIL 2
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7e.  Les parcis des deux ouvertures ont en ‘commun une partie de
la surface, composée de 2 tctragones de la seconde espéce™) et de
0, 1, 2 triangles
0, 1, 2 pentagones
2, 1, 0 tetragones de la premiére espéce
Les deux ouvertures se trouvent du méme coté de cette paroi commune.
8. Un des c¢dtés du triangle opposé & l'une des ouvertures est
une partie d’'un ¢0té d'un triangle fermant Vautre ouverture (de eelui
qui ne se trouve pas dans le méme plan quun triangle fermant la pre-
midre ouverture). Suivant que le triangle opposé & la premiére ou-
verture se trouve de l'un ou de l'aufre cdté de cette droite, il appar-
tient & la paroi de la seconde ouverture, ou non. Le triangle opposé
a louverture 135 se trouve, dans notre figure, sur la paroi de 524,
mais non pas sur celle de 364. On voit donc que les droifes sortant
dun triangle passent sewlement par Uowverfure opposée et par les trois
owvertures wvisibles dont les contours ne sowt pas visibles.

}2 pent. et tétr. de la premiére esp.

Y

17. . Regardons ensuite les relations de deux ouwertures downt les
notations ont deuz chiffres communs. 135 et 354 peuvent servir d’exemples.

1o, Chacune des deux ouvertures est invisible du triangle opposé
4 l'autre.

20, Il y a encore quatre triangles d'oll Yune est visible, lautre,
invisible. Chacune est visible de deux de ces triangles.

3o, Il y a quatre triangles d’ott elles sont visibles toutes deux. Alors
le contour d'une seule d'elles est visible.

4o, Les parois des deur owverfures ont en commun une partie de
la surface composée de 8 tétragones de la seconde espéce, de 4 pentago-
nes et de 4 tétragones de la premiire espice. Cette paroi commune Se-
pare les deux ouvertures.

18. On voit en regardant un polygone de chaque espece™*) sur
la surface que foute partic de la surface appartient aux parois de trois
ouvertures différentes. Les trois ouvertures atfenantes a un triangle se
trouvent du méme cote de cette figure, pendant quun tétragone ou pen-
tagone sépare deux des ouvertures attenantes & lui de la troisiéme. Deux
ouvertures qui se trouvent du méme cdté d'une paroi commune n'ont,

dans leurs notations, quun chiffre commun: les relations exposées dans

*) On voit, en effet, qu'un seul point d'intersection de droites 4 points doubles
imaginaires se trouve sur la paroi commune.

*) Nous avons déja van que le triangle 14, 36, 52 appartient aux parois des
ouvertures 146, 362, 524 qui se trouvent du méme cbté du triangle. Le pentagone
1', 2, 25, 36, 14 et le tétragone de seconde espéce 1°, 2, 26, 14 sépare I'ouverture
526 des ouvertures 524 et 362. Les tétragones de premidre espice se comportent
comme les pentagones.
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le n° 16, ont donc lieu entre elles. Deux ouvertures séparées par une
paroi commune ont, dans leurs notations, deux chiffres communs: les
relations du ne 17. ont donc lieu entre elles. [Voir 16, 7 et 17, 4.]

19. 11 est utile de construire aussi des représentations (projections
stéreographiques) de la sprface vue d'un point d'un tétragone ou penta-
gone. Grice & la symmétrie de ses propriétés il suffit de placer le
centre de projection sur une seule figure de chaque espéce, et nous
pourrons méme négliger le cas ob il se frouve sur un tétragome de
premitre espece, qui ne differe pas essentiellement de celui ol il se
trouve sur un pentagone. En effet, I'une de ces figures se transforme
en lautre, par une légere altération de la situation d'une droite, qui
ne change pas le contour. \

Nous avons indiqué dans le n° 11 comment on distingue dans ces
cas les parties visibles des parties invisibles. Jl n'est pas difficile de
construire les figures (schématiques), ni non plus de retrouver les droites
de la figure originaire.

Soit premierement le cewtre de projection placé dans le pentagone
dont les cbtds somt des segments des droifes 17, 2, 25, 36, 14.  Alors
nous savons (voir le n° 11.) que le contour sera composé de quatre
branches dont les deux sont paraboliques, pendant que les deux autres
ne s'étendent pas & Vinfini. L'une de celles-ci sera tangente aux droites
du double-six 146, Vantre & celles du double-six 135; nous les appelle-
rons 146 et 135. I’une des branches paraboliques est tangente aux
droites 2, 13, 5, 16, 4, 1', 12, 3, 13, 6, 14, l'autre aax droites 1/,
26, 47, 23, 57, 2, 12, 6" 24, 3’, 25. Nous avons donc indiqué quelles
sont les 23 tangentes doubles de la seconde espece (la droite & Vinfini,
trace du plan tangent aun centre de projection, en est le 24me) et 3
quelles branches elles sont tangentes. Nous y ajouterons que les droites
du double-six fondamental, marquées de chiffres simples, sont encore
les tangentes communes internes, et que la branche 135 est encore
placée du coté interne de toutes les tangentes communes aux antres
branches. Les tangentes doubles de la premitre espice sont les droites
34 et 56, qui séparent et les branches 133 et 146, et les deux bran-
ches paraboliques, la droite 45, qui sépare les branches 135 et 146 des
deux branches paraboliques, et la droite 36, qui est placée au dehors de
toutes les branches.

Le point d'intersection des droites 14 et 25 se trouve du méme
coté de la droite 36 que les branches du contour: s'il franchit cette
droite le pentagone ol se trouve le centre de projection se transfor-
mera en un iragone de la premiére espéce.

Le centre de projection se trouve (voir le n° 18.) sur la paroi com-
mune aux ouvertures 526, 524 et 362, qui en sépare les deux dernieres

P
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de la premidre. Les droites par le centre de projection ne peuvent
donc passer par ces ouvertures quant méme elles solent ,,visibles¥,
Les droites joignant le centre de projection & des points internes awx
branches 146 et 135 passent, respectivement, par les ouvertures des
mémes noms; celles qui le joignent & des points internes & l'nne ou
T'autre des branches paraboliques passent par I'une ou lautre des ou-
vertures 364 et 142. Les ouvertures 156, entre les branches 146 et
135, et 534 et 312 entre la branche 135 et les branches paraboliques,
sont invisibles, comme dans le cas ol le centre de projection se trou-
vait dans le triangle 14, 36, 52.

20. Prenons ensuwite pour centre de projection wn point dw téra-
gone de seconde espice Limité par les droites 1°, 2, 26, 14. Alors,
comme dans le cas précédent, le contour sera composé de deux bran-
ches tangentes, respectivement, aux droites du double-six 146 et & ceux
du double-six 135, et de deux branches paraboliques tangentes, respec-
tivement, aux droites 2, 13, 5, 16, 4, 1', 12, 3, 15, 6, 14, et aux droi-
tes 17, 25, 3°, 24, 6, 2, 12, 5°, 23, 4/, 26. Seulement les ordres des
points de contact ont subi & quelques petites modifications*®). Celles-ci
résultent d’une altération des situations des branches, dont aucune ne
se trouve plus du cOté interne & toutes les tangentes communes aux
autres. Au contraire, la branche 135 a & présent par rapport & I'une des
branches paraboliques la méme situation, que la branche 146, par rap-
port & lautre.

Les tangentes doubles de premidre espéce sont encore les droites
34, 56, 45 et 36; mais & présent 45 et 36 séparent les deux branches
paraboliques, 34 et 56, les deux branches 146 et 135; 36 et 34 sépa-
rent 146 de P'une des branches paraboliques, et 45 et 56 séparent 135
de l'autre.

Le centre de projection se trouve eneore sur les parois des ouver-
tures 526, 524 et 362, Les droites joignant le centre de projection 2
des points internes & la branche 146 ou 135, passent par louverture
du méme nom, et celles qui le joignent & des points internes a l'une
ou Vautre des branches paraboliques passent par l'une ou l'autre des
ouvertures 534 et 142, (Dans le cas préeédent il était par les ouver-
tures 364 et 142.) Ll'ouverture 156 entre les branches 146 et 135,
Pouverture 364 entre la branche 146 et Yune des branches paraboligues,
et Youverture 123 entre la branche 135 et l'antre branche parabolique,

sont invisibles.

*) Pour les branches paraboliques nous avons indiqué ces ordres, en commen-
¢ant et finissant par les tangentes dont les points de contact sont voisins de ceux
de la droite & Vinfini.



Sur les surfaces cubiques. 21

21, 1 n'est-pas difficile & présent de s'imaginer les transitions
des figures qui ont lien lorsque le centre- de projection franchit une
des droites de la surface. Au moment de transition le contour pré-
sente un point double, & branches réelles si la droite a des points
doubles réels, et & branches imaginaires si elle est upe des droites du

double-six fondamental.

Regardons par exemple la transition qui aura lieun si le centre de
projection se meut du triangle 14, 36, 52 (cas de notre figure) au
pentagone 1°, 2, 52, 36, 14 (position discutée dans le v° 19.). Au mo-
ment de fransition les deux branches 524 et 362, dont 'une a obtenu
déja avant la transition des contacts réels avec la droite & l'infini,
sont lides I'une & Vautre par un point double a Vinfini. La projection
de la droite 36 coincide avec la droite & l'mfini et va devenir ensuite
tangente double de la premidre espéce, pendant que la droite & l'infini
va devenir {angente commune & deux branches. De méme les pro-
Jections de 12 et 45 goincident et vont changer de rdle. Les projec-
tions des droites

3, 6, 24, 25
coincident avec celles de

6, 3, 15, 14,
et leurs contacts vont se transporter de l'une branche & Vautre. Les
deux collections de droites joignant le centre de projection aux points
internes aux deux branches passent, avant et aprés la transition, par
les ouvertures 364 et 142, et elles sont aussi séparées pendant la tran-
sition®): la seule drojte 356 en est une position limite commupe. Ies
droites qui passaient, avant la transition, par Pouverture 526 yont atre
remplacées par des dvoites passant par louverture 146, pour la seule
raison que le point de la surface d'ot partent les droites se meut de
la paroi de Touverture 146 3 celle de 526.

Les trausitious qui ont lieu lorsque le centre de projection fran-
chit d’autres segments de droites a points doubles réels sont semblables
& celle dont nous venons de parler: la projection de la droite dont il
s'agit change de rdle avec la droite & Pinfini, les deux branches gu'elle
touche changent de caractére, et les quatre collections de droites qui
e rencontrent pas ultérieurement la surface restent séparées. Si le
segment franchi est — comme dans le cas discuté — un segment o
[notation du n° 7.}, qui sépare un triangle d'un pentagone, ou un seg-
ment b, qui sépare up peptagone d’un tétragone de la premitre espice,

. ") En effet, le' segment de 36 qui appartient 4 Ia paroi de Youverture 364 est
limitée par les droites 14 et 45, et celui qui appartient 4 celle de 142, par 45 et
25, et ces ouvertures se trouvent dans le voisinage de 45 de cOtés différents de la
surface.
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[le segment de 41 qui est coté commun au pentagone 1’, 2, 52, 36,
14 et au tétragone 1, 6, 36, 14 peut servir d'exemple], Iune des deux
ouvertures dont les parois sont séparées par le segment [524 et 364
dans lexemple que nous venons de nommer] est visible de la figure
placée sur la parol de Vaufre, et alors une des guatre collections de
droites va passer par une nouvelle ouverture. Mais ce changement
n'aura pas lieu, si le segment franchi est un segment ¢, parce gque,
d'un point de I'un des deux tétragones de la seconde espdece que sé-
pare ce segment, Youverture dont la paroi est séparée de ce tétragone
par le méme segment n'est pas visible. {Le segment de 41 qui sépare
le tétragone 17, 2, 26, 14 du tétragone 1', 6, 26, 14 peut servir
d’exemple. En effet, nous avons vu, dans le n° 20., gue Youverture
364 n'est pas visible du premier de ces tétragones.)

Regardons ensuite la transition qui aura lieu si le centre de pro-
jection se meut du pentagone 1, 2, 52, 36, 14 (position discutée dans
le n° 19.) au tétragone 17, 2, 26, 14 (position discutée dans le ne 20.),
en franchissant la droite & points doubles imaginaires 1. Au moment
de transition la branche parabolique tangente & 2, 18, 5 ete. se réduit
3 up point isolé & linfini. La projection de la droite 1” coincide avee
la droite & Vinfini, les projections des droites

2, 3, 4, 5, 6,
12, 13, 14, 15, 16.

Aprés la transition une nouvelle branche paraboligue, tangente aux
mémes droites que celle qui a disparn, commence 2 paraltre au coin
opposé du plan. Les droites qui, avant la transition, joignent le centre
de projection aux points internes & la branche qui va disparaltre pas-
sent par Pouverture 364, celles qui, apres la transition, le joignent aux
points internes 4 la mouvelle branche passent par l'ouverture 534. Au
moment de transition, chacune de ces collections se réduit a la seule
droite 1°. La transition n'établit donc aucune connexion des deux col-
lections. Les trois aufres collections gui ne rencontrent la surface qu'au
centre de projection passent aprés la transition par les mémes ouver-
tures qu'avant elle. Les autres cas ol le centre de projection franchit
une droite & points doubles Imaginaires ne différent pas essentiellement
de celui dont nous venons de parler.

avec celles de

22. Les discussions précédentes contiennent la démonstration de
quelques-unes des propriétés des droites qui rencontrent la surface en
un seul point. Leur généralité est prouvée par la circonstance que
nous avons eu égard i toutes les positions possibles du centre de pro-
jection sur la surface.

1o, Toute droite rencontramt la surface en un seul point passe par
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wne seule de ses diz ouvertures. Ou aura ainsi une division de ces droi-
tes en dix collections (d’une infinité guadruple).

20, En un poipt quelcongue de la surface passent des droites de
quatre de ces dix collections — de trois, dans le cas particulier ou le
point se trouve sur une des douze droites & points doubles imaginaires,

3o, La collection passant par une ouverture w'est en conmexion
guw'avec celles qui passent pay les six ouvertures dont les noms condien-
nent un seul des chiffres de celui de la premiére collection. Elles en est
séparde par six complexes™®) de droites rencontrant des parties des sey-
ments qui séparent les parois des owvertures. Chacune de ces parties
est composée d'un segment a2 et de deux segments b, ou bien, elle est
interceptée par deux droites & points doubles imaginaires [voir le n° 21.7.

Les 30 compleses gui séparent les dix collections de droites étamt
séparés entre eux, nous pourrons trouver le nombre qui exprime la
connexion de la collection totale des droites qui ne rencontrent la sur-
face qu'en un seul point, en noys demandant combien il faut de ces
complexes pour Iui donner une connexion simple.

Nous pouvons former plusieurs suites cycliques de 5 collections
dont chacune n’est en connexion qu'avec la précedente-et ayee la con-
sécutive. Les collections des ouvertures

524, 135, 526, 354, 516
en font, par exemple, une. On peut interrompre cette suite eyclique
par un complexe -— par celui, par exemple, qui sépare la dernitre
collection de la premitre — sans décomposer par cela la collection to-
tale. Pour lier une des 5 autres collections & cette suite, saus établir
de nouvelles connexions, il faut quon garde une seule de ses cor-
nexions avec les collections de la suite. Le nombre des connexions i
garder est done 4 -5 =9, celui des connevions i interrompre par
des complexes sera, par consdquent, 30 — 9=21 **). On voit done gue

4. Le nombre-mawimum des complexes qui interrompent des con-
nexions des droites rencontrant la surface en un seul point, sans décom-
poser la collection totale de ces droites, est égal a 21.

23. La projection stérdographique d'une surface cubique, qui nous
a été tres utile pour Détude des droites de la surface, n'aide pas moins

*} Le mot de complexe ne signifie ici qu'une yartie limdtée des droites qui
rencontrent un segment d'une droite.

’5*). On peut établir la connexion simple en interrompant toutes les connexions
des droites de deux ouvertpres, & 'exception de celles qui se font bar les com-
plexes

36, 54, 51, 52; 43, 2t, 41, 16, 24,
ou nous avons donné aux complexes les noms attrivués dans la table aux segments
que leurs droites rencontrent.
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& l'étude de ses autres courbes, par exemple & celle de ses sections
planes. M. Klein®), en s'appuyant aux propriétés des surfaces & quatre
points conigues, a prouvé qu'il existe trois groupes de collections (d’'une
infinité triple) de sections planes d’'une surface cubique de premidre
espéce qui sont composées d'un ovale et d'une branche d’ordre impair:
le premier groupe comprend 10 collections, ot Tovale, qui se trouve
sur un triangle ne rencontre aucune des droites de la surface;
le dewxiéme groupe comprend 10 collections, od V'ovale, qui enfoure
une ouverture, rencontre toutes les droites d’un double-six;
le #roisiéme groupe comprend 15 collections, ot P'ovale rencontre
16 droites.

Toutes ces collections sont séparées entre elles; car des collections
d’une infinité simple ne suffisent pas pour établir une connexion entre
des collections dune infinité triple.

En prouvant ces mémes résultats au moyen des projections stéréo-
graphiques de la surface, ce qui se fait sans auncune difficulté, on trouve
en méme temps les résultats suivants, ol o, et 4, désignent, respective-
ment, les nombres des collections, appartenant au yine groupe (r==1,
2, 3), ot il y & des ovales ou des branches d'ordre impair qu1 passent
en le point de la surface dont il s'agit.

1o, Point dun triangle*):

o,=1, 4, ==0,1,2,3,4; 0,=3, 4, =233 05==3, 45=3.

20, Point d'un pentagone ou d'un tétragone de premiére espéce

0,=0, 4,=0,1,2,3,4; 0,=3, i,=3; 0;=4, 43=23.

3o, Point d'un tétragone de seconde espéce

0,=0, 44=0,1,2,3,4; 0,=3, fh=4; 03=4, i3=2.

Le plan tangent appartient, comme position limite, & une des col-
lections du premier, du troisitme ou du deuxiéme groupe, suivant que
le point de contact se trouve dans un triangle, dans un pentagone ou
tétragone de la premidre espéce, ou dans un tétragone de la seconde
espéce.

IV. Surfaces & 15 droites réelles®*¥),

24. Nous avons déja dit (dans le n° 3.) que, pour avoir une image
(schématique) de la projection stéréographique d'une surface de la
deuxiéme espece, vue dun point d'un triangle, il suffit deffacer dans
notre figare une branche queleonque du contour, par exemple la branche

*) Mémoire cité.
##) On ne peut avoir 4, =4 que dans le cas ou le point se trouve daus la
partie du triangle oit la courbure est hyperbolique,
%) Voir le n° 8.
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185. Alors toutes les drpites du double-six 135 deviennent jmaginai-
res, et Uouverture 135 cesgse d'exister. ILe double-six fondamental de-
vient imaginaire, et celles de ses droites qui restent réelles: 2, 4, 6,
1%, 3, 5" sont les droifes communes & lui et au double-six 246 qui
devient aussi imaginaire. Les doubles-gix 524, 146, 362 et 364, 526,
142 restent réels, quant méme, dans chacun d'eux, les droites de deux
couples deviennent imaginaires, ef ils entourent encore des ouvertures
visibles & notre point de vue. Les donbles-six 354, 516, 132 devien-
nent imaginaires, et les ouvertures qu'ils entouraient cessent d’exister.
Mais ces ouvertures serount remplacées par trois nouvelles ouverlures
invisibles, placées entre les branches du contour, et entourdes des
doubles-six réels, mais & quatre droites imaginaires; 162, 324, 5H46.

En méme temps que l'ouverture 135, six des dix triangles de la
surface cessent d'exister. Aux quatre triangles qui restent s'ajoytent
deux qui ont pour périmdtres ceux des triangles plans qui fermaient
Youverture 135. Les autres triangles des mémes plans (4 et B) ser-
vent encore a fermer des ouvertures, de méme gue trois des triangles
plans formés des droites qui entourent chacun des autres triangles de
la surface, et nous ne rencontrons plus aucun plan tangent triple dont
tous les triangles ferment des ouvertures, les plans C, D, E étant
devenus imaginaires.

Les tables suivantes donnent un apercu sur ces propriétés:

Triangle C°“P18iii‘§ﬁvsemms | Ouvertures fnvisibles

14, 86, 52 (F) | 2ot 1 b { 5 162, 324, 546

56, 12, 34 (4) i’;g | Y f 12| o2, 146, 362

32, 54, 16 (B) ;2;3 ax * ggg 346, 562, 124
|

14, 56, 32 (6) | 22t ;gg : 207 | 162, 524, 345

36, 12, 54 (H) | ‘;‘gg j ii; {“;Ei 324, 146, 562

52,34, 16 (J) | e | oo j oo | 546, 362, 124
]
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(uverture i Triangles ferma,nt‘s Droite correspondante
524 ' 5B, 21, 43 (4) et 56, 23, 41 (&) 56
146 | 12,43, 65 (4) et 12, 45, 63 (H) | 12
362 | 84, 65, 21 () et 34, 61, 25 (J) 34
364 | 32, 61, 45 (B) et 32, 65, 41 (@) 32
526 | 54, 23, 61 (B) et b4, 21, 63 (H) 54 :
142 : 16, 45, 23 (B) et 16, 43, 25 (J) 16
162 i 14, 63, 25 (F) et 14, 65, 23 (G) 14
324 | 36, 25, 41 (F) et 36, 21, 45 (H) 26
546 | 52, 41, 63 () et 52, 43, 61 (J) | 52

Les lettres 4, B, F ete. indiquent les plans tangents triples ol se
tronvent les triangles que nous venons d'énumérer, et nous distinguons,
comme dans le n° 15., par Lordre des chiffres qui composent les no-
tations des cotés de ces triangles, les deux segments interceptés sur
une droite par les deux autres droites dans un de ces plans tan-
gents triples. Mais le segment 12 d'un triangle du plan A4 est diffé-
vent du segment 12 dun triangle du plan H etc.

25. On voit que la symmétrie 6-tuple de la surface consiste en
deux symmétries triples; car et ses trois premiers triangles, dont les
périmetres se trouvent dans les plans F, 4 et B, et ses trois derniers
triangles, dont les périmétres se trouvent dans les plans G, H, J,
ont eutre eux des relations différentes des relations des trois premiers
triangles avec les trois derniers. Si l'on écrit les noms des ouvertures
de la maniere suivante (en forme de déterminant)

524, 146, 362

546, 062, 124

162, 324, 546,
les trois séries horizontales formeront par rapport aux premiers triangles,
les colonnes verticales par rapport aux derniers, les deux triples d'ou-
vertures visibles et le friple d'ouvertures invisibles. Deux ouvertures
ont entre elles des relations différentes, suivant qu'elles sont placées dans
la méme série, horizontale ou verticale, du déterminant, ou non. Dans
le premier cas leurs notations n'ont qu'un seul chiffre commun, dans le
second elles en ont deux.

Deux des segments d'une droite & points doubles réels séparent la
paroi d’'une ouverture, correspondant & la droite, de deux triangles de
la surface: la continuation de la face interne de la paroi de l'ouverture
sera la face convexe du triangle. Le segment supplémentaire 3 cha-
cun de ces deux cdtés de triangles, sépare les parois des deux ouver-
tures qui correspondent gux autres cotés du méme triangle: la eonti-
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nuation de la face interne de-I'une de ces parois est face externe de
Yautre. [Il faut quon se rappelle gque chacun des deux segments de
la droite qui sont cotés de triangles se frouve sur le segment supplé-
mentaire 4 l'auntre, et que les autres parties de la droite appartiennent,
4 la fois, & tous les deux segments supplémentaires.]

Pour trouver les nombres des polygones qui composent la paroi
d’une ouverture, ou la paroi commune & deux ouvertures, il est com-
mode de compter les points d'intersection de droites & points doubles
imaginaires qui se trouvent sur ces parties de la surface (voir le n° 8.).
On trouve les résultats suivants:

La paroi d'une ouverture est composée de

0,1, 2,8, 4 triangles
6, 7, 8, 9, 10 pentagone
10: 9 ; g : 7; p fétragt(;ness } 16 pentagones et tétragones.

La paroi commune o deux owvertures dont les noms w'ont qu'un
seul chiffre commun, est composée de 0—2 triangles et de 4 pentago-
nes et tétragones (dont les nombres respectifs ne sont pas déterminés
par celul des triangles). Les ouvertures se trouvent du méme coté de
cette parol commune.

La parci commune ¢ dewr owvertures dont les notations ont dewx
chiffres communs, est composée de 8 pentagones et tétragones; elle sé-
pare les ouvertures.

Un triangle de la surface fait partie des parois des trois ouvertu-
res dont les contours sont visibles de points placés sur lui. Les trois
ouvergures se trouvent du méme coté du iriangle.

DI} pentagone ou tétragone fait partie des parois de guatre ouver-
tures: il en sépare les deux des deux autres.

26. Comme un triangle fait partie des parois des ouvertures i
contours visibles, une droite sortant d'un point dun triangle et n’ayant
pas des intersections ultérieures, passe seulement par une ouverture vi-
sible & contour invisible. On voit de méme, en effagant la branche 135
et ses tangentes de la figures déerite dans le n°® 19. (ou de celle qui
est décrite dans le n° 20.), quon peut faire passer par un point quel-
conque d'un pentagone ou tétragone trois collections de droites sans des
intersections ultérieures avec la surface, et gue chacune de ces col-
lections passe par une seule ouverture. On peut donec appliguer a la
surface actuelle les frols premiers théorémes exposés dans le n° 22, en
y remplagant seulement le nombre fotal des collections de droites par 9,
celui des collections contenant des droites passant en un point dé la surface,
par 3, et celui des collections en connexion avec une collection dosmée, par 4.
Ces dernitres collections passent par les ouvertures qui, dans le ,déter-
minant“ du n° 25., se trouvent dans la méme série horizontale ou ver-
ticale que Youverture donnée.

Les suites cycliques se composent & présent de toutes les collections
a l'exception des trois qui passent par trois ouvertures qui formeraient un
terme du déterminant. On trouve, en procédant comme dans le no 22,
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que le nombre-maximum des complexes qui interrompent des connexrions
des droites vencontrant la swrface en un Seul point, sans décomposer la
collection. totale, est égal a 10.
27. Les collections, séparées entre elles, de sections planes 3 ovales
réels n'appartiennent & présent qu'a deux groupes:
le premier groupe comprend 6 collections, ot Uovale, qui se trouve sur
un triangle, ne rencontre aucune des droites de la surface;
le second groupe comprend 9 colleetions, ol l'ovale, qui entoure une
ouverture, rencontre toutes les droites réelles d'un double-six réel.
En donnant aux notations o, ¢,, 6,, ¢, les mémes significations
que dans le n° 23., on trouve encore les résultats suivants:
1o, Point d'un triangle:
0,=1, 4 =0,1,2,8,4; 0,=3, ¢ =3.
Le plan tangent appartient & une collection du premier groupe.
20, Point d'un pentagone ou d'un tétragone: -
0,=90, 4,=0,1,2,3,4; o0,=4, 4 =23.
Le plan tangent appartient & nne collection du second groupe.

V. Surfaces & 7 droites réelles®).

28. On aura une image de la projection stéréographique d’une sur-
face de la troisibme espéce, vue d’un point d'un triangle, en effacant dans
notre figure les deux braunches 135 et 146 du contour. Alors toutes les
droites de ces deux doubles-six deviennent imaginaires.

Les droites réelles du double-six 524 sont les mémes. que celles du
double-six 562, et il est aussi évident gue les deux branches du contour
doivent appartenir & la méme ouverture. On pourrait dire que cette
ouverture visible a dedx contours visibles (voir le n° 14.). De méme les
droites réelles du double-six 324 sont les mémes que celles du double-
six 526: elles entourent une ouverture invisible. Le centre de projection
se trouve dans le triangle: 12, 36, 54. Une déformation analogne &
celle du 10 13. n'aura pas des effets essentiels.

La table suivante donne un aper¢u sur les propriétés de la surface
(comparer aux tables du n° 24.):

. Ouverture | Ouverture | Triangles fermant
Triangle visible invisible Touverture visible
12, 36, 54 . con | 21, 43, 56
12, 63, 45 } ) | 524 S Y 6] @
;i 21, 63, 54

12, 34, 56 By N
12, 43, 65}(‘4) 526 | 9 gy 36,45}(H)

On voit que les deu;r triangles du plan 4 (ou H) qui ont pour base
commune le segment 12 (qui dans le plan H est différent du segment 12

*) Voir le n° 9,
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dang le plan 4) ont les mémes périmetres que dewx triangles de la spr-
face, pendant que les deux auntres triangles du méme plan, qui ont pour
base commune le segment 21, ferment Vouverture qui n'est pas visible
des deux triapgley de la surface gue nous venons de nommer. La con-
tinuation de la face interne de la paroi d'une ouverture au-deld du seg-
ment 21, ¢bté commun aux deux triangles qui la ferment, est face ex-
terne de la méme ouverture.

Un triangle de la surface se trouve sur la paroi de Vouverture qui en
est visible, et il présente sa concavité du coté de ouverture. Les quatre
hexagones de la sarface se trouvent sur les parois de toutes les deux
ouvertures, et ils les séparent.

Dans tous les-cas les points de la surface se trouvent sur les parais
des ouvertures qui en sont visibles. Aucune droite ne peut donc ,pas-
ser par une ouverture, ce qui résulte aussi de la circonstance que tous
ses deux triangles fermants se trouvent dans le méme plan. On ne
peut, par conséquent, trouver la connexion des droites rencontrant la
surface en un seal point par les mémes procédés qui y servaient pour
les surfaces & 27 ou 16 droites; mais on trouve par d’autres considé-
rations que le pombre-maximum des complexes qui interrompent des con-
nexions des droites remcontrant la swrfnce & 7 droites véelles en un seul
point sans décomposer la collection de ces droites, est égal ¢ 3. On peut
se servir, & cet effet, du complexe des droites de la collection qui ren-
contrent une des droites & points doubles imaginaires, et des deux com-
plexes qui rencontrent les deux segments interceptés sur la droite 12
par les droites 17 et 2, et qui ne sont pas en connexion avec le pre-
mier complexe, Ces deux derniers complexes sont séparés Tun de Uautre,
parce que le cdne qui en renferme les droites sortant d’'un point de 12
se réduit & zéro ay moment ol ce point est un point d’intersection avee
1" ou 2. [Il existe un autre complexe de droites qui ne rencontrent
la surface qu'en des points de 12: il est en connexion avec ceux des
droifes qui ne la rencontrent qwen des points de 1’ ou 27]%).

Les collections, séparées entre elles, de sections planes 3 ovales ap-
partiennent & deux groupes, dont le premier comprend quatre collec-
tions, ol V'ovale, qui se trouve sur un triangle, ne rencontre aucune des
droites de la surface, pendant que le second comprend deux collections,
ot lovale, qui entoure une ouverture, rencontre quatre droites. On trouve
encore, avec les notations des n°s 28. et 27., les résultats suivants:

1°. Point d’un triangle:

oy=1, 4=0,1,2,34; o,=1, 4,=1.
Le plan tangent appartient & une collection du premier groupe.

20, Point d'un hexagone:

0=0, 4,=0,1,2,3,4; 0,=2, i,=1.
Le plan tangent appartient & une collection du second groupe.

*) Comparer aux no 21 et 28, de mon mémoive sur les formes des quartiques
planes,
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Les propriétés des deux espéces de surfaces & 3 droifes sont assez
simples pour nous dispenser d’y insister ici. Nous nous bornerons i
la remarque gu'un senl complexe suffit pour donner une conmexion
simple & la -collection de droites renconirant la surface de la quatricme
espéce, ou la nappe d'ordre impair de la surface de la cinguitme espece,
en un seul point. Si, pour la dernidre surface, on enleve de la eol-
lection les droites gui en rencontrent la nappe d'ordre pair, on aura
besoin de deux complexes.

Nous ferons emecore remarquer gue les projections stéréographiques
sont aussi utiles pour létude de Ja connexion, soit des surfaces elles-
mémes, soit de l'espace ou se trouve une de ces surfaces.

Copenhague, 12 avril 1874.




