
E t u d e s  des p r o p r i 4 ~ s  de s i t ua t ion  des sufface~,~ cubiques*)~ 

Par H, G. Z ~ n ~ .  

I. Projection st6r6ographiquo de la surface. 

1. Dans un article, insdrg dans les ~Annalen ~' re1. VII, p. 410, 
sur les formes des courbes planes" du quatri~me ordre, j ' a i  ddmonfxg 
qu'une courbe quartique sans points multiples a, "s c6id des tangentes 
communes ~ deux branches~ quatre tangentes doub'les d~mt tousles deux 
points de contact se trouvc~# sur la m~me branche o~t sent imaginaire~s, 
et que les branches de la courbe se trouvent soi~ dans les quatre tri-. 
angles, soil dans les h'ois quadrilat,~res~ formgs par ces.quatre tan- 
genres double% 1 ou 0~ ou 2 don~ l'une est interne ~ l'autre, dans 
chacune de ces parties du plan. J'appelais ces quatre tangentes doubles 
dent nous venous de parler taagentes doubles de premidre esl~ce~ et 
les tangentes communes K deux branches~ ~ngentes  doubles de seconde 
esko~ce. 

Grace i~ la circonstanc% don~ M. G e i s e r  a fair le premier des 
applications sdrieuses, que le contour d'une surface cubique, projet~e 
d'un poin~ de la surface sur un plan, est une courbe quartique, je 
pouvais appliquer les proprldtds des quartiques~ que j'avais trouvges 
dgmontrer les thdor~mes de M. S c h l ~ f l i  sur les hombres des droites 
et plans tangents triples rgcls des surfaces cubiques, et leur division 
en esp~ces qui en rgsulte. Je trouvais en m6me temps 'que  les con- 
tours des surfaces de la 1% 2 m~, 3m~ 4 rae esp~ce*~)~ sent composds de 
4, 3, 2, i branches externes l'une ~ l'autre, e~ que eelui d'une surface 
de la 5 ~o esp~ce, est cemposd &~ deux branches dent l'une est interne 

l'autre si le centre de projection se ~rouve sur la nappe d'ordre im- 
pair, et qu'il n'existe pas s'it se trouve sur la nappe d'ordre pair. 

2. Les derniers int@essan~s mdmoires de MM. Schl~f l i***)  e~ 
K l e i n ~ )  sur les surfaces cubiques contiennent plusieurs autres rdsul- 

*) Die diesen Aufsatz beglei~n~le Figur finder man am Ende des Aufsatzes. 
Anm. d. Red. 

**) L'usage actuel des noms de ~=r et, 5~, esp~ee, dent on se serf ~ prdsen~ 
ordinairemenf~ es~ inverse ~ ceh~i que j'en ai fair dans men article prdcddent. 

***) Anna~ di Matema$ic~ t~ V. 
~') Mathematisehe Anaalen t~ VL 
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tats qu'il est facile de dgduire, grs "~ ta reprgsentation de ces surfa- 
ces dont je viens de parler~ des proprigtgs des courbes quartiques. 
Appliquons par exemple ce procgdd -~ dgmontrer la trctnsitio~ d'une 
esp~ce d l'esp~ce suivante ~ar une s~trface doude d'un point conique. I1 
taut qu'au moment de transition le contour de la surface projetge d'ua 
point d'ette-m~me air un point double, h tangentes rgelles ou imaginai- 
res; car le hombre de branches du contour s'alt~re par la transition. 
Ce point double n'est pas un point de la trace du plan tangent au 
centre de projection; car dans ce cas, qui a lieu routes les fois qu'une 
droite de la surface passe par le centre de projection, le contour aurait 
apr~s la transition le m~me hombre de branches qu'avant elle. Or tm 
point double du contour qui n'est pas placg sur la trace du plan tan- 
gent est ndcessairement la projection d'un point conique de la surface; 
car la droite joignant le centre de project/on au point double ne peat 
avoir deux contacts avec la  surface cubique. Doric etc. 

8. Avant d'appliquer la reprgsentation de la surface, qui est une 
sorte de ~rojection st'erdographique, "~ d'autres exemples iI sera commode 
de lui donner une forme plus dgterminge. Je prends pour centre de 
projection un point de la surface ~o~ la courbure est elliptique, ce qui 
n'est impossible que dans un cas limite*), auquel il n'est pas ngcessaire 
d'avoir dgard dans la discussion ggn6rale. En effet, la courbe ~ cour- 
bure parabolique de la surface, dgterminde par son intersection avec sa 
surface hessienne, a toujours des branches rdelles, parce que l'hessienne 
contient des droites rdelles (droites d'intersection des plans rdels ou 
des plans imaginaires conjugugs du penta~dre), et qu'une droite ren- 
contre toujours la surface donnge**). 

Jc prends pour plan de projection un plan parall~le au plan tan- 
gent an centre de projection. Alors le contour de la projection (Ueber- 
ga~gscurve) sera une quartique ayant la droite ~ l'infini pour tangente 
double ~ contac~ imaginaires~ et, par consgquent, de premiere esp~ce; 
les au~res tangentes doubles du contour sont les projections des droites 
de la surface. Un point du plan, externe aux branches fermges et finies 
dont le contour est composd, ou interne ~ deux branches (5 m~ esp~ce), 
reprgsente deux points de la surface, pendant qu'un point interne 
une scale branche n'en reprgsente aucun point rgel. " La surface est 
donc reprgsentge par deux feuilles planes et co~ncidentes qui son~ 

*) La surface diagonaZe dont les propri~tgs conduisen~ M. Klein s celles 
des surfaces g~ngrales. Dans ce cas la courbe~paraboliclue ne consiste qu'en points 
isolgs. 

**) On peu~ aussi prouver l'exis~ence r6elle de la courbe parabolique en mon- 
trant qu'il y a totrjours sur la surface des droites ~ ,points doubles" rgels. Voh- 
le n~ 
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rdunies par le contour. Nous appellerons visible ta ~euille qui repr& 
sente la part ie de la surface qui est rencontrge la premiere par des 
droites menges du centre de projection, dirigges du m6me chug, par 
rappor~ uu plan tangent, o~ se trouvent l es  points de la surface voi- 
sins du centre de projection, et continuges, s'il est ngcessaire, par l'in- 
fini jusqu'~ leur retour au centre de projection. L'autre feuiUe est in- 
visible. 

Le centre de projection est le seul point ,fondamental u de Ia s~r- 
face, c'est ~ dire point auquel correspondent ~ous les paints d'une l i ~ e :  

ce point correspond la droite ~ l'infini de la feui[le visible. Les 
courbes de ]a surface qui passent par le centre de projection sont done 
les seutes dont les projections s'dtendent .~ l'infini sur la feuille visible. 
Le plan de projection ne cont~en~ aucan point fondamentaI~ ce qui 
con~ribue "i rendre notre reprdsentat[on d'une surface cubique plus ~n- 
tuitive que les reprgsentations sur des plans simp[es. 

Ay~nt donn6 ~ la droi~e-'~ l'infini duns te plan de projection an 
rSle particulier, nous pourrons parler des tungentes communes exter~es 
et into'~es de deux br~nches, dire qu'une droit, e sdpare les bcanches eLc. 

Nous donnons sur une t~ble suivunt ~ cet article (p. 30) une image 
schdma~ique de la reprgsentafion d'une surface de premibre esp~ce (h 27 
droites). I1 est indiffgrent, da~s ta plu~ar~ des reche~ches auxquelies 
nous appliquerons notre repr~senta~ion~ si tes contacts des tro~s tangentes 
doubles de premihre esp~ce qui ne s'dloignent ]}as ~ l'infini sont rdels ou 
imaginaires; d~ns notre figure ~ous ces c~ntacts so~t imaginaires. Les 
quutre branches du contonr se rgduisent done h des ovules, qui doivent 
~tre renferm~s duns les quake tri~mgles que torment les quatre tangentes 
doubles de premihre esphce,. Les formes exaetes de ces ovules grant 
indiffgrentes iei~ nous Ies a~ons remplac~s par des cercles. Les lignes 
pointges uppartiennent h la feuitle iniisible*). 

Si l'on veut uvoir une image schgmatique de la reprgsenta~ion 
d'nne surface de la deuxi~me esp~ee, il taut effacer un des ovules e t tes  
droites qui y sont tungentes. Tout~fois il f'au~ qu'on se rappelle, que 
darts ce cas les trois brancheg da contour peuvent se trouver duns les 
trois cluadrilat~res forints par les tangentes doubles de premiere esp~ee. 
On. dolt done regarder comme indiffdrentes des alt6rations de la situation 
de rune de ces tangentes doubles par rapport aux autres pourvu qu'elte 
garde su situation par rappor~ aux ovules, ll es~ indifferent, pour cette 
raison, si l'on a effect l'ovale interne on un des trois ovules externes. 

*) Les qu~tre br~nches correspondent dans nos recherches ~ i plusieurs ggards, 
aux qu~be points coniques de M. Klein, les trois droites represents par des 
t~ngentes doubles de premiere e~p~ce, aux droites qui ne sent pus ar~tes du ~g- 
t r~ire  de ce savant, 

I* 
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On peut de m~me appliquer la figure de notre table ~ la discussion 
des proprlgtgs des surfaces de ta  3 m~ ou 4 ~'~ esp~ce~ et de celtes de la 
nuppe d'ordre impair de la surface de la 5 m~ esp~ce. 

II. Distribution des droites de la surface et des branches de sa courbe 
parabolique. 

4. Nous avons dit que, dans notre repr6sentation d'une surface 
cubique, les tangentes doubles du contour ~ t'exception de la droite 
l'infini sont les projections des droites de la surface. Si leurs points 
de contact sont r6els, elles y passent de l'une des deux feuilles 
]'autre. I1 suffit don% pour trouver quels sont les segments visibles~ 
de remarquer que les segments qui passent "~ t'infini sont invisibles, 
parce que les lignes passant ~ l'infini sur la feuille visible reprgsentent 
des lignes de la surface qui passent par le centre de projection. Les 
tangen~es doubles h contacts imaginaires (regarddes comme des pro- 
jections de droites de la surface) appartiennent en entier ~ la feuille 
invisible. Deux droites de la surface se'rencontrent si te point d'in- 
tersection de leurs projections appar~ient~ sur routes ces deux droites, 

la m~me feuille. En pointant les parties qui appartiennent h la 
feuille invisible, on peut voir quelles sont les droites de la surface qui 
se rencontre~t. 

Les propridtgs des quartiques planes y fournissent un au~re moyen. 
Eu effet, deux ou trois droites de la surface se trouvent dans le m~me 
plan tangent triple, s i ]es  points de contact de leurs' projections avec 
le contour se trouvent sur une conique passant par les points de con- 
tact (imaginaires et h l'infini dans la reprgsentation actuelle) de ta trace 
du plan tangent ~ la surface au centre de projection. Cette conique 
est la projection de la courbe d'intersect/on du plan tangent triple avee 
ta quadrique polaire du centre de projection. Or on sait (volt les 
n ~ 8 et 9 de mon article sur les formes des quartiques) que les points de 
contact de trois ou quatre tangentes doubles d'une quar~ique plane se trou- 
vent sur une conique si leur situation ne le rend pas impossible d'une 
mani~re visible. Dans ]e eas actuel ]a conique, devant passer par deux 
points imaginaires "~ l'infni, est une ellipse. Donc, deux ou trois droi- 
tes de la surface sc trouvent dans le m~me ~lan tritangent~ si les 2oi~ts 
de contact de leurs 19rojections forment des quadrilat~es ou des hexagones 
convexes~ y compris ceux o~ des sommets imaginaires se trouvent ~ur 
des droites qui ne sdparent pas les sommets rgels. 

5. On pourrait appliquer les r~gles d u n  ~ 4 ~ d~luire de notre 
reprgsentation les thdorhmes conaus sur les intersections des droites de 
la surface. Au lieu d'y insister~ nous dgmontrerons ici plusieurs rg- 
sultats dont M. Kle in  a obtenu eeux qui ont ggard aux surfaces de 
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la premibre esp~ce*), par un procgdg indirecte, en les cherchant pour 
une surface partkmlibre (la surface diagonale), et en dgmontrant en- 
suite qu'ils ne sent pus altgrds, rant que toutes les 27 droites restent 
%elles. 

On salt qu'm~ plan quelconque par une des droites de ta surface 
y est tungente en deu.~ pomts~ r6els ou imaginaires, de ]a drdite, et 
que la sgrie des couples de points de contact est en involution. Les 
points d'interseetion de la droite avec les deux autres droites d'un plan 
taugent triple pas~ant par elle en formel~t un couple, et ses**) points 
de contact avec le contour, an autre. Les points doubles de l'invo- 
h t ion  sent imaginaires ou rgels suivant que deux couples se s6parent 
(duns le sens projectif de ee m~)t), ou non. I1 n'est done pus difficile 
de trouver, par notre representation, les droites de la surface o~ ces 
points doubles so~l~ rgr et celles o~ elles son~ imaglnaires. 

Les points d~ubles des trois droites dent les projections sent des 
tangentes doubles de premiere esp~ce sent 4videmment rgels; car les 
points de contact de ces tangentes doubles, s'ils sent r4els, interceptent 
un segment qui n'est rencoutr4 t~ar aueune des autres tangentes doubles. 

Quant aux autres tangentes doubles, on volt que chacun des deux 
couples de tangeu~es communes s deux branches, l'externe et l'interne, 
reprdsente un couple de droites de la suiface qul se trouvent duns un 
plan passan~ par la droite reprdsentde par la tangente double de pre- 
miere esp~ce qui ne sgpare pus les deux branches. Une tangente com- 
mune externe rencontre cei,te tangente double et l'autre tangen~e com- 
mune externe en des points qui ne s4parent pus ses points de contact; 
ses points doubles sent done rdels. Mats une %angente double interne 
rencontre la tangente double de premiere esp~ce et l'autre tangente 
commune interne en des points qui sdparen% les points de contact; 
ses points doubles sent done imag~uaires. Nous avons done prouv4 
que les tangentes communes internes re2r~sentent les droites don't les 2oints 
doubles sent i~nagi#air~s. 

I1 y a done sur une surface cubique de la 1 to, 2 ~r 3 ~r 4 m~, 
5 ~~ esp~ce 12, 6, 2, O, 0 droites dent les points doubles son~ imagi- 
naires. 

Si la surface est de tapre,ni~re es29~ce, les 1"2 droites ~ points doubles 
imaginaires se trouvent dans six plans qui passent deux ~ deux par 
les trois droites reprguentges par les tangentes dou]~les de premiere 
esp~ce; car pour chactme de ceiles-ci il y a deux couples de branches 

*) Voir le w 11. du mgmoire citg. M. Klein s observer clue son procddd 
est aussi applicable ~ux surfacers des autres esp~ces. 

**) 0fi nous ne ~ommes pus exposds ~ oauser des malentendus nous ne ferona 
aucane disgnc~ion des 10armies ~ la surface et de leurs pro~ections. 



du contour qu'elle ne sgpare pus. On volt sans difficult6 qu'il n'y a 
pus trois de ces 12 droites qui se trouvent darts le m~me plan tangent  
triple. On volt donc que les droites d ~oints doubles imaginaires d'une 
s,arfhce de la premiere esp~ce [brment un double-six. Con]n]e ce double- 
six se distingue de t ous l e s  autres, il est naturel de le prendre pour 
base de la notation des droites de la surface ce que nous avons fair 
duns n o t r e  figure ~ la page 30*). 

1 2 3 4 5 6 

1" 2 '  3' 4 '  5" 6'  

est le double-six dont il s 'agit, pendant que ]es notations des autres 
droites sont composdes de deux chiffres. 

Les six droites ~ points doubles imaginaires d'une surface de la 
deuxi~me eslo~ce se trouvent en trois plans passant par les trois droites 
d'un plan tangent triple. Elles seront les 6 droites rdelles de deux 
doubles-six #naginaires (voir ]e n ~ 24). 

Les deux droites h points doubles imaginaires d'une surface de ta 
troi~i~me esp~ee sont les deux droites de Pun des trois plans tangents 
triples qui passent par la septi~me droite rgelle de la surface. 

6. I1 n'es~ pas difficile ~ prgsent de trouver la situation des dif- 
fgrentes branches de la courbe parabolique. Commen~ons par les sur- 
faces de la pre,nigre esp~ee. 

On salt que la courbure de la surface est hyperbolique en tousles 
points de ses droites, ~ l'exception des points doubles dont nous venons 
de parler~ et que ces points doubles sont des points de contact avec 
.]a courbe parabolique. La courbure grant elliptique ~ notre centre de 
projection, il faut que la partie de la surface, dgcomposde par ses droi~es, 
off se trouve ce centre renfern]e une partie de ta courbe parabolique. 
Le pgrim~tre (tint ou infini) de cette parole de la surface a pour pro- 
jectio n eelui du triangle formg par les trois tangentes communes qui 
renfcrme routes les branches du contour [les droites 14~ 36, 52 de ta 
figure~ et sa propre projection se trouve en partie au dehors de ce 
4ernier pdrim~tre sur la feuille visible, et en parole au dedans de lui 
sur la feuflle invisible. Nous appelons cetfe pattie de la surface un 
triangle. Chacun de ses cStgs contient un des points doubles, ou points 
de contact avec la courbe parabolique~ dont nous avons parld; car le 
segment interne intercept6 sur une de ces droites par ses points de 
contact avec le conimur n'est rencontrg par aucune autre droite de l a .  
surface, 

Con]me le centre de projection n'est assujdti ~ d'autres conditiotas 
que cetle de se ~ trouver en un poini off la courbure est elliptique, nous 

*) Nous nous servons ici des m~mes notations que M. Klein. 
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voyons que routes les parties de la surface qui contiennent des parties 
de la eourbe parabolique sont des triangles, don~ chaque c6t~ u un 
contact avec cette courbe. I1 s'ensult que, rdciproquement, t o u s l e s  
points doubles rdels de la surface se trouvent sur les cSt6s de ces 
triangles. Puts, en observant que les parties du plan qui ont des cS~gs 
communs avec le triangle renfermant le cenh'e de projection sont, sui- 
vant la figure, des pentagones [un de ces pentagones est dans notre 
figure limitd par les droites 1"~ 2~ 52~ 36~ 14j, on voit qu'un segment 
contenant un des points doubles n~est c6td que d'un seul des triangles, 
qui dolt contenir~ par consgquent, la branche de la courbe parabolique 
tangente au segment. 

La partie de la eourbe parabolique renfermde duns un des triangles 
est une seule branche d'ordre pair. En effet, une branche d'ordre im- 
pair serait coupge par le plan des c6tds du triangle, et s'il y avait deux 
branches d'ordre pair on pourrait, gvidemment, trouver des droites ren- 
contrant cette pattie de la surface en quatre points. 

Selou le n ~ prdcgdent 15 (-~- 27 --  12) droites out des points doubles 
rdels, ll y aura done 30 points doubles, et le aombre des triangles 
qui nous occupent devient 10: 

La courbe 19araboZique d'une s~urfacc cubique de la ~remi~re esp~ce 
est com2osde de 10 branches d'ordre pair inscrites ~ 10 triangles [brmds 
2at  les droites de la surface. 

7. Avant de chercher pour les autres esp~ces de surfaces cubiques 
les branches de la courbe parabolique nous continuerons l'dtude de la 
ddeompositio~ de la surface de la 2remi~re es2~ce par ses 27 droites. 

Commengons par regarder les 20 parties attenantes aux 10 seg- 
ments d'l.me droite g points doubles rdels. Nous dgsigner'ons par a les  
deux seg'ments o~ se trouvent ces points doubles, pat b, les quatre qui 
y aboutissent, et par c~ les quatre segments qui restent encore. It 
suffit de regarder les parties de la surface attenantes ~ une seule suite 
de trois segments a~ b, e; car-on peut projeter une quelconque de ces 
suites de mani~re que, dans notre reprdsentation de la surface, le seg- 
ment a air pour projection un c6t4 du triangle qui renferme les qua~re 
branches du contour (par exemple son c6t6 36). 

Nous savons ddj~ qu'un segment a est c6tg d'un triangle, dont les 
deux autxes c6tds sont aussi des segments a,  et d'un pentagone. Les 
autres c6tds de ce pentagone sont deux segments b et deux segments 
de droites ~ points doubles imaginaires. Le hombre des pentagones 
est donc 6gal ~ celui des segments a, ou ggal ~ 30. 

Un segment b est c6t6 d'un pentagone et d'un tgtragone, doat les 
autres c6~s sont: un nouveau segment b, adjacent au premier, et deux 
segments de dro~tes ~ points doubles imaginaires. Le nombre des-seg- 
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men~s b 4tant dgal ~ 60, on trouve 30 de ces tdtrugones que nous ap- 
pellerons te~agones de lrremi~re eslo~ce. [Exemple : la figure limitge par 
36~ 14, 1", 6.] 

Un segment c e s t  e6tg de deux tgtragones, dont les autres cbtds 
sour: un nouveau segment c, adjacent au premier, et deux segments 
de droites ~ points doubles imaginaires. Le hombre de ces tStragones, 
que nous appellerons tdtragones de la seconde esp~ce, est 6gal ~ eelui 
des segments c~ ou ~ 60. [Exemple: la figure limitde pax 36, 6, l ' ,  15~j 

60 des chugs de nos 30 pentagones, 60 des cStds de nos 30 tgtragones 
de premibre espbce et 120 des cSf~s de nos 60 tgtragones de seconde 
esp~ce, sont des segments de droites -X points doubles imaginaires. Le 
hombre total des segments de ces 12 droites grant 120, uucune des 
parties de la surface n'est limitde exclusivement de droites ~ points 
doubles imaginaires, lqous avons donc dpuisd routes ces parties. 

Tons les segments d'une droite ~ points doubles imaginaires sont 
eSt~s den tdtragones de seconde esp~ce, et elles sont en m6me temps 
soit cStds de pentagones (segments d), soi~ c6tgs de tdtragones de pre- 
miere esp~ce (segments e). Chacun des 5 segments interceptds sur une 
de ees droites par les 5 autres droites ~ points doubles imaginuires qui 
la rencontrent~ sdpare deux tgtragones de seconde esp~ce d'un pentagone 
et d'un t~tragone de premiere esp~ce. Ii est done composg d'un segment 
d et d'un segment e; mats t'ordre de ces deux segments, --  ou edui da 
pentagone et du t4~ragone de premiere esp~ce qu'ils llmitent - -  peut 
vurier ind@endemment de celui des autres segments d e t e  de la m6me 
droi~e, ce qu'on volt en faisant varier dans la figure les grandeurs des 
ovules. Au moment o~t se fair un changement de eet ordre un des 
triangles se rgduit ~ z6ro. 

Les 27 droites dune surface cubique de la 2remikre esiv~ce la dd- 
com2osent en 10 triangles circonscrits h la courbe parabolique (3 cStds a), 
en 30 2entagones (1 cbtd a~ 2 cStds b, 2 c6tds d), en 30 te'tragones de 
2remi~re esiv~ce (2 cStds b et 2 c5~6s e) .e ten 60 te'tragones de seconde 
esI~ce (2 cStgs c et 2 c6~gs d ou 2 cStds e ou 1 c6td d e~ 1 c6t6 e). 
Duns les pentggones les cSt@s b sont adjacents au cStd a, duns les tg- 
tragones tes cStds du m6me nora sont adjacents Fun ~ l'autre. 

8. La ddcompositioa de la surface "de la deuxi~me es~ce par ses 
15 droites, et la composition de sa courbe parabolique, se trouven~ de 
la m~me mani~re. Nous nous contenterons d'indiquer les r@sul~ts de 
cette recherche. 

Soit a l e  nora des deux segments des 9 droites -X points doubles 
rgels qui cont~iennent ces points, et b celui des quatre autres segments 
des m~mes droites. Alors les deux a d'une droiia sont s@ar~s, duns tons 
les (tenx sens de la droit% par deux b. Les 15 droit~ ddcom2osent la 



S~ar Ies surfaces cubiques. 9 

sur[ace en 6 triangles, circonscrits aux branches de ~ centrbe .parabo- 
~/que, et aya~t pour eStgs 3 segments a s en 18 ~cntaqones, ayant pour 
cStgs 1 se~oznent a et~ adjacents s lui, 2 segments b~ et en /8  tdt'ra- 
gones~ ayant pour cStds, adjacents Fun h l'autre, deux segments b. Les 
autres cStgs des pentagones et des tgtragones sont des segments des 
droites ~ points doubles imaginaires~ on peat en trouver qui sont cS- 
t~s communs ~ deux pentagones, ~ deux tdtragones ou ~ an pentagone 
et un tdtragone; mais cette distribution peut varier un peu. Un seg- 
ment b est toujours eSt4 commun h u~ pentagone et an t4tragone. 

9. I1 y a sur ane surface de la traisi~me essence t ~ une droite qui 
rencontre les six autres et dont les deux segments a, sgpargs duns tous 
les deux sens de la droite par deux autres b, coai~iennent des points 
doubles, 2 ~ deux couples de droites se rencontrant, l'une l'autre, et 
rencontrant la premibre droite, et dont tous les deux segments c con- 
tienuent des points doubles~ et 3 ~ un couple de droites se ~cencontrant, 
l'une I'autre, et rencontrant la premiere droite, et ~ points doubles ima- 
ginaires (deux segments d). Ces droites out respectivement pour pro- 
jections duns notre representation: ! ~ la tangente double de premiere 
esp~ce externe aux deux branches du contour, 2~ le couple des dcux 
autres tangentes doubles de premiere esp~ce et le couple des tangeni~es 
communes externes, 3 ~ le couple des tangentes communes in~rnes. 

Ea partie de la surface off se trouve le centre de projection est 
un triangle limit6 par la premiX.re des droites 6numdrges et par celles 
qui ont pour projections les tangentes doubles ex~rnes~ ou bien par un 
segment a e t  deux segments c. La surface con~ent 4 de ces triangles. 
Les segments c sour encore cSt~s de hexagone% limit6s 1 ~ par deux 
segments c adjacents l~un ~ l'aa~re, 2 ~ par deux segments b adjacents 
aux deux seoc-men~s c~ et 3 ~ par denx segments d. On VOit qu'une seule 
droite contient deux cbtgs (les segments b) de chacun de ces hexago- 
nes. Le nombre de ees hexagones est ggal h 4. 

Le centre de projection grant un point quelconque ol"l la courbure 
est elliptique, on volt que les branches de ]a courbe parabolique se 
trouvent duns les 4 triangles, qu'elles touch~ent leurs c5tgs c~ et que la 
branehe renfermge dans l'une ou l'autre des deux triangles attenants 
au m~me segment a ,  est ta~agente "~ ce cStg commun. 

Les 7 droites d'une surface cubique de la troisi~me esg~ce la ddcom- 
~osent e~ d triangtes (1 cStd a~ 2 cStds e)~ qui renferment ~es brane]tes 
de la courbe 2arabo~iquc~ et dont les deux y sont circonscrits zvendant ~ue 
les pgrim~tres des autres ~ne gouehent les branches qui s'y trouvent qu'e~ 
deux poi/ats (sur les cStgs c)~ et en ~ hexagones (2 cSt~s c, 2 cStgs 5 
et 2 cStds d). 

10. Quant ~ la smYace de la quatri]~me es2~ce ~ et ~ ta na22e d'ordre 
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imloair de la surface de la cinqui~me esl~c G on veil sans difficult6 que 
leurs 3 droites les diuisent en 3 triangles qui renferment des branches 
de la courbe parabolique~ et que chaque segment d'une droite est u ne 
fois tangente 5 cette courbe. ~ La courbure est elliptique en tons les 
points de la na2pe d'ordre pair  dune surface de la 5 "~ es2~ce. 

11. Si le centre de projection se meat sur route la surface -- et 
non seulement Mar les parties oil la courbure est ellipLique -- il est 
clair que la tangente double, trace du plan tangent au centre de pro- 
jection, reste de la m~me esp~ce, rant que ce centre ne franchi~ au- 
cune droite de la surface. Or elle eat de la premiere esp~ce si la 
eourbure est elliptique au centre de projection, et elle sera de ]a se- 
conde esp~ce si le centre de projection est voisin d'une droite ~ points 
doubles imaginaires; car le contom" aura an point isol6 si le centre se 
trouve sur une de ces droites. On volt donc que ~e contour de la s~,r- 
fac G projetde d u n  de ses 2oints O~ aura la trace du 1elan tangent en 0 
~our tangentc double de premiere esp~ce si 0 se trouve dans un des 
triangles qui renferment Ins branches de la courbe parabolic.tue , mats pour 
tangcnte double de seconde es2~ce s'il se trouve duns une des autres par- 
ties de la surface. 

Si nous prenons, duns tous les  cus, un plan de projection paral- 
l~le au plan tangent,  le contour aura, pour an centre de projection 
plac6 sur ]a pattie hyperbolique d'un des triangles, une branche qui se 
ddeompose en deux parties rgunies par des points de contact avec la 
droite ~ l'infini, eL, pour un centre de projection plac6 sur une aatre 
des parties de la surface, deux branches paraboliques. Si nous regar- 
dons toujours corame visibles les points de la surface qui sent rencon- 
trds les premiers par des droites mendes par le centre de projection, 
et dirig6es d'un c5t6 ddtermin6 par rapport au plan de projection, les 
points de contact avee le contour intercepteront sur la drolte .a l'infini 
deux segments: les points visibles de Fun seront les projections de 
points coincidents i~vec le centre de projection, ceux de rautre seront 
les projections d'autres points de la eourbe d'intersection de la surface 
avec le plan tangent, i1 faut 'donc pointer, dans la projection des 
droites de la surface, les segments qui rencontrent le premier des deux 
segments de la droite ~ l'infiui, et non pus ceux qui en rencontrent 
le second. 

HI. ~tude particuli~re~ dos surfaces ~ 27 droites r6ellos. 

12. Nous avons dit que nous prenons pour base de la notation 
des droites d'une surface de la premiere esp~ce le double-six composd 
des droites h points doubles imaginaires. Le pgrim~tre d'un des 10 
triangles de ta surface est compos6 exclasivement de segmen~ de droi- 
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mitres classes 
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tes "~ points doubles rgels qui se trouvent duns un plan eangent triple. 
Ces 15 droites, dont les notations son~ compos~es de deux chiffres, for- 
ment encore, ~ elles seules, 5 pians tangents triples, qui n'on~ pus la 
propridt6 indiqude. I1 sera utile d'avoir 6gard .~ cette difference duns 
la distribution des c*hiffres 1, 2 . -6  aux couples du double-six fondamental. 

Si l'on place les chiffres 1, 2, 3, 4, 5~ 6 duns lear ordre naturel 
sur une circonfgrence, les 15 groupes de trois cordes qui n'ont" aucun 
bout commun appaxtiennent aux 5 classes suivan~es: 

2 g~roupes sont composg~s de cordes qui soustendent des arcs de ~ 
3 groupes sont composds d'tm diam~tre et de deux cordes, per- 

2 ~  pendiculaires ~ lui, qui sous~endertt des arcs de -~ ;  
1 groupe est composd de tro~s diam~res; 
6 groupes sont composgs de deux cQrdes qui soustendent des 

2 ~  arcs de ~ - ,  et d'une corde qui soastend un arc de ~ y ;  

3 groupes sont composgs d'un diam~tre et de denx cordes~ par, al- 

leles ~ lui, qui soustendent des arc~ de .~. 

cinq groupes appat4enant aux deux pre- 

12, 34, 56 ou A~ 
16, 32, 54 ou 2~, et 
14, 26, 53 ou C~ 
36, 42, 15 ou 29, 
52, 64, 31 ou E ,  

reprdsentent des droites de la surface qai se ~rouvent en des plans tan- 
gents triples sans limif~er des triangles de la surfaee~ et que les autres 
dix groupes reprgsentent ]es cStgs des triangles de la surface. Alors 
la diffdrence des deux premieres classes de groupes eat-re eltes) ainsi 
que cetles des trois derni~res classes, n'appar~iennent pus i~ la surface, 
mats seulement au point de rue d'ofi elle est projetge duns ta figure. 
It est naturel de choisir pour no~atlon du triangle off se trouve le centre 
de projection le groupe isold 

14, 36 ~ 52 ; 
alors les triangles dgsigags par des groupes de notations appurtenant 
s une m~me classe prdsenteront tree symmdtrie, qui est plus complete 
qu'elle ne semble au premier abord, ce que nous verrons duns le n ~ 
suivant. 

La figure (p. 30) montre la possibilifd du syst~me de notations que 
nous avons demandd. ]~a effe~, il suffit~ de donner aux tangentes internes 
communes ~ la branche i~derne er aux branches externes les noms de 
1 et 2', 3 et 4"~ 5 et 8". Alors les tangen~es internes communes aax 
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deux antres branches externes anront, respectivement, les noms de 1' 
et 2, 3'  et 4, 5 '  et 6, etc. (Voir la figure.) 

13. Nous ne devons pus regarder comme essentiell~s les diff6- 
fences des droites et des triangle~ qui se remp~aceront entre eux 
darts ]e cas o~ le triangle 14, 36, 52 o~ se trouve le centre de pro- 
jection, apr~s s'btre rgduit ~ zgro, tourne sa eonvexitg du c6~d oppos4, 
ce qui aura lieu en m6me temps que, par une dgformation de la sur- 
face, an des sommets du triangle franchit le c6td opposg. IOn s~ima- 
gmae, au moyen de la figure, sans difficult6 la d4formation analogue 
d'un autre triangle de la surface, par exemple du triangle 54, 26, 31, 
et de ses alentours.] 

Au moment de transition le contour de la surface se rgduira '~ une 
courbe compbsge de la droite s t'infini et d'une eubique, dont les asympto- 
tes seront parall~les aux droites 14~ 36, 52 de la surface. Les trois 
branches externes du contour formeront la branche d'ordre'impair de 
la cubique, et la branche interne sera son ovale. Les projections des 
droites 14, 36~ 52 co/ncideron~ avee ta droite h l'inSni, pendan~ que les 
projections des autres droites de la surface se eonfondront, deux h deux, 
duns les douze tangentes de la cubique qui sont parall~les "~ ses asympto- 
tes: deux droites qui se ~ouvent duns un plan tangent triple passant 
par une des droites 14, 36~ 52 auront la m6me projection. 

On forme les noLations de deux droites qui se couvrent ainsi~ l'nne 
de l'au~re, en substituan~ 

1 2 3 4 5 6 

4' 5'  6' 1" 2' 3", 
et rdciproquement. 

Comme la distinction des parties visibles et invisibles de ]a sur- 
face d4pend du sens de I~ concavitg, q~i change par Ia h'ansit~on dont 
il s'agit, on volt que les droites et les triangles qui se couvren~ an mo- 
ment de transition vont changer de r61e. Les tangentes doubles de 19 
premiere espbce 

12~ 34, 56 

du plan tangent triple A,  prendront les places des tangentes commu- 
nes externes des trois branches exZcernes qui se trouvent de leur c6tg 
interne: 

45, 61, 23 

du plan tangent triple /L  En m~me temp% chacun des trois autres 
plans tangents_triples que nous 9vons 4numgrgs duns le n ~ prdcgdent 
garde sa situatlon, et il ne s'y fern qu'un changement de deux de ses 
droites. 

1~. A w n t  d'gnumgrer tes dix triangles de la surface, nous ~tu- 
dierons qnelques propridtds rendues vis~les par 19 figure. 
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On aper~oit que les douze tangentes communes "~ une des bran- 
ekes du contqur et aux trois autres torment un double-six. On trouve 
par exemple pore" la branche interne les droites suivantes 

1, 3, 5, 46~ 62, 24, 

35, 51, 13~ 2", 4 ,  6 ,  

qui torment un double-six que nous appellerons (ave(', M. K l e i n )  135, 
et~ pour les branches externes avec des notations analoguest les doubles- 
six 524~ t46,  362. 

Un point interne "~ une branche est projet6 par une droite qui ne 
rencontre ta surface qu'au cen~'e de projection : les branches du contour 
entourent done q~tab'e ouvertures de la surface qui se prgsenten~ ~ not-re 
point de rue, et nous voyons ClUe la partie de lu surface qui entoure 
une des ouvertures contient des parties de routes les droi~es d'un double- 
sixa). ~Nous dgsignerons chaque ouverture par le nora du double-six 
qui l'entoure. On peut indiquer des limites assez naiurelles de ces par- 
ties de la surface et des droites, en profltan~ des cinq plans tangents 
triples dont nous avons parl6 dans l e n  o 12. On voit, par exemple, 
que les pgrim~tres de Fun des triangles plans formgs des droites 12~ 
34, 56, et de Fun des triangles formds des droites 16, 32, 54 (ceux qui 
ne sont pus rencontrgs par le plan de l'aut~e), limitent une par~ie de 
la surface qui contien~ des segments des droites du double-six 135~ et 
non pus des autres droites de la surfaee~ et qui entoure l'ouverture t35. 
~Nous appellerons retie partie de la surface ta ~a.roi de .l'ouverture~ et 
nous dirons que Ies_ denx triangles ~ ' ~ s n t  t'ouverture. - -  On verr% 
duns ce qai suit~ que les autres ouvertures sont timitdes d'une mani~re 
analogue. 

Une droite, ou une branche d'une courbe, 2asse ra t  ~ne ouverture 
si elle y entre par l'un et sort par l'autre des deux triangles qui la 
ferment, sans en rencontrer la paroi. 

U~e ouver~are est ~rls~lv de edaaque point de la surf'ace d'ot~ sortent 
des droites qui ne rencontrent~ pas la surface en ptusieurs poinf~s, et 
qui sont entourges d'une pattie (du moins) de la IJaroi de l'ouverture. 
Cel'~ peut avoh" lieu s[ le point se troupe sur la paroi de l 'ouverture; 
s'il ne s'y trouve pus on peut mener par te point des droi~s passant 
par l 'ouver~re. Du centre de projection de notre figure sortent des 
droites passant par l'ouverture 135; mais nous ven'ons (duns l e n  ~ 16, 8) 
ctue le centre de projection se trouve sur les parois des autres ouver- 
tares visibles que nous avons nommges: 524, 14G, 362. 

La branche du contour qui entoure l'ouverture 135 se trouve~ duns 

*) ~. Klein a indiqug duns sons m~moire dgjs cit4 que la surface a dix 
ouvertures -- ce qur noas allons montrer aussi --  et que chaeune d'eltes e~t en- 
tourge des droites d'uu double-six. 
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notre figure, en entier sur la paroi de eette ouverture, puree que nous 
n'y avons donng des contacts rgels ~ aucune des tangentes doubles de 
premiere esp~ce. Si une de ces tangentes avait eu des contacts rgels 
avec Ia branche ]35, ]'arc rentrant de cette branche ne se trouverait 
plus sur cette paroi. Nous dirons que le em#cmr d'une ouvert~re est 
visible d'un poin~ de la surface, sl une branche du contour de la sur- 
fae% projef6 de ce point, se trouve, ?~ ses arcs rentrants pros, sur ]a 
paroi de l'ouverture. Les contours des ouvertures 135, 524, 146 et 362 
sont visibles duns no~re figure, ce qu'on voi~ en regardant les limites 
de la paroi de l'ouverture 135, que nous avo.ns dgjg nommges, et celles 
des parois de 524~ 146 et 362 que nous nommerons duns le n ~ suivant. 

On voit par la figure que les droites dont les projections sdparen~ 
la branehe interne du contour d'une de ses branches externes forment un 
double-six entourant une ouverture de Ia surface, qui se trouve entre 
sa parfie visible et sa pattie invisible. 
six) qu'on trouve ainsi son~: 

354 entre 135 
516 entre 135 

Les trois ouvertures (doubles- 

et 524, 
et 146, 

132 entre 135 et 362. 

En appliquant ensuite h la surface la dgformation dont nous avons 
parlg duns le 1~ ~ 13, on apergoi~ encore trois ouvertures. Cette dgfor- 
mation substituera au double-six abe qui contient aussi les droites 
d'e'F le double-six die, f1, oK d 1 ~ d q- 3 (rood. 6) etc. Cette substi- 
tution n'alt~re pas tes  doubles-six 135, 354, 516, 132; car l'ordre des 
ehiffres qui forment une de ces notations est indiffgrente; mais les 
doubles-six 

524, 146, 362 
seront remplacgs par 

364, 526, 142. 
Ces derniers doubles-six entoureront done, du moins apr~,s la ddfor- 

marion, des ouvertures visibles du centre de projection. Au moment 
de transition ]es droites des deux doubles-six 146 et 526 se couvren% 
et en m~me temps les deux ouvertures du m~me nom coYncident sans 
disparaitre ou devenir invisibles. I1 est done clair, que routes les deux 
ouvertures sont visibles soit avant, soit apr~s la transition. [Dans notre 
figure (526) reprgsente une branche de courbe d'ordre pair qui entoure 
t'ouverture 526.j Comme, duns la figure, la branche 146 du contour 
est tangente ~ plusieurs droites qui n'appar~iennent ni au double-six 
526, ni aux limites de l'ouverture 526, il est 6vident, que le contour 
de cette ouver~ure n'est pas visible avant la transition dont nous avons 
part6. I1 le devient apr~s la transition en mSme temps que celui de 
146 eesse d'Stre visible. ~ Les mSmes remarques s'appliquent aux couples 
d'ouver~ures 362 e~ 142, 524 et 364. 
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En rgsumg~ Za surface a I0 ouvertures entour(es de doubles-six: 
l" ouverture 

135, 
et les trois coul~l~.s d'ou~ertures 

524 et 364, 146 et 526, 362 et 142, 

so~# visibles d'un 2oint du triangle de la surface*) limitd par 
14, 36, 52, 

les ouvertures 
354, 516, 132, 

invisibles. 
Le contour de l'ouvertu?'e i35, et ceux de l'un c~ l'autre des deux 

triples d'ozevertures 524, 146, 362 et 364, 526, 142, sont visibles. 
Noas dirons que l'ouverture 135 est o22osde au triangle que nous 

venons de nommer. 5Etle est f~'mde de triangles formdes des droites 
12, 34~ 56 
16, 32~ 54 

L~ figure montre que la paroi de l'o~verture 135 contient 9 points 
"d'intersection de droites ~ points doubles imaginai~es. Or, chacun de 

ces points est sommet commun h deux tgtragones de la seconde esp~ce 
et ~ deux ~utres polygones de la surf'ae% qui peavent ~tre --- saivant la 
situation des triangles de la surface - -  des 10entagones ou des ~trago- 
nes de ]a premiere esphce (volt le n ~ 7). L'ouver~ure 135 poavant ~tre 
remplac~e par une ouverLure quelconque de la surface ~ ce que nous 
verrons dans le n ~ suivant - -  nous voyons que la 19aroi d'une o~,~erture 
est eorn2osde de 18 tdtxagones de la seconde esl~ce et de 

O, 1, 2~ 3~ 4, 5~ 6 triangles 
6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 pe~dagones ~lS~entag.ettdtrag. 

12,11,10, 9~ 8, 7, 6tgtragonesdvta~vremi~reesp.J de l~ l~es2 .  

15. Les proprigtgs des 10 oavertures~ et leurs relations entre e]les 
et avec les 10 triangles de la surface, se dgduisent ~ prgsent par de 
simples substitutions. Remarquons qae les chiffres 1, 3 et 5 que nous 
avons dcrits les premiers dans les notations 14, 36 et 52 des cStgs du 
triangle off se trouve notre point de rue, forment celle de l'ouverture 
135 opposde ~ ce triangle,, et que les noms des autres ouvertures vi- 
sibles sont eomposgs de celui d'un eSt6 et du dernier ehiffre d'un autre 
c6~6. Le triangle que nous avons regarde: 6tant un quelconque des dix 
triangles de la surfac% il faut T~'on retrouve partoat ces m~mes pro- 
pridtgs, l~egardons par exempte le triangle 15, 32, 64. Au hombre de 
ses ouver~ures vlsibles (ranis non pas opposges) app~rtiendront 516, 364 
et 132~ de fa~on que les chiffres 1~ 3 et 6 doivent ~re  les derniers 

*) Aussi d'un poin~ off 1~ courbure est hyperbolique (voir le n ~ 11). 
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clans los noms des cSt6s du triangle. L'ordre des c6t6s du ~riangle 
n'ayant aucu~e signification*)~ on peut ddduire les rdsultat~s qui ont 
rappor~ au triangle 51, 23, 46 de coax qui ont rappor~ au triangle 14, 
36, 52 en subs~ituant 

aux chiffres 1 2 3 4 5 6 
tes chiffres suivants 5 6 2 1 4 3. 

o o  

qui correspond ~ un autre ordre des c6~gs du nouveau triangle. Des 
applications successives de cette derni~re substitution et de ta substi- 

tution ( ~ 2 3 4 5 6 ) 4  5 6 1 , qu icor respond~unepermuta t iondesc6 t~sdu  

triangle 14, 36~ 52, peurraient conduire aux r6sultats qui out rapport ~. 
tous los triangles de la surface. 

Los r6suRats sont consign6s dans Ia Cable suivante: 

Triangle 

14, 36, 52 

51, 23, 46 

13, 45, 62 

35, 61, 24 

31, 65, 42 

53, 21, 64 526 

15, 43~ 26 142 

32~ 56, 41 354 

54, 12, 63 516 

16, 34, 25 i 132 

0uverture Couples d'ouvertures 0uve~ures Triangles fermant 
oppos6e visibles invisibles l'ouverture opposde 

135 524 146 362 35~ 516, 132 12, 34, 56 (A) 
364 526 142 16, 32, 54 (/~) 

524 461 513 236 241~453,526 56, 21~ 43 (A) 
231 463 516 53, 26, 41 (C) 

'623 135 452 12, 4~ 65 (A) 
146 453 625 132 463, 615, 142 15, 42, 63 (D) 

: 245 35I 614 625~231, 364 34~ 65, 21 (A) 
362 1615 241 354 31, 64, 25 (E) 

364 1421 315 652 641,435~ 362 32, 61, 45 
] 651 

.. 435 t 

425 312 

531 214 

345 
165 

1412 
562  

!634 
I 124 

-I 

i~56 164 

641 534 263, 651,524 

153 436 425, 213, 146 16, 45, 23 (~) 
263 156 [ 13, 46, 25 (~) 

326 56t 31, 52, 46 (E) 
416 32l 542, 436, 351. 36, 51, 42 (/)) 

542 123 164, 652, 513 153' 14, 62 (C) 
632 543 52, 13, 64 (/~) 

326, 214, 135 15, 36, 24 (1)) 

54, ?3, 61 (~) 
51, 24, 63 (/3) 

14, 35, 26 (c) 
*) On aurait pu s'en servir pour indiquer le sens de la convexit6 du ~riangle 

cle ta surface, en dennan~ aux eStds l'ordre daas lecluel ils se suivent vus d'un 

35, 62, 41 (C) 
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Les ouvertures visibles 6numerges duns lr, m~me ligne hori~ontale 
ont h la fois des contours visibles. 

L'ordre des trois chiffres-qui composent ta notation d'une ouver- 
tare, et celui des trois cStgs d'un ~riangle, sont indiff~rents. Mais l'ordre 
des deux ehiffres qui composent Ia ~ota~ion d'une dro~te nous fournit 
un moyen de disting'uer, d~ns la derni~re eotonne, les qua~re triangles 
d'uu seal plan tangent triple, Fun de l'autre. En effet~ chacu~e des 
droites du plan est dgcomposde par ]es deux ~u~res en deux segments 
qu'on peat dgsigner d~'gremmen~ (par 12 et 21 etc.). Alors si 12~ 34, 
56 est un des quatre triangles da l~laa A,  12, 43, 65 en esg celui dont 
le pgrim~tre est composde du cStg 12 da premier triangle et des seg- 
ments suppl6mentaires h ses deux ~utres cStgs etc. La figure nous 
montre qu'avec ces significations des notations la dernihre colonue in- 
dique d'une mani~re juste, non seulement les plans fermant les curer- 
tares, mais aussi !es triangles de ces plans. 

16.. La ~ble dun ~ pr6e6dent nous montre q~'une ouvergure don- 
nge n'~ pus les m~mes relaiions ave~., routes les autres 6uvertures, mais 
que oelles-ei se divisent en deux classes; six dent les no,ations eon- 
tiennent un senl des ehiffres de celle de l'ouverture donn6e~ et trois 
dent les nok~ions en eontiennent deux. Nous eommeneerons par in- 
diquer les relations de deux ouvertures dont les ~otations ont un seu~ 
chiffre eommun. La table et tes  explications du n ~ 14. nous en montrent 
une partle, la figure, o ~  h c, ause de la symm6trie lO-tuple de la 
surface, il sufs de regarder les deux ouvertures: 135 et 524, les 
autres. 

1 ~ L'une des ouvertures est visible du triangle oppos6 "h l'~utre. 
2 ~ Elles forment par rapport .~ un des triangles de t~ surface un 

couple d'ouvertures visib]es. 
3 ~ I1 y a encore deux ~riangles d'o~ eltes sont visibles routes deux. ~ 

Alors~ leurs contours sont v~sibtes tous deux, ou aucun des contours 
n'est visibles. 

4 ~ II y a qaatre triangles d'o~ l'une est visible, I'autre invisible. 
Chacune d'elles est visible des deux de ces triangles. 

5 ~ I1 y. a u n  triangle d'o~t auc~ne d'elles n'est visible. 
6 ~ Un d~s t~iangles fermants de l'une est formd des m~mes droites 

que l'un des triangles fermants de l'autre, iDans le voisinage du c6td 
commun it ces tria~gtes~ les deux ouvcrtums se trouvent de cliff,rents eS- 
tds, soit du Tlan, soit de la surface. 

poi~g de ce triangle, le sens de rotation dt~nt le m~me pour tousles h~ngles. 
Nous n'avons pus eet 6g~ra duns no~re table. 

M~tbem~$ische Amtalen, VII I .  
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7 o. Les patois des deux ouvertures ont en 'commun une partie de 
la surface, composde de 2 t(tragones de la seconde es~v~ce*) et de 

O, 1, '2 triangles 
O, 1, 2 pentagones I 
2, l, 0 tdtragones de la premi&e es~ce,  2 )pent. et tdtr. de la premiere es2~. 

JLes deux ouvertures se trouvent du m~me cStd de eette paroi commune. 
8 ~ Un des cSt6s du triangle oppos6 ~ l 'une des ouvertures est 

une pattie d'un c5t6 d'un triangle fermant  l 'autre ouverture (de celui 
qui ne se trouve pas dans le m~me plan qu'un triangle fermant la pre- 
miere ouverture). Suivant que le triangle oppos6 g la premiere ou- 
verture se trouve de Fun ou de l 'autre c5t6 de cette droite, il appar- 
tient g la paroi de la seeonde ouverture, ou non. Le triangle oppos4 

l 'ouverture 135 se ~rouve~ dans notre figure, sur ]a paroi de 524, 
mais non pas sur celle de 364. On volt donc que les droites sortant 
d'un triangle passent seulement ~ar l'ouverture o ploosge et par  los trois 
ouvertures visibles dent les contours ne sent pas visibles. 

17 . .  Regardons ensuite les relations de deux ouvertures dent los 
notations ont deux chiffres communs. 135 et 354 peuvent servir d'exemples. 

1% Chacune des deux ouvertures est invisible du triangle oppos6 
l'autre. 

2 ~ I1 y a encore quatre triangles d'ofl ]'une eat visible, l'autre, 
invisible. Chacune est visible de deux de ees triangles. 

3 ~ I1 y a quatre triangles d'ofl elles sent visibles routes deux. Alors 
le contour d'une seule d'elles est visible. 

4 ~ Les 29arois des deux ouvertures ont en commun une 19artie de 
la surface com~vos& de 8 tdtragones de la seconde es~&e~ de 4 2~entago- 
nes et de 4 te'tragones de la ~n'emiL~re esp~ce. Cette paroi commune sd- 
pare les deux ouvertures. 

18. On volt en regardant un polygone de chaque esp~ee**) sur 
la surface que route 2artie de la surface ap~artient aux ~arois de trois 
ouvertures diffgrentes. Lea trois ouvertures attenantes ?, un triangle se 
trouvent du m~me c6td de cette figure, pendant gu'un tdtragone ou pen- 
tagone s@are deux des ouvertures attenantes d lui de la troisi&ne. Deux 
ouvertures qui se trouvent du re@me c6td d'une paroi commune n'ont, 
darts leurs notations, qu'un ehiffre commun: lea relations expos6es dans 

*) On voit, en effet, qu'un seul point d'intersection de droites ~ points doubles 
imaginaires se trouve sur la paroi commune. 

**) Nous avons d4j's va que le triangle 14, 36, 5 ~ appartient aux parois des 
ouvertures 146, 362," 524 qui se trouvent du m6me c5t6 du triangle. Le pentagone 
1', 2, 25, 36, 14 et le t&ragone de seconde esp~ce I' ,  2, 26, 14 sdpare l'ouverture 
526 des ouvergures 524 et 36"2. Les tdh'agoues de premiere esp~ce se comportent 
r les pentagones. 
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l e n  ~ 16. ont donc lieu entre elIes. Deux ouvel%ures sgpar4es par une 
paroi commune ont, dans lenrs notations, deux chiffres communs: Ies 
relations d u n  ~ 17. ont done lieu entre elles. [Voir I6, 7 et 17, ~.] 

19. I1 est utile de construire aussi des reprdsentations (projectibns 
stgreographiques) de la surface rue d'un pointfi 'un f<gtragone ou penta- 
gone. GrSee h la symmgtrie de ses proprigtgs il suffit de placer le 
centre de projection sur une seuie figure de chaque esl?~ce, et nous 
pourrons m~me n4g]iger le cas o~ il se trouve sur up tdtragone de 
premihre esp~ce, qui ne differe pus essentie]lement de eelui o~ il s~ 
trouve sur ua pentagone. En effet, l'ane de ces figures se transforme 
en l'autre, par une ldgbre altdration de la situation d'une droite, qui 
ne change pus le contour. 

~Nous avons ind~qud duns Ie n ~ 11 comment on distingue dans ces 
cas les parties visibles des parties invisibles. !l n'est pus difficile de 
construire les figures (schdmatique~), ni non plus de retrouver ]es droites 
de la figure originaire. 

Soit premi~rement lZ ce~tre de p,rojection 21acd dans le pentagone 
dont les cdtds sant des segments des 3roites 1", 2, 25, 36~ 14. Alors 
nous savons (voir le n ~ [1.) que le contour sera ~ompos4 de quatre 
branches dont les deux sont paraboliques, pendant que ]es deux autres 
ne s'4tendent pus h l'ingni. L.'une de celles-ci sera tangenLe aux droites 
du double-six 146, l'autre ~ celies du doable-six 135; nous les ap]pelle- 
tons 146 et 135. L'une des branches pa~,aboliques est tangente aux 
droites 2, 13, 5, 16~ 4, 1', [2, 3, 15~ 6~ 14, l'autre aux droites 1'~ 
26, 4"~ 23, 5"~ 2, 12, 6' 24~ 3', 25. Nous avons doric indiqug queltes 
sont les 23 tangeutes doubles de la seconde esp~ce (la droite .~ l'infini~ 
trace du plan tangent au centre de projection~ e n e s t  ]e 24~) ,  et 
quelles branches elles sont tangentes. Nous y ajoute~'ons que les droites 
du double-six fondamental, marquges de chiffres s~mples, sont encore 
]es ~angentes communes internes~ e~ que la branche 135 est encore 
placge du cOtg interne de routes les tangentes communes aux autres 
branches. Les tangentes doubles de la premiere esp~ee son~ les droites 
34 et 56, qui sgparent et les brar4ches 135 et t46, et les deux bran- 
ches para~oliques, la elroite 45, qui sgpare tes branches 135 et 146 des 
deux branches parabollques, et la droite 36~ qui est placge au dehor~ de 
routes l~s branches. 

Le point d'intersection des droites 14- et ~5 se trouve du m~me 
cStg de la clroite 36 que les branches du contour: s'il franchit cette 
droite le pentagone off se trouve le centre de projection se ~ransfor- 
mera en un tdtragone de la prvmi~re es2~ce. 

Le centre de projection se trouve (volt l en  ~ 18.) sur la paroi com- 
mune aux ouvertures 526, 524 et 362, qui en sgpare les deu.x derni&res 



de la premiere. Les droites par le centre de projection ne peuvent 
donc passer par ces ouvertures quant m~me elles soient ,,visibles". 
Les droites joignant Ie centre de projection ~ des points internes aux 
branches 146 et 135 passent~ respectivement~ par les ouvertures des 
mSmes noms; celles qui le joignent ~ des points internes ~ l'une ou 
l'antre des branches paraboliques passent par l'une ou l'autre des ou- 
vertures 364 et 142. Les ouvertures 156~ entre ]es branches 146 et 
135, et 534 et 312 en~e la branche 135 et les branches paraboliques~ 
sont invMbles~ comme daas le cas a~ le centre de projection se trou- 
vait duns te triangle 14, 36, 52. 

20. t~enons ensuite 2our centre de projection un ~oint du tdtra- 
gone de seconde es~)~ce limitd :par les droites 1', 2, 26, 14. Alors, 
comme duns le cas prgcgdent~ le contour sera composd de deux bran- 
ches tangentes, respectivement, aux droites du double-six 146 et ~ ceux 
du double-six 135~ e~ de deux branches paraboliques tangentes~ respec- 
tivement, aux droites 2, 13~ 5, 16, 4, 1'~ 12, 3, 15, 6, 14~ et aux droi- 
tes 1", 25~ 3", 24~ 6'~ 2~ 12~ 5', 23~ 4', 26. Seulement les ordres des 
points de contact ont subi ~ quelques petites modifications*). Celles-ci 
rgsultent d'une alfZration des situations des branches, dont aucune ne 
se trouve plus du c5td interne "~ routes les tangentes communes .aux 
autres. Au contraire, la branche 135 a h s par rapport ~ l'une des 
branches paraboliques la m~me situation, que la branche 146, par rap- 
por~ ~ l'autre. 

Les tangentes doubles de premiere esp~ce sont encore les droites 
34, 56, 45 et 36; mats ~ prgsent 45 et 36 s@arent les deux branches 
paraboliques, 34 e~ 56, tes deux branches 146 et 135; 36 et 34 sgpa- 
rent 146 de l'une des branches paraboliques~ et~ 45 et 56 s@arent 135 
de l'autre. 

Le centre de projection se trouve encore sur les patois des ouver- 
tures 526, 524 et 362. Les droites joignant le centre de projection 
des points internes ~ la branche 146 ou 135~ passent par l'ouverture 
du m~me nora, et celles qui le joignent ~ des points internes ~ l'une 
ou l'antre des branches paraboliques passent par l'une ou l'autre des 
ouvertures 534 et 142. (Duns le Gas prgcgdent it dtait par les ouver- 
tures 364 et 142.) L'ouverture 156 entre les branches 146. et 135, 
l'ouverture 364 entre la branche 146 et l'une des branches paraboliques, 
et l'ouver~ure 123 entre la branche 135 et l'autre branche parabolique, 
sont  invisibles. 

*) Pour les branches paraboliques nous avons indiqu~ ces ordres, en commen- 
~ant et finissant par les tangentes dont les points de contac~ sont voisins de ceax 
de ]a droite ~ l'infini. 
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~]. I1 n'esfl-pas difflcile ~ pr6sent de s'imaginer les transitions 
des figures qui ont lieu lorsque ]e centre, de projection franchit une 
des droites de la surface. A_u moment de txansi~ion le contour prd- 
sente un point doubl% k branches r4elles si la droite a des points 
doubles r~els~ et s branches imaginaires si elle est uae des droites du 
double-six fondamental. 

Regardons par exemple la transition qui aura lieu si le centre de 
projection se meut da triangle 14, 36, 52 (cas de notre figure) au 
pentagone 1', 2, 52, 36, 14 (position discut4e dans le n ~ 19.). Au mo- 
ment de transition les deux branches 524 et 362, dont l'une a obtenu 
d6j~ avant la transition des contacts rdets ayes la droi~e ~ l'infini, 
sont li4es l'uue s l'autre par un point double s l'infini. La projection 
de la droite 36 coYncide a v e c l a  droite s l'infini et va devenir ensuife 
tangents double de la premiere espgce, pendant clue la droite "s l'infini 
va devenir tangents commune s deux branches. De m6me les pro- 
jections de 12 et 45 coYncidenA et vont changer de r61e. Les projec- 
tions des droites 

3% 6', 24, 25 
coiucident avec celles de 

6, 3, 15, 14, 

et leurs contacts vont se transporter de l'une branehe h l'autre. Les 
deux collections de droites joignanfi le centre de projection aux points 
internes aux deux branches passeni, avan~ et apr~s la transition, par 
les ouvertures 364 et 142, et elles sont aussi sdpar6es pendant la tran- 
sition*): ta seule dro~te 36 e n e s t  une position limits commune. Les 
droites qui passaient, avant la ~ransition, par l'oavert,ure 526 vont Stre 
remplac4es par des droites passant par l'ouverture 14-6, ];our Ia seule 
raison que le point de la surface d'o~ partent les droite,~ se meat; de 
la paroi de l'ouverfiure 146 s celle de 526. 

Les transitions qui ont lieu lorsque le centre de projection fran- 
chit d'autres segments de droites h points doubles rdels sont semblables 
k cetle dont nous venous de parler: la projection de la droite dont il 
s ' a~t  change de rSle avec ta droite ~ l'infini~ tes deux branches qu'elle 
touche changent de caract~r% et les quatre collections de droites qui 
ne rencontrent pas ultdrieurement la surface restent sgpardes. Si le 
segment franchi est -- eQmmr duns le cas discard ~ an segmenl a 
[no,talon d a n  ~ 7.],  qui s@are un triangle (l'un pentagons, ou up seg- 
ment b, qui s6pare tm pentagons d'un tgtragone de ta premiere esp~ce, 

*) En effe~, le segment de 36 qui appar~ient ~ la paroi de l'ouver~uze 364 es~ 
limi~e par les dro~es 14 et 45, et celui qui appartient ~ cells de 142, par 45 et 
25, et ces ouvertures se hrouvcnt d~ns le veisinage de 45 de c6t4s diff4rents de la 
surface. 
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[le segment de 41 qui est c5t6 commun au pentagone 1', 2~ 52, 36, 
14 et au t6tragone 1", 6, 36, 14 peat servir d'exemple], rune des deux 
ouvertures dont les parois sont sgpar6es par le segment [524 et 364 
dans l'exemple que nous venons de nommer] est visible de ]a figure 
plac~e sur la paroi de rantre, et alors une des quatre collections de 
droites va passer par une nouve]]e ouverture. Mais ce changement 
n'aura pas lieu, si le segment franchi est un segment e, parce que, 
d'un point de l'un des deux tgtragones de la seconde esp~ce que sg- 
pare ce segment, l'ouverture dont la paroi est sgparge de ce tdtragone 
par le mSme segment n'est pas visible. [Le segment de 41 qui s6pare 
le tg~ragone 1', 2, 26, 14 du tgtragone 1', 6, 26, 14 peut servir 
d'exemple. En effet, nous avons vu, dans le n ~ 20 ,  que l'ouvertmre 
364 n'est pas visible du premier de ces tgtragones.] 

Regardons ensuite ]a transition qui aura lieu si le centre de pro- 
jection se meat du pentagone 1', 2, 52, 36~ 14 (position discutge dans 
le n ~ 19.) au t~tragone 1', 2, 26, 14 (position discutde dans le n ~ 20.), 
en franehissant la droite ~ points doubles imaginaires 1'. Au moment 
de transition la branche parabolique tangente "~ 2, 13, 5 etc. se rdduit 

un point isolg ~ l'infini. La projection de la droite 1' cdincide avec 
la droite "~ rinfini, tes projections des droites 

2, 3, 4, 5, 6, 
avee celles de 

12, 13, 14, 15, 16. 

Apr~s la transition une nouvelle branche parabelique, tangente aux 
m8mes droites que celle qui a disparu, commence .g paraltre au coin 
opposg du plan. Les droites qui, avant la transition, joignent le centxe 
de projection aux points internes ~ Ia branche qui v~ dispara~tre pas- 
sen~ par l'ouverture 364, celles qui, apr~s ]a transition, ]e joignent aux 
points internes ~ la nouvelle branche passent par l'ouvertare 534. Au 
moment de transi t ion,  ehaeune de ees collections se r~duit ~ la seute 
droite 1'. La transition n'gtablit donc aucune connexion des deux col- 
lections. Les trois autres collections qui ne rencontrent la surface qu'au 
centre de projection passent apr&s la transition par les m~mes ouver- 
tnres qu'avant elle~ Les autres cas off le centre de projection s 
une droite g points doubles imaginaires ne different pas essentiellement 
de celui dont nous venons de parler. 

22. Les discussions prgcgdentes contiennent la ddmonstrat/on de 
quelques-unes des proprigtgs des droites qui rencontrent la surface ell 
un seal point. Leur gdndralitd est prouvge par la circonstance que 
nous avons eu dgard ~ routes les positions possibles du centre de pro- 
jection sin- la surface. 

1 ~ Toute &'oite q, encontrant la surface en un seal ~ i n t  2oasse ~oa.r 
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une seuZe de ses dix ouvvr~res. On aura ainsi une division de ces droi- 
~es en dix collections (d'une infinit6 q~Iadruple). 

2 ~ En  un ~oiat q~lcon~ue de la sat/ace .?mssent des droites de 
ffuafre de ces dix collections - -  de trois~ duns le cas particulier off le 
poin~ se trouve sur une des douze droites h points doubles imaginaires. 

3 ~ L a  collection 2assant 2 a t  u~w ouverture '~t'est en connexion 
qu'avee celles qui ~vazsent par les six ouvertures dent les hems co~tien.. 
nent un seul des ehiffres de ceZui de la vremiire collection. L'tles enest  
s@arde 2 a t  six com~)lexes*) de droites rencontrant des ~parties des seg- 
ments qui sd2a~'ent tes patois des ouvertures. Cbacune de ces parties 
est composde d'un segmen~ a e t  i[e deux segments 3, on bien~ elte es~ 
interceptde par deux droi~es h points double~ imaginaires [voir le n ~ 21.~. 

Les 30 comple~es qui sdparent les dix collections de dr(rites dtant 
sdpargs entre eux~ nous pourrons trouver le hombre qui exprhne la 
connexion de la collection totale des droi~es qui ne rencontrent ]u sur- 
face qu'en un seul point, en nous demandant combien il faut de ces 
complexes pour 1.ui donner une connexion simple. 

Nous pouvons former plusienrs suites cycliques de 5 collections 
dent ehacune n'est en connexion qu'avee la pr~cedente-et avec ]a con- 
sgcutive. Les collections des ouvertures 

5"24, 135, 526, 354, 516 

en font,  par exemple, une. On peut interrompre cette suite cyclique 
par un complexe - -  par celui, par exemple, qui s@are ]a derni~re 
collection de Ia premiere - -  sans dgcomposer par ceta la collection to- 
tale. Pour tier une des 5 au~res collections .~ ce~te suite, sans e~tablir 
de nouvelles connexion~, il faut qu'on garde une scale de ses coa- 
nexions avec les collections de ]a suite. Le nombre des connexions .~ 
garder es~ done 4 + 5 ~ 9, celui ~es connexions ~ iaterrompre par 
des complexes sera, par consequent, 30- -9=~21"~) .  Oa voir do~e qua 

4 ~ Ze hombre-maximum &s com21exes ~ui inter~'om~e'~# des con- 
nexions des droites reneontrant la surface en u n s e u l  2oi,~t, sans ddeom- 
~voser ~ collection totale dle ces droites, est dgal d 21. 

23. La projection stdrgiographique d'une surface cubique, qui nous 
a did tr~s utile pour l'~tude des droites de la surface, n'aide pas moths 

*) Le mot de cemplefe ne sign~fie ici qu'une partie limitde des droites qui 
rencontrent un segment d'une droite. 

**) On peut d~ab[ir la connexion simple en interrompant ~outes tes connexions 
des droites de deux ouvertares, ~ !'exception de celles qui se fSnt par les com- 
plexes 

56, 54, 51, 52~ 43~ 21, 41, 16, 24, 
o~ nous avons donnd aux complexes les noms attribu~s duns la table aux segments 
que leafs droites ren(~)ntrent. 
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l'g~ude de ses autres courbes, par exemple ~ celia de ses sections 
planes. M. Kle in*) ,  en s'appuyant aux proprigtds des surfaces ~ quatre 
points coniques, a prouv6 qu'il existe trois groupes de collections (d'une 
infinitg triple) de sections planes d'une surface cubique de premiere 
esp~ce qui sont composges d'un ovule et d'une branche d'ordre impair: 

le premier groupe comprend 10 collections, o~ l'ovale, qui se trouve 
sur un triangle ne rencontre aucune des droites de la surface; 

le deuxi~me groupe comprend l0 collections~ off l'ovale, qui entoure 
une ouverture~ rencontre routes les droites d'un double-six; 

le troisi~me grou!e comprend 15 collections, o~ l'ovate rencontre 
16 droites. 

Toutes ces collections sont s6parges entre elles; car des collections 
d'une infinit6 simple ne suffisent pus pour 6tablir une connexion entre 
des collections d'une infinitg triple. 

En prouvant ces m~mes ~6sultats au moyen des projections stgrgo- 
graphiques de la surface, ce qui se fair sans aucune diffieultg, on trouve 
en m~me temps les r6sultaks suivants, off o~ et i~ dgsignent, respective- 
ment, tes hombres des collections, appurtenant au r ~''~ groupe (r ~ l,  
2, 3), off f l y  ~, des ovules ou des branches d'ordre impair qui passent 
en le point de la surface dont il s'agit. 

1 ~ Point d'un triangle**): 

o 1==], i 1 ~ 0 ,  1~2, 3 ,  4 ;  02~-3 ,  i 1~--3; o 3 ~ 3 ,  i 3 ~ 3 .  

2 ~ Point d'un pentagone ou d'un t~tragone de premibre esp~ce 

o1~-~--0 , i i -~ -0 ,1~2  , 3 , 4 ;  o2-~--3 , i2~---3; o 3 ~ - 4  , i ~ 3 .  

3 ~ Point d'tm t6tragone de seconde espbce 
o ~ 0 ,  i~ ~ 0 , 1 ,  2, 3, 4; 0 2 ~ 3  ~ i 2 ~ 4 ;  o ~ - 4 ,  i3-~-2. 

Le plan ~angent appartient, eomme position limite, ~ une des col- 
lections du premier, du troisi~me ou du deuxi~me groupe, suivant que 
le point de contact se trouve duns un triangle, duns un pentagone ou 
tgtragone de la premiere esp~ee, ou duns un t6tragone de ]a seconde 
esp~ce. 

IV. Surfaces ~ 15 droites r6oll0s***). 

2~. Nous avons dgjg dit (duns le n ~ 3.) clue, pour avoir une image 
(sch6matique) de la projection st6rgographique d'une surface de la 
deuxi~me espece~ rue d'un point d'un ~riangle, il suffit d'effacer duns 
no~re figure une branche quelcoaque du contour, par exemple la branche 

*) M~moire cit~. 
**) On ne pent avoir i i  ~ 4 clue duns le cas off le poin~ se trouve duns ]a 

pattie du triangle off la courbure es~ hyperboliqueo 
***) VoLt le n ~ 8. 
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135. Alors routes les droites du double-six 135 deviennent ~maginai- 
res, et l'ouverture 135 cease d'exisfer. Le double-six fondamenta~ de- 
vient imaginair6, et cetles de ses droites qui resten~ rgelles: 2, 4, 6, 
1", 3', 5" sent les droites communes /~ lui et au double-six 246 qui 
devient aussi imaginaire. Les doubles-six 524, 146, 362 et 364, 526, 
142 restent rdels, quunt m~me~ duns chacun d'eux, les droites de deux 
couples deviennent imaginaires, et ils entourent encore des ouvertures 
visibles /~ notre point de rue. Lee doubles-six 354, 516, 132 devien- 
nent imaginaires, et les ouvertures qu'ils entouraient, cessent d'exister. 
Mais ces ouvertures seront remplacdes par trois nouveltes ouvertures 
invisibles, placdes entre les branches du contour, et entourdes des 
doubles-six rgels, mais ~ quatre droites imaginaires; 162, 324, 546. 

Ea m6me temps clue l'ouverture 135, six des dix triangles de la 
surface eessent d'exister. Aux quatre triangles qui restent ~'ajo~tent 
deux qui oat pour pdrimbtres ceux des triangles plans qui fermaient 
l'oaverture 135. Les autres triangles des m~mes plans ( A e t  B) ser- 
vent encore ~ fermer des ouvertures, de m~me clue trois 'des triangles 
plans formgs des droites qui entourent chacul~ des autres triangles de 
la surface, et nous ne rencontrons plus aucun plan tangent triple dent 
tous les triangles fermen~ des ouvertures, les plans C, / ) ,  E grant 
devenus imaginaires. 

Les tables suiva~ltes donnent un aperpu sur ces proprigt6s: 

Triangle 

14, 36, 52 (F) 

56, 12, 34 (A) 

327 54, 16 (.B) 

14, 56, 32 (G) 

36, 12, 54 (H) 

527 34, 16 (J) 

Couples d'ouvertures 
visibles 

524 i 146 362 
364 I 526 142 

126 342 564 

542 164 326 

324 146 562 
564 326 142 

546 362 I24 
! 126 542 364 

4 , _ 34211~ 4 346 526 
t 

i 

Ouvertures invisibles 

162, 324, 546 

524, 146, 362 

346, 562, 124 

1(32, 524, 346 

324~ 146~ 562 
- - I t '  

546, 362, 124 



Oaverture 

524 

146 

362 

364 32, 

526 54, 

142 16, 

162 14, 

324 36, 

546 52, 

Triangles fermanfs 

56, 21, 43 (A) et 56, 23, 41 (G) 

12, 43, 65 (A) et t2,  45, 63 (H) 

Droi~e correspondence 

63, 25 (F)  et 14, 65, 23 (G) 

56 

12 

34, 65, 21 (A) e~ 34, 61, 25 (J) 34 

61, 45 iB) et 32, 65, 41 (G) 32 

23, 61 (B) et 54, 21, 63 (H) 54 

45, 23 (B) et 16, 43, 25 ( J )  16 

14 

25, 4I (F)  et 36, 21, 45 (H) 

41, 63 (F) et 52, 43, 61 (J)  

36 

52 

Les lettres d ,  /~, F etc. indiquent les plans tangents triples off se 
trouvent les triangles qne nous venons d'~num6rer, et nous distinguons, 
comme dans le n ~ 15., par l'ordre des chiffres qui composent les no- 
tations des cStgs de ces triangles, les deux segments intercept6s sur 
nne droite par les deux autres droites dans un de ces plans fan- 
gents triples. Mais le segment 12 d'un triangle du plan A est diff6- 
rent da segment 12 d'un triangle du plan H etc. 

~ On voit que la symmgtrie 6-tuple de la surface consiste en 
deux symm4tries triples; car et ses trois premiers triangles, dont les 
pgrim6tres se trouvent dans les plans E, A e t  /~, et ses trois derniers 
triangles, dont les pgrimbtres se trouvent dans les plans G, H ,  J, 
ont entre eux des relations diff6rentes des relations des trois premiers 
triangles avec les trois derniers. Si l'on gcrit les noms des ouvertures 
de la mani~re suivante (en fbrme de ddterminant) 

524, 146, 362 
346, 562, 124 
162, 324, 546, 

les trois sdries horizontales formeront par rapport aux premiers triangles~ 
les colonnes verticales par" rapport aux derniers, les deux triples d'ou- 
vertures visibles et te triple d'ouvertures invisibles. Deux ouvertures 
ont entre elles des relations diffdrentes, suivant qu'elles sont placges dans 
la mSme ~rie~ horizontale ou verticale~ du dgterminant~ ou non. Dans 
le premier cas leurs notations n'ont qu'un seul chiffre commun, dans Ie 
second elles en ont deux. 

Deux des segments d'une droite s poin~s doubles r4els sgparent la 
paroi d'une ouverture, corres2ondant 5 Ia draite~ de deux triangles de 
la surface: la continuation de ]a face interne de la paroi de l'ouverture 
sera la face convexe du triangle. Le segment suppl6mentaire ~ cha- 
can de ces deux cStds de triangles, s@are les parois des deux ouver- 
~ures qui correspondent ~ux autres cSt~s du m~me triangle: la eonti- 
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nuation de la face interne d~ l'une de ces parois est face externe de 
l'autre. [I1 taut qu'on se rappe]le que chacun des deux "segments de 
]a droite qui sont cStgs de triangles se trouve sur le segment supplg- 
mentaire ~ l'autre, et que les autres parties de la droi~e appartiennent, 
"~ la tots, ~ tous les deux segments supplgmentaires.] 

Pour trouver les nombres des polygones qui composent la paroi 
d'une ouverture, ou ]a paroi commune "X deux ouvertures, il est com- 
mode de compter les points d'intersection de droites ~ points doubles 
imaglnaires qui se ~rouvent sur ces parties de la surface (voir le n ~ 8.). 
On trouve les rdsultats suivants: 

~La 2aroi d'une ouverture est composCe de 
O, 1, 2, 3, 4 triangles 
6, 7, 8, 9, 10 pentagones 

16 pentagones et tdtragones. i0,  9, 8, 7, 6 tdtragones 
La ~aroi commune d deux ouvertures dont les noms n'ont qu'un 

seul chiffre commun) est composde de 0 - - 2  triangles et de 4 peatago- 
nes et tdtragones (dont les nombres respectifs ne sont pus d6terminds 
par celui des triangles). Les ouvertures se trouven~ du m~me eStd de 
cede paroi commune. 

La l~aroi commune d deux ouvcrturcs dont les notations on~ deux 
chiffres communs, est composde de 8 pentagones et tdtragones; elie sd- 
pare les ouvertures. 

Un triangle de la surface fait pattie des part, is des trois ouvertu- 
res dont les contours sont visibles de points placgs sur h i .  Les trois 
ouvertures se trouvent du m~me c5t4 du triangle. 

Un pentagone ou tgtragone fair partie des parois de quatre ouver- 
tures: il en sgpare tes deux des deux autres. 

26. Comme an triangle ikit partie des paro[s des ouvertures ,L 
contom's visibles, une droite sortant d'un point d'un triangle et n'ayant 
pus des intersections ultgrieures~ passe seulement par une ouveriare vi- 
sible ~ contour invisible. On volt de m~m% en effa~ant la br~nche 135 
et ses tangentes de la figures ddcrite duns ]e n ~ 19. (ou de eelle qui 
est dgcrite darts le n o 20.), qu'on peut faire passer par un point quel- 
conque d'un pentagone ou tgtragone trois collections de droites sans des 
intersecgons ultgrieures a v e c l a  surface~ et que chacune de ces col- 
lections passe par une seule ouverture. On pent donc appliquer ~ la 
surface actuelle les trois premiers thgor~mes exposCs duns le n ~ 22., en 
y rempla~ant seulement le hombre tota~ des collections de droites 2a t  9, 
cclui des collections contenant des droites 2assant en un 2oint d~ la surface, 
2ar 3, et celui des collections en con.nexion avee une collection donnde, par 4. 
Ces derni~res cottec~ons passen~ par ~es ouvertures qui, dans te ,dC~er- 
minant" du n ~ 25., se trouvent duns la m~me sdrie horizontale ou ver- 
ticale que l'ouver~ure donnge. 

Les suites eycliques se composent ~ prdsent de mutes les collections 
l'exception des trois qui passent par trois ouvertures qui formeraient un 

terme du d~terminant. On trouve; en proc~dant comme duns le n ~ 22 ,  



que le nombre.~naximun~ des complexes qui interrom2ent des connexions 
des droites rencontrant ta surface e~ un se~a~ point, sans ddcomToser la 
collection totale, est e'.gal d 10. 

27. Les collections, sgpar6es entre eltes, de sections planes h ovules " 
rgets n'appartiennent ~ pr6sent qu'~r deux groupes: 

le _premier growpe comprend 6 collecti'ons~ o~ l'ovale, qui se trouve sur 
un triangle, ne rencontre aacune des droites de la surface; 

le second groupe comprend 9 collections, off ]'ovule, qui entoure une 
ouvertur% rencontre routes tes droites rdelles d'nn double-six r6el. 

En donnant aux notations o~, il, o~, i 2 les m6mes significations 
que dans l e a  ~ 23., on trouve encore les r6sultats suivants: 

1 ~ Point d'un triangle: 
o~---1, i ~ = 0 ,  I , 2 , 3 , 4 ;  o 2 ~ 3  , i ~ 3 .  

Le plan tangent appartient ~t une collection du premier groupe. 
2 ~ Point d'un pentagone on d'un t6tragone: ~ 

o 1 = 0 ,  i 1-~- 0 , 1 ,  2, 3, 4; o 2--~4,  i , - ~ - 3 .  
Le plan tangent appartient ~ une collection du second groupe. 

u Surfaces ~ 7 dr0ites r~elles*). 

28. On aura une image de la projection stgrgographique d'une sur- 
face de la troisi~me espbce, rue d'un point d'un triangle s e n effacant dans 
notre figure les deux branches 135 et 146 du contour. AIors routes les 
droites de ces deux doubles-six deviennent imaginaires. 

Les droites rdelles du double-six 524 sont les m6mes_ que celles du 
double-six 362, et il es~ aussi 6vident que les deux branches du contour 
doivent appartenir ~ la m6me ouverture. 0 n  pourrait dire que cette 
ouverture visible a dettx contours visibles (voir le n ~ 14.). De m6me les 
droites r6elles du double-six 324 sont les m6mes que ce]les du double- 
six 526: elles entourent une ouverture invisible. Le centre de projection 
se trouve duns le triangle: 12, 36, 54. Une ddformation analogue 
cetle d u n  ~ 13. n'aura pas des effets essentiels. 

La table suivante donne ua apergu sur les propri6tgs de la surface 
(r aux tables du n ~ 24.): 

0uverture 0 uverture Triangles ferment 
Triangle visible invisible l'ouverture visible 

1 2 , 3 6 , 5 4 }  2 1 , 4 3 , 5 6 }  
12, 63, 45 (H) 524 526 (A) ! 21, 34, 65 

1 2 , 3 4 , 5 6 }  21, 63, ~ }  
12, a3, 65 (A) 526 524 21, 36, 

- I  

On volt que les deux triangles du plan A (ou H )  qui out pour base 
commune le segment 12 (qui duns le plan H est diff6rent du segment 12 

*) u te ao 9. 
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duns le plan A) ont les m~mes pgrimhtres que deux triangles de la sur- 
face, pendant que ]es deux autres triangles du m~me plan, qui oat pour 
base commune le segment 21, ferment l'ouverture qui n'est pus visible 
des deux triaag'lea de la surface que nous venons de hammer. La con- 
tinuation de la face interne de la paroi d'une ouverture au-del~ du seg- 
ment 21~ cStd commun aux deux triangles qui la ferment, est face ex- 
terne de la m6me ouverture. 

Un triangle de la surface se trouve sur la paroi de l'ouverture qui en 
est visible, et il prdsente sa concavitd du c5t6 de l'oaverture. Les qua t re  
hexagones de la surface se trouvent sur les patois de routes les deux 
ouvertures, et ils les s6parent. 

Duns tons les-cas Ies points de la surface se ~,ouvent sur les patois 
des ouvertures qui en sont visibles: Aucune droite ne pent done ,pas- 
ser par L: une ouverture, ce qui rdsulte aussi de la circonstance que tous 
ses deux triangles fermmats se trou~ent dans le m6me plan. On ne 
peat, par consdquent, trouver ]a connexion des droites renconfxant la 
surface en un seal point par les m6mes procddds qui y servaient pour 
les surfaces h 27 ou 16 droites; mats on troave par d'autres c0nsidd- 
rations clue re nombre-maximu,m des complexes ~tui interrom2ent des con- 
nexions des droites re~wontrant la swrface d 7 droites rd~lles e~'~ unseul  
point sans ddc, gmposer h~ collection de ces droites, est dgal ~ 3. Oa peut 
se servir, ~ cet effet, du complexe des droites de la collection qui ren- 
contrent une des droites ~ points doubles imaginaires, et des deux com- 
plexes qui rencontrent [es deux segments intercept~s sur la droite 12 
par les droites 1' et 2 ,  et qui ne sont pus en connexion avee le pre- 
mier complexe, Ces deux derniers complexes sont sgpargs l'un de l'autre, 
parce que le cSne qui en renferme les droites sortaat d'un point de 12 
se rdduit "~ zdvo at~ moment o~ ce point est un point d'interseetioa avec 
1" ou 2. [I1 existe un autre complexe de droites qui ne rencSntrent 
la surface qu'en des points de 12: il est en connexion avec ceux des 
droites qui ne la rencontrent queen des points de 1' ou 2]*). 

Les collections, sgpar6es entre elles, de sections 2lanes .~ ovules ap- 
partiennent ~ deux groupes~ dont le premier comprend quatre eollee- 
tions~ o~ l'ovale, qui se trouve sur un triangle, ne rencontre aucune des 
droites de la surface, pendant qae le second comprend deux collections, 
o~ l'ovale, qui entoure une ouverture, rencontre qaatre droites. On trouve 
encore, avec ]es notations des n '~ 23. et 27 ,  tes rdsultats suivants: 

1 ~ Point d'un triangle: 
o l ~ l ,  i l ~ 0 ,  1~ 2~ 3, 4; o 2 ~ 1  , i2~---1. 

Le plan tangent appartient ~ une collection du premier groupe. 
2 ~ Point d'tm hexagone: 

o~ -~0 ,  i 1 ~ 0 ,  1, 2~ 3, 4; o ~ - 2 ,  i ~ - l .  
Le plan tangent appartient it une collection du second groupe. 

~) Computer aux n~ 21 e% 26. de mon mgmoire st~r les formes des qu~r~ques 
planes. 
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Les propri&& des deux esp&cs de s~trfaces it 3 droites son~ assez 
simples pour nons dispenser d'y insister ici. Nous nous bornerons 
la remarque qu'un seal complexe suffit pour donner une connexion 
simple g la "collection de droi~es reneon~rant la surface de la quatri~me 
esp~ce, ou la nappe d'ordre impair de la surface de la cinqui~me esp~ce> 
en un sen1 point. Si, pour la derni~re surface, on enl~ve de la col- 
lection les droites qui en rencontrent la nappe d'ordre pair, on aura 
besoin de deux complexes. 

Nous ferons encore remarquer que les projections st&dographiclues 
sont aussi utiles pour l'&ude de la connexion, soit des surfaces elles- 
m6mes, soit de l'espace o~ se trouve une de ces surfaces. 

C o p e n h a g u e ,  12 avril I874. 


