
U e b e r  die sogenann te  Nicht -Eukl id ische  Geometr ie .  

(Zweiter Aufsatz.) 

u FF, I,Ix KI.sIN in ERr.ASOEN. 

Die nachstehendea Auseinandersetzungen sehliessen sieh an einen 
frCiheren Aufsatz fiber denselben Gegenstand (diese Annalen IV, 4) 
an und sind bestimmt, einige dor~ nur nugedeutete Punkte waiter 
auszufiihren. Es gait mir damals haupts~iehlich, in mSgliehst an_ 
schaulicher Weise darzulegen, wie Cayl  e y ' s  projectivische Massbe- 
s t immung in Ebene und Raum ein ~quivalentes Bild flit die Lehren 
der Nicht-Euklidischen Geometrie ergiebt. Ich durfte hoffen, letztere 
dadureh einem allgemeinen Verst~ndnisse zug~nglieher gemaeh~ g]eieh- 
zeitig abet aueh Ausgangspunkte fiir weRere Untersuehungen ge- 
wonnen zu haben. In letzterem Betracht hatte ich nut angedeutet, 
wie die vorgetragenen geometrischen Ueberlegungen fiir Mannigfaltig- 
keiten yon beliebig vielen Dimensionen zn verwerthen seien. Ich hatte  
ferner die Ansicht entwickelt, dass man in iihnlicher Weise, wie 
v. S t a u d t ,  die projeetivische Geometrie aufbauen k~nne, auch ohne 
fiber das Parallelenaxiom etwas festzusetzen. Es sind hauptsiichlich 
diese beiden Punkte, welehe jm Folgenden im Sinne des damaligen 
Aufsutzes, abet in der fortentwiekeRen Form, die sic inzwischen bei 
mir  gewonnen haben, dargelegt werdea sollen. Wean ich dabei of t  
weiter aushole und gelegentlieh vielleieht e~was weRliiufig w~trei so 
trieb reich dazu der Wunseh, mSgliehst verst~indlieh zu sehreiben und 
dadurch yon vorneherein Zweifel an der Richtigkeit; der Bekraehtung 
zu beseitigen, welehe sich bei so abstracten Gegenstiinden nur zu 
leicht aufdr'~ngen. Zugleich mSgen denn dadureh die Bedenken ent- 
fernt  werden, welehe mir von versehiedenen Seiten her hinsiehtlich 
meiner friiheren Arbeit ge:fiussert worden sind. 

Die nachs~ehenden Untersuehungen sind wie die damaligen rein 
mathematischen Inhaltes. Es bleiben ihnen also durehaus die Fragen 
fern, welche Vortheile aus den bez[iglieben mathematisehen Resultaten 
f~ir die Raumanschauung oder iiberhaupt die Naturerkenntniss ge-  
wonnen @erden kSnnen. Abet es ist vielleicht nieht ~iberfliissig, nach 
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dieser Seite hin den Gegenstand hier zu pr.Xeisiren, da nur zu viel- 
fach diese n2athematisehen Betrach~ungen mit eventuellen Aawendungea 
derselben untermischt und verwechselt werden. 

Die Untersuchungen der Nieht-Euklidischea Geometrie haben 
durchaus nicht den Zweck, fiber die Gtiltigkeit des Parallelenaxioms 
zu entscheiden, sondern es handelt sich in denselben nur urn die 
Frage: ob das Parallelenaxiom einc mathematische JFolge der iibrigen 
bei ~uklid aufge/Tihrten Axiome ist; eine Frage, die durch die frag- 
lichen Untersuchungen definitiv mi~ ~Vcb~ beantwortet wird. Denn 
sie haben ergeben, dass man ein in sich consequentes Lehrgebiiude 
auf Grund allein der fibrigen Axiome aufbauen kann, welches das 
Lehrgeb~ude der Euklidisehen Geometrie nut als einen speeiellen 
Fall umfasst. 

Aehnliche Untersuchungen kSnnte man und sollte man mit Bezug 
auf alle anderen u die unseren geometrischen Vor- 
stellungen zu Grunde liegen, anstellen. Es is~ die Nieht-Euklidisehe 
Geometrie ein erster Schritt in einer l~ichtung, deren allgemeine 
Mi~gllchkeit dutch R i e m a n n ' s  Arbeit*) ,Ueber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Grunde liegen" vorgezeichnet ist. Ein Khn- 
lieher Schritt is$ es, wean man das Axiom yon der unendlichen Lgnge 
der Geraden fallen liisst, wie ich dies in meinem vorigen Aufsatze im 
Anschlusse an die Arbeiten yon R i e m a n n  und H e l m h o l t z  gethan 
babe. Dann ist ausser der Nicht-Euklidischen Geometrie im Sinne 
yon L o b a t c h e f s k y ,  B o l y a i ,  oder~ wie ich sie nenne, de r hyper- 
bolischen Geometrie, noch eine zweite Geometrie, die elliptische~ mSg- 
lieh; zwischen beiden bildet die gewShnliche, parabolisehe Geome~rie 
den Uebergangsfall. 

Allerdings sind wohl nicht immer und nicht alle Bearbeiter der 
Nicht-Euklidischen "Geometrie oder verwandter Gegenst~nde der hier 
entwickelten Ansicht gewesen. Mart mSchte dieses wenigstens schliessen, 
wenn z. B. B o l y a i  die Abhandlung, in der er das Parallelenaxiom 
fallen li~ss~, ,,fiber die absolut wahre Raumlehre" betitelt. Aueh in 
der neuesten Zeit scheint diese Auffassung noeh nieht ganz verschwunden, 
so dass es wohl nicht fiberflfissig is~, hier ausdriiekli;h auf dieselbe 
als eine yon der hier vorgetragenen abweiehende aufmerksam zu maehen. 

Maa kann fragen~ ob solehe Untersuehungen, wie sie dutch die 
~Nicht-Euklidisehe Geometrie als Beispiel vertre~en sind~ noch ausser- 

*) Bei giemann ist die rein mathem,~tische Betrachtung nieht fiber~ll yon 
den Betrachtungen mehr speculativen Charakters gesehieden, die sich ,~uf die 
Objectiviti~t der R~umansehauung etc. beziehen. Auf dlesen Umstand ist die viel- 
fach fiber die bez. Dinge verbreitete Unkl~trheit wohl zum grossen Theile zuriiek- 
zaffihren, 

:Mathemo.ttsche Annalen. VI. 
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halb des speeiellen Zweekes~ um dessen willen sie entwickelt werden, 
anderweitigen Nutzen besitzen und in weleher I{ichtung derselbe zu 
suchen ist. Mir seheint ein zweif~eher Nutzen zu resulhre~, ein re in  
ma~hematischer und ein, wenn die Ausdrucksweise gestattet ist, phy- 
sikaliseher. In erster Linie erweitern die Untersuehungen den Kreis 
unserer mathematischen Begriffe. So haben die Betrachtunge~ fiber 
Parallelenfheorie, ganz allgemein zu reden, einen wesentlich neuen  
Begriff geliefert, den Begriff einer beliebig ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit yon constantem Krtimmungsmasse. Dann aber -- und das 
{st die physikalische Wichtigkeit soleher Forsehungen -=- gewinnen 
wir dutch dieselben Material, um die uns geli~ufigen geometrischen Vor- 
stelhngen nach ihrer Nothwendigkeit beurtheilen und eine Abiinderung 
derselben, falls eine solche wtinschenswerth scheinen sollte, zweck- 
miissig treffen zu kSnnen. Ich kann in dieser Beziehung nur ( i n  
etwas freier Fassung) die Schlussworte der Riemann'schen Arbei t  
citiren : 

,Solche Untersuchungen, welche, wie die bier gef#hrte, yon allge- 
meinen .Begriffen ausgehen, k~nnen dazu dienen, class die Umarbeitung 
der iiberkommenen riiumlieh-mechanischer~ Vorstellungen nicht dutch 
die Beschrdnktheit tier Begriffe gehindert und der ln'ortschritt im ~Er- 
kennea des Zusammenhanges der Dinge nicht dutch iiberlieferte Vor- 
urtheile gehemmt wird. '~ 

Abet einsei~ig wiirde es sein, wollte man, wie dies gelegentlich 
yon physikaliseher oder philosophischer Seite geschieht, in einer  
solchen eventuellen Verwendung der betreffenden Untersuchungeax den 
oinzigen Nutzen derselben erb]icken; und es ist jedenfalls nur vortheil- 
haft~ wenn man die Fragen trennt, und zuniichst die rein mathema- 
tisehen Betrachthngen, welehe die .Grundlagen fiir die sich an- 
sehliessenden sloeculativen sind, durcharbeitet. 

Die fo]genden Ausfiihrungen' zerfallen in zwei Abschni~te, die 
under einander nur lose zusammenhiingen und h-~er nur .vereinig~- sein 
mSgen, weil sie sich beide an den frtiheren Aufsatz anlehnen. 

Der erste Abschnitt is~ dureh den Umstand hervorgerufen, class 
in meiner frtiheren Arbeit die Frage naeh dem Begriffe einer Mannig- 
faltigkeit yon eonstantem Kr~immungsmasse, und die Frage,. wieunsere  
rilumliehen Anschauungen zu modifieiren wi~ren, falls der Raum ein 
nicht versehwindendes Kr[immungsmass besi~sse, nieht yon einander 
getrennt behandelt sind. Es scheint dies bei dem Verst~ndnisse der 
Arbeit eine Hauptsehwierigkeit. zu bilden, und deshalb sollen die dort  
mit Bezug auf die erste Frage gewonnenen Resultale hier ohne a11e 
Verbindung mit der zweiten Frage noeh einmal ausgesprochen und  
ihrem Sinne und ihrer Tragweite nach deutlich begrenzt werden. I ch  
stelle reich dabei auf den rein analytischen Standpunld und handeIe 
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sofort yon Mannigfaltigkeiten yon beliebig vielen Dimensionen: wenn 
ich dabei gelegentlich yon geometrischen Dingen red% so ge- 
schieht es nur, urn abstracte Begriffe an einem concreten Bilde zu 
erl~iutern. Es wird dabei die gewShnliche geonJetrische Anschauung 
mit ihrera Parallelen-Axiome zu Grunde gelegt, was ja ein durchaus 
berechtigtes tttilfsmittel ist, auch wenn die objective Gtiltigkeit des 
Parallelenaxioms (oder der anderen Axiome) als nieht resists'bend be- 
trachtet wird, da diese uns gel~ufige Anschauung in sich nicht wider- 
sprechend ist, also wirkliehe mathematisehe Beziehungen in Evidenz 
setzt. Der begriffliehe Unterschied zwischen einer Mannigfaltigkeit 
yon constantem Kr~immungsmasse und dem, was ieh eine projectivisehe 
Mannigfaltigkeit nenne - -  oder, was das geometrische Analogon ist: 
der Unterschied zwischen metri_seh_er und projeetivischer Geometrie 
wird dabei in mSglichst bestimmter Form hervorgehoben, da so erst 
die Resultate einen durchsichtigen Inhalt erhalten. Ich glaube nieht, 
dass die Art und Weise, wie ieh diesen Unterschied e~nfiihre, wesent- 
lieh neu ist: vielmehr wird Jeder~ der dar~iber naehgedach~ ha~, den 
Unterschied in Khnlicher Weise auffassen; es ist mir aber nieht be- 
kannt, class diese Auffassung irgendwo dargestellt wKre und ich m~}chte 
sie hier um so weniger unerSrtert lassen, aIs sie naeh meiner Mei- 
hung Ftir mathematische Fragen fiberhaupt yon fundamentaler Be- 
deutung ist. Dementspreehend haben diese Auseinandersetzungen eine 
Ausdehnung gewonnen, hinter weleher die Partieen, die sieh insbe- 
sondere auf das constante Kriimmungsmass beziehen~ verh~ltnissm~ssig 
zurfiektreten. 

In dem zweiten Abschnitte begrfinde ieh denn eingehender die 
bereits genannte Behauptung: dass man in ~ihnlieher Weise, wie 
v. S t a u d t ,  die projectivische Geometrie entwickeln kann, aueh wenn 
man das Parallelenaxiom nicht zugiebt. Zu dem Zwecke zeige ieh, 
dass nie ht  nut  f'tir die Ebenen und Geraden des Raumes, sondern fiber- 
haupt fiir jedes Fliiehen- und Curvensystem, das in einem endliehen 
gaumstficke Khnliehe LagenverhSltnisse besitzt, wie man sie bei den 
Ebenen und-Geraden voraussetzt, innerhalb des begrenzten Raumes 
die projectivische Geometrie gilt. Diese Untersuchung, die hier zum 
Beweise der genann~tea Behauptung geftihr~ wird, scheint an und f~ir 
sieh yon Interesse. Si6 lehrt einmal ein merkwtirdiges Theorem der 
Analysis situs kennen, insofern der oben angedeutete Satz*) nur yon 
solchen r~iumtiehen Dingen handelt~ die bei einer stetigen Verzerrung 
des Raumes ungeEndert bleiben, und kann also in diese noeh wenig 
entwiekelte geometrische Disciplin eingereiht werden; andererseits 

*) Ich habe diesen Satz bereits in den GOtt. ~aehrichten 1872. Juni 5. mit- 
getheil~. 

8* 
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kann man sie als einen Schritt in der oben angedeutete~) Un te r -  
suchungs-Richtuag der Axiome der Geometrie betrachten: insofern s ie  
yon weniger Annahmen ausgeht, als man den Ebenen und Geraden 
des Raumes gewShnIieh beilegt, und doch das Vorhandensein e ine r  
Reihe denselben sonst zukommender Eigenschaften nachweist. 

E r s t e r  A b s c h n i t t .  

Die Mannigfal t igkei t  yon c o n s t a n t e m  Kr i immungsmasse ,  die  
projectivische Mannigfal t igkei t  a n d  i h r  gegenseit iges l (erh,~l tniss .  

w  

Begriff einor Mannigfaltigkeit yon beliebig vielen Dimensionon, wie e r  

im Folgenden za Grunde gelegt wird. 

Wenn n Verilnderliche 

X l ~ X 2~ . . . .  X~ 

gegeben sind~ so constituiren die nfach unendlich vielen Wer~hsysteme~ 
die man erh~lt, w~nn man die x unabhiingig yon einander die reellen 
lYerthe yon - - c c  bis ~-~x~ durchlaufen liisst, dasjenige, was hier, 
in Uebereinstimmung mit der gewShnliehen Bezeichnungsweise, eine 
Mannigfaltigkeit yon n Dimensionen genannt  werden soll. Das ein- 
zelne Werthsystem 

. . . .  

werde als ein Element derselben bezeichnet. 
Fiir n ~ 3 kann man --  and das ist der urspriingliche. Grund- 

gedanke der analytischen Geomet r i e - -  die Elemente der bez. Mannig- 
faltigkeit durch die Punkte des Raumes, die Mannigfal~igkeit selbsr 
also dutch den als Punkt-hggregat gedachten Raum vorgestellt sein 
]assen . 'Wir  werden hier and im Folgenden diese anschauliche and  
uns gel~utige Interpretation eines einzelnen Falles benutzen~ um uns  
an ihr jedesmal diejenigen Ideen zu b ilden, welche auf den allge- 
meinen Mannigfaltigkeitsbegriff iibertragen werden sollen. Den Punkt-  
raum denken wit uns dabei, wie bereits in der Einleitung gesag~, 
mit den Eigenschaften ausger~istet, die wir ihm gewShnlich, d. h. in 
der Euk]idischen Geometrie beilegen. 

Im Fo]genden soll bet Betrach~ung der Mannigfaltigkeiten ge-  
wShnlieh yon algebraischen Gebilden und algebraischen Processen ge- 
handel~ werden. In solchen F:cillen mSgen wi b wie dies in der neueren 
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Geometric gesehieh~, zu den bisherigen Elementen der Mannjgfhltig- 
l~eR neu% coml~lexe hinzuffigen, indem wir den n Variabeln 

X I ~  X ? ~  . . . X n  

fortan gestatten, beliebige complexe Werthe anzunehmen. Dabei wird 
es, wieder wie in der Geometrie, dennoeh gestattet sein, der Aus- 
drucksweise nach an einer nfaeh ausgedehnten Mannigfaltigkeit fest- 
zuhalten; der Vergleieh mit der in der Geometric iibliehen Rede- 
weise wird alle Schwierigkeiten in dieser Richtung fortheben. 

w  

Transformationen und Transformationsgruppen. 

Als eine Transfbrmatio~ der Mannigfaltigkei~ in sich selbs~ sei 
der  Uebergang verstanden, welcher yon jedem Elemente zu einem (oder 
einigen) zugeordneten ftihrt. Man m,~g die Transformation durch 
n Gleichungen bestimmen, nach we]chen das zugeordnete Element yon 
dem jedesmaligen ursprtinglichen abh~ingt. Die Art der Gleichungen 
"und ihre gegenseitige Beziehung ist fiir den Begriff zuniichst gleich- 
gLiltig; im Folgenden werden wir aber immer voraussetzen, dass sie 
umkehrbar sind. Die umgekehrten Gleichungen repr~sentiren~ was die 
uragekehrte Transformation heissen soll. Bezeichnet man, wie im 
Folgenden geschehen soll, eine Transformation durch einen Buchstaben : 
A ,  B , . . . ,  die Zusammensetzung z.weier Transforma~ionen A, B 
dutch das Symbol (Produkt) A B ,  so wird die umgekehrte Transfor- 
mation yon A durch A -~ darzustellen sein. 

Wir bemerken ferner, dass die Transformalionen, die weiterhin 
vorkommen, wesentlich algebraische sind, und (lass wir in solchen 
F~illen die Mannigfaltigkeit immer als eine complete MannigfaltigkeR 
und die Transformation als gleiehzeitig ftir die eomp]exen Elemenie 
eintretend ansehen. 

Sei nun eine Reihe yon Transformationen A, B,  C . . .  gegeben. 
Wean diese t~eihe die _Eigenschaft besitzt, dass je zwei ihrer Trans- 
formationen zusammeagesetzt eine Transformation ergeben, die se~bst 
wieder der t~eihe angeh6rt, so sell sie eine Transformationsgru2~vc*) 
heissea. 

*) Name wie Definition sind heriibergenommen yon der an~ogeu Begriffs- 
bildung der Substitutioustheorie, die sich nut dadurch yon der bier vorgetragenen 
unterseheidet, dass die in ihr betrttchCeten Mannigfaltigkeiten aus einer end[ichen 
Zahl disereter Etemente bes~eh~n. In einem fr~heren Autsa~ze (diese Annalen IV, l) 
haben Lie und ich das, was hier Transformationsgruppe heiss~, als ein ,ge- 
schlossenes System yon Transformationen" bezeichn~t. 
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Beispiele f~r dieseu Begriff mag man sich ~m dcr dutch de~t Ptmkt- 
raum versinnlichten Mannigfaltigkeit yon drei Dimehsionen bilden. 
Eine jede Bewegung~ eiae jede Collineation ist eine r~hlmliehe Trans- 
formation. Eine Gru2pe bilde~/: .  B. die Gesammtheit aller Be- 
weguagea; dean zw'~;~Y--I Beweguagen zusammengese~zt ergeben eine 
neue Bewegung. :Eine Gruppe bilden ferner etwa die Gesammtheit 
aller Collineationen, iasbesondere diejenigen Co]linea~ionen, die ein 
bestimmtes Gebilde, z. B. eine Fl':iche zweiten Gr~des~ in sich iiber- 
ftihren. Es ist tibrigens zum Begriffe der Gruppe durchaus nicht 
wesentlich~ dass die sie eonstitulrenden Transformationen, wie in den 
genannten Beispielen, an Zahl uaendlich sind und sieh contimrirlieh 
an einander ansehliessen, obwohl d~es der Charakter derjenigen Gruppe, 
sein wird~ die im Folgenden gebrauch~ werden. Vielmehr bilden z.B. 
die unendlieh vielen ruekweise auf einander folgenden Verschiebungen, 
welche eine Sinuslin~e mit sich selbs~ zur Deektmg bringea, eine 
Gruppe; ebenso die in endlieher Anzahl vorhandeaen Bewegtmgea, 
welehe einen Wfirfel mi~ sieh selbst zur Deekung bringen*). Aehn- 
liehe Unterseheidungen finden bei den Transformationsgruppen in be- 
liebigen Mannigfaltigkeiten ihre Stelle, doeh mag die n~he~e ErSrterung �9 
der sieh ansehliessenden l~raven als fiir das l~o]gende unnSthig hier 
unterbleibe~J. 

Zwei Transformationsgruppen heissen ?ilmlich**), wena man die 
Transformationen der einen Gruppe so den Transformationen der an- 
deren Gruppe zuordnen kann, dass die Zusammensetzung entspreehender 
Transformationen entspr~ehende" ' ' " ~ransformatmnen ergiebt. :Eine Trans- 
formationsgrupp% welehe mi~ einer gegebenen ahnlieh ist, er.h~lt man 
z. B., wenn man mit alleu Transformationen A der gegebenen Gruppe 
eine TransformatioJ~ C und deren umgekehrte C -1 in der Art ver- 
binder, dass die Transformatioaen C-aACentstehen. Man kann dies 
so ausspreehen. Die Transformationen A ffihren die urspr~inglichen 

" Elemente der Maunigfaltigkeit bez. in neue fiber. Auf die ursprfing- 
lichen und die neuen wende man gleiehzeitig die Transformation C 
an. So driicken die Transformationen C-tAC die Beziehung aus, 
welche zwisehen den Elemen~en besteht, die durch C aus den frfiher 
zugeordneten hervorgehen. 

Man kann under gewissen Einschr'~nkungen beweisen, dass je zwei 
~ihnliche Gruppen in diesem Sinne aus einander dureh Anwendung 

*) In einem Aufsatze: Sur les groupes de mouvements (Annali di mate- 
matiea, Ser 2. t. II) hal Camil le  Jordan alle Gruppen yon Bewegungsn auf- 
ge~tellt. 

**) Mau vergl, immer die analoge Terminologie u~d Begriffsbildung der 
Substitutionstheorie. 
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einer Hfilfstransforma~ion C hervorgehen; fiir das Folgende haben wir 
die Begr~indu~g und die Begrenzung dieses Satzes nichg nSthig, wit 
wolle~ vicbnehr untcr zwei dihnliche~ Transformationsgrul)pen schlccht- 
hi~ solchc zwci vcrstehcn~ die dutch Anwcndung ciner Transformation 
Caus  cinandcr cntstandcn sin& Dabei braucht C noch durchaus ]~eine 
eindeutige Transformation zu sein; sie kann recht wohl vieldeutig, 
selbst unendlich vieldeutig sein*). 

w  

Die HauptgruppB der r~umlichen Transformationen. 

Die Geometrie kann sich~ unseren gewShnlichen Vorstellungen 
nach**), ilberhaupt~ nur mit solchen Eigenschaften der r~umlichen Ge- 
bilde befassen, welche unabh~gig sind yon der Stelle im l~aume, die 
yon den Gebilden eingenommen wird, ,sowie yon der absoluten GrSsse 
der Gebilde. Auch kann sie nicht (immer ohne Zuhfilfem~hme eines 
dritten KSrpers) zwischen den Eigenschaften eines KSrpers und denen 
seines Spiegelbildes unterscheiden. Durch diese S~tze ist eine Gruppe 
riiumlicher Transformationen charakterisirt.~ sle mug die Hau1~tgrulg~e 
genannt werden ~ deren Transformationen die GesammtheR der geo- 
metrischen Eigenschaften eines Gebildes unberiihrt lassen. Es setzt 
sich diese Gruppe zusammen aus den sechsfach unendlich vielen Be- 
wegungen, aus den einfach unendlich vielen Aehnlichkeitstransforma- 
tionen und aus der Transformation durch Spiegelung an einer Ebene. 

Hatten wir seither den Punktraum schlech~hin als eine dreifach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit aufgefasst, so kSnnen wir jetz~ eine 
n~here Bestimmung hinzufiigen, welche durch das Vorhandensein der 
Hauptgruppe riiumlicher Transformationen bedingt wird: 

Dcr _Punktraum ist eine Mannigfaltigkeit yon drei Dim~nsionen, 
bei deren ])ehandlung man nut auf solche ~Eigenschaften auftretender 
Gebilde zu achten hat, die dutch die Transformationen der Hau2t- 
grulope unge~indert .bleiben *** ). 

*) Z. B. sollen, ffir n-~ 2, noch als ghnlich bezeichnet sein die Gruppen: 
xl" ~ xt + a 1, x~'=x~+ez 

und 
y / ~  biyt, Y2" ~ b2Y~, 

weft sie durch die Substitution 
x i -~ log Yi, x~ ~ log y~ 

aus einander hervorgehen. 
**) In der Nicht-Euklidisehen Geometrie ist dies insofern auderB, als die Ver- 

wand~ehaft der Aehnlichkeit nlcht existirt. 
***) Dem Raume an and ffir sich kann man bekauntlich, nach tier Plficker'- 

Bchen AuffaBsung, beliebig viele Di~ensionen zuertheilen, je nach dem Gebildc, 
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Man iibersieh~ bereits bier, wie von einer bestimmten Behat~dlu~g 
efller Mannigfaldgkeit yon ~Dimensionen erst dann die l~ede s e i n  
]~ann, wenn eine Transformationsgruppe gegcben ist, welehe dig E i g e n -  
schaften, anf welche man achten will~ charakterisirt als die dnrch d i e  
Transformationen der Gruppe unver:,'mderliehen Relationen. Je umf~ng-  
reicher die Gruppe ist, um so geringer wird die Zahl der bleibenden 
Eigenschaften und umgekehrt. Besti~nde die Gruppe aus der ident ischen 
Transformation, d. h. aus derjenigen, die jedes Element sich selbs~ zu-  
ordnet, so warde jedes Elemen~ der Mannigfaltigkeit bei deren Be -  
handlung ein individuelles Interesse besitzen. 

w  

Die verschiedenen Methoden der Geometrie sind durch eine zugehf r ige  
Transformationsgruppe charakte~isirt. 

Wenn man yon bless formellen Ul3terschieden absieht - -  a l so  
etwa davon, ob die Art der Behandlungsweise ih fortwKhrender V e r -  
bindung mit der r'~umlichen Anschauung oder. unter Zuhiflfet~ahme 
eines rechnenden Algorithmus geschieht - -  so wird mart den Un~er- 
schied der in der Geometrle iiblichen Methoden in der Art der b e i  
der Behandlung adjungirten Transformationsgruppe erblicken miissen. 
Ffir alle geometrischen Betrachtungen ist, wie gesagt, yon vornherein 
die Hauptgruppe der Transformafionen gegeben. Wollte man n u t  
einen TheiI ihrer Transformationen in Betracht ziehen, so erhielte m a n  
solche geometrische Eigensehaften der r'&umlichen Gebilde, welche s i ch  
auf fest gedachte gegebene Elemente beziehen, die unter sieh natLir- 
lich die eigentlichen, nieht yon der Annahme fester Elemente ab-  
hhngigen geometrJsehen Beziehungen begreifen. Abet es bleib~ u n -  
benommen~ der allgemeinen geometrischen Be~raehtung start d e r  
ltauptgruppe eine weitere, die Hauptgruppe umfassende Gruppe y o n  
Transformationen zu Grunde zu legen. Und in der Einfiihrung solcher 
allgemeinerer Gruppen an Stelle der Haupigruppe besteht das Wesen  
~[er verschiedenen geometrisehen ~eti~ode~[,--dle sieh in der Neuze i t  
entwickelt haben, insbesor~dere, worauf es uns  hier ankommt, das " 
Wesen der ~rojectivischen Geometrie. Sie fass~ an den r~iumliehen 
Dingen nur das auf~ was dureh eollineare Umforlnungen nicht ge-  
iCndert wird, s/e adjungirt sich also in dem eben erjrterten Sinne die 

"Gruppe al~er collinearen Umformungen. Die Transformationen der  

welches man als Raumelemeat za Gruade legen will. Abet die Hauptgruppe T t tier ransformatlonen, welche die geometrischen Eigenschaf~en unge~ndert l~sst, 
ist yon der Wahl des Ra'umelementes unabh~ngig. Der Raum erscheint also als dasBiId 
einer beliebig ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist, bei der jedesmal eine Trans- 
formatiensgruppe yon demselben Charakter adjungirt ist Vgl. den folgenden Text.. 
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Hauptgruppe sind dana*) dadurch defiairt, dass sie diejenigen reellea 
Collineationen sind, welche ein individuelles Gebilde, den sogenannten 
unendlieh fernea imagin~ren Kreis unge~ndert lassen. Die nieht pro- 
jeetivisehen Eigenschaften rEumlieher Gebilde erscheinen als covariante 
Beziehungen der Gebilde zum imagin~tren Kreise. Ein anderes Bei- 
spiel, welches hier, um die Verschiedenartigkeit der mSgliehen Me- 
thoden hervorzuheben, erw~hn~ sein mag~ giebt diejenige Behandlungs- 
~veise geometriseher Dinge, wie sie in der sog. Analysis situs gehand- 
habt wird. Hier besteht die, Gruppe der adjungirten r~umliehen Trans- 
formationen aus denjenigen 1-s welehe man Ver- 
zerrungen (Deformationen) des Raumes nennt und die dadureh definir~ 
sind~'dass sie sich aus unendlich kleinen reellen Raumtransformationea 
zusammensetzen lassen. Indem bei ihr der Begriff des Reellea we- 
sentlieh, der Begriff der Algebraisehen zunEchst fiberhaupt nieht vor- 
handen ist, so ist bei ihr das Punk~gebie~ des Raumes nicht dutch 
eomplexe Punkte zu erweitern. 

Eine n~here Durehfiihrung des hier entwiekelten Gesichtspunktes 
zur Classificirung der verschiedenen geometrischen Me~hoden seheint 
sehr interessant, es w~irde eine solche aber bier ausserhalb des eigeut- 
lichen Thema's liegen und es mag daher bei den genannten Beispielen, 
die zur Illustration der allgemeineff Betraehtungen des folgenden Para- 
graphen ausreiehen~ sein Bewenden haben**). 

w  

Behandlungsweise der Mannigfaltigkeiten aus n Dimensionen. 

Aus den vorigen beiden Paragraphen ist ersichtlich~ wie die Be- 
handlungsweise einer Mannigfaltigkeit yon n Dimensionen dutch die 
Transformationsgrappe charaktcrisirt wird, welche man adjungirt. Alle 
diejenigen Behandlungsweisen s~immen dabei im Wesen fiberein und 
kSnnen dutch passende Einftihrung neuer Variabeln auch in formelle 
Uebereinstimmung gebracht werden, welche iihnliche Transformations- 
gruppen benutzen. Es ist das bei der in w 3. entwickelten Defini- 
Lion yon ~n]iehen Gruppen selbstversthndlich. Denn eine einmalige 
Transformation der Mannigfaltigkeit in sich selbst (die wir dort mR 
dem Buchstaben C bezeichnet hatten) kann auch als eine Einffihrung 

*) Man muss bei der projectivischen Geometrie verschiedene Stadien der 
Entwickelung unterscheidea. Lange Zeit dachte man bei einer Collineation immer 
an eine reelle Collineation, und noch immer wohl ist die Anschauung, dass man 
in der projeetivischen Geometrie alle vorkommenden GrSssen als unbeding~ com- 
plex ver~nderlich atfffassen soU, nieht ~iberall durchgedrungen. 

**) Ich habe seitdem versucht, diese Verh~ltnisse in einem Programme: 
VergZeichende .Betrach~ungen i~ber neuere geomet~'ische Forschunge~: (Erlangen 187"2, 
Bei A Dfichert) allgemein zu entwickeln (Dec. 7'2.). 
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neuer Variabeln zur Behandhmg der MannigFal~igkei~, als c i n e ' C o o r -  
dinatentransformation, angesehen werden, wobei denn die Gruppe der 
Aenderungen, welche man als nicht in Betrachb kommend ansieh~, u n -  
berfibrt dieselbe bleibt. 

Als einfachste Transfermationsgruppe erscheint die Gruppe ~ l l e r  
linearen Transformationen, hierunter diejenigen verstanden, welcl~e 
stat~ der urspr[inglichen Variabeln gebrochene lineare Functionen der -  
selben mit gemeinsamem Nenner einfiihren. Die auf sie geg r f i nde t e  
Behandlungsweise'*) der Mannigfalt igkeit '~ ich will sie die l~rojccti- 
viscl~,e nennen -- ist es, deren sich die ncuere Algebra bedient ( w o b e i  
ks nur als ein Mitt~l zur ~iberslehtlieheren Darstellung, allerdings als 
tin sehr wesentliehes und der Natur der Sache durchaus en tsprechendes  
Mittel ersehein~, wenn man start tier n Ver'Xnderliehen, durch die ur-  
sprfinglieh das Elemen~ der Mannigfaltigl~eit bestimmt wurde, (~z ~ 1) 
homoge,e einfiihrt). Der Namen ,,Invariantcntheoric", den man tier 
neueren Algebra beilegt, bezeichnet recht gut das Wesen, w e l c h e s  
nach der bier dargelegten Auffassung ~iberhaupt jeder Behand lungs -  
weise einer Mannigfaltigkeit zukommt; es handelt sich immer d a r u m  
bei gegebenem Umfange der Aenderungen, die invarianten Bez i ehungen  
zu entdecken. 

Zu einer auderen Behandlung der Mannigfaltigkeiten, die a b e t  in 
der vorangefiihrten projeetivischen Behandlung enthalten ist, i n sos  
ihre Transformationsgruppe aus einem Theile der Gruppe aller l ine t r ren  
Transformaiionen besteh$, wird man geffihrt, wenn man die Be-  
~rachtungen der gewShnHchen metrischen Geometrie, bei denen die  
Hauptgruppe r~umlicher Transformationen zu Grunde geleg$ ist ,  a u f  
beliebig viele Yer~nderliche verallgemeinert**). Die beztiglichen T r a n s -  
formationen erscheinen veto Standpunkte der p~ojeefiivischen Be-  
trachtung als diejenigen reellen linearen Transformationen, welche e in  
individuelles Gebilde, das durch eine lineare und eine quadra t i sahe  
Gleichung vorgestellt wird, unge~ndert lassen. Es mag die bier a n :  
kni~pfende Behandhngsweise der Manp_~gfaltigkeR als die gew6hnl i e~  
metrische bezeichnet sein. 

Man kSnnte sich ferner eine Behandlungsweise denken, w e l a h e  
der A n~l~#is.situs entspr~ehe etc. etc. 

Besonders be~on~ see noch einmal, dass ~il, nliche Transformat ions-  

") Eine der fr~hesten Behandlungen des allgemeinen Mannigfaltigkeif~begriffs 
flndet sich in Grassmann's linearer Ausdehn'ungslehre won ~844. Seine lM[e- 
rhode is~ wenigstens in vielfacher Hinsicht eben die bier gemeinte projectivis~he; 
was hier Element der Mannigaltigkeit heisst, heisst bei ihgn extensive .Gr6sse. 

**) Hierher sind beispielsweise alle derartigen Betracht-angen ~,u rechlaen, 
welche die gew. Krfimmungstheorie auf n Dimensioneu (ibertragen e~e. 
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gruppe~l zu identischen Behaudlungswcisen Anlass geben. ~ i s c h  
mag deshalb geradczu jede Behandlungsweise heissen~ welche e~ne 
~ruppe adjungirt, die (lurch passende Einfiihrung neuer Ver~nder- 
lichen auf die Gesammtheit der linearen Transformatioaen umgeform$ 
werden kann etc. 
-~ Sodann sei noch auf einen Umstand aufmerksam gemacht, der 

zwar nicht im Niichstfolgenden hervortritt~ der abet fiir den zweiten 
Abschnitt dieses Aufsatzes yon Bedeutang wird. Es ist, dass beliebige 
Transformationen einer Mannigfaltigkeit, sofem sie die implicite immer 
vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften haben, fiir unendlich kleine 
Partieen tier Mannig['altigkelt durch lincare Trans/brmationen ersetzt 
wcrdc~ k~nnen. Welcher Art also auch" die Behandhngsweise ist, der 
man eine Mannigfaltigkeit yon n Dimensionen unterwerfen mag, fiir 
die (n  ~ 1 ) fach ausgedchntc Mannigfaltigkc4t, wclche yon de~ yon 
einem Elemente aus m6glichen ~'ortschrcitungsrichtungen zu bc~achbar~e~ 
~lem6~ten gcbildet wird, ist sic i~ &r 2Jrojectivische~ l~chaudIungsweisc 
enthalten. 

w  

Die Mannigfaltigkeit yon coastantem nicht verschwindendem 
Kriimmungsmasse. 

Die vorhergehenden Paragrapben euthalten die nothwendigen Aus- 
einandersetzungen, um nunmehr den ~Begriff einer Man.nlgfaltigkeil 
yon constantem KrEimmungsmasse einfiihren und seip Verh~liniss zu 
dem Begriffe der projectivischen Mannigfaltigl~eit erSrtern zu kSnnen. 

Wenn man einer Maniiigfaltigkeit ein bestimmtes constantes~ 
nich~ verschwindendes Krtimmungsmass bei]eg~*), so hat man dem 
blossen Begriffe einer n fach ausgedehnten Mannigfaltigl~eit ganz so, 
wie in den im vorigen Paragraphen aufgefiihrten Beispielen, als niihere 
Bestimmung eine Trafisformationsgruppe zugefiigt, die dutch die For- 
derung freier Beweglichkeit starter KSrper in bekannter Weise r 
struirt wird**). Der Werth des dann nothwendig constanten Kriim- 
mungsmasses ]~ann noch durch bestimmte weitere Forderungen nigher 
umgrenzt and endlich dutch Einfiihrung der Liingeneinhei~ numerisch 
fest;gelegt werden (vgl. w 7.). 

Man kann nun die Frage aufwerfen, ob die so eingef'dhrte Be- 

") Man vergl, hlerzu ausser der Riemann'schen S~hrift namcntlich Bel- 
~rami's: Teoria geaerale degli spazii di curvatura costante. (Annali Idi Mate- 
ma~ica. Serie 3, t. II.). Dieselbe ist yon goiie] fibersetzt im Journal de l'Ecole 
Norm~le Sup6rieure t. IV. 

**) Vergl. die Arbeiten yon Riemann uad Helmboltz, auf welche sich 
auch dic im Tcxte gcbr~uchte geometrische Redeweise bezieht. 
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handlungsweise zu der projectivischen Behandlung der Mannigfal t igkei t  
in einer iihnlichen Beziehung steht, wie naeh der bez. Bemerkur~g 
des vorigen Paragraphen die gewShnliche metrisehe Methode; a n d e r s  
ausgedr~iekt; Die bei der gewShnliehen metrisehen Methode zu Grund(z 
gelegte Gruppe war bei passender Coordinatenbestimmung in t i e r  
Gruppe der linearen Transformationen, allgemeiu zu reden also i,1 
einer mit dieser Gruppe iihnliehen Gruppe entha]ten: trifft das b e i  
der nun vorliegenden Behandlungsweise auch zu? 

Die so gestellte Frage findet ihre Beantwortung i n den A r b e i t e n  
Bel t rami 's*) .  Derselbe zeigt n~imlich: dass man in einer M a n n i g -  
[altigkeit yon constantem Kriimmungsmasse die Variabeln so wiihlen 
kann~ dass die geodiitischcn Linien durch lineare Gleichungcn darge-  
stellt sind; (lass ferner bei dieser Coordinatenbestimmung die Trartx- 
formationen, welche die ~Iassverh~iltnisse ungegndert lassen, dutch lineare 
Gleichungen dargestellt werden. Von dem hier vorliegenden Gesichts-  
punl~te aus wird man das damn aussprechen: dass die Trans[orma- 
tionsgru2pe, welche bei einer Mannigfaltigkeit adjungirt wird, wert~ 
man ihr constantes I(riimmun#smass beilegt, be:i passender Coordi~ate'rt- 
bestimmung in der Grupre der ~inearen Transformationen cnthalten i s t ,  
woraus man sofort sehliessen wird: class die Behandlung eirter 
Mannig['altigkeit von constantem Kriimmungsmasse in der projectivischen 
Behandlung enthalten ist. 

Ich babe iu meiner h'iiheren Arbei~ namentlich noch g 'e-  
zeigt, dass die ~Iassbestimmung, wie man sie unter Annahme e i a e s  
eor~stanten Kriimmungsmasses erhiilt~ mit tier projeetivisehen zusammen- 
fKlit, welehe man naeh Cayley ' s  Vorgange unter Zugrundelegung 
emer quadratisehen Gleichung aufbauen kann, und dieses ist naeh d e r  
analy~ischen Sei~e bin das wesentliche Resulta~ meiner Arbeit. I c h  
hatte damals dem ~esultate unter blossem I:linweis auf die Theor ie  
mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten die geometrische Einkle idung 
gegeben: class die auf einen passenden Kegelschnitt, bez. eine passende 
Fl'iiche zweiten Grades gegrtindete C ay 1 ey'sche Massbestimmung e i u  
~quivalentes BiId f~ir die Massbestimmung in MannigfalLigkeiten c o n -  
stanter Krtimmung bez. yon zwei und drei Dimensionen abgiebt. U n d  " 
im Zusammenhange mit dem u wird man alas Resu l t a t  
so formuliren: Die Gru2ye yon Yransformationen, welche die Mass-  
bestimmung in eincr Mannigfaltigkeit constanter .Kriimmung u~geiindert 
lessen, besteht bei passender Coordinatenbestimmung aus der Grutrpe 
derjenigen linearert Trausformationen, welche eine quadratische Glei- 
chung in sich iiberfiihren. 

*) Vgk besonders wieder die Teoria geuerale etc. 
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lcb muss bier einen Uaterschied erw~hnen, der zwischen der yon 
]] e 1 t r a m ~ eingeschlagenen Darstellungsweise und der raeinigen Stat~ 
hat. Bei B e l t r a m i  wird immer nur yon reellen Werthen der Ver- 
~inderlichen gesproehen, wenigstens-dle-c()~p-'lexe Yariab~lltil-t der Ar- 
guraente nicht principiell eingefiihrk In raeiner vorigen Arbeit da- 
gegen fasse ich, wie auch hier, zun~chst die u als com- 
plexe Yerlinderliche auf, und fiihre erst hinterher die Beschrlinkung 
auf das reelle Werthgebiet ein. Dadurch ist es mbglich den Aus- 
sagen, wle die vorstehenden sind, eine vollkommen allgemeine Form 
zn geben; achtet man nur auf reelle Werthe der Variabeln, so treten 
eine Reihe Beschr~nkungen hinzu, fiber we]che raan raeinen friiheren 
Aufsatz und die w167 8, 9 dieses Abschnit/es vergleiehen rang. 

Sodann erseheint bei B e l t r a m i  die Mannigfaltigkeit constanter 
Kriiraraung als durch eine quadratische Gleichung aus einer gewbhn- 
lieh metrischen Mannigfaltigkeit yon einer Dimension raehr ausge- 
schieden; w~hrend in meiner friiheren "Arbeit und auch bier yon einer 
solchen umfassenderen Mannigfal~igkeit nicht die Rede ist. Hi~rrai~ 
h~ng te ine  nachm einer Auffassung zu ilndernde Behauptung bei B el-  
t r a r a i  zusaramen, auf die ieh bier kurz eingehen will, urn den Gegen- 
s~and wenigstens beriihrt zu haben, wenn er auch den Gang der all- 
geraeinen Betrachtung unierbrich& Es heisst dort: in tier Mannig- 
faltigkeit yon constantem positiven Kriimraungsraasse gelte nicht all- 
geraein das Axiom yon der Geraden, d. h. die Forderung, dass die 
geod~ische Linie dureh zwei ihrer Punkte vollkoraraen bestiramt sei. 
B e l ~ r a n i i ' s  Ueberlegung ist dabei etwa folgende: Man betrachte 
eine Kugel als Bild einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit yon 
constantem positiven Krtiramungsmasse; ihre grSssten Kreise repr'~sen- 
tiren die geodiitischen Linien. Ein grSsster Kreis ist nun ira Allge- 
meinen dutch zwei seiner Punkte bestimrat, nicht aber~ wean diese 
Punkte  einander diametral gegen~iber stehen. Aehnlieh wird es, so 
schliesst B e l t r a r a i ,  fiberhaupt bei Mannigfaltigkeiten aueh yon mehr 
Dimensionen sein, die positives Kriimmungsraass besitzen. --  Aber die 
K ~ l _ i s t  nach den Auseinandersetzungen meines vorigen Aufsatzes 
(w 10.) nleht das eins Bild fiir eine Mannigfaltigkeit yon posi- 
gvem eonstantem Kriimmungsmasse~ sondern dies wird dutch die 
~ra]alen eines Strahtenbiindels vorgesteltt, wobei die yon den Strahlen 
gebildeten Ebenen die geod~tischen Curven vertreten. Eine solche 
]~bene ist vollst'~ndig du t ch  zwei der Strahlen bestin~mL Wenn es 
auf der Kugel nieht so ist, so liegt das daran, well sie verraSge einer 
zweideutigen Verwandtschaft auf ihr centrales Sirahlenb(indel bezogeu 
ist: Wollte man ein Strahlenbfindel auf eine beliebig gelegene Fliiche 
n t~. Grades in gleieher Weise beziehen, so dass als Abstand zweier 
Punkte  tier Fl~ehe der Winkel erscheinr den ihre Verbindungsgeraden 
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mi~ dem Centrum des Btindels einschliessen, so wiirden gelegentlich 
n Punkte. nicht ausreichen, um eine geodiitische Curve eindeutig zu 
bestimmen. Aber das wfirde in ganz ~hnlicher Weise bei anderen 
Massbestimmungen, auch der Massbestimmung von constantem nega- 
tivem Krtimmungsmasse der Fall sein kSnnen und h h n ~  mit dem po- 
sitiven constanten Krfimmungsmasse als solchem gar nicht zusammen*). 

Endlich mag auch noch die folgende Bemerkung bier ihre Stelle 
finden, die bestimmt ist, die Fruchtbarkeit der Untersuchung yon 
Mannigfaltigkeiten constanten Krfimmungsmasses auch ffir andere 
Fragen, als diejenigen, wdche man gewShnlich mit ihr in Verbindung 
bringt, hervorzuheben, und die zugleich die Aussage, dass ~hnliche 
T ransformationsgruppen klentische Behandlungsweisen nach sich 
ziehen, illustrirt. Jede Behandlungsweise einer Mannigfaltigkeit, 
welche die linearen Transformationen in Betraeht zieht, die eine qua- 
dratische Gleichung unge~ndert lassen, muss nach dieser Behauptung 
mit der Behandlung der Mannigfaltigkeit als einer solchen yon con- 
stanter Krtimmung iibereinstimmen. Nun aber babe ich bei einer 
frtiheren Gelegenheit gezeigt (diese Annalen V~ 2), class die Theorie 
der biniiren Formen eine Transformationsgruppe benutzt, die mit der 
Gruppe der linearen Transformationen eines Kegelschnittes in sich 
selbst iihnlich ist~ dass ein Gleiches ferner stattfindet mit den colli- 
nearen und dualistisehen Umformungen des I4aumes and den linearen 
Transformationen einer quadratischen Gleichung zwischen f{inf (sechs 
homogenen) Variabeln in sich selbst. Man muss zu die~em Zwecke 
als Element der geraden Linie nur das Punkteloaar ~ als Element des 
Raumes den ]inearen Linien-Complex betrachten. Wir werden dieses 
Resultat jetzt so aussprechea kSnnen: .Die Theorie der bintren and 
quaterniiren Formen ist bcz. identisch mit der Theorie einer Mannig- 
faltigkeit constanten Kriimmungsmasses yon zwei and yon fiinf .Dimen- 
sionen. Jede Eigenschaft bin~irer Formen also ist auch eine Eigen- 
schaft der Nicht-Euklidischen Geometrie in der Ebene~ and umgekehrt. 
Die hiermit angedeutete interessante AnalogUe welter auszuf'dhren~ ist 
hier nicht der Ort. Aber es sei noeh einmal betont~ dass so schlecht- 
hin ausgesprochen, wie vorstehend gesehehen~ die Analogie nur gilt, 
sowie yon dem Untersehiede yon Reell und Imagjn;ir abstrahirt wird; 
aueh sind,, was nicht ausdriicklieh erwi~hnt wurde, die vorkom- 
menclen quadratischen Gleiehungen als atlgemeine ihrer Art d. h. als 
Gleichungen mi~ nicht verschwindender Determinante vorausgesetzL 

*) Wenn es im Raume yore Kr~immungsmasse Null keine geschlossene Fl.~che 
glebt yon cousta~tem positlvemKr0mmungsmasse, auf der sich die geod~tischen 
Linien in weniger als zwe~ Punkten schneiden, so hat man darin vielmehr ~ine 
Eigenschaft der dem Raume beigelegten Massbestimmung zu erblicken. 
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Ableitung dos Begriffs oiner l~annigfaltigkeit yon constantom 
~riimmungsmasso aus domjenigeu dor projoctivischon Mannigfaltigkeit. 

Die Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen begr[inden 
nun die folgende Methode, um za der Vorstellung einer Mannigfaltig- 
keit yon constanter Krfimmung zu gelangen: 

1) Man entwickele die projectivische Behan'dlungsweise einer 
Mannigfaltigkeit v.on beliebig vielen Dimensionen, im Anschluss daran 
den Begriff algebraischer Gebilde und complexer Elemente. 

2) Man grfinde auf ein Gebilde, welches dutch eine quadratische 
Gleiehung (yon nicht verschwinde~lder D~erminante) zwisehen den 
projectivischen Coordinaten dargestellt wird, zun'~ehst ohne auf den 
Unterschied yon Reell und Imagin~r zu achten, die Cayley 'sche-  
Massbestimmung. 

3) Man beschr~nke sich auf die Betrachtung quadratischer Glei- 
chungen mit reellen Coefficienten, und untersuche, welche besonderen 
Eigenschaften die auf eine solche Gleiehung gegr~indete Massbe- 
stimmung ffir die reelien Elemente besi~zt je nach der Art der gegebenen 
Gleichung. Unter der Eintheilung der quadratischen Gleichungen mit re- 
ellen Coefficienten in Arten ist dabei die Unterscheidung derselben nach 
ihrem Verhalten gegeniiber reellen Umformungen in die Summe yon 
Quadraten gemeint. Bei jeder solchen Umformung ist bekanntlich 
der Unterschied in tier Zahl tier resultirenden positiven und negativen 
Quadraten ein constanter, und hierauf griindet sieh die fragliche Ein- 
theilung. 

Hat die zu Grunde gelegte und auf die Summe yon Quadraten 
transformirte Gleichung lauter iibereinstimmende.Ze~ch_~n, so ergiebt 
die auf sie gegrfindete C ayley'sche "Massbestimmung die Vorstellung 
der Mannigfaltigkeit yon constanter 2ositiver" Krtimmung. Die con- 
stante negative Kr[immung resultirt, ~e-nnnur  ein Zeichen yon den 
~lbrigen versehieden vorausgesetzt wird. Die auf quadratische Glei- 
chungen tier iibrigen Arten gegriindeten Massbestimmungen finden in 
der Theorie der Mannigfaltigkeiten yon constanter Kriimmung, wie sie 
gew5hn]ieh vorgetragen wird, keine Stelle. Denn bei der letzteren 
setzt man yon vorneherein voraus, dass die Entfernung reeller conse- 
entiver Elemente reell sei, man nimmt entsprechend alas Bogenelement 
als eine de~n_ite__quadratische Form der Coordinaten-Differentiale an, 
und diese Annahme passt nieht auf die noch iibrigen Arten yon qua- 
dratischen Gleichungen. Um diese Vgrh~iltnisse deutlieh zu tibersehen, 
denke man an die Cayley'sche Massbestimmung, die man im Raume" 
auf eine Fl~he zweiten Grades gdinden kann. /st die Fliiche eine 
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imaginiire, so ha~ man die positiy.r ist sie ein Ellipsoid 
oder zwelschaliges H:~perboloid, so herrscht im Innern die negative 
Krtlmmung. Is~ abet die Fl~iche ein einschaliges Hyperboloid, so 
giebt es keine Pattie des Raumes, yon deren Punkten ans n~eht reelle 
Kegel an die Fl';~che gingen; diese Kegel bezeichnen Fortschreitungs. 
richtungen yon der L~nge Null; das Bogenelemen~ wird nieht mehr 
dutch eine definite Form der Differentiale dargestellt (vergl. hierzu 
die w167 11., 12, 16., 18. meines frtiheren Aufsatzes). 

Auf diese Weise ist der Begriff einer Mannigfal~igkeit yon 
eonstantem Krfimmungsmasse gewonnen. M a n  mug h in te rhe r  die 
Untersuehung durchftihrei~, Welche Verhiiltnisse in einer Mannigfaltig- 
kei~ dureh die btosse Forderung "der freien Bewegliehkeit starrer 
KSrper definirt werden. Es ist diese freie Beweglichkeit eine Eigen. 
schaft der Cayley'schen Massbestimmung; die Untersuehung zei~, 
dass ihre Annahme auch no~hwendig zur Cayley ' schen Massbestim- 
mung hinfiihrt*). Dabei erh~ilt man zuniichst alle Fiille der Cay- 
ley'sehen Massbestimmung and die beiden, gewShnlieh allein be- 
traehteten, erseheinen erst als die einzig mSglichen-, wenn man die 
Forderung hinzuf~igt, dass das Bogenelement durch eine definite Form 
der Differentiale dargestellt wird (oder eine ~quivalente Forderung). 

In den nun folgenden beiden Paragraphen mSgen einige Be- 
merkungen ihre Stelle finden, welche mit dem Vorhergehenden 
wenig zusammenh~ngen, die aber einmal als eine Erg~inzung meines 
vorigen Aufsatzes in einzelnen Punkten zu betraehten sind, anderer- 
sells auch bei dem zweiten hier folgenden Abschnitte vorausgesetzt 
werden mtissen. 

w  

Ableitung dBr projectivischon Behandlungsweiso oiuor Mannigfaltigkeit 
yon constantor Kriimmung. 

Der vorhin skizzirte Wegp verm~ge dessen man yon den pro- 
jectivischen VorstelIungen zu der Vorstellung eines eonstanten Kdim- 
mungsmasses gelangt, zeiehnet vor, wie das Umgekehrte zu leisten ist 
und es mag bier nut kurz die hauptsgchliche dabei zu benutzende 
Formel hingestell~ werden. Dabei sei es gestattet, den Ausdruck so 
zu wghlen, dass er sich an das ffir zwei oder drei Dimensionen in 
meinem frtiheren Aufsatze in der Ebene und im Raume aufgestellte 

*) Mankann diesen Beweis Behr einfach stellen, worauf ich gelegentlich zu- 
rfickzukommen gedenke. 
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Bild anschliesst. Wir denken uns also in der EJoene oder im Raume 
MassverhiiItnisse gegeben, wie sie sich unter der Annahme constanter 
Kriimmung gestalten; die gerade Linie sei als ktirzeste Linie zwischea 
zwei Punkten definirt. Wie bestimmt man diejenigen Coordinaten, in 
welchea die Gerade dutch lineare Gleichungen ausgedrtickt wird? 
has der projectivischen Geometrie ist bekannt, dass die bez. Coordi- 
naten die relativen Wertbe gewisser Doppelverh~ltnisse vorstellen und 
die Frage kommt also auf die folgende zuriick: Welche Function der 
gegenseitigcn .Entfernungen yon vier _Punkten einer Geraden ist deren 
DolxpdverhiiT.tniss ? 

Seien vier Punkte einer Geruden: x,  y, z., t gegeben, huf  der 
Geraden befinden sich gem~ss der C ayley'schen u zwei un- 

.'1 r endlich ferne Punkte o, o" undes ist die Entfernun~, etwa yon x und y: 

(x,  y ) ~ - c ,  log [x., y ,  o, o'], 

wo c eine charakteristische Constante*) und [x~ y, o, d] das Doppel- 
verh~ltniss yon x~ y zu o, o' bedeutet. Hieraus: 

(:~ ,r 
I~, y, o, o'] = e ~  

Nun ist aber: 

ferner: 

Also: 

[x, y, o, o'] ~ 1 - -  Ix, o, y, o']; 

Ix, y, z, t~ ~ [~' o, ~, o'] [y, o, t, o'] 
i~, ~, t, o'1 ly, 0,-L-o']" 

. \ e  c _ _  

Ix, y, z, t]---~( (~, ,) (~,,~) 
x ~ T _  ,) ,) . \ e  c _ 

und als diese Function der Entfernungen vier in gerader LiMe be- 
findlicher Punkte isb also das Doppelverhifltniss zu definiren, ~ womi~ 
der Ueberg~ng zur projectivisch.en Geometrie vermittel~ ist**). Das 

l *) - -  ~-~ ist d~s Krfimmuugsmass. 

**) Man k,~nn, da flit 4 in geradcr Linie liegeude Punkte offcnbar 
(x, ~) (~, t} 

2c 9c 

(.v, t} -{y, z) 
2 c  2c  

e . 8 

die Formel  dea Tex te s  anch so schre iben:  

e ~ -  e -  ~ ] ' ~ e  2~ - -e  

M ~ , t h e m a t i s e h e  A n n a l e a .  V L  "9 
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heisst: hat man unSer Voraussetzung constanten Kriimmungsmasses 
irgend ein Formelsystem, welches gestattet, die Entfernung zweier 
Punkte zn bestimmen, nennt dann die aus den Entfernungen yon 
vier Punkten einer k~irzesten Linie nach der vorstehenden Formel 
gebildete Function ein Doppelverhiiltniss, fflhrt endlich eine auf der- 
artige Dol0pelverhRltnisse gegrtindete Coordinatenbestimmung ein, so 
wird die Gleichung der klirzesten Linie linear~ und die projectivisehe 
Behandlung kann beginnen. 

w  

Besondero Betrachtung dot roollen Elemonto. Einfiihrung idoaler 
Elemonto. 

Sei wieder in der Ebene, die uns die Mannigfaltigkeiten constanter 
K_riimmung iiberhaupt vertreten soll, eine auf einen Kegelschnitt ge.' 
griindete projectivische Massbestimmung gegeben, so mSgen wit zuerst 
eine metrische Coordinatenbestimmung treffen, etwa indem wir den Puukt 
durch seine Abst~inde yon zwei festen Geradem definiren~ sodann eine 
zweite~ projeetivJsche Coordinatenbestimmung, nach Anleitung des 
vorigen Paragraphen. 

Ist das constante Krtimmungsmass positiv, so werden den reellen 
Coordinatenwerthen der einen Art immer reelle Coordinatenwerthe der 
anderen entsprechen, und zwar in tier Weise, dass zu jedem Paare 
metriseher Coordinaten ein Paar projectivischer zugehSrt, umgekehrt- 
aber zu jedem Paare projectivischer unendlich viele Paare metrischer, 
da der Abstand zweier Punkte eine reelle'Periode hat, die man be- 
liebig oft zuffigen kann (vergl. w 11. des frilheren Aufsatzes). 

Ist dagegen das Krfimmungsmass negativ, so entspreehen reellen 
metrischen Coordinaten immer auch reelle projeetivische, nicht abet 
umgekehrt. Die Punkte n~tmlieh, welche ausserhalb des dann reellen 
Fundamental-Kegelschnittes liegen, bilden mit den Punkten innerhalb 
reelle Doppelverh~iltnisse~ haben aber~von ihnen imagin~e Abst~nde. 

Unter rein analytischem (]esichtspunkte ha~ dieser Umstand durch- 
aus nichts Merkwiirdiges; aber man kann die Frage etwas anders 
stellen und dann verlangt sic eine besondere Erledigung, die denn 
hier gegeben werden soll, well sie im fol enden Abschnitte l~e- 
nutz__~t wird_ "-~-- 

und setz~ man nun, wie bei der gew~hnlichen Winkelbestlmmung (vergl. melnen 
2 

frfiheren Aufsatz), e= ~/~, so kommt die bekaunte Formeh 

[z, y, ~, t] -- sin (x, ~). sin (y,t) .  
sin (x, O . sin (y, z) 
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Gesetzt, man befSnde sich auf der Ebene yon eonstanter, nega- 
river Krtimmung and man kSnne sigh auf derselben frei bewegen; 
~ie wird m~n geometrisch die Punkte, welche reelle Doppelverh'~ltnisse 
,~ber imagin~re Absti~ndc besitzen, definiren kSnnen'? Oder in etwas 
anderer Form: Giebt es geometriseLe Eigensch,~,ften des durch Bewegung 
zug.;inglichen Gebietes tier Eben% die man in fibersichtlicher Weise 
~usdrtickt, wenn man solche idcalc Punkte - -  deren Zuliissigkeit aus 
ihrer analytischen Definition er-l~e-l-l~---adjungirt? 

Erinnern wir zum Zwecke d er Beantwortung an die Art und Weise, 
wie in der gewShnlichen (parabolischen) Geonletrie die uneigentlichen 

Elemcnte~ d. h. die unendlich fernen und die complexea Elemente 
definirL werdcn. Der unendlich ferne Punkt ist nu rde r  Repr'Rsentant 
des dureh ihn gehenden Parallelstrahlenbtisehels: weil dieser Biisehel 
alle wesentlichen projectivischen Eigenschaften bes i t z t , d i e  einem 
Btischel yon Geraden zukommen, welche dutch einen wirklichen Punkt 
gehen, ist die Ausdrucksweise: ,ein unendlich ferner Punkt" gest~ttet 
und br,~uehbar. Ganz ~hnlich ist es mit den Ausdruel~sweisen: un- 
endlieh ferne Gerade, comp]exer Punkt, complexe Gerade etc., wie ja 
hier wohl nicht welter erSrtert zu werden braucht. 

Durch einen Process derselben Art katm man nun die in Rede 
s~ehenden i dgM.ej1 Punk~e, ideale Gerade c~c. efnffil~ren. Durch den 
idealen Punkt geht ein Biisehel Wirkl~claer Geraden hindureh, aller- 
dings kein geschlossenes, sondern ein begrenztes. Aber diesem Bfische] 
kommen alle projeeiivischen Eigenschaften zu, welehe einem begrenzter~ 
Theile eines wirkliehen Btisehels eigenthtimlich sind. Wenn man z. B. 
ein Vierseit construir~, yon welchem vier Ecke~ auf zwei festen Ge- 
raden des Bfischels liegen, wShrend sieh die ffinfte Ecke fiber eine 
dritte Gerade des Btischels bewegt, so finder mit der sechsten Ecke 
(falls diese fiberhaupt existirt, d. h. nicht schon in das ideale Gebiet 
fMlt) dasselbe mifi Bezug auf eine vierte Gerade des Btischels start etc. 
Hier anknfipfend k~nn man rein geometrisch ideale Gerade, ideMe 
Cur,en etc. definiren, wobei nut Uebung dazu gehSrfi, um sieh gerade 
so sicher in diesen idealen Gebilden wie in den gleichbenannten wirk- 
lichen Gebilden zurecht zu finden. 



132 F~LIX KLEIn. 

Z w e i t e r  A b s c h n i t t .  

Ueber die M~glichkeit, auch ohne Voraussetzung des Parallelen- 
axioms nach dem Vorgange v. S t a u d t ' s  die projectivische 

Geometrie aufzubauen. 

w 

Formnllrung des Problems. 

Der Aufbau der projectivischen Geometrie geschieht bei S t a u d t*),  
wie bekannt, durch blosses Betrachten des Ineinanderliegens yon Ebenen, 
Geraden und Punkten.  Es werden die verschiedenen Grund~ebilde, 
mit denen die projectivische Geometrie operirt: die gerade Punktreihe, 
das Ebenenbiischel etc. aufgestellt; dieselben erscheinen vermSge ihres 
Ineinanderliegens auf einander bezogen, und die Beziehung ist der 
Ar~, dass man ohne Weiteres zu dem Begriffe der harmonischen Thei- 
lung~ weiterhin des Doppelverhiiltnisses gelangt ,  womit alle Grund- 
lagen zur Behandlung,  namentlich auch zur analytischen**) Behandlung 
der projectivischen Geometrie gegeben sind. Bei all diesen Entwicke- 
lungen wird yon Maassbestimmung nicht geredet ,  aber allerdings ivird 
das Parallelenaxiom vorausgesetzt, weil sonst z. B. zwischen einer 
geraden Punktreihe und einem Ebenenbiischel kein vollsti~ndiges Ent- 
sprechen stattzufinden brauchte, sondern das Ebenenbiischel eine ganze 
Reihe yon Ebenen enthalten kSnnte,  welche der Punktreihe gar nicht 
begegnen. 

*) Die Geometrie der Lage. 1847. Man vergl, auch Reye's Geometrie der 
Lage, in welcher die Staudt'sehen Betrachtungen in fibersiehtlicber Form repro- 
ducirt sind. 

**) u analytischer Seite hat man die Staud~'sehen Untersuehungen nar zu 
wenig beriicksieh~igt, wozu die vielfaeh verbreitete Auffassung beigetragen haben 
mag, als sei die synthetisehe Form, nieht die pro]ectivische Auffassungsweise d'~s 
Wesentliehe an der S t a u d t 'schen Geometrie. -- 

Die Betrachtungen yon Staudt ' s  haben eine ~kk~e welehe nur dutch ein 
bez. Axiom zu iiberbriicken scheint, wie diem hn Texte noeh welter auseinander 
gesetzt werden soll. Dieselbe Liicke finder sich bei der Ausdehnung der Staudt '-  
schen Methode, wie sie bier beabsichtig~ wird, an der entspre~henden ~telle wieder; 
sie betreffen abet nicht die Ausdehnung, sondern alas zu Grunde liegende Original. 
Geht man, wie im Texte zum Schlusse geschehen soll, yon d~r rein rRumlichen 
Auffassung ab trod sucht den analytiseher Inhalt der S t a u d t'sehen Betrachtungen, 
so verachwinden die Schwierigkeiten, lind man kann dieselben hierdurch in der 
Forderung zusammenfassen: dass man den Pun~raum unter dem Bilde eider 
dreifach ausgedehnten Zahlenmannigfaltigkeit sou auffassen k6nnen, eine Vorans- 
uetzung, die allen unseren r~umlichen Speculationen auch sonst zu Grunde liegt. 
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Null hat sich aber ergeben, worfiber man den voraufgehenden 
Absclmit~ dieser Arbeit vergleichen mag, dass die projec~ivisehe Geo- 
metrie auch gilt, wenn man das Parallelenaxiom ni'chg zugiebt, wenn 
man viehnehr den I~aum als eine Punkt-Mannigfaltigkeit yon con- 
stantem nicht verschwindendem Krtimmungsmasse betrachtet. Nimmt 
man das Kr[immungsmass positiv - -  die Annahme der elliptischen 
Geometric -- so gilt die projectivisehe Geometrie unbeschrSnkt, w~hrend 
in der gewShnlichen parabolischen Geometrie, die eine versehwindende 
Kr(immung voraussetzt, zur vollen Geltung der projectivischen Be- 
ziehung die Adjunction uneigentlicher Elemente, der unendlich fernen, 
nothwendig wird. Ist das Kriimmungsmass negativ, so mfisseu ausser 
den unendlich fernen Elementen noch weitere ,,ideale" Elemente ad- 
jungirt werden, die abet, nach dem letzten Paragraphen des vorigen 
Abschnittes dieser Arbeit, eine vollkommen bestimm~e rein geometrische 
Bedeutung haben, so gut wie die- unendlich ~ fernen Elemeate der para- 
bolischen Geometrie. 

Is~ in dem dureh diese Bemerkungen beschr~inkten Sinne die pro- 
jectivisehe Geometrie unabhiingig yon dem Parallelenaxiome giltig, so 
muss es mSglieh sein~ dieselbe ohne vorherige Entseheidung fiber 
dieses Axiom aufzubauen; und wenn bei v. S t aud t  das Axiom mit in 
die Pr~missen aufgenommen wird, so kann dasselbe nur eine bei- 
l~iuflge, keine wesentliehe Rolle spielen. Immerhin whre es mSglicb, 
dass der dureh S t a u d t  eingesehlagene Gang das Axiom wesentlieh 
benutzte, aber es miisste sieh dann der Gang so abiindern lassen~ dass 
das.nieht mehr geschieht. Im Naehfolgenden soll nu n gezeigt werden, 
dass mat, bei Niehtannahme des Parallelenaxioms den yon S t a u d t  
eingehaltenen Gang nicht wesentlich zu modifieiren brauch~, eine Be- 
hauptung, die dureh die vorhergehenden Auseinandersetzungen so 
wahrseheinlieh gemaeht wird, dass ieh eine ausgeftthrte Begrfindung 
derselben fEir kaum nSthig eraehten wiirde, h~tten sieh nicht gerade 
dieser Behaup~ng gegentiber~ die ich in meinem frtiheren Aufsatze 
ausspraeh (w 17.), yon versehiedenen Seiten her Zweifel gel~end ge- 
maeht. 

Ein Aufbau der projeetivisehen Geometrie vor Entseheidung fiber 
das Parallelenaxiom isi aber desshalb ffir die theoretisehe Speculation 
von Werth, well man dana beim Raume in ~hnlieher Weise die Mass- 
bestimmung einf{ihren kSnnte, wie dies in w 7. des vorhergehenden 
Absehnittes fiir Zahlenmannigfaltigkeiten gesehah: man wfirde den 
Raum zuniiehst als eine projectivisehe Mannigfal~igkeit, sodann erst 
als eine Mannigfal~igkeit yon eonstanter Kriimmung bezeichnen~ und 
endlieh dureh Einf'tihrung des Parallelenaxioms den Werth des Kriim- 
mungsmasses auf Null festsetzen. Man vergleiehe hierzu den letzten 
Paragraphen (w 18.) meines friiheren Aufsatzes,'.wo ieh diese Art, die 
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Axiome der Geome~rie einzuffihren, etwas n'~her auseimmder~etze; e l n e  
ausfiihrliehere Dar|egung werde ich vielleiehfl bei einer anderen C~e- 
legenhei~ geben kSnnen. Ich will iibrigens, ausdrficklieh bemerlcen, 
um Missverst~ndnissen vorzubeugen, dass dieser theoretiseh m5gliezhe 
Weg naeh meiner Meinung durehaus nieht theore~iscb nothwendig ist ,  
dass er unter vie]en mbglichen Wegen eben nur einen eonstituirt. 

Um reich zu fiberzeugen, dass S~audfi's t3etraehfiungen d e s  
Parallelenaxiom nieh~ wesentlich benutzen~ wie ich vermuthete, u n d  
zugleich, um-allen Beschr~nkungen, die aus der Nieht-Annahme des  
Pamllelenaxioms hervorgehen kbnnen (wiez. 13. in der hyperbolischel~ 
Geometrie), aus dem Wege zu gehen, sLellte ich mir die Frage, ob 
man nieht Alles, was Staudt  brauch~, leisten kann, wenn man s i a h  
bei den erforderlichen. Constructionen des Gesetz auferlegt, nichfi ,-~us 
einem_gegebenenbe~rc~.zte~ ~ Raume hinauszutreten. Man denke s i c h  
also innerhalb sines begrenzten gaumes die Punkte, Geraden u n d  
Ebenen in ihrer gegenseitigen Lagenbeziehung gegeben. Ob ausse r -  
halb des gegebenen Raumsttiekes diese Gebilde tiberhaupL noch vor -  
handen sind., bleibe dahin gestell~; am so mehr, welche Beziehungen 
sie eventuell zu einander haben. Wird es dann noeh mSglich se in ,  im 
Anschlasse an yon SLaudt's Betraehtungsweisen iI~nerha|b d i e se s  
Raumes die Geltung der projeetivischen Beziehungen zu ersehliessen? 

In dieser Form, die ieh bereits in w 17. meiner vorigen Arbei t ;  
bezeichnete, soll im Folgenden die Frage fiber die Unabhi~ngigkeit 
der projeetivisehen Betraehtung yon der :Para]le]entheorie unLersuclaf~ 
werden. 

w 
Erweiterung des Probloms. Aufstsllung einos allgemeinon dor A n a l y s i s  

situs angoh~rigen 8atzos. 

Des im vorigen Paragraphen aufgesteIlte Problem meg vore r s~  
noch verallgemeinert werden. Der Ausgangspunkt der S t a u d t ' s c h e n  
Be~rachtung ist die Voraussetzung der Ebenen und Geraden, aber y o n  
deren Eigenschaften kommen, sofern man yon dem hinzutretenden 
Parallelenaxiome absieh~, wesentlieh nut in Be~racht, dass durch d r e i  
beliebig angenommene Punkte sine und nur eine Ebene geht, u ~ d  
dass durch zwei Punkte sin Ebenenbfischel geh~, dessen Ebenen al le  
dieselbe Durchsch'nittsgerade besitzen. Ist dem so, so wird man ,  die 
Riehtigkei~ der im vorigen Paragraphen vorgetragenen Behaup tung  
zugegeben, ,die S~aud~'schen Ueberlegangen auf jedes System yon  
Fl~chen und Curven iihertragen kSnnen, welches, schlechthin a u s g e -  
sproehea, dieselben Lageabeziehungen in einem gegebenen beg renz ten  
Raume besitzt; mit anderen Wort~n, man wird den folgenden S a t z  
aufstellen kSnnei~: 
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,,In einem begrenzten Raume sei eine unendliehe Zahl iiberall 
stetig gekr(immter, nur durch die Begriinzung tles Raumes geendigter 
Flichen gegeben, welche die folgende Gruppirung besitzen: 

1) Durch drei beliebig angenommene Punkte des gegebenen Raumes 
geht eine und nur eine Fliiche ~tes Systems hindureh. 

2) Die Durchsehnittscurve, welche zwei Fl'iichen des Systems ge- 
mein haben kSnnen, gehSrt alle~t Fl~ehen an, die zwei Punkte der 
Curve enthMten." 

,,Fiir ein solches System yon tZliichen und Curvo~ gilt die projec- 
tivische Gcometrie in demselben Sinne wie gemiiss den gew6hnlichen Vor- 
stellungen fiir das System der Ebcnen und Geraden in einem beliebig 
begrenzten Raume. Anders ausgesproehen: Man wird den Bunkten 
des gegebenen _Raumes in der Art Zahlen zuordnen (Coordinaten er- 
theilen) k6~men, dass die Fl~ichen des Systems dutch lineare Gleichungen 
dargestellt werden. " 

Die hiermit formulirte Behauptung muss, falls sie richtig ist, vor 
allen Definitionen yon Ebene, Gerade u. s. w. bewiesen werden kSanen, 
denn sie benutzt nur die Beg'rifle der stetig gekriimmten Fl.iche, der 
continuirllch verlaufenden Curve, die den Begriffen yon Ebene Sad 
Gerade vorausgehen. Bei dem Beweise, wie er in den n~chsten Para- 
graphen vorgetragen, werden soil, sind dana aueh die Ebenen und 
Geradea des l~aumes nicht vorausgesetzt. 

Dass es iiberhaupt Flichensysteme der bier gemeinten Art giebt, 
zeigt das Beispiel der Ebenen der gewShnlichen Geometrie. Unbegrenzt 
viele solcher Fliichensysteme erzeugt man, indem man sieh die Ebenen 
in einem beliebig begrenzten Raume eonstruirt denkt~ und dana das 
Raumstiick einer durch stetige Proeesse herbeffiihrbaren Deformation 
unterwirft. Und die vorgetragene Behaupttmg kann geradezu dahin 
ausgesprochen werdea: dass jedes den Vorrauss~/tzungen des Sa~zes 
entsprechende Flilehensystem aus dem Systeme der Ebenen in dieser 
Weise erzeugt werden kann. 

Was diesen Satz sehr merkwtirdig macht, ist, dass ein analoger 
Salz, den man ftir die Ebene formiihren mScht~, nieht existirt. Ist 
n~mlich in einem begrenzten Theile der Ebene ein Curvensystem yon 

-der Eigensehaft gegeben, dass dutch je zwei Punkte eine uad ,nur eine 
Curve hindurehgeht, so bedarf es noch weiterer Bedingungen, ehe die 
Curven (lurch lineare Gleichungen zwischen Punkt-Coordinaten dar- 
gestellt werden kSnnen. Diesen negativen Satz mag man aus einem 
Theorerae "~on _Beltrami ableiten. Ein Curvensystem der gemeinten 
Art erh~t man niimlich z. B., wean man auf einer begrenzten einfach 
zusammenhiingenden Fliiche die geod~tischen Curven zieht und dann 
die Fli~che auf einen Theil der Ebene beliebig ausbreitet. Aber 
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B elf  r ami zeigt*), dass nut den Flgchen yon constantem Krt immul lgs-  
masse die Eigenschaft zukommt, sieh so auf die Ebene ~ibertragell zu 
]assert, dass sich alle geod.~tischen Curven mit geraden Linien dec l~en .  
Man darf es daher auch nicht, wie seither woh] geschehen, als e l n e n  
Kunstgriff van S taud t ' s  auffassen, ~'enn er bchufs Begrtindung der  
projectivisehen Geometrie aneh der Ebene die stereometrischen V e r -  
hgltnisse in Betracht zog; es entspricht sein Ausgangspunkt d u r c h a u s  
dem Wesen der Sache: es gilt far die geraden Liniea der Ebene,  f a l l s  
man im Ansehluss an S t a u d t  die Betrachtung der Massverhi l~ , i sse  
ausschliesst, nut desshalb die projectivische Geometrie, weil E b e n e  
und Gerade als (]lieder eines riiumlichen Systems aufgefasst w e r d e n  
kSnnen. 

Ich werde nun den aufges~ellten Satz unter engstem A a s c h l u s s e  
an die Staudt 'schen Betrachtungen rein geometriseh erweisen, w o b e i ,  
wie bereits ang.edeatet;, an einer Stelle (w 5) eine Schwierigkeit auft~ritg, 
die sich aueh bei S t a u d t  finder und die nur dutch ein Axiom z u  be- 
seitigen sehein~: durch das Axiom, class ~na~i einen Punkt, dvr c~erch 
einen convergenten unendlichen 1)rocess erzeugt wcrde~ soll, als w i rk l i ch  
existirend annehmen darfi Sodann gebe i~h in den letzten Paragra lohen  
e_inen, analytischen Beweis des in Rede stehenden Satzes, der d i e s e  
Liicke nicht mehr hat, insofern bei i/am der Raum als yon v o r n h e r e i n  
unter dem Bilde einer Zahlenmannigfaltigkeit gegeben erseheint. D i e s e r  
analytisehe Beweis deckt zugleieh den Grund auf, wesshalb der  S a t z  
f~ir den Raum, das Gebilde yon drei Dimensionen, gilt, niehta a b e t  
mehr ffir die Ebene, das Gebilde yon zwei Dimensionen. 

Der Einfachhei~ wegen denke ich im Folgenden den R a u m ,  in 
welchem die Fl~chen gegeben sind, sowie die Fl:~iehen sell)st als e in-  
fach zusammenh~gend; die Fglle, ia denen eia mehrfacher Zusamn_len- 
hang stattfindet, kSnnen auf diese Annahme zurt|ckgef~ihrt w e r d e n ,  
indem man aus dem'gegebenen Raume zuniichst ein einfach z u s a m m e n -  
hiingendes Sttiek aussehneidet, innerhalb dessen die gegebenen P l ~ c h e n  
einfach zusammenhiingend sind. 

w 

Die Grundgebilde. Beziehung derselben aufeinander. 

�9 Das vorhin eingeftihrte Fl:,tehensystem heisse das System der Fl:~iehen 
/ ': Die Durchschnittscurve zweier F, falls eine solche existirt, he i s se  _K. 

Aus den Punkten des gegebenen Raumes, den Curven K und d e n  
]!'lliehen F setzen sich eiae fteihe yon Grundgebilden zusammen. G r u n d -  

*) IQ doa Aauali di Mg~ma, ticg. Serie 1. t. VII. p. 185. 
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gebilde erster Stufe giebt es drei: die Curve K,  als 0rt f(ir Punkte 
aufgefass~; alas Bfischel der Curven 1~7, wclche innerhalb einer F dutch 
.einen Punkt gehen; das Btisehel der 1,~ welehe eine K enthalten. Man 
hat ferner vier Grtmdgebilde zweiter Stufe: die/7, aufgefasst als Punkt- 
gebilde oder als Aggregat yon Curven K, und die Gesammthei~ der 
F, wie die Gesammtheit der K, die dureh einen Punkt gehen: Alles, 
wie ia der gewShnlichen projee~ivisehen Geometric. 

Aber eia Untersehied tritt hiuzu wegen der Begrenztheit des ge- 
gebenen Raumes. Uuter den Grundgebilden s sieh begrcs~ztc und 
unbeqre,uzte. Begrenzt ist z. B. die Reihe der auf einer K befindlieheu 
Punkte, unbegrenzt das Btisehel yon 17, die durch eine / f  hindureh- 
gehen. 

Zwei Grundgebilde heissen aufeinander be~oge~% wenn das eine ein 
Schnitt des an(leren ist, oder wenn beide auf ein anderes als Schnitte 
bezogen sind. Es heisst z. B. das Biindcl der dureh einen Punkt 
gehenden K auf eiue ~' als Ptmldgebihle bezogen~ wenn maa jedem 
Punkte tier F diejenige K zuordnet~ welehe dutch ihn hindurehgeht etc. 
Diese Beziehung ist ausserdem, was man unvollst/indig nennen mag, 
insofera allerdings zu jedem Punkte der F eine K des Bandels gehSrt, 
nieht aber umgekehrt. Unmitte|bar vollstiindig au{'einander bczogea 
sind nur das Btisehel der dutch eine K geh.enden F u n d  das Btischel 
tier dureh einen Punkt gehenden If, die in einer durch den Punkg hin- 
durehgehenden I" verlaufen. 

~4. 

Dofinition harmonisch~r Elemonto. 

Zu drei Elementen A, I3, C ~ines unbegrenz~en Grundgebildes 
erster Stmf'e kann man vermSge einer Construction, die der i1~ der ge- 
wShnlichen projectivisehen Geometric angewandtenVierseits-Construction 
analqg ist, ein bestimmtes viertes Elemen~ D cons~ruiren, welches das 
vierte harmonischc zu A, 17, C genann~ werden soll. 

Um sich hiervon zu iiberzeugen, wollen wit den folgenden be- 
sehr'iinktere~t Satz flit die 
uns geliiufiger ist als die 
erster Shffe: 

Sind A,/3,  C Punkte 

Punktreihe K beweisen, deren Anschauung 
Anschauung der unbegrmfzten Grundgebilde 

einer K, welche in der all)habetischen l~eihcn- 
[blge einandcr auf der K folgen, so fiihrt die Vierseitseonstruction zu 
einem bestimmten vierten Elemente D, welches zu A, B~ C harmoni~ch 
heissL Die Reihen/blge yon A, B, C muss hier desswegen besonders 
festgesdtz~ werden, weft sonst der gesuehte Punkt D gelegentlich fiber 
die Begrenzung des gegebenen Raumes hinausfallen, d. h. gar nieht 
vorhanden sein kSnnte. Zum Zwecke des fiir unbegrenzte Grundge- 
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bilde attfgestell~eli Satzes genfig6 es aber auch, den nun w~rliegenden 
Satz mlt seiner Beschrihlktmg zu beweisen; denn man fiberzeugt s i c h  
leicht: Wenn A~ 1~; C drei Elemente eines F-Biischels sind, so k a n l l  
man eine K immer so legen, dass die Schnittpunkte mib ..I, l~, (~7 
bellebige [r baben. Wenn drci Elemente ./l~ 1~, C e i n e s  
K-Bfische]s gegeben, so wfirde man dasselbe zuniichst auf ein 1,:Biischel 
beziehen und dann dieses dutch eine K in gehSriger Weise schneideJ~. 

Den nun mit Bezug auf die Punktreil)e /~ aufgestellten Satz b e -  
wcist man genau im Anschlusse an das gewShnliche Verfahren d e r  
geometrischen Lage. Es dart an dasselbe hier kurz erinnert werdcl l :  

Siml .4, .B; C Punkte ether Geraden, so lege man dutch A e i n e  
neue Gerade. Durch zwei Punkte i$; 7 derselben mid _B und C lege m a r l  
die beiden Geradenpaare fiB, 7C und tiC, yB,  welche bez[iglich d i e  
beiden Schnittpunkte a und d besitzen. Dann schneider die V e r -  
bitidungsgerade a~ die urspriinglich gegebene Gerade in einem festen, 
Punkte D, dem sogenannten vierten harmonischen Punkte zu A, B, C. 

Der Beweis~ dass der Punkt 30 yon den bet der Construction 
willkiirlichen Elementen unabhgngig ist, ist folgender. Construirt; 
man aus A, B, C in ether anderen dutch die gegebene Gerade h i n -  
durchgelegtell Ebene ein neues Viereck ~; fl'; 7" ~', so werdea d i e  
VerKndungsgeraden aa', [~fl', 7"~", ~6" sich in einem Punkte t re f fen;  
die beiden Vierecke miissen desshalb Schnitte des n'amlichen Vierkants  
sein; es muss dahcr aueh der Punk~ D in beiden ~ibereinstimmen. 
W~re das zweite Viereck in derselben durch die gegebene Gerade  
hindurchgelegten Ebene construirt, wie das erste, so iibertrage m a n  
es dutch Projection auf eine zweite dutch die gegebene Gerade gehende  
Ebene*) und man ha~ den vorigen Fall. 

Genau dieselben Betrachtungen kSnnen nun angestellt werden,  
wenn start des Systems der Geraden und Ebenen das System der t I :  
und F gegeben ist. Die Annahme tiber die Reihenfolge yon A, ~ ,  
C sichert die MSglichkeit~ trotz der Begrenzung unseres gaumes, d ie  
nSthige Construction ausfiihren zu kSnnen. H~t man dann zwei Vie r -  
ecke a, ~l, ~,, 6 und a', fl', ~,', r in verschiedenen durch K hindurch-  
gehenden F, so ziehe man die K aK, tiff', yy', ~ ' .  Dam~ folgt o h n e  
Weiteres: Schneiden sieh zwei dieser K in einem Pankte, so g e h e n  
aueh die anderen durch denselben. Aber der Schnittpunkt kann ge -  
legentlieh iiber den gegebenen begrenzten Raum hinausfallen, d. h .  

*) 8t,~tt desscn wird gclegentlich gesagt: so drehe man das Viereck sammt 
seiner Ebene um die gegebene G er~de in eine neue L~ge; aber dicse Operation 
w{irde m~n bei dem Systeme der K u'nd F nicht wiederholen kSnnen, da zun~chst 
noeh nieh~ bek~nnt ist (was ~llerdings sphter ersehlossen wird. w 7.), dass dieses 
System Transform~tionen in sich selbst zul~sst. 
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gar nicht vorhanden sein. Ia dem Falle wird man eins der beiden 
Vierecl~e dureh Projection auf eine neue durch K gehende F iiber- 
tragen, and m[t diesem Verfahren so lange fortfahren, his die Ver- 
bindungs-Ourven K der Ecken des tlrsprting]iehen und des neu con- 
~truirten Vierecks sich treffen. Es ist das sin Process, der immer zu 
leisten ist, wie man sieh sofi)rt fiberzeugt, so wie man zwei Viereeke 
it1 den bewussten Lagenverh.~tltnissell gezeichne{ denkt. Eine ausge- 
f[ihrte Discussion wiirde nur mat dent Begriffe des GrSsser oder Kleiner, 
nicht aber mat einem Masse canes solchen Untersehiedes zu thun haben. 
Von zwei Strecken A B~ A C caller K heisst A B  kleiner a]s AC, 
sofern man~ nm yon A nach C zu gelangen, B iibersehreiten muss. 

Man beweist ferner, dass vier harrnonisehen Elementen canes 
Grundgebildes bei" cAner vol!s~ndigeu Beziehung wieder vier harmonische 
Elemente entsprechen. Bei einer unvollstgndigen Beziehung ist das 
Entspreehende wahr, sofern den vier Elementen des einen Gebildes 
~virklich vier Elemeate des anderen zugeordnet sand. 

w  

Projectivische Beziehungen. 

Zwe[ Grundgebilde heissen aufeinander projectivisch ~ezoge~, wenn 
j e  vicr harmonlschen Elementen des einen, sofcrn ~ibcrhaupt vier ent- 
sprechende Elemente im anderen Gebilde vorhanden sand, vier har- 
nlonische Elemente des ]etzteren entspreehen. 

Aus dieser Definition schliesst man nun nach S t a u d t ,  dass das 
projectivisehe Entsprechen zwisehen zwei Grundgebilden erster Stufe 
durch drei einander entsprechende Elemente A, B, C und A', /~'~ C' 
festgelegt ist*). Da dieser Schluss, wie bereits angedeutet wurde, in 
seinem Beweise eine Liicke hat~ die ~ur durch ein Axiom zu tiber- 
brticken scheint, so mSge es gestattet sein, bier etwas ausf~ihrlicher 
bei demselben zu verweilen. Die bez. iuseinaudersetzungen und For- 
derungen gelten gleiehmiissig f~ir das System der Ebenen and Geraden, 
wie fiir das System der 2 ~ und K. 

S t a u d t ' s  Schlussweise ist etwa die folgende. Entspreehen ein- 
under A, B, C und A', B', C" so auch D und D' die bez. vierten har- 
monischen Punkte zu A, B, C und A', B', C'; ferner E und E', die 
vierten h~trmonischen Punkte zu irgend drei der vier Punkte A, B, 
C~ D bez. A', B'~ C', D', etc. etc. Die Art der Zuordnung is~ bier- 
linch durch die Zuordnung tier drei Elemente A, B~ C und A', B', C' 
vollst.andig gegeben, so wie man zeigen kann~ dass man zu jedem 

*) (~eome~rie tier Lage. p. 50. Yergl. p. %t des geye'sehen Buches~ ' 
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Puakte ether Gerade.t hingelangen kann, iudem mall zu drei gegebe l len  
['unkten den vierten harmo~dsehen aufsueht~ zu irgend drei d e r  so 
bestimmtea vier Punkte wieder den vierten harmollischell u. s .w .  :Es 
kann diese Behauptung nur den Sinn baben, dass man jedcm P u n k t e  
der Geraden dure]a die wiederhol~e Construe[ion des vierten harmol~ischen 
Punktes beliebig nabe kommen kann, d. h. dass mhn immer e i l l en  
entspreehenden Punkt fi~Men kaml, der zwischen dem zu bes t immenden 
Punkte end einem beliebig yon ibm verschieden angenommenen i n n e  
liegt. S t a u d t  beweist dies, indem c~" die AbsurditSt der A m m h m e  
zeigt, ein gewisser Puukt set der letzte, iiber den die Constructiola 
nieh~ mehr hinausftihre. Aber die Annnhme~ dass es eiaeu ]e.fizten 
dutch die Construction erreichbaren Punkt gebe, ist noch willktirlich. 
Es witre denkbar, dass der fortgesetzte Prbeess der Aufsuchung d e s  
vierten harmonischen Punktes tiber eine bestimmte Grenze l~icl~t h i n a u s -  
fiihrte, ohne doeh eine letzte Lage fiir dell Punkt zu erreichen. U e h e r  
diese MSglichl~eit hili't, soviel ich sehe, nur das Axiom hil~weg, <lass, 
cs gestatlet scin soll, dc~ Grcnzpunkt, auch wcnn cr in dicscr ]~Vcisv 
&v'ch einen unendlichen Process definirt ist, als [ertig vorhrmden a u f -  
zuf~sscn. Bet dieser Ammhme tritt der St.~udt'sche Beweis w i e d e r  
in Kraft und zeigt die UnmSglichkeit der Existenz yon Grel~zlmnkten. 

])ieselben Erwilgtmgeii, die hier flit die G erade vorgetragen w o r d e n  
sind, tibertragen sich auf die Grtmdgebilde erster Dimensioll aus den1 
Sy.~teme der K und 1'; wobei man zuniichst auf die unbegrenzte~ G r u n d -  
gebilde achten wird. Auch bet ihnea wird man ein dem v o r h e r -  
gehenden analoges Axiom hinzuzufiigen habe,~, was daun als e ine  
I'brderung aufgefa.s~t werdcn kann, &r das Systcm ~kr K und t;' gc-  
~tii(je~t soll. Diese Forderung ist mit den dem Systeme sonst at~ferlegten 
vertriiglich ~ d~s zeigt das Beisi~iel der gewShnlichen Gemden ~ n d  
Ebcnen - - ,  ob s'ie aus den fr(iheren zum Theile folgt, bleibe d a h i n  
gestellt. Die Definilion der projectivischen ~eziehung, die so f(ir u n -  
begrenzte Grundgebilde erster Stufe aui'gestellt ist, iibertrii~ sich o h n e  
Weiteres auf begrenzte, b~dem man begrenzte Gebilde projeet ivisch 
sein liisst, wenn sit Schnitte projectivischer unbegrenzter Gebilde s i n d .  

w 

Die 6o0metrie im 0rundgebilde zweiter Stufe und im Raume. 

Die aufgestellten Prineil)ien gentigen, um ftir die unbegretlzteli  
Grundgebilde zweiter Stufe, d. h. fiir das Biindel der dutch eine~l 
Punkt gehendelL K und das B~indel der dureh einen Punkt gehende l l  
�9 ' die projectivisehe Geometric aufzubauea. Man vergleiche h i e r zu  
llur etwa die t'artieen des Reye 'schen Buches (p. 45 ft.), in deae r t  
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fo r  die ~tls unbegrenztes Grundgebilde gedachte Ebene das Entsprechende 
durchgeftihrt wird. Es ist dies wohl der einzige Gedanke, der bei den 
hier  vorgctragenen Dingen nicht ohne Weiteres gegeben war, niimlich 
der  Gedanke, darauf zu aehten, class, auch wenn der Punktraum, tier 
gegeben ist, begrenzt ist, datum doch noch unbegrenzte GrundgebiIde 
erster und zweiter Stufe vorhanden sind, und dass man ftir sic die 
Betrachtungen durehfiihren kann, die man sonst in 13ezug auf die un- 
begrenzt angenommene Ebene anstellt. 

"Namentlich wird man ftir die unbegrenzten Grundgebilde zweiter 
Stufe nun auch alas Gesetz der .Dualiliit entwiekela kSnnen, welches 
j e t z t  dahin auszuspreehen ist~ dass man in allen SStzen, die sich auf 
K und F beziehen, welche durch einen Punier gehen~ start K und F 
auch F und K setzen kann. 

Dutch Ueber~ragung veto unbegrenzten Grundgebilde zweiter Stufe, 
dem Punk[e (als B~indel yon K und /e gedaelfl,), gewinnt man die 
Geometric auf dem begrenzten Grundgebilde zweiter Stufe der (als 
Punktaggregat oder als 0r t  fiir Curvcn K gedachten) /~: Abet die 
projectivisehen Beziehungen und die dualistischen gelten auf der ./~ 
n u r  daml uneingesehrgnkt, wenn man der F i~kalc Punkte und Curven 
/_ff adjungirt, entspreehend denjenigcn Curven K und l?litehen /e des 
angenommenen Biindels, yon dem aus man die projectiviseh dualistischen 
Beziehungen auf die F {tbertrSgt, welehe die F nieht treflbn. Es is4 
ersiehtlieh, wie diese idealen Elementc der /;', die ihrem Wesen nach 
durehaus mit den idealen I~lementen fibereinstimmen, yon denen im 
letzten Paragraphen des vorigen Absehnittes (lie I{ede war, unabhgngig 
sind yon dem Biindel, yon dem man gerade ausging. Der Grund liegt 
darin,  dass naeh Voraussetzung die /;_' yon allen anderen F in den- 
selben K~ d. h. yon jedem Btimh,l yon F in demselben Curvensystem 
K gesehnitten wird. Der ideale Punkt der gegebenen /~" z. B. is~ 
zuniichst definirt dutch eine irgend einem Btindel angehSrige Curve 
I~ ,  welche die/v nicht trifft. Abet dureh die K geht ein Biisehel yon 
/~' und ein begrenzter Theil des Btisehels begegnet der gegebenen 1". 
Auf  tier letzteren erhglten wir also eine Schaar yon C, urven K,  we]che 
dieselben Eigenschaften haben, besonders hinsiehtlieh der Construction 
des vierten harmonisehen Elementes, wie ein begrenzter Theil eines 
dureh einen Punkt gehenden Btisehels yon C-urven K. Legt mau jetzt 
dureh irgend einen Punkt und diese Curven K die beziiglichen 1', so 
werden diese sieh naeh einer K sehneiden. Der ideale Punkt, den 
das erst angenommene 13tindel lieferte, stimmt also mit dem idealen 
Punkt% den ein belie.biges anderes Btindel ergiebt, iiberein. 

Es ist hiernaeh auch ersic!~tlieh, wie der ideale Punkt der ge- 
gebenen /v' der hierdureh definirt ist~ nieht bless als dieser F ange- 
hSrig~ sondern als i&'aler ]~a,t~q)~l'! gedacht win'den muss. 1)ami~ 
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ist dann alles Material gegeben~ um die projectavasche Geomeh.ie a u c h  
des Raumes zu entwickeln~ und es ist der Beweis des oben a~Jfges~elI~en 

HaupLsatzes: 
dass fiir das be,~.. Fliichen- u~d Curvensystc~n die projeetivisehe 
Geometrie gilt 

geleistet. 

w 

Einfiihrung der Doppolverhiiltnisse nnd h0mogenen Coordinaten. 
In diesem Paragraphen mag noch kurz angegeben werden~ w i e  

man an den bisher auseinandergesetzten synthetischen Aufbau ( l e t  
projectivischen Geometrie die analytischc Behandlung derselben zu  
kntipfen hat. Es enthiilt dieser Paragraph also nichts mehr, w~s s i e h  
specifisch auf das System tier K und F bezi~ht; und er soll hier n u r  
seine Stelle finden, weil die betreffenden Ueberlegungen, die n l a n  
wesentlich alle den Staudt ' schen ]2eitrh'gen zur Geometric der jLa~Je 
entnehmen kann, nur zu wenig bekaimt zu sein scheinen. 

Die Definition der Projectivit'Et zweier Grundgebilde erster S t u f c  
ergiebt, dass zwischen je vier Elementen eines solchen Gebildes e ia le  
eonstante Beziehung obwaltet. Drei Elemente sind noch yon e i n a n d e r  
uuabhSngig; die Be ziehung zwischen vier Elementea kann man d ~ h e r  
unter dem Bilde einer reel]en Zahl auffassen*). Man bezcichne d r e i  
Elemente A, I3, C als Grundelemente des Gebildes, auf die t i b r i g e n  
Elemente D des unbegrenzt gedachten Gebildes vertheile matt n u c h  
einem willktirlichen Gesetze die reellen Zahlen yon ~ cx~ his -~- oo, s o  
ist jeder Combination A L ' C D  eine Zahl zugeordnet, welche s i e  
charakterisirt; man hat einen Massstab~ um die Beziehung A A I G _ D  
zu messen. Hat man bei cinem Grundgebilde erster Stufe diese B e -  
stimmung getroffen, so ~iberLrSgt sie sich durch Projection aug ~ l l e  
anderen. 

Man wird darnach stre]~en, diese willkiirliche Scala dutch e i n e  
gesetzm~ssig erzeugte zu ersetzcn, und dies hat S t a u d t  in den P a r a -  
graphen 19, 20 selner Beitr.Ege zur Geometrie der Lage geleis~et. E r  
ordnet dort den Bezichungen ABC.D, oder, wie er sagt~ den W i i r f e n  
ABCI )  dieselben Zahlen zu, welche man ihnen in der auf m e t r i s c h e n  
Definitionen fussenden gewShnlichen Behandlungsweise beileg~/wo s i e  
als 1)oppelverhiiltnisse aufgefasst werden**). Es gentigt zu diese~o_l 
Zwecke, die Wiirfe ABCA~ ABC39~ AI~CC bez. dutch 0~ 1, c~ z u  
bezeichnen und dann eine Operation anzugeben~ vermSge deren l n a ~  

*) Hier kehrt unter elner etwas anderen Form das Axiom des w 5. wieder. 
**) I)~sselbe kann man dutch die yon M6bius in seinem barycentrischenl 

Calcul vo~getragene Theorie der geometrisehen Netze erreichen. 
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zwei Wiirfe A B C D  und ABC1) '  addir~. Dahei wird der harmonische 
~Vurf gleich - -  1, undes  findett IteIationen sta~, wie 

( A B C D )  . ( A D U B ) ~  I etc. 

Von den Doppclvcrhi~ltnissen steige man zu den homogenen Coordinaten 
auf, die nichts sind als die relativen Werthe gewisser DoppelverhKItnisse. 
E s  handelt sich daml besonders darum, einzusehert, dass durch eine 
lineare Gleichung zwisehen den homogenen Coordinaten in der Ebene 
eille Gerade, im ILaume eine Ebene dargestellt wird. Diese Aufgabe 
ha~ F i e d l e r  neuerdings in sehr einfacher und iibersichtlicher Weise 
erledigt, illdem er yon vornherein nebea dea homogenen Punktcoof  
dinaten auch die homogenen Linieneoordinaten, hez. Ebeneacoordinateu 
einftihrte*). Die lineo-lineare G]eichung zwischen den Coordinaten ver- 
einigt gelegener Punkte and Geraden (Ebenen) ist nut der Ausdrack 
ftir gewisse Beziehungen, die zwisehen den in tier Figur (die durch 
Hinzufiigen eines Coordinaten-Dreiecks bez. -Tetraeders entsteht) aat- 
tretenden DoppelverhEltnissen statitinden**). 

Die hiermit angedeuteten Ueberlegungen kaml man alle, start far 
das System tier Geraden and Ebeneg, fat" das System der K und /~' 
entwiekeln, da tar das letztere ebenso die projectivische Geometric gilt. 
Und damit ist also die zweite Form erwiese% welche wit in w 2 
unserem Satze ertheilt hatten, die wir lfier noeh einmal wiederhoten: 

.Man ka~m den I'unkten des ~tr.~2;riinylich gegebenen beyrenzlen 
~au~nes "6t dcr l f  c4sc Zahlen zuordne~% dass die ~Tiichen 1 ~ (die Curven 
K )  dur& li~eare Gleiehu~gcn dargestdlt werden. 

Als Folgerungen, die sieh yon selbst aufdr~ngen~ seien erw.Xhnt, 
dass man nun in Bezug auf die Fli~ehen/;' yon algebraischen Gebilden, 
yon imagini~ren Elementen~ yon eollinearen and dualistisehen Trans- 
formationen reden kann. 

w 

Analytischer Bewois des Hauptsatzes. 

Es wurde bereits darauf hingewiesen, wie sich der in w 2. aufge- 
stetlte Hauptsatz viel einfacher and ohne Zuhfilfenahme besonderer 
Axiome beweisen l'Xsst~ wenn man die Voraussetzung macht, dass es 
gestattet sei~ den Pu~klraum ~nter dem 13ilde einer dreifaeh ausge- 

*) Vierteljahrsschrift der n,~turforschendea Gesellaehaf~ in Z~irich. XV, 2. 
(1871).-  Die d~r~telleude Geometrie. Leivzig. 1871.-  Bei Fiedler ~ind die 
Wtirfe als Doppt..lverhi~l~n~sse definirt; es ist das abet fiir seine weiteren Ausein~nder- 
setzungea otme prineipielle Bedeutung, da er nut solehe Relationen r.wischen 
W(irfen benutzt, welche man, nach der im Texte gemachtea Andeutung, auch 
bei 8taudt begrfindet finder. 

**) VergL hierzu aueh Hamilton's-Elements of Quatcnfious. p. 24--3L 
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dehnten Zahten-Manniufalt@;cit mrfzt@ss~. Ein an diese Voraus-  
setz,mg anknfipfender Beweis enthLilt die Erweiferung unseres Satzes  
auf Zahlen-MannigfaltlgkciteT~ yon beliebig vielcu Dimensionen in 
sich; zugleich ls er tibersehen, warum fiir zwei Dimensionen, wie  
in w 2. hervorgehoben wurde," ein entsprechender Satz noch nicht gilt.  

|)en Vortheil, den man dutch die Annahme, man kSnne den  
Punktraum als eine Zahlen-Maimigfaltigkeit auffassen, in den Beweis  
des Satzes einfiihrt, ist der, dass man nun iiber den Begriff des Un-  
endlieh-Kleinen verfiigt. Fiir die Fortschreitmlgsrichtungen yon e i n e m  
Punkte aus gilt bei beliebiger Coordinatenbestimmung <lie projectivische 
Geometric in demselben Sim~e, wie f[ir die Geraden eines Strahlen- 
biindels, tIat man abet ein System yon F15chen /~ mid Curven K ,  
wie es in dem Satze des w 2. vorausgesetzt wird~ so bezeiehnet j e d e  
der yon einem Punkte aus mSglichen Fortsehreitungsrichtungen e ine  
der dutch den Punkt hindurehgehenden K. _Fib" das Biindcl dcr durch 
einen P~mkt gchenden K,  ~nd, verm@e ,htalislischer Uebertragun9, das 
Biindel der durch cinch I~un]ct gekcnden _F gilt also ohnc Weiteres die 
projectiviscke Geometric. Wir haben also yon vornherein den Stand-  
punkt gewonnen, der sich bei der rein geometrisehen Untersuchnng 
erst in w 6. ergab, noeh mehr: es ist auch yon vornherein wenigstens 
fiir das B(indel yon Is und 1,' die projeetivische (Joordhmtenbesfimmung 
gegeben, die bei rein geometriseher IJetraehtung erst dureh besondere 
Ol,erationen in w 7. entworfej~ werden musste. 

Yon der Geometric im Btindel w>n /+' oder K steigt n,aa i~hnlich 
wie in w 0. geschildert ward% zur Geometric auf den /~' und zur  
Geometric im gaume auf. Dutch eine beliebige F, ~ sic heisse 2 ~ ' ' ~  
werden je zwei Bfindel yon 1r aut'einaJlder l)rojeetivisch bezogen. D e n n  
die Biindel sehneiden die 1;" laut Voraussetzuhg in dem nSm]ichen 
Curvcnsysteme K. Dabei iibertrSgt sieh yon dem einen Biindel so g~ut 
wie veto andereu auf die I~" die Vierseits-Construction; die beiden 
B(indel, und also iiberhaupt alle vorhandenen Biindel sind h ienmch  
dutch die ~" aufeinander projectiviseh bezogen w. z. b. Da abe t  
projeetiviscbe Beziehung innerbalb eines B[indels bei Anwendung tier 
projeetiviseben Coordinaten durch lineare Gleiehungen bezeiehnet wird, 
so ist ersiehtlieh, dass man die F '  durch lineare Gleichungen zwisehen 
den f[ir zwei /3(inde| geltenden projeetivisehen Coordinaten darstellen 
kann etc. etc. 

Betraehtungen derselben Art kann man fiir Mannigfaltigkeiten 
yon beliebig vielen Dimensionen anstellen; ist aber die Zahl de r  
Dimensionen auf 2 gesunken, so haben die Betraehtungen nicht m e h r  
denselben Eriblg. Es sei eine FF, iehe urid auf einem Theile derselben 
ein Curvensystem K gegeben~ yon der Eigensehaft~ (lass durch je zwei 
Punkte des Fl:,'Lchentheils eine mxd nut eine K geht. Die Fliiche, oder  
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vielmehr ihre Punkte sollen unter dem Bilde einer zweif'ach ausgedehnten 
Zahlenmannigf~ltigkeit gefasst werden kSnnen. Dann gilt fiir die 
Fortschrei~ungsrichtungen yon einem Punkte aus die projectivische 
Geometrie, d. h. ~ier Fortschreitungsrichtungen haben ein bestimmtes 
Doppelverhi~ltniss, welches bei keiner stetigen Yerzerrung der Fliiehe 
ge~indert wird. Es tibertr.~gt sich diese Beziehung auf das durch den 
Punkt  gehende Btischel yon Curven K. Man schneide dasselbe durch 
eine ibm nich~ angehSrige Curve K '  und ziehe nach den Schnittpunkten 
die einem zweiten Btischel angehSrigen K. Jetzt sind die beiden 
Biischel durch die K '  auch eindeutig aufeinander bezogen~ aber es ist 
gu t  kein Grund vorhanden, warum diese Beziehung eine projectivische 
sein soll, warum z. B. vier harmonischen Curven des einen Btischels 
vier harmonische des andern entsprechen sollen. Denn ein Analogon 
zu der Vierseitsconstruction, die sich im Kaume tibertrug, existirt 
n icht  mehr, well eine Dimension zu wenig vorhanden ist. 

G S t t i n g e n ,  8. Juni 1872. 

V e r b e s s e r u n g .  

Auf  p. I12~ Zcilc lg v. u. lesc man ,~wcrde" statt ~,wS, rc". 


