Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.
(Zweite]: Aufsatz.)

Von Ferix Kuew in ErLangew.

Die nachstehenden Auseinandersetzungen schliessen sich an einen
fritheren Aufsatz iiber denselben Gegenstand (diese Annalen IV, 4)
an und sind bestimmt, einige dort nur angedeutete Punkte weiter
auszufithren. Es galt mir damals hauptsichlich, in moglichst an-
schaunlicher Weise darzulegen, wie Cayley’s projectivische Massbe-
stimmung in Ebene und Raum ein #quivalentes Bild fiir die Lehren
der Nicht-Euklidischen Geometrie ergiebt. Ich durfte hoffen, letztere
dadurch einem allgemeinen Verstindnisse zughnglicher gemacht, gleich-
zeitig aber auch Ausgangspunkte fiir weitere Untersuchungen ge-
wonnen zu haben, In letzterem Betracht hatte ich nur angedeutet,
wie die vorgetragenen geometrischen Ueberlegungen fiir Mannigfaltig-
keiten von beliebig vielen Dimensionen zn verwerthen seien, Ich hatte
ferner die Ansicht entwickelt, dass man in #hnlicher Weise, wie
v. Staudt, die projectivische Geometrie aufbauen kénne, auch ohne
iiber das Parallelenaxiom etwas festzusetzen. Es sind hauptsichlich
diese beiden Punkte, welche im Folgenden im Sinne des damaligen
Aufsatzes, aber in der fortentwickelten Form, die sie inzwischen bei
mir gewonnen haben, dargelegt werden sollen. Wenn ich dabei oft
weiter aushole und gelegentlich vielleicht etwas weitliufiy wire; so
trieb mich dazu der Wunsch, moglichst verstéindlich zu schreiben und
dadurch von vorneherein Zweifel an der Richtigkeit der Betrachtung
zu beseitigen, welche sich bei so abstracten Gegenstéinden nur zu
leicht aufdringen. Zugleich mogen denn dadurch die Bedenken ent-
fernt werden, welche mir von verschiedenen Seiten her hinsichilich
meiner fritheren Arbeit gefiussert worden sind.

Die nachstehenden Untersuchungen sind wie die damaligen rein
mathematischen Inhaltes. Es bleiben ihnen also durchaus die Fragen
fern, welche Vortheile aus den beziiglichen mathematischen Resultaten
fir die Raumanschauung oder iiberhaupt die Naturerkenntniss ge-
wonnen werden kdnnen. Aber es ist vielleicht nicht tiberfliissig, nach
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dieser Seite hin den Gegenstand hier zu pricisiren, da nur zu viel-
fach diese mathematischen Betrachtungen mit eventuellen Anwendungen
derselben untermischt und verwechselt werden.

Die Untersuchungen der Nicht- Euklidischen Geometrie haben
durchaus nicht den Zweck, itber die Giiltigkeit des Parallelenaxioms
zu entscheiden, sondern es handelt sich in denselben nur um die
Frage: ob das Parallelenaziom cine mathematische Folge der dbrigen
bet Euklid oufgefiihrten Axiome ist; eine Frage, die durch die frag-
lichen Untersuchungen definitiv. mit Neie beantwortet wird. Denn
sie haben ergeben, dass man ein in sich consequentes Lehrgebiude
auf Grund allein der iibrigen Axiome aufbauen kann, welches das
Lehrgebdude der Euklidischen Geometrie nur als einen speciellen
Fall umfasst.

Aehnliche Untersuchungen kdnnte man und sollte man mit Bezug
auf alle anderen Voraussetzungen, die unseren geometrischen Vor-
stellungen zu Grunde liegen, anstellen. Es ist die Nieht-Euklidische
Geometrie ein erster Schritt in einer Richtung, deren allgemeine
Méoglichkeit durch Riemann’s Arbeit*) , Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen* vorgezeichnet ist. Ein iibn-
licher Schritt ist es, wenn man das Axiom von der unendlichen Linge
der Geraden fallen lisst, wie ich dies in meinem vorigen Aufsatze im
Anschlusse an die Arbeiten von Riemann und Helmholtz gethan
habe. Dann ist ausser der Nicht-Euklidischen Geometrie im Sinne
von Lobatchefsky, Bolyai, oder, wie ich sie nenne, der hyper-
bolischen Geometrie, noch eine zweite Geometrie, die elliptische, mog-
lich; zwischen beiden bildet die gewdhnliche, parabolische Geometrie
den Uebergangsfall. : T

Allerdings sind wohl nicht immer und nicht alle Bearbeiter der
Nicht-Euklidischen Geometrie oder verwandter Gegenstdnde der hier
entwickelten Ansicht gewesen. Man mochte dieses wenigstens schliessen,
wenn z. B. Bolyai die Abhandlung, in der er das Parallelenaxiom
fallen lisst, ,iber die absolut wahre Raumlehre* betitelt. Auch in
der neuesten Zeit scheint diese Auffassung noch nicht ganz verschwunden,
so dass es wohl nicht @berfllissig ist, hier ausdriicklich auf dieselbe
als eine von-der hier vorgetragenen abweichende aufmerksam zu machen.

Man kann fragen, ob solche Untersuchungen, wie sie durch die
Nicht-Euklidische Geometrie als Beispiel vertreten sind, noch ausser-

*) Bei Riemann ist die rein mathematische Betrachtung nicht tberall von
den Betrachtungen mehr speculativen Charakters geschieden, die gich auf die
Objectivitit der Raumanschanung ete. beziehen. Auf diesen Umstand ist die viel-
fach tiber die bez. Dinge verbreitete Unklarheit wohl zum grossen ‘I'beile zuriick-

zufiihren,

Mathemoptische Annalen. VI. 8
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halb des speciellen Zweckes, um dessen willen sie entwickelt werden,
anderweitigen Nutzen besitzen und jn welcher Richtung derselbe zu
suchen ist. Mir scheint ein zweifacher Nutzen zu resultireh, ein rein
mathematischer und ein, wenn die Ausdrucksweise gestattet ist, phy-
sikalischer. In erster Linie erweitern die Untersuchungen den Kreis
unserer mathematischen Begriffe. 8o haben die Betrachtungen iiber
Parallelentheorie, ganz allgemein zu reden, einen wesentlich neuen
Begniff geliefert, den Begriff einer beliebig ausgedehnten Mannig-
faltigkeit von constantem Kriimmungsmasse. Dann aber — und das
ist die physikalische Wichtigkeit solcher Forschungen — gewinnen
wir durch dieselben Material, um die uns geliufigen g O‘eometrlschen Vor-
stellungen nach ihrer Nothwendigkeit beurtheilen und eine Ab#nderung
derselben, falls eine solche wiinschenswerth scheinen sollte, zweck-
miissig treffen zu kdnnen. Ich kann in dieser Beziehung nur (in
etwas freier Fassung) die Schlussworte der Riemann’schen Arbeit
citiren :

»O0lche Untersuchungen, welche, wie die hier gefithrte, von allge-
meinen DBegriffen ausgehen, kinnen dasu dienen, dass die Umarbeitung
der diberkommenen rdumlich-mechanischen Vorstellungen wicht durch
die Beschrinktheit der Begriffe gehindert und der Fortschritt im Er-
kennen des Zusammenhanges der Dinge micht dmwh tiberlieferte Vor-
urtheile gehemmt wird.

Aber einseitig wiirde es sein, wollte man, wie dies gelegentlich
von physikalischer oder philosophischer Seite geschieht, in einer
solchen eventuellen Verwendung der betreffenden Untersuchungen den
einzigen Nutzen derselben erblicken; und es ist jedenfalls nur vortheil-
haft, wenn man die Fragen trennt, und zunichst die rein mathema-
tischen Betrachtungen, welche die (Grundlagen fiir die sich an-
schliessenden speculativen sind, durcharbeitet. —

Die folgenden Ausfithrungen  zerfallen in zwei Abschnitte, die
unter einander nur lose zusammenhiingen und hier nur vereinigt sein
mogen, weil sie sich beide an den fritheren Aufsatz anlehnen.

Der erste Abschnitt ist durch den Umstand hervorgerufen, dass
in meiner fritheren Arbeit die Frage nach dem Begriffe einer Mannig-
faltigkeit von constantem Kriimmungsmasse, und die Frage, wie unsere
riumlichen Anschauungen zu modificiren wiren, falls der Raum ein
nicht verschwindendes Kriimmungsmass besiisse, nicht von einander
getrennt behandelt sind. Es scheint dies bei dem Verstindnisse der
Arbeit eine Hauptschwierigkeit zu bilden, und deshalb sollen die dort
mit Bezug auf die erste Frage gewonnenen Resultate hier ohne alle
Verbindung mit der zweiten Frage noch einmal ausgesprochen und
ihrem Sinne und ihrer Tragweite nach deutlich begrenzt werden. Ich
atelle mich dabei auf den rein analytischen Standpunkt und handele



Dic Nicht-Euklidische Geometrie. 115

sofort von Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen: wenn
ich dabei gelegentlich von geometrischen Dingen rede, so ge-
schieht es nur, um abstracte Begriffe an einem concreten Bilde zu
erliutern. Es -wird dabei die gewbhnliche geonmietrische Anschauung
mit ibrem Parallelen-Axiome zu Grunde gelegt, was ja ein durchaus
berechtigtes Hiilfsmittel ist, auch wenn die objective Giiltigkeit des
Parallelenaxioms (oder der anderen Axiome) als nicht feststehend be-
trachtet wird, da diese uns gelinfige Anschauung in sich nicht wider-
sprechend 1ist, also' wirkliche mathematische Beziehungen in Evidenz,
setzt. Der begriffliche Unterschied zwischen einer Mannigfaltigkeit
von constantem Kriimmungsmasse und dem, was ich eine projectivische
Mannigfaltigkeit nenne — oder, was das geometrische Analogon ist:

der Unterschied zwischen metrischer und projectivischer Geometrie
wird dabei in moghchst bestimmter Form hervorgehoben, da so erst
die Resultate einen durchsichtigen Inhalt erhalten. Ich glaube nicht,
dass die Art und Weise, wie ich diesen Unterschied einfiihre, wesent-
lich neu ist: vielmehr wird Jeder, der dariiber nachgedacht hat, den
Unterschied in &hnlicher Weise auffassen; es ist mir aber nicht be-
kannt, dass diese Auffassung irgendwo dargestellt wire und ick michte
sie hier um so weniger unerdrtert lassen, als sie nach meiner Mei-
nung fiir mathematische Fragen iiberhaupt von fundamentaler Be-
deutung ist. Dementsprechend haben diese Auseinandersetzungen eine
Ausdebnung gewonnen, hinter welcher die Partieen, die sich insbe-
sondere auf das constante Kriimmungsmass beziehen, verhiltnissmissig
zuriicktreten.

In dem zweiten Abschnitte begriinde ich denn eingehender die
bereits genannte Behauptung: dass man in #hnlicher Weise, wie
v. Staudt, die projectivische Geometrie entwickeln kann, auch wenn
man das Parallelenaxiom nicht zugiebt. Zu dem Zwecke zeige ich,
dass nicht nur fir die Ebenen und Geraden des Raumes, sondern tiber-
haupt tiir jedes Flichen- und Curvensystem, das in einem endlichen
Raumstiicke ihnliche Lagenverhiiltnisse besitzt, wie man sie bei den
Ebenen und Geraden voraussetzt, innerhalb des begrenzten Raumes
die projectivische Geometrie gilt. Diese Untersuchung, die hier zum
Beweise der genannten Behauptung gefuhrt wird, scheint an und fiir
sich von Interesse. Sié lehrt einmal ein merkwiirdiges Theorem der
Analysis situs kennen, insofern der oben angedeutete Satz*) nur von
solchen rinmlichen Dingen handelt, die bei einer stetigen Verzerrung
des Raumes ungeéndert bleiben, und kann also in diese noch wenig
entwickelte geometrische Disciplin eingereiht werden; andererseits

*) Ich habe diesen Satz bereits in den Goté, Nachrichten 1872. Juni 5. mit-
getheilt,
8*
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fann man sie als einen Schritt in der ohen angedeuteten Unter-
suchungs-Richtung der Axiome der Geometrie betrachten, insofern sie
von weniger Annabmen ausgeht, als man den Ebenen und Geraden
des Raumes gewbhnlich beilegt, und doch das Vorhandensein einer
Reibe denselben sonst zukommender Figenschaften nachweist.

Erster Abschnitt.

Die Mannigfaltigkeit von constantem Kriimmungsmasse, die
projectivische Mannigfaltigkeit und ihr gegenseitiges Verhiiltniss.

§ 1.

Begriff einer Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen, wie er
im Folgenden zu Grunde gelegt wird.

Wenn »n Veridnderliche
Xyy Tay oo o v By

gegeben sind, so constituiren die nfach unendlich vielen Werthsysteme,
die man erhdlt, wenn man die z unabhingig von einander die reellen
Werthe von — oc bis -4 oo durchlaufen lisst, dasjenige, was hier,
in Uebereinstimmung mit der gewdhnlichen Bezeichnungsweise, eine
Mannigfaltigheit von n Dimensionen genannt werden soll. Das ein-

zelne Werthsystem
(@, Zyy oo oo Zn)

werde als ein Element derselben bezeichnet.

Fiir # == 3 kann man — und das ist der urspriingliche Grund-
gedanke der analytischen Geometrie — die Elemente der bez. Mannig-
faltigkeit durch die Punkte des Raumes, die Mannigfaltigkeit selbst
also durch den als Punkt-Aggregat gedachten Raum vorgestellt sein
lassen. Wir werden hier und im Folgenden diese anschauliche und
uns geliufige Interpretation eines einzelnen Falles benutzen, um uns
an ihr jedesmal digjenigen Ideen zu bilden, welche auf den allge-
meinen Mannigfaltigkeitsbegriff iibertragen werden sollen. Den Punkt-
raum denken wir uns dabei, wie bereits in der Einleitung gesagt, .
mit den Kigenschaften ausgeriistet, die wir ihm gewdhnlich, d. h. in
der Euklidischen Geometrie beilegen.

Im Folgenden soll bei Betrachtung der Mannigfaltigkeiten ge-
wohnlich von algebraischen Gebilden und algebraischen Processen ge-
handelt werden. In solchen Féllen mdgen wir, wie dies in der neueren
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Geometrie geschieht, zu den bisherigen Elementen der Mannjgfaltig-
keit neue, compleze hinzufiigen, indem wir den » Variabeln

Tyy Tyy oo Ty

fortan gestatten, beliebige complexe Werthe anzunehmen. Dabei wird
es, wieder wie in der Geometrie, dennoch gestattet sein, der Aus-
drucksweise nach an einer nfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit fest-
zuhalten; der Vergleich mit der in der Geometrie iiblichen Rede-
weise wird alle Schwierigkeiten in dieser Richtung fortheben.

§ 2
Transformationen und Transformationsgruppen.

Als eine Tramsformation der Mannigfaltigkeit in sich selbst sei
der Uebergang verstanden, welcher von jedem Elemente zu cinem (oder
einigen) zugeordneten fithrt. Man mag die Transformation durch
n Gleichungen bestimmen, nach welchen das zugeordnete Element von
dem jedesmaligen urspriinglichen abhingt. Die Art der Gleichungen
‘und ihre gegenseitige Beziehung ist fiir den Begriff zunichst gleich-
giiltig; im Folgenden werden wir aber immer voraussetzen, dass sie
umbkehrbar sind. Die umgekehrten Gleichungen reprisentiren, was die
umgekehrte Transformation heissen soll. Bezeichnet man, wie im
Folgenden geschehen soll, eine Transformation durch einen Buchstaben:
A, B,..., die Zusammensetzung zweier Transformationen 4, B
durch das Symbol (Produkt) AB, so wird die umgekehrte Transfor-
mation von A durch 4~—?! darzustellen sein,

Wir bemerken ferner, dass die Transformationen, die weiterhin
vorkommen, wesentlich algebraische sind, und dass wir in solchen
Fillen die Mannigfaltigkeit immer als eine comple¥e Mannigfaltigkeit
und die Transformation als gleichzeitig fiir die complexen Elemente
eintretend ansehen.

Sei nun eine Reithe von Transformationen 4, B, C... gegeben,
Wenn dicse Rethe die Eigenschaft besitzt, dass je zwei ithrer Trans-
formationen zusammengesetet eine Transformation ergeben, dic selbst
wteder der Reihe angehort, so soll sic ecine Transformationsgruppe®)
heissen.

*) Name wie Definition sind herlibergenommen von der analogen Begriffs-
bildung der Substitutionstheorie, die sich nur dadurch von der hier vorgetragenen
unterseheidet, dass die in ihr betrfichteten Mannigfaltigkeiten aus einer cndlichen
Zahl discreter Elemente bestehén. In einem friilheren Aufsatze (diese Annalen IV, 1)
haben Lie und ich das, was hier Transformationsgruppe heisst, als ein ,.ge-
schlossencs System von Transformationen* bezeichnet.
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Beispiele fiir diesen Begriff mag man sich an der du\rch dent Pankt-
raum versinnlichten Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen bilden.
Eine jede Bewegung, eine jede Collineation ist eine riumliche Trans-
formation. Fine Gruppe bilden ~Z. B. die Gesammtheit aller Be-
wegungen; denn z?’e'f"Bewegungen zusammengesetzt ergeben cine
neue Bewegung. Eine Gruppe bilden ferner etwa die Gesammtheit
aller Collineationen, insbesondere diejenigen Collineationen, die ein
bestimmtes Gebilde, z. B. eine Fliche zweiten Grades, in sich iiber-
fithren. KEs ist tibrigens zum Begriffe der Gruppe durchaus nicht
wesentlich, dass die sie constituirenden Transformationen, wie in den
genannten Beispielen, an Zahl unendlich sind und sich continuirlich
an einander anschliessen, obwohl dies der Charakter derjenigeu Gruppen
sein wird, die im Folgenden gebraucht werden. Vielmehr bilden z. B.
die unendlich vielen ruckweise anf einander folgenden Verschiebungen,
welche eine Sinuslinie mit sich selbst zmr Deckung bringen, eine
Gruppe; ebenso die in endlicher Anzahl vorhandenen Bewegungen,
welche einen Wiirfel mit sich selbst zur Deckung bringen®), Aehn-
liche Unterscheidungen finden bei den Transformationsgruppen in be-
liebigen Mannigfaltigkeiten ihre Stelle, doch mag die nihefe Erorterung -
der sich anschliessenden Fragen als fiiv das Folgende unnbthig hier
unterbleibew.

Zwei Transformationsgruppen heissen d@lmnlich*¥), wenn man die
Transformationen der einen Gruppe so den Transformationen der an-
deren Gruppe zuordnen kann, dass die Zusammensetzung entsprechender
Transformationen entsprechende Transformationen ergiebt. Eine Trans-
formationsgruppe, welche mit einer gegebenen ihnlich ist, erhilt man
z. B., wenn man mit allen Transformationen 4 der gegebenen Gruppe
eine Transformation C und deren umgekehrte O—! in der Art ver-
bindet, dass die Transformationen C—14 (. entstehen. Man kann dies
so aussprechen. Die Transformationen A fiihren die urspriinglichen
- Elemente der Mannigfaltigkeit bez. in neue tiber. Auf die urspriing-
lichen und die neuen wende man gleichzeitig die Transformation C
an. 8o driicken die Transformationen C—~'A(C die Beiiehung aus,
welche zwischen den Elementen besteht, die durch € aus den friiher
zugeordneten hervorgehen, ‘

Man kann unter gewissen Einschrinkungen beweisen, dass je zwei
dhnliche Gruppen in diesem Sinne aus einander durch Anwendung

'*) In einem Aufsatze: Sgr les groupes de mouvements (Annali di mate-
matica. Ser 2. t. II) bat Camille Jordan alle Gruppen von Bewegungen auf-
gestellt. .

**) Man vergl, iwmmer die analoge Terminologie und Begriffsbildung der
Substitutionstheorie,



Die Nicht-Euklidische Geometrie. 119

einer Hiilfstransformation C hervorgehen; fiir das Folgende haben wir
die Begriindung und die Begrenzung dieses Satzes nicht nothig, wir
wollen vielmehr wnder zwei dlmlichen  Transformationsgruppen. schlecht-
hin solche zwei verstchen, die durch Anwendung ciner Transformation
O aus einander entstanden sind. Dabei braucht € noch durchaus keine
eindeutige Transformation zu sein; sie kann recht wohl vieldeutig,
selbst unendlich vieldeutig sein*).

§ 3.
Die Hauptgruppe der réumlichen Transformationen.

Die Geometrie kann sich, unseren gewdhnlichen Vorstellungen
nach*¥), {iberhaupt nur mit solchen Eigenschaften der rdumlichen Ge-
bilde befassen, welche unabhiingig sind von der Stelle im Raume, die
von den Gebilden eingenommen wird, sowie von der absoluten Grosse
der Gebilde. Auch kann sie nicht (immer ohne Zuhtilfenahme eines
dritten Korpers) zwischen den Eigenschaften eines Korpers und denen
seines Spiegelbildes unterscheiden. Durch diese Sitze ist eine Gruppe
raumlicher Transformationen charakterisirt-— sie mag die Hauptgruppe
genannt werden —, deren Transformationen die Gesammtheit der geo-
metrischen Eigenschaften eines Gebildes unberiihrt lassen. Es setzt
sich diese Gruppe zusammen aus den sechsfach unendlich vielen Be-
wegungen, aus den einfach unendlich vielen Aehnlichkeitstransforma-
tionen und aus der Transformation durch Spiegelung an einer Ebene.

Hatten wir seither den Punktraum schlechthin als eine dreifach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit aufgefasst, so konnen wir jetzt eine
nihere Bestimmung hinzufiigen, welche durch das Vorhandensein der
Hauptgruppe raumlicher Transformationen bedingt wird:

Der Punktraum ist eine Manwigfaltigheit von drei Dimensionen,
bei deren Behandlung man nur auf solche Eigenschaften auftretender
Gebilde 2u achten hat, die durch dic Transformationen der Haupt-
gruppe ungedndert bleiben™*¥*).

*) Z. B. sollen, fiir n = 2, noch als zhulich bezeichnet sein die Gruppen:
a =+ ay, B =T+ 0
¥ = by, Y2 = ba¥a,

weil sie durch die Substitution
w;=logy;, x}==1logy;

und

aus einander hervorgehen.
*#) Tn der Nicht-Euklidischen Geometrie ist dies insofern anders, als die Ver-

wandtschaft der Aehnlichkeit nicht existirt,
##%) Dem Raume an und fiir eich kann man bekanntlich, nach der Pliicker'-

schen Auffassung, beliebig viele Dimensionen zuertheilen, je nach dem Gebilde
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Man iibersieht bereits hier, wie von einer bestimmten Bebandluung
einer Mannigfaltigkeit von nDimensionen erst dann die Rede sein
kann, wenn eine Transformationsgruppe gegeben ist, welche die Rigen-
schaften, auf welche man achten will, charakterisirt als die dorch die
Transformationen der Gruppe unveriinderlichen Relationen. Je umfang-
reicher die Gruppe ist, um so geringer wird die Zahl der bleibenden
Eigenschaften und umgekehrt. Bestinde die Gruppe aus der identischen
Transformation, d. h. aus derjenigen, die jedes Element sich selbst zu-
orduet, so wiirde jedes Element der Mannigfaltigkeit bei deren DBe-
handlupg ein individuelles Interesse besitzen.

g 4

Die verschiedenen Methoden der Geometrie sind durch eine zugehérige
Transformationsgruppe charakterisirt,

Wenn man von bloss formellen Upterschieden absieht — also
etwa davon, ob die Art der Behandlungsweise in fortwithrender Ver-
bindung mit der riumlichen Anschawung oder. unter Zuhiilfenahme
eines rechnenden Algorithmus geschieht — so wird man den Unter-
schied der in der Geometrie iiblichen Methoden in der Art der bei
der Behandlung adjungirten Transformationsgruppe erblicken miissen.
Fir alle geometrischen Betrachtungen ist, wie gesagt, von vornherein
die Hauptgruppe der Transformationen gegeben. Wollte man nur
einen Theil ibrer Transformationen in Betracht ziehen, so erhielte man
solche geometrische Eigenschaften der rdumlichen Gebilde, welche sich
auf fest gedachte gegebene Elemente beziehen, die unter sich natiir-
lich die eigentlichen, nicht von der Annahme fester Elemente ab-
hiingigen geometrischen Beziehungen begreifen. Aber es bleibt un-
benommen, der allgemeinen geometrischen Betrachtung statt der
Hauptgruppe eine weitere, die Hauptgruppe umfassende Gruppe von
Transformationen zu Grunde zn legen. Und in der Einfiihrung solcher
allgemeinerer Gruppen an Stelle der Hauptgruppe besteht das Wesen
der verschiedenen geometrischen Methoden, die sich in der Neuzeit
entwickelt haben, inshesondere, worauf es -uns hier ankommt, das -
Wesen der projectivischen Geometrie. Sie fasst an den rdumlichen
Dingen nur das auf, was durch collineare Umformungen nicht ge-
Bndert wird, sie adjungirt sich also in dem cben erirterten Sinme die
Gruppe aller collinearen Umformungen. Die Transformationen der

welches man ’als Raumelement zu Grunde legen will. Aber die Hauptgruppe
der Transformationen, welche die geometrischen Eigenschaften ungedndert lisst,
ist von der Wahl des Raumelementes unabhiingig. Der Raum erscheint also als dasBild
c?iner ?eliebig ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist, bei der Jedesmal eine Trans-
formationsgruppe von demselben Charakter adjungirt ist. Vgl. den folgenden Text.
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Hauptgruppe sind dann*) dadurch definirt, dass sie diejenigen reellen
Collineationen sind, welche ein individuelles Gebilde, den sogenannten
unendlich fernen imaginiiren Kreis ungetindert lassen. Die nicht pro-
jectivischen Eigenschaften rdumlicher Gebilde erscheinen als covariante
Beziehungen der Gebilde zum imaginiren Kreise. Ein anderes Bei-
spiel, welches hier, um die Verschiedenartigkeit der moglichen Me-
thoden hervorzuheben, erwiihnt sein mag, giebt diejenige Behandlungs-
4veise geometrischer Dinge, wie sie in der sog. Analysis situs gehand-
habt wird. Hier besteht die.Gruppe der adjungirten réumlichen Trans-
formationen aus denjenigen Raumtransformationen, welche man Ver-
zerrungen (Deformationen) des Raumes nennt und die dadurch definirt
sind, "dass sie sich aus unendlich kleinen reellen Raumtransformationen
zusammensetzen lassen. Indem bei ihr der Begriff des Reellen we-
sentlich, der Begriff der Algebraischen zuniichst tiberhaupt nicht vor-
handen ist, so ist bei ihr das Punktgebiet des Raumes nicht durch
complexe Punkte zu erwettern.

Eine nihere Durchfihrung des hier entwickelten Gesichtspunktes
zur Classificirung der verschiedenen geometrischen Methoden scheint
sehr interessant, es wiirde eine solche aber hier ausserbalb des eigeunt-
lichen Thema's liegen und es mag daher bei den genannten Beispielen,
die zur Illustration der allgemeinen Betrachtungen des folgenden Para-
graphen ausreichen, sein Bewenden haben*¥).

§ 5.

Behandlungsweise der Mannigfaltigkeiten aus » Dimensionen.

Aus den vorigen beiden Paragraphen ist ersichtlich, wie die Be-
handlungsweise einer Mannigfaltigkeit von # Dimensionen durch die
Transformationsgruppe charakilerisirt wird, welche man adjungirt. Alle
diejenigen Behandlungsweisen stimmen dabei im Wesen iiberein und
kbnnen durch passende Einfihrung neuer Variabeln auch in formelle
Uebereinstimmung gebracht werden, welche d&hnliche Transformations-
gruppen benutzen. Es ist das bei der in § 3. entwickelten Defini-
tion von dhnlichen Gruppen selbstverstindlich. Denn eine einmalige
Transformation der Mannigfaltigkeit in sich selbst (die wir dort mit
dem Buchstaben C bezeichnet hatten) kann auch als eine Einfiihrung

*) Man wuss bei der projectivischen Geometrie verschiedene Stadien der
Entwickelung unterscheiden. Lange Zeit dachte man bel einer Collineation immer
an eine reelle Collineation, und noch immer wohl ist die Anschauung, dass man
in der projectivischen Geometrie alle vorkommenden Grossen als unbedingt com-
plex veriinderlich auffassen soll, nicht tiberall durchgedrungen,

**) Ich habe seitdem versucht, diese Verhiltnisse in einem Programme:
Vergleichende Betrachtumgen tiber meuere geometrische Forschungen (Erlangen 1872,
Bei A. Diichert) allgemein zu entwickeln (Dec. 72.).
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peuer Variabeln zur Behandlung der Manuigfaltigkeit, als ¢ine Coor-
dinatentransformation, angesehen werden, wobei denn die Gruppe der
Aenderungen, welche man als nicht in Betracht kommend ansieht, un-
beriihrt dieselbe bleibt,

Als einfachste Transformationsgruppe erscheint die Gruppe aller
lincaren Transformationen, hierunter diejenigen verstanden, welche
statt der urspriinglichen Variabeln gebrochene lineare Functionen det:
selben mit gemeinsamem Nenner einfithren. Die auf sie gegriindete
Behandlungsweise *) der Mannigfaltigkeit'— ich will sie die projecti-
vische nennen — ist es, deren sich die neuere Algebra bedient (wobei
es nur als ein Mittel zur tibersichtlicheren Darstellung, allerdings als
ein sehr wesentliches und der Natur der Sache durchaus entsprechendes
Mittel erscheint, wenn man statt der » Verinderlichen, durch die wur-
spriinglich das Element der Mannigfaltigkeit bestimmt wurde, (» 4— 1)
homogene einfithrt). Der Namen ,Invariantentheoric, den man der
neveren Algebra beilegt, bezeichnet recht gut das Wesen, welches
nach der hier dargelegten Auffassung iiberhaupt jeder Behandlungs-
weise einer Mannigfaltigkeit zukommt; es handelt sich immer darum
bei gegebenem Umfange der Aenderungen, die invarianten Beziehunngen
zu entdecken.

Zu einer anderen Behandlung der Mannigfaltigkeiten, die abexr in
der vorangefiihrten projectivischen Behandlung enthalten ist, insofern
ihre Transformationsgruppe aus einem Theile der Gruppe aller linearen
Transformationen besteht, wird man gefiihrt, wenn man die Be-
trachtungen der gewdhnlichen metrischen Geometrie, bei denen die
Hauptgruppe riumlicher Transformationen zu Grunde gelegt ist, auf
beliebig viele Verinderliche verallgemeinert#%). Die beziiglichen Trans-
formationen erscheinen vom Standpunkte der projectivischen Be-
trachtung als diejenigen reellen linearen Transformationen, welche ein
individuelles Gebilde, das durch eine lineare und eine quadratische
Gleichung vorgestellt wird, ungeiindert lassen. Es mag die hier an’
kntipfende Behandlungsweise der Mannigfaltigkeit als die gewishnliehe
metrische bezeichnet sein, V

Man kénnte sich ferner eine Behandlungsweise denken, welche
der Analysis situs entspriiche etc. ete.

Besonders betont sei noch einmal, dass dhnliche Transformations-

*) Eine der frithesten Behandlungen des allgemeinen Mannigfaltigkeitebegriffs
findet sich in Grassmann’s linearer Ausdehnungslehre von 1844. Seine Me-
thode ist wenigstens in vielfacher Hinsicht eben die hier gemeinte projectivische;
was hier Element der Mannigaltigkeit heisst, heisst bei ihfn exteusive Grosse.

**) Hierher sind beispielsweise alle derartigen Betrachtungen zu rechnen,
welche die gew. Kriimmungstheorie auf n Dimeusionen iibertragen etc.
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gruppen zu identischen Behandlungsweisen Anlass geben. Projectivisch
mag deshalb geradezu jede Behandlungsweise heissen, welche eine
Gruppe adjungirt, die durch passende Einfiihrung neuer Veréinder-
lichen auf die Gesammtheit der linearen Transformationen umgeformt
werden kann ete. T

Sodann sei noch auf einen Umstand aufmerksam gemacht, der
zwar nicht im Nichstfolgenden hervortritt, der aber: fiir den zweiten
Abschnitt dieses Aufsatzes von Bedeutung wird. Es ist, dass beliebige
Transformationen einer Mannigfaltigkeit, sofern sie die implicite immer
vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften haben, fiir unendlich Lleine
Particen der Manwigfaltigheit durch lincare Transformationen erselzt
werden kommen. Welcher Art also auch die Behandlungsweise ist, der
man eine Mannigfaltigkeit von # Dimensionen unterwerfen mag, fiir
die (n — 1) fach ausgedehnte Mamigfaltigheit, welche von den  von
einem Elemente aus moglichen Fortschreitungsrichbungen zu benachbarten
Elementen gebildet wird, ist sic in der projectivischen DBehandlungsweise
enthalten.

§ 6.

Die Mannigfaltigkeit von constantem nicht verschwindendem
Kriimmungsmasse,

Die vorhergehenden Paragraphen euthalten die nothwendigen Aus-
einandersetzungen, uwm nunmehr den Begriff einer Mannigfaltigkeit
von constantem Kriimmungsmasse einfihren und seip Verhiltniss zu
dem Begriffe der projectivischen Mannigfaltigkeit errtern zu konnen.

Wenn man einer Mannigfaltigkeit ein bestimmtes constantes,
nicht verschwindendes Kriimmungsmass beilegt*), so hat man dem
blossen Begriffe einer »fach ausgedehnten Mannigfalligkeit ganz so,
wie in den im vorigen Paragraphen aufgefiihrten Beispielen, als nihere
Bestimmung eine Transformationsgruppe zugefiigt, die durch die For-
derung freier Beweglichkeit starrer Korper in bekannter Weise con-
struirt wird#¥). Der Werth des dann nothwendig constanten Kriim-
mungsmasses kann noch durch bestimmte weitere Forderungen niher
umgrenzt und endlich durch Einfithrung der Lingeneinheit numerisch
festgelegt werden (vgl. § 7.).

' Man kann nun die Frage aufwerfen, ob die so eingefithrte Be-

*y Man vergl. hierzu ausser der Riemann’schen Schrift namentlich Bel-
trami's: Teoria geuerale degli spazii di curvatura costante. (Annali /di Mate-
matica. Serie 3, t. IL). Dieselbe ist von Hotiel {ibersetzt im Journal de 1'Ecole
Normale Supérieure t. IV.

*%) Vergl. die Arbeiten von Riemann und Helmboltz, anf welche sich
auch die im Teste gebrauchte geometrische Redeweise bezieht.
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handlungsweise zu der projectivischen Behandlung der Mannigfaltigkeit
in einer #hnlichen Beziehung steht, wie nach der bez. Bemerkung
des vorigen Paragraphen die gewOhnliche metrische Methode; anders
ausgedriickt; Die bei der gewShnlichen metrischen Methode zu Grunde
gelegle Gruppe war bei passender Coordinatenbestimmung in der
Gruppe der linearen Transformationen, allgemein zu reden also ixf
einer mit dieser Gruppe #hnlichen Gruppe enthalten: trifft das betl
der nun vorliegenden Behandlungsweise auch zu?

Die so gestellte Frage findet ihre Beantwortung in den Arbeiten
Beltrami’s®), Derselbe zeigt nimlich: dass man in einer Mannig-
faltigheit von constuntem Kriimmungsmasse die Variabeln so wihlen
kann, dass dic geoditischen Linien durch lineare Gleichungen darge-
stellt sind; dass ferner bes dieser Coordinalenbestimmung die Trares-
formationen, welche die Massverhiiltnisse ungedindert lassen, durch lineare
Gleichungen durgestellt werden. Von dem hier vorliegenden Gesichts-
punkte aus wird man das dahin aussprechen: dass die Transforma-
tionsgruppe, welche bei einer Mamwigfaltigheit adjungirt wird, wenn
man thr constantes Kriimmungsmass beilegt, bei passender Coordinatere—
bestimmung in der Gruppe der linearen Transformationen enthalten ist,
woraus man sofort schliessen wird: dass die Behandlung einer
Mannigfaltigheit von constantem Kriimmungsmasse in der projectivischere
Behandlung enthalten ist. .

Ich habe in meiner fritheren Arbeit namentlich noch ge-
zeigt, dass die )assbestimmung, wie man sie unter Annahme eiuves
constanten Kriimmungsmasses erhilt, mit der projectivischen zusammen-
tillt, welche man nach Cayley’s Vorgange unter Zugrundelegung
emer quadratischen Gleichung aufbauen kann, und dieses ist nach der
analytischen Seite hin das wesentliche Resultat meiner Arbeit. Ich
hatte damals dem Resultate unter blossem Hinweis auf die Theorie
mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten die geometrische Einkleidung
gegeben: dass die auf einen passenden Kegelschnitt, bez. eine passende
Fliche zweiten Grades gegriindete Cayley’sche Massbestimmung ein
dquivalentes Bild fiir die Massbestimmung in Mannigfaltigkeiten con-
stanter Krlimmung bez. von zwei und drei Dimensionen abgiebt. Und
im Zusammenhange mit dem Vorhergehenden wird man das Resultat
so formuliren: Die Gruppe von Transformationen, welche die Mass-
bestimmung in einer Mannigfoltigheit constanter Kriimmung ungeindert
lassen, bestcht bei_passender Coordinatenbestimmung aus der Gruppe
derjenigen linearen Trausformationen, welche eine quadratische Glez-
chung in sich wberfiihren.

*) Vgl besonders wieder die Teoria generale ete.
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Icb muss hier einen Unterschied erwihnen, der zwischen der von
Beltrami eingeschlagenen Darstellungsweise und der meinigen Statt
hat. Bei Beltrami wird immer nur von reellen Werthen der Ver-
inderlichen gesprochen, wenigstens die complexe Variabilitdt der Ar-
gumente nicht prineipiell eingefithrt. In meiner vorigen Arbeit da-
gegen fasse ich, wie auch hier, zuniichst die Veriinderlichen als com-
plexe Veriinderliche auf, und fithre erst hinterher die Beschrinkung
auf das reelle Werthgebiet ein. Dadurch ist es moglich den Aus-
sagen, wie die vorstehenden sind, eine vollkommen allgemeine Form
zu geben; achtet man nur auf reelle Werthe der Variabeln, so treten
eine Reihe Beschrinkungen hinzu, iiber welche man meinen fritheren
Aufsatz und die §§ 8, 9 dieses Abschnittes vergleichen mag.

Sodann erscheint bei Beltrami die Mannigfaltigkeit constanter
Kriimmung als durch eine quadratische Gleichung aus einer gewdhn-
lich metrischen Mannigfa.ltigkeit von einer Dimension mehr ausge-
schieden; wihrend in meiner fritheren ‘Arbeit und auch hier von einer
solchen umfassenderen Mannigfaltigkeit nicht die Rede ist. Hiermit
hingt eine nachm einer Auffassung zu indernde Behauptung bei Bel-
trami zusammen, auf die ich hier kurz eingehen will, um den Gegen-
stand wenigstens berithrt zu haben, wenn er auch den Gang der all-
gemeinen Betrachtung unterbricht. Es heisst dort: in der Mannig-
faltigkeit von constantem positiven Kriimmungsmasse gelte nicht all-
gemein das Axiom von der Geraden, d. h. die Forderung, dass die
geoditische Linie durch zwei ihrer Punkte vollkommen bestimmt sei.
Beltrami’s Ueberlegung ist dabei etwa folgende: Man betrachte
eine Kugel als Bild einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von
constantem positiven Kriimmungsmasse; ihre grossten Kreise reprisen-
tiren die geoditischen Linien. Ein grosster Kreis ist nun im Allge-
meinen durch zwei seiner Punkte bestimmt, nicht aber, wenn diese
Punkte einander diametral gegeniiber stehen. Achnlich wird es, so
schliesst Beltrami, iiberhaupt bei Mannigfaltigkeiten auch von mehr
Dimensionen sein, die positives Kriimmungsmass besitzen. — Aber die
Kugel ist nach den Auseinandersetzungen meines vorigen Aufsatzes
(§ 10.) nicht das einfachste Bild fiir eine Mannigfaltigkeit von posi-
tivem constzmtem Kriimmungsmasse, sondern dies wird durch die
Strahlen eines Strahlenbiindels vorgestellt, wobei die von den Strahlen
gebildeten Ebenen die geodatlschen Curven vertreten. Kine solche
Ebene ist vollstindig durch zwei der Strablen bestiimt. Wenn es
auf der Kugel nicht so ist, so liegt das daran, weil sie vermdge einer
zweideutigen Verwandtschaft auf ihr centrales Strahlenbiindel bezogen
ist. Wollte man ein Strahlenbiindel auf eine beliebig gelegene Fliche
n'e, Grades in gleicher Weise bezichen, so dass als Abstand zweier
Punkte der Fliche der Winkel erscheint, den ihre Verbindungsgeraden
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mit dem Centrum des Biindels einschliessen, so wiirden gelegentlich
n Punkte nicht ausreichen, um eine geodatische Curv.e eindeutig zu
bestimmén. Aber das wiirde in ganz #hnlicher Weise bei anderen
Masshestimmungen, auch der Massbestimmung von constan.tem negsa-
tivem Krimmungsmasse der Fall sein konnen und hiingt mit dem po-
sitiven constanten Kriimmungsmasse als solchem gar nicht zusammen*),
Endlich mag auch noch die folgende Bemerkung hier ihre Stelle
finden, die bestimmt ist, die Fruchtbarkeit der Untersuchung von
Mannigfaltigkeiten constanten Kriimmungsmasses auch fiir andere
Fragen, als diejenigen, welche man gewdhnlich mit ihr in Verbindung
bringt, hervorzubeben, und die zugleich die Aussage, dass ihnliche
Transformationsgruppen identische Behandlungsweisen nach sich
siehen, illustrirt. Jede Behandlungsweise einer Mannigfaltigkeit,
welche die linearen Transformationen in Betracht zieht, die eine qua-
dratische Gleichung ungeéndert lassen, muss nach dieser Behauptung
mit der Behandlung der Mannigfaltigkeit als einer solchen von con-
stanter Kriimmung ibereinstimmen. Nun aber habe ich bei einer
fritheren Gelegenheit gezeigt (diese Annalen V, 2), dass die Theorie
der binéren Formen eine Transformationsgruppe benutzt, die mit der
Gruppe der linearen Transformationen eines Kegelschnittes in sich
selbst @hnlich ist, dass ein Gleiches ferner stattfindet mit den eolli-
nearen und dualistischen Umformungen des Raumes und den linearen
Transformationen einer quadratischen Gleichung zwischen flinf (sechs
homogenen) Variabeln in sich selbst. Man muss zu diesem Zwecke
als Element der geraden Linie nur das Punktepaar, als Element des
Raumes den linearen Linien-Complex betrachten. Wir werden dieses
Resultat jetzt so aussprechen kénnen: Die Theorie der bindren und
quaterndren Formen ist bez. identisch mit der Theovie einer Mannig-
faltigkeit constanten Krimmungsmasses von zwei und von finf Dimen-
sionen. Jede Eigenschaft bindrer Formen also ist auch eine Eigen-
schaft der Nicht-Euklidischen Geometrie in der Ebene, und umgekehrt.
Die hiermit angedeutete interessante Analogie weiter auszufithren, ist
hier nicht der Ort. Aber es sei noch einmal betont, dass so schlecht-
hin ausgesprochen, wie vorstehend geschehen, die Analogie nur gilt,
sowie von dem Unterschiede von Reell und Imaginir abstrahirt wird;
auch sind,- was nicht aunsdriicklich erwihnt wurde, die vorkom-
menden quadratischen Gleichungen als allgemeine jhrer Art d. h. als
Gleichungen mit nicht versehwindender Determinante vorausgesetzt,

*) Wenu es im Raume vom Krimmungsmasse Null keine geschlossene Fliiche
gi.el-)t von cons.tantem positivem Kriimmungsmasse, auf der sich die geodiitischen
Linien in weniger als zwer Punkten schneiden, so hat man darin vielmebr eine
Eigenschaft der dem Raume leigelegten Massbestimmung zu erblicken,
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§ 7.

Ableitung des Begriffs einer Mannigfaltigkeit von eonstantem
Eriimmungsmasse aus demjenigen der projectivischen Mannigfaltigkeit

Die Auseinandersetzungen des vorigen Paracmphen begriinden
nun die folgende Methode, um zu der Vorstellung einer Mannigfaltig-
keit von constanter Krummung zu gelangen:

1) Man entwickele die projectivische Behan'dlungsweise einer
Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen, im Anschluss daran
den Begriff algebraischer Gebilde und complexer Elemente.

2) Man grunde auf ein Gebilde, welches durch eine quadratische
Gleichung (von nicht verschwindender Determinante) zwischen den
projectivischen Coordinaten dargestellt wird , zundchst ohne auf den
Unterschied von Reell und Imaginir zu achten, die Cayley’sche -
Massbestimmung.

3) Man beschrénke sich auf die Betrachtung quadratischer Glei-
chungen mit reellen Coefficienten, und untersuche, welche besonderen
Eigenschaften die auf eine solche Gleichung gegriindete Massbe-
stimmung fiir die reelien Elemente besitzt je nach der Ar¢ der gegebenen
Gleichung. Unter der Eintheilung der quadratischen Gleichungen mit re-
ellen Coefficienten in Arten ist dabei die Unterscheidung derselben nach
ihrem Verhalten gegeniiber reellen Umformungen in die Summe von
Quadraten gemeint. Bei jeder solchen Umformung ist bekanntlich
der Unterschied in der Zahl der resultirenden positiven und negativen
Quadraten ein constanter, und hierauf griindet sich die fragliche Ein-
theilung.

Hat die zu Grunde gelegte und auf die Summe von Quadraten
transformirte Gleichung lauter iibereinstimmende Zeichen, so ergiebt
die auf sie gegriindete Cayley’sche Massbestimmung die Vorstellung
der Mannigfaltigkeit von constanter positiver’ Krummung Die con-
stante negative Kriimmung resultirt, wenn nur ein Zeichen von den
tibrigen. verschieden vorausgesetzt wird. Die auf quadratische Glei-
chungen der iibrigen Arten gegrundeten Massbestimmungen finden in
der Theorie der Mannigfaltigkeiten von constanter Kriimmung, wie sie
gewdhnlich vorgetragen wird, keine Stelle. Denn bei der letzteren
setzt man von vorneherein voraus, dass die Entfernung rveeller conse-
cutiver Elemente reell sei, man nimmt entsprechend das Bogenelement
als eine definite quadratische Form der Coordinaten-Differentiale an,
und diese Annahme passt nicht auf die noch iibrigen Arten von qua-
dratischen Gleichungen. Um diese Verhiltnisse deutlich zu ibersehen,
denke man an die Cayley sche Massbestimmung, di¢ man im Raume’
auf eine Fliche zweiten Grades griinden kann. Jst die Fliche eine
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imagindre, so hat man die positive Kriimmung, ist sie ei{l Ellipsoid
oder zweischaliges Hyperboloid, so }.xerrS(‘:ht -1m.Innern die negative
Krimmung. Ist aber die Fliche ein einschaliges Hyperl?oloid, 80
giebt es keine Partie des Raumes, von deren Punkien aus nicht reelle
Kegel an die Fliche gingen; diese Kegel bezeichnen Eortschreitungs.
richtungen von der Linge Null; das Bogenelement wird nicht mehr
durch eine definite Form der Differentiale dargestellt (vergl. hierzy
die 8§ 11., 12, 16., 18, meines fritheren Aufsatzes).

Auf diese Weise ist der Begriff einer Mannigfaltigkeit von
constantem Kriimmungsmasse gewonunen. Man mag hinterher ™ e
Untersuchung durchfithren, welche Verhéltnisse in einer Mannigfaltig-
keit durch die Dblosse Forderung der freien Beweglichkeit starrer
Korper definirt werden. Es ist diese freie Beweglichkeit eine Eigen-
schaft der Cayley’schen Massbestimmung; die Untersuchung zeigt,
dass ihre Annahme auch nothwendig zur Cayley’schen Massbestim-
mung hinfihrt*). Dabei erhdlt man zunichst alle Fille der Cay-
ley’schen Massbestimmung and die beiden, gewShnlich allein be-
trachteten, erscheinen erst als die einzig mdglicher, wenn man die
Forderung hinzufiigt, dass das Bogenelement durch eine definite Form
der Differentiale dargestellt wird (oder eine iquivalente Forderung).

In den nun folgenden beiden Paragraphen migen -einige Be-
merkungen ihre Stelle finden, welche mit dem Vorhergehenden
wenig zusammenhiingen, die aber einmal als eine Erginzung meines
vorigen Aufsatzes in einzelnen Punkten zu betrachten sind, anderer-
seits auch bei dem zweiten hier folgenden Abschnitte vorausgesetzt
werden miissen, T

§ 8.

Ableitung der projectivischen Behandlungsweise eiuer Mannigfaltigkeit
von constanter Kriimmung.

Der vorhin skizzirte Weg, vermdge dessen man von den pro-
jectivischen Vorstellungen zu der Vorstellang eines constanten Kriim-
mungsmasses gelangt, zeichuet vor, wie das Umgekehrte zu leisten ist
und es mag hier nur kurz die hauptsichliche dabei zu benutzende
Formel hingestellt werden. Dabei sei es gestattet, den Ausdruck so
zu wihlen, dass er sich an das fir zwei oder drei Dimensionen in
meinem fritheren Aufsatze in der Ebene und im Raume aunfgestellte

*} Man kann diesen Beweis sehr einfach stellen, worauf ich gelegentlich zu-
rlickzukommen gedenke.
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Bild anschliesst. Wir denken uns also in der Kbene oder im Raume
Massverhaltnisse gegeben, wie sie sich unter der Annahme constanter
Krimmung gestalten; die gerade Linie sei als kiirzeste Linie zwischen
gwei Punkten definirt. Wie bestimmt man diejenigen Coordinaten, in
welchen die Gerade durch lineare Gleichungen ausgedriickt wird?
Aus der projectivischen Geometrie ist bekannt, dass die bez. Coordi-
paten die relativen Werthe gewisser Doppelverhiltnisse vorstellen und
die Frage kommt also auf die folgende zuriick: Welche Function der
gegenseitigen  Entfernungen von vier Punkten einer Geraden ist deren
Doppelverhiiltniss ?
' Seien vier Punkte einer Geraden: z, y, £, ¢ gegeben. Auf der
Geraden befinden sich gemiss der Cayley’schen Vorstellung zwei un-
endlich ferne Punkte 0, ¢" und es ist die Entfernung etwa von z und y:

(, ) =c. log [x) ¥, 0, 01,
wo ¢ eine charakteristische Constante®) und {2, y, o, o] das Doppel-
verhaltniss von x, ¥ zu 0, ¢ bedeutet. Hieraus:
) tey)
|z, ¢, 0, 0)==e¢
Nun ist aber:
[{E, Y, 0, O]ml - [.’E, 0, Y, 013

Iz 0,201y, 0, ¢ 0]
|z, ¥, &, ] = la, 0, t, 01|y, 0, 2, 0]

e(zct)— 1) ( e !)_ 1)

z, ¥, 2, t] = ((m.t) - ((?hz) )
— 1

ferner:

Also:

und als diese Function der Entfernungen vier in gerader Linie be-
findlicher Punkte ist also das Doppelverhiliniss zn definiren, — womit
der Ucbergang zur projectivischen Geometrie vermittelt ist™). Das

¥y — 4%? ist das Kriimmungsmass,
*¥) Man kann, da flir 4 in gerader Linie liegende Punkte offenbar

@ 4

e,ic_ ..';f.zc ==1
ERGI )
e 2¢ e 2¢

die Formel des Textes auch so schreiben:

{x, 2) (x z) @4 ) t))
(% -5 (5

[.’Z?, Y, 2, t} (z HoTn (:r, 3} [1/, 3) '— (L’_{)
(6 2c  __ - ) ( ¢ 2¢c

Mathematische Annalen. VL
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heisst: hat man unjer Voraussetzung constanten Kriimmungsmasses
irgend ein Formelsystem, welches gestattet, die Entfernung zweier
Punkte zn bestimmen, nennt dann die aus den Entfernungen voy
vier Punkten einer kiirzesten Linie nach der vorstehenden Formel
gebildete Function ein Doppelverhiltniss, fuhrt endlich eine auf der-
artige Doppelverhillinisse gegriindete Coordinatenbestimmung ein, so
wird die Gleichung der kiirzesten Linie linear, und die projectivische

Behandlung kann beginnen.

$ 9.
Besondere Betrachtung der reellen Elemente. Einfiihrung idealer
Elemente,

Sei wieder in der Ebene, die uns die Mannigfaltigkeiten constanter
Kritmmung tiberhaupt vertreten soll, eine auf einen Kegelschnitt ge-
griindete projectivische Massbestimmung gegeben, so modgen wir zuerst
eine metrische Coordinatenbestimmung treffen, etwa indem wir den Puukt
durch seine Abstinde von zwei festen Geraden definiren, sodann eine
zweite, projectivische Coordinatenbestimmung, nach Anleitung des
vorigen Paragraphen:

Ist das constante Kriimmungsmass positiv, so werden den reellen
Coordinatenwerthen der einen Art immer reelle Coordinatenwerthe der
anderen entsprechen, und zwar in der Weise, dass zu jedem Paare
metrischer Coordinaten ein Paar projectivischer zugehdrt, umgekehrt -
aber zu jedem Paare projectivischer unendlich viele Paare metrischer,
da der Abstand zweier Punkte eine reelle ‘Periode hat, die man be-
liebig oft zufiigen kann (vergl. § 11. des frilheren Aufsatzes).

Ist dagegen das Kriimmungsmass negativ, so entsprechen reellen
metrischen Coordinaten immer auch reelle projectivische, nicht aber
umgekehrt. Die Punkte nimlich, welche ausserhalb des dann reellen
Fundamental-Kegelschnittes liegen, bilden mit den Punkten iunerhalb
reelle Doppelverhaltnisse, haben aber von ihnen imagindre Abstiinde.

Unter rein analytischem Gesichtspunkte hat dieser Umstand durch-
aus nichts Merkwiirdiges; aber man kann die Frage etwas anders
st.ellen und dann verlangt sie eine besondere Erledigung, die denn
hier gegeben werden soll, weil sie im fol&egcien Abschnitte be-
utzt wird. T T

und setzt man nun, wie bei der gewdhnlichen Winkelbestimmung (vergl. meinen

friheren Aufsatz), ¢ — VLI » 80 kommt die bekannte Formel:

- sin(z, #).sin(y, t)

[z, 9, 2, §) siu (z, 4) . s (y, 2)
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Gesetzt, man befiinde sich auf der Ebene von constanter, nega-
tiver Krimmung und man kénne sich auf derselben frei bewegen;
wic wird man geometrisch die Punkte, welehe reelle Doppelverhiltnisse
aber imaginiire Abstiinde besitzen, definiren kénnen? Oder in etwas
anderer Form: Giebt es gecometrische Bigenschaften des durch Bewegung
zuginglichen Gebietes der Ebene, die man in {ibersichtlicher Weise
(tusdluckt wenn man solche zdca_l_c_ Punkte — deren Zulissigkeit aus
ihrer analytischen Definition erhellt _ adjungirt?

Erinnern wir zum Zwecke der Beantwortung an die Art und Weise,
wie in der gewOhnlichen (parabolischen) Geometrie die uneigentlichen
* Elemente, d. L. die unendlich fernen und die complexen Elemente
definirt werden. Der unendlich ferne Punkt ist nur der Repriisentant
des durch ihn gehenden Parallelstrahlenbiischels: weil dieser Biischel
alle wesentlichen projectivischen Eigenschaften besitzt, ~ die einem
Biischel von Geraden zukomnien, welche durch einen wirklichen Punkt
gelen, ist die Ausdrucksweise: ,,ein unendlich ferner Punkt® gestattet
und brauchbar. Ganz #hnlich ist es mit den AusdrucKsweisen: un-
cndlich ferne Gerade, complexer Punkt, complexe Gerade cte., wie ja
hier wohl nicht weiter erirtert zu werden braucht.

Durch einen Process derselben Art Jkaun man nun die in Rede
stehenden idealen Punl\te, ideale Gerade cte. cinfiiltren. Durch den
idealen Punkt O'eht ein Biischel wirklicher Geraden hindurch, aller-
dings kein geschlosseneb, sondern ein begrenztes. Aber diesem Buschel
kommen alle projectivischen Eigenschaften zu, welche einem begrenzten
Theile eines wirklichen Biischels eigenthiimlich sind. Wenn man z. B.
ein Vierseit comstruirt, von welchem vier Ecken auf zwei festen Ge-
raden des Biischels liegen, wiihrend sich die fiinfte Xcke {iber eine
dritte Gerade des Biiscbels bewegt, so findet mit der sechsten Ecke
(falls diese {iberhaupt existirt, d. h. nicht schon in das ideale Gebiet
fallt) dasselbe mit Bezng auf eine vierte Gerade des Biischels statt etc.
Hier ankniipfend kann man rein geometrisch ideale Gerade, ideale
Curven etc. definiren, wobei nur Uebung dazu gehtrt, um sich gerade
so sicher in diesen idealen Gebilden wie in den gleichbenannten wirk-
lichen Gebilden zurccht zu finden.
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Zweiter Abschnitt.

Ueber die Moglichkeit, anch ohne Voraussetzung des Parallelen-
axioms nach dem Vorgange v. Staudt’s die projectivische
Geometrie aufzubauen.

§ 1
Formulirung des Problems.

Der Aufbau der projectivischen Geometrie geschieht bei Staudt*),
wie bekannt, durch blosses Betrachten des Ineinanderliegens von Ebenen,
Geraden und Punkten. Es werden die verschiedenen Grundgebilde,
mit denen die projectivische Geometrie operirt: die gerade Punktreihe,
das Ebenenbiischel etc. aufgestellt; dieselben erscheinen vermdge ihres
Ineinanderliegens auf einander bezogen, und die Beziehung ist der
Art, dass man ohne Weiteres zu dem Begriffe der harmonischen Thei-
lung, weiterhin des Doppelverhiltnisses gelangt, womit alle Grund-
lagen zur Behandlung , namentlich auch zur analytischen**) Behandlung
der projectivischen Geometrie gegeben sind. Bei all diesen Entwicke-
lungen wird von Maassbestimmung nicht geredet, aber allerdings wird
das Parallelenaxiom vorausgesetzt, weil sonst z. B. zwischen einer
geraden Punktreihe und einem Ebenenbiischel kein vollstindiges Ent-
sprechen stattzufinden brauchte, sondern das Ebenenbiischel eine ganze
Reihe von Ebenen enthalten konnte, welche der Punktreihe gar nicht
begegnen.

%) Die Geometrie der Lage. 1847. Man vergl. auch Reye’s Geometrie der
Lage, in welcher die Staudt’schen Betrachtungen in iibersichtlicber Form repro-
ducirt gind.

**) Von analytischer Seite hat man die Staudt’schen Untersuchungen nur zu
wenig beriicksichtigt, wozu die vielfach verbreitete Auffassung beigetragen haben
mag, als sei die synthetische Form, nicht die projectivische Auffassungsweise das
Wesentliche an der Staudt’schen Geometrie. —

Die Betrachtungen von Staudt’s haben eine Liicke, welche nur durch ein
bez. Axiom zu iiberbriicken scheint, wie dies im Texte noch weiter auseinander
gesetzt werden soll. Diesclbe Liicke findet sich bei der Ausdehnung der Staudt’-
schen Methode, wie sie hier beabsichtigt wird, an der entsprechenden Stelle wieder;
sie betreffen aber nicht die Ausdehnung, sondem das zu Grunde liegende Original.
Geht man, wie im Texte zum Schlusse geschehen soll, von dgr rein riumlichen
Auffassung ab und sucht den analytischen Inbalt der Standt’schen Betrachtungen,
so verschwinden die Schwierigkeiten, und man kann dieselben hierdurch in der
Forderung zusammenfassen: dass man den Pumktraum wnier dem Bilde einer
dreifach ausgedehnten Zahlenmannigfaltigheit soll auffassen kinnen, eine Voraus-
setzung, die allen unseren ritumlichen Speculationen auch soust zu Grunde liegt.
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Nun hat sich aber ergeben, woriiber man den voraufgehenden
Abschnitt dieser Arbeit vergleichen mag, dass die projectivische Geo-
metrie auch gilt, wenn man das Parallelenaxmm nicht zugiebt, wenn
man v1e]mehr den Raum als eine Punkt-Mannigfaltigkeit von econ-
stantem nicht verschwindendem Krﬁmmungsmasse betrachtet. Nimmt
man das Kriimmungsmass positiv. — die Annahme der elliptischen
Geometrie — so gilt die projectivische Geometrie unbeschriinkt, wihrend
in der gewdhnlichen parabolischen Geometrie, die eine verschwindende
Kriimmung voraussetzt, zur vollen Geltung der projectivischen Be-
ziehung die Adjunction uneigentlicher Elemente, der unendlick fernen,
nothwendig wird. Ist das Kriimmungsmass negativ, so miissen ausser
den unendlich fernen Elementen noch weitere ,ideale* Elemente ad-
jungirt werden, die aber, nach dem letsten Paragraphen des vorigen
Abschnittes dieser Arbeit, eine vollkommen bestimmte rein geometrische
Bedeutung haben, so gut wie die-unendlich fernen Elemente der para-
bolischen Geometrie.

Ist in dem durch diese Bemerkungen beschrinkten Sinne die pro-
jectivische Geometrie unabhiingig von dem Parallelenaxiome giltig, so
muss es moglich sein, dieselbe ohne vorherige Entscheidung iiber
dieses Axiom aufzubauen; und wenn bei v. Staudt das Axiom mit in
die Priimissen aufgenommen wird, so kann dasselbe nur eine bei-
liufige, keine wesentliche Rolle spielen. Immerhin wire es moglich,
dass der durch Staudt eingeschlagene Gang das Axiom wesentlich
benutzte, aber es miisste sich dann der Gang so abéndern lassen, dass
das nicht mehr geschiebt. Im Nachfolgenden soll nun gezeigt werden,
dass man bei Nichtannahme des Parallelenaxioms den von Staudt
eingehaltencn Gang nicht wesentlich zu modificiren braucht, eine Be-
hauptung, die durch die vorhergehenden Auseindndersetzungen so
wahrscheinlich gemacht wird, dass ich eine ausgefithrte Begriindung
derselben fiir kaum nothig erachten wiirde, hitten sich nicht gerade
dieser Behauptung gegeniiber, die ich in meinem friiheren Aufsatze
aussprach (§ 17.), von verschiedenen Seiten her Zweifel geltend ge-
macht.

Ein Aufbau der projectivischen Geometrie vor Entscheidung iiber
das Parallelenaxiom ist aber desshalb fiir die theoretische Speculation
von Werth, weil man dann beim Raume in dhnlicher Weise die Mass-
bestlmmunn' einfihren kounte, wie dies in § 7. des vorhergehenden
Abschnittes fiir Lahlenmanmgfa,ltlgkelten geschah: man wiirde den
Raum zunichst als eine projectivische Manuigfaltigkeit, sodann erst
als eine Mannigfaltigkeit von constanter Kriimmung bezeichnen, und
endlich durch Einfiihrung des Parallelenaxioms den Werth des Kriim-
mungsmasses auf Null festsetzen. Man vergleiche hierzu den letzten
Paragraphen (§ 18.) meines fritheren Aufsatzes,”wo_ich diese Art, die
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Axiome der Geometrie einzufithren, etwas ndher auseinanderselze; eine
ausfihrlichere Darlegung werde ich vielleicht bei einer anderen Ge-
legenheit geben kénnen. Ich will librigens, ausdriicklich hemerlken,
um Missverstindnissen vorzubeugen, dass dieser theoretisch m’(')gliche
Weg nach meiner Meinung durchaus nicht theoretisch nothwendig ist,
dass er unter vielen mdglichen Wegen eben nur einen constituirt.

Um mich zu iberzeugen, dass Staudt’s Betrachtungen das
Parallelenaxiom nicht wesentlich benutzen, wie ich vermuthete, wnd
zugleich, um-allen Beschrinkungen, die aus der Nicht- Annahme des
Parallelenaxioms hervorgehen konnen (wie z. B. in der hyperbolischen
Geometrie), aus dem Wege zu gehen, stellte ich mir die Frage, ob
man nicht Alles, was Staudt braucht, leisten kann, wenn man sich
bei den erforderlichen Constructionen das Gesetz auferlegt, nicht aus
einem_gegebenen begrenzten Raume hinauszutreten. Man denke sich
also innerhalb eines begrenzten Raumes die Punkte , Geraden wuand
Ebenen in ihrer gegenseitigen Lagenbeziehung gegeben. Ob ausser-
halb des gegebenen Raumstiickes diese Gebilde iiberhaupt noch wvor-
handen sind, bleibe dahin gestellt; um so mehr, welche Beziehungen
sie eventuell zu einander haben. Wird es dann noch méglich sein, im
Anschlusse an von Staudt’s Betrachtungsweisen innerhalb dieses
Raumes die Geltung der projectivischen Beziehungen zu erschliessen ?

In dieser Form, die ich bereits in § 17. meiner vorigen Arbeit
bezeichnete, soll im Folgenden die Frage iiber die Unabhingigkeit
der projectivischen Betrachtung von der Parallelentheorie untersuchs
werden.

§ 2.

Erweiterung des Problems. Aufstellung eines allgemeinen der Analysis
situs angehdrigen Satzes.

Das im vorigen Paragraphen aufgestellte Problem mag vorerst
noch verallgemeinert werden. Der Ausgangspunkt der Staudt’schen
Betrachtung ist die Voraussetzung der Ebenen und Geraden , aber von
deren Eigenschaften kommen, sofern man von dem hinzutreten den
Parallelenaxiome absieht, wesentlich nur in Betracht, dass durch drei
beliebig angenommene Punkte eine und nur eine Ebene geht, wund
dass durch zwei Punkte ein Ebenenbiischel geht, dessen Ebenen alle
dieselbe Durchschnittsgerade besitzen. Ist dem so , 80 wird man, die
Richtigkeit der im vorigen Paragraphen vorgetragenen Behauptung
zugegeben, die Staudt’schen Ueberlegungen auf jedes .System wvon
Flichen und Curven iibertragen konnen, welches, schlechthin ausge-
sprochen, dieselben Lagenbeziechungen in einem gegebenen begrenzten

Raume besitzt; mit anderen Worten, man wird den folgenden Sty
aufstellen konnen:
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»In einem begrenzten Raume sei eine unendliche Zahl iiberall
stetig gekriimmter, nur durch die Begrinzung des Raumes geendigter
Flichen gegeben, welche die folgende Gruppirung besitzen:

1) Durch drei beliebig angenommene Punkte des gegebenen Raumes
geht eine und nur eine Fliche des Systems hindurch.

2) Die Darchschnittscurve, welche zwei Flichen des Systems ge-
mein haben kbunen, gehort allen Flichen an, die zwei Punkte der
Curve enthalten.’

»Liir ein solches System von Flichen und Curven gilt die projec-
tivische Geometrie in demselben Sinne wie gemdiss den gewohnlichen Vor-
stellungen fiir das System der Ebenen und Geraden in einem belichig
begrensten Rauwme. Anders ausgesprochen: Man wird den Punkien
des gegebenen Roawmes in der Art Zahlen zuordnen (Coordinaten er-
theilen) kinnen, dass die Flichen des Systems durch lineare Gleichungen
dargestellt werden.“

Die hiermit formulirte Behauptung muss, falls sie richtig ist, vor
allen Definitionen von Ebene, Gerade u. s. w. bewiesen werden konuen,
denn sie benutzt nur die Begriffe der stetig gekriimmten Fldche, der
continuirlich verlaufenden Curve, die den Begriffen von Ebene und
Gerade vorausgehen. Bei dem Beweise, wie er in den nichsten Para-
graphen vorgetragen werden soll, sind dann auch die Ebenen und
Geraden des Raumes nicht vorausgesetzt.

Dass es tiberhaupt Flichensysteme der hier gemeinten Art giebt,
zeigt das Beispiel der Ebenen der gewthnlichen Geometrie. Unbegrenzt
viele solcher Flichensysteme erzeugt man, indem man sich die Ebenen
in einem beliehig begrenzten Raume construirt denkt, und dann das
Raumstiick einer durch stetige Processe herbeifithrbaren Deformation
unterwirft. Und die vorgetragene Behauptung kann geradezu dahin
ausgesprochen werden: dass jedes den Vorraussétzungen des Satzes
entsprechende Flichensystem aus dem Systeme der Ebenen in dieser
Weise erzeugt werden kann.

Was diesen Satz sehr merkwiirdig macht, ist, dass ein analoger
Satz, den man fir die Ebene formiliren mdchte, nicht existirt. Ist
némlich in einem begrenzten Theile der Ebene ein Curvensystem von
.der Eigenschaft gegeben, dass durch je zwei Punkte eine und nur eine
Curve hindurchgeht, so bedarf es noch weiterer Bedingungen, ehe die
Curven durch lineare Gleichungen zwischen Punkt-Coordinaten dar-
gestellt werden kénnen. Diesen negativen Satz mag man aus einem
Theoreme von Beltrami ableiten. Ein Curvensystem der gemeinten
Art erhilt man niamlich z. B., wenn man auf einer begrenzten einfach
zusammenhingenden Fliche die geoddtischen Curven zieht und dann
die Fliche aunf einen Theil der Ebene beliebig aushreitet. Aber
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Beltrami zeigt*), dass nur den Flichen vou constantem Kriimmurrgs-
masse die Bigenschaft zukommt, sich so auf die Ebene iibertragen 2zu
lassen, dass sich alle geoditischen Curven mit geraden Linien dec.keﬂ-
Man darf es daher anch nicht, wie seither wohl geschehen, als eincn
Kunstgriff von Staudt’s auffassen, wenn er behufs Begrimdung _der
projectivischen Geometrie auch der Ebene die stereometrischen V er-
hiltnisse in Betracht zog; es entspricht sein Ausgangspunkt durchaus
dem Wesen der Sache: es gilt fiir die geraden Linien der Ebene, falls
man im Anschluss an Staudt die Betrachtung der Massverhiiltnnisse
ansschliesst, nur desshalb die projectivische Geometrie, weil Ebene
und Gerade als Glieder eines riumlichen Systems aufgefasst werden
kénnen.

Ich werde nun den aufgestellten Satz unter engstem Aunschlusse
an die Standt’schen Betrachtungen rein geometrisch erweisen, wobei,
wie bereits anggdentet, an einer Stelle (§ 5) eine Schwierigkeit anftritt,
die sich aunch bei Staudt findet und die nur durch ein Axiom zu be-
seitigen scheint: durch das Axiom, dass man einen Punkt, der durch
einen convergenten unendlichen Process erzeugt werden soll, als wirklich
existirend ammehmen darf. Sodann gebe ich in den letzten Paragraphen
einen analytischen Beweis des in Rede stehenden Satzes, der diese
Liicke nicht mehr hat, insofern bei ihm der Raum als von vornherein
unter dem Bilde einer Zahlenmannigfaltigkeit gegeben erscheint. Dieser
analytische Beweis deckt zugleich den Grund auf, wesshalb der Satz
fir den Raum, das Gebilde von drei Dimensionen, gilt, nicht aber
mehr fir die Ebene, das Gebilde von zwei Dimensionen.

Der Einfachheit wegen denke ich im Folgenden den Raum , in
welchem die Fliichen gegeben sind, sowie die Flichen selbst als ein-
fach zusammenhdngend; die Fille, in denen ein mehrfacher Zusammen-
hang stattfindet, kdnnen auf diese Annahme zurilckgefiihrt werden,
indem man aus dem gegebenen Raume zunichst ein einfach zusamm en-
h#ngendes Stiick ausschneidet, innerhalb dessen die gegebenen Flichen
einfach zusammenhéngend sind.

§ 3.
Die Grundgebilde. Beziehung derselben aufeinander.

- Das vorhin eingefiihrte Flichensystem heisse das System der Flichen

F. Die Durchschnittscurve zweier F) falls eine solche existirt, heisse XK.
Aus den Punkten des gegebenen Raumes, den Curven K und den
Fléchen F setzen sich eine Reihe von Grundgebilden zusammen. Grund-

¥) Tn den Annali di Matematica. Seric 1. t, VIL p. 185,
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gebilde erster Stufe giebt es drei: die Curve K, als Ort fiir Punkte
aufgefasst; das Biischel der Curven K, welche innerhalb einer F durch
.einen Punkt gehen; das Biischel der I7, welehe eine K enthalten. Man
hat ferner vier Grundgebilde zweiter Stufe: die F, aufgefasst als Punkt-
gebilde oder als Aggregat von Cwrven K, und die Gesammtheit der
I, wie die Gesammtheit der X, die durch einen Punkt gehen: Alles,
wie in der gewdhulichen projectivischen Geometrie, _

Aber ein Unterschied tritt hinzu wegen der Begrenztheit des ge-
gebenen Raumes. Unter den Grundgebilden findén sich begrenzte und
unbegrenzte.  Begrenzt ist z, I3, die Reihe der auf einer K befindlichen
Punkte, unbegrenzt das Biischel von I, die durch eine K hindurch-
gehen,

Zwei Grundgebilde heissen aufeinander bezogen, wenn das eine ein
Schnitt des anderen ist, oder wenn beide auf ein anderes als Schnitte
bezogen sind. Es heisst 2. B. das Biindel der durch einen Punkt
gehenden K auf eine I als Punktgebilde bezogen, wenu man jedem
Punkte der I" diejenige K zuordnet, welehe durch ithn hindurchgeht ete.
Diese Beziehung ist ausserdem, was man wunwollstindiy uennen mag,
insofern allerdings zu jedem Punkte der ¥ eine K des Biindels gehort,
nicht aber umgekehrt. Unmittelbar vollstindig auleinander bezogen
sind nur das Biischel der durch eine X gehenden F und das Biischel
der durch einen Punkt gehienden K, die in einer durch den Punkt hin-
durchgehenden F' verlaufen.

§ 4.
Definition harmonischer Elemente.

Zu drei Elementen 4, B, C eines unbegrenzten Grundgebildes
erster Stufe kann man vermbge einer Coustruction, die der in der ge-
wohnlichen projectivischen: Geometric angewandten Vierseits-Coustruction
analog ist, ein bestimmtes viertes Element D construiren, welches das
vierte harmowische zu A, B, C genannt werden soll.

Um sich hiervon zu iiberzeugen, wollen wir den folgenden be-
schriinkteren Satz fiir die Punktreihe K beweisen, deren Anschauung
uns geldufiger ist als die Anschanung der unbegreizten Grundgebilde
erster Stufe:

Sind 4, B, C Punkte einer X, welche in der alphabetischen Lieihen-
folge einander auf der K folgen, so fihrt die Vierseitsconstruction zu
einem bestimmten vierten Elemente D, welches zu A, B, C harmonisch
heisst. Die Reihenfolge von 4, B, C muss hier desswegen besonders
festgesétzt, werden, weil sonst der gesuchte Punkt D gelegentlich iivber
die Begrenzung des gegebenen Raumes hinausfallen, d. h. gar nicht
vorhanden sein konnte, Zum Zwecke des fiir unbegrenzte Grundge-
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bilde aufgestellten Satzes geniigt es aber auch, den nun voriiegenden
Satz mit seiner Besclirinkung zu beweisen; denn man iiherzeugt sich
leicht: Wenn A, B, C drei Elemente eines I™- Biischels sind, so kann
wan eine K immer so legen, dass dic Schnittpunkte mit 4, I3, ¢/
belichige Reihenfolge haben. Wenn drei Elemente A, B, (' eines
K.Biischels gegehen, so witrde man dasselbe zaniichst anf ein I-Biischel
beziehen und dann dieses durch eine K in gehdriger Weise schneiden.

Den nun mit Bezug auf die Punktreile K aufgestellien Satz be-
welst man genau im Anschlusse an das gewohnliche Verfahren der
geometrischen Lage. Es darf an dasselbe hier kurz erinnert werden:

Sind 4, B, (' Punkte einer Geraden, so lege man durch 4 eine
neue Gerade. Durch zwei Punkte 3, p derselben und B und C lege man
die beiden Geradenpaare 8B, »C und $C, yIB, welche beuiiglich die
beiden Schnittpunkte o« und J bhesitzen. Dann schneidet die Ver-
bindungsgerade «d die urspriinglich gegebene Gerade in einem festen
Punkte D, dem sogenannten vierten harmonischen Punkte zu 4, B, C.

Der Beweis, dass der Punkt D von den bei der Construction
willkiirlichen Elementen unabhingig ist, ist folgender. Construirt
man aws 4, B, C in einer anderen durch die gegebene Gerade hin-
durchgelegten Ebene ein neues Viereck o, #, ¢, &, so werden die
Verbindungsgeraden ae’, 8§, y7', 08" sich in einem Punkte treffen;
die beiden Vierecke miissen desshalb Schnitte des niimlichen Vierkants
setn; es muss daher auch der Punkt D in beiden iibereinstimmen.
Wire das zweite Viereck in derselben duvch die gegebene Gerade
hindurchgelegten Ebene construirt, wie das erste, so iibertrage man
es durch Projection auf eine zweite durch die gegebene Gerade gehende
Ebene*) und man hat den vorigen Fall.

Genau dieselben Betrachtungen kénnen nun angestellt werden,
wenn statt des Systems der Geraden und Ebenen das System der K
und I gegeben ist. Die Annahme iiber die Reihenfolge von A4, I3,
C sichert die Moglichkeit, trotz der Begrenzung unseres Raumes , die
nithige Construction ausfiihren zu konnen. Hat man dann zwei Vier-
ecke @, B, », 0 und o, B, 3, 0" in verschiedenen durch K hindurch-
gehenden F| so ziehe man die K ac, 88, yy, 08. Damn folgt ohne
Weiteres: Schneiden sich zwei dieser X in einem Puankte , so gehen
auch die anderen durch denselben. Aber der Schnittpunkt kann ge-
legentlich itber den gegebenen begrenzten Raum hinausfallen, d. h.

. *) Statt dessen wird gelegentlich gesagt: so drehe man das Viercck sammt
seiner Kbene um dic gegebene Gerade in eine neue Lage; aber dicse Operation
wiirde man bei dem Systeme der K und F nicht wicderholen konnen, da zunichst
noch nicht bekannt ist (was allerdings spater erschlossen wird. § 7,), dass dieses
System Transformationen in sich selbst zuliisst.
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gar nicht vorhanden sein. In dem Falle wird man eins der beiden
Vierecke durch Projection auf eine neue durch K gehende I7 iiber-
iragen, und mit dicsem Verfahren so lange fortfahren, bis die Ver-
bindungs-Curven K der Ecken des urspriinglichen und des neu con-
struirten Viereeks sich treffen. Es ist das ein Process, der immer zu
leisten ist, wie man sich sofort {iberzougt, so wie man zwei Vierecke
in den bewussten Lagenverhiiltnissen gezeichnet denkt. Fine ausge-
fithrte Discussion wiirde nur mit dem Begriffe des Grosser oder Kleiner,
nicht aber mit einem Masse eines solchen Untersehiedes zu thun haben.
Von zwei Strecken AB, AC ciner K heisst 4B kleiner als AC,
sofern man, um von A nach €' zu gelangen, B iiberschreiten muss.

Man beweist ferner, dass vier harmonischen Elementen eines
Gruandgebildes bei einer vollstiindigen Beziehung wieder vier harmonischie
Elemente entsprechen. Bei einer unvollstindigen Beziehung ist das
Entsprechende wahr, sofern den vier Elementen des einen (ebildes
wirklich vier Elemente des anderen zugeorduet sind.

§ .
Projectivische Beziehungen.

Zwei Grundgebilde heissen aufeinander projectivisch bezogen, wenn
je vier harmonischen Elementen des einen, sofern itherhaupt vier ent-
sprechende Elemente im anderen Gebilde vorhanden sind, vier har-
monische Elemente des letzteren entsprechen.

Aus dieser Definition sehliesst man nun nach Staudt, dass das
projectivische Entsprechen zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe
durch drei cinander entsprechende Elemente 4, B, C und 4, B, ("
festgelegt ist*). Da dieser Schluss, wie bereits angedeutet wurde, in
seinem Beweise eine Liicke hat, die nur durch ein Axiom zu iiber-
briicken scheint, so moge es gestattet sein, hier etwas ausfiihrlicher
bei demselben zu verweilen. Die bez. Auseinandersetzungen und For-
derungen gelten gleichmiissig fiir das System der Ebenen und Geraden,
wie fiir das System der F und K.

Staudt’s Schlussweise ist etwa die folgende. Entsprechen ein-
ander A, B, C und 4', B, €' so auch D und I die bez. vierten har-
monisehen Punkte zu 4, B, € und 4, B, ('; ferner Eund F, die
vierten harmonischen Punkte zu irgend drei der vier Punkte 4, B,
C, D bez. 4, I, (', D, ete. ete. Die Art der Zuordnung ist hier-
nach durch die Zuordnung der drei Elemente 4, B, C und A4, B, ¢
vollstindig gegeben, so wie man zeigen kann, dass man zu jedem

*) (jeometrie der Lage. p. 50. Vergl. p. 44 des Reye'schen Buches.:
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Punkte einer Geraden hingelangen kaun, indewm man zu drei gegeberen
Punkten den vierten harmonischen aufsucht, zu irgend drei der so
bestimmten vier Punkte wieder den vierten harmonischen u. s. w. XHis
kann diese Behauptung nur den Sinn haben, dass man jedem Punkte
der Geraden durch die wiederholte Construction des vierten haymonischen
Punktes beliebig nahe kommen kann, d. h. dass man immer einen
entsprechenden Punkt finden kann, der zwischen dem zu bhestimmenden
Punkte und einem beliebig von ihm verschieden angenommenen inne
licgt. Staundt beweist dies, indem cr die Absurditit der Annahme
zeigh, ein gewisser Punkt sei der letzte, {iber den die Construction
nicht mehr hinausfiilhre. Aber die Annahme, dass es einen letzten
durch die Construction erreichbaren Punkt gebe, ist noch willkiirlich.
Es wiire denkbar, dass der fortgesctzte Process der Aufsuchung des
vierten harmonischen Punktes iiber eine bestimmte Grenze nicht hinaus-
fihrte, ohne doch eine letzte Lage fiir den Punkt zu erreichen. Ueber
diese Moglichkeit hilft, soviel ich sehe, nur das Axiom hinweyg, dass.
s gestatlet scin soll, den Grenzpunkt, auch wenn er in diecser Weise
durch einen unendlichen Process definint ist, als fertiy vorhanden auf-
zufussen. Bel dieser Annahme tritt der Staudt’sche Beweis wieder
in Kraft und zeigt die Unmiglichkeit der Existenz von Grenzpunkten.

Dieselben Erwiigungen, die hier fiir die Gerade vorgetragen worden
sind, ithertragen sich auf die Grundgebilde exster Dimension aus dem
Systeme der K und F, wobei man zuniichst auf die unbegrenzten Grund-
gebilde achten wird. Auch bei ihnen wird man ein dem vorher-
gchenden analoges Axiom hinzuzufiigen haben, was dann als cine
Lorderung aufgefasst werden kann, der das System der K und F ge-
nitgen soll.  Diese Forderung ist mit den dem Systeme sonst auferlegten
vertriiglich — das zeigt das Beispiel der gewdhnlichen Geraden und
Fbenen —, ob sie aus den frilheren zum Theile folgt, bleibe dahin
gestellt.  Die Definition der projectivischen Beziehung, die so fiir un-
begrenzte Grundgebilde erster Stufe aufgestellt ist, iibertriigt sich ohme
Weiteres auf begrenzte, indem man begrenzte Gebilde projectivisch
sein lisst, wenn sie Schnitte projectivischer unhegrenzter Gebilde sind.

§ 6.
Die Geometrie im Grundgebilde zweiter Stufe und im Raume.

Die aunfgestellten Prineipien geniigen, um fiir die unbegrenzten
Grundgebilde zweiter Stufe, d. h. fir das Biindel der durch cinen
P:mk‘t gehenden K und das Biindel der durch einen Punkt gehenden
I die projectivische Geometric aufzubauen. Man vergleiche hierzn
nur etwa die Partieen des Reye’schen Buches (p. 45 ff.), in denen
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fiir die als unbegrenztes Grundgebilde gedachte Ebene das Entsprechende
durchgefihrt wird. Es ist dies wohl der einzige Gedanke, der bei den
hier vorgetragenen Dingen nicht ohne Weiteres gegeben war, nimlich
der Gedanke, darauf zu achten, dass, auch wenn der Puuktraum, der
gegeben ist, begrenzt ist, darum doch noch unbegrenzte Grundgebilde
erster und zweiter Stufe vorhanden sind, und dass man fiir sie die
Betrachtungen durchfiihren kann, die man sonst in Bezug auf die un-
begrenzt angenommene Ebene anstellt.

- Namentlich wird man fiir die unbegrenzten Grundgebilde zweiter
Stufe nun auch das Gesetz der Duclitit entwickeln kdnnen, welches
jetzt dahin auszusprechen ist, dass man in allen Sitzen, die sich auf
XK und F beziehen, welche durch einen Punkt gehen, statt K und F
auch F und K setzen kann.

Darch Uebertragung vom unbegrenzten Grundgebilde zweiter Stufe,
dem Punkte (als Biindel von K und Z gedacht), gewinnt man die
Geometrie auf dem begrenzten Grundgebilde zweiter Stufe der (als
Punktaggregat oder als Ort fir Curven K gedachten) F. Aber die
projectivischen Beziehungen und die dualistischen gelten auf der ¥
nur dann uneingeschriinkt, wenn man der I7 ideale Punkte und Curven
XK adjungirt, entsprechend denjenigen Curven K und Flichen I7 des
angenommenen Biindels, von dem aus man die projectivisch dualistischen
Beziehungen auf dic F' iibertrigt, welche die F' nicht treffen. Es ist
ersichtlich, wie diese idealen Elemente der F, die ihrem Wesen nach
durchaus mit den idealen Elementen iibereinstimmen, von denen im
letzten Paragraphen des vorigen Abschnittes die Rede war, unabhingig
sind von dem Biindel, von dem man gerade ausging. Der Grund liegt
darin, dass nach Voraussctzung die F' von allen anderen F in den-
selben K, d. h. von jedem Biindel von F in demselben Curvensystem
K geschuitten wird. Der ideale Punkt der gegebenen I7 z. B. ist
zuniichst definirt durch eine irgend einem DBiindel angehbrige Curve
IC, welche die I' nicht trifft. Aber durch die K geht ein Biischel von
F und ein begrenzter Theil des Biischels begegnet der gegebenen F.
Auf der letzteren erhalten wir also eine Schaar von Curven K, welche
dieselben Eigenschaften haben, besonders hinsichtlich der Construction
des vierten harmonischen Elementes, wic ein begrenzter Theil eines
durch einen Punkt gehenden Biischels von Curven /. Legt man jelzt
durch irgend einen Punkt und diese Curven K die beziiglichen I/, so
werden diese sich nach ciner K schneiden. Der ideale Punkt, den
das erst angenommene Biindel lieferte, stimmt also mit dem idealen
Punkte, den ein belichiges anderes Biindel ergiebt, iiberein.

Es ist hiernach auch ersichtlich, wie der ideale Puankt der ge-
gebenen F, der hierdurch definirt ist, nicht bloss als dieser I' ange-
horig, sondern als idealer Raumpunlt? gedacht werden muss.  Damit
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ist dann alles Material gegeben, um die projectivische Geometrie auch
des Raumes zu entwickeln, und es ist der Beweis des oben aufgestellten
Hauplsatzes:
dass fiir das bez. Flichen- und Curvensystem dic pr o]w(’z‘wzq(’iw
Geometrie gilt
geleistet.

§ 7.
Einfiihrung der Doppelverhiltnisse und homogenen Coordinaten.

In diesem Paragraphen mag noch kurz angegeben werden, wie
man an den bisher auseinandergesetzten synthetischen Aufbau det
projectivischen Geometrie die analytische Behandlung derselben zu
kniipfen hat. Es enthilt dieser Paragraph also nichts mehr, was sich
specifisch auf das System der K und I bezieht; und er soll hier .mar
seine Stelle finden, weil die betreffenden Ueberlegungen, die mian
wesentlich alle den Staudt’schen Deifrdgen sur Geometrie der Lage
entuehmen kann, nur zu wenig bekannt zu sein scheinen.

Die Definition der P103e0t1v1tdt zweier Grundgebilde crster Stufe
ergiebt, dass zwischen je vier Elementen eines solchen Gebildes cine
constante Beziehung obwaltet. Drei Elemente sind noch von einander
unabhiingig; die Beuehuno* zwischen vier Elementen kann man daher
uuter dem Bilde einer reellen Zall auffassen®). Man bezcichne drei
Elemente A, B, C als Grundelemente des Gebildes, auf die iibrigen
Elemente D des unbegrenzt gedachten Gebildes vertheile man nach
einem willkiirlichen Gesetze die reellen Zahlen von — oo bis 4~ oo, SO
ist jeder Combination 4B CD eine Zahl zugeordnet, welche sie
charakterisirt; man hat cinen Massstab, um die Beziehung 4.5 C 1D
zu messen. Hat man bel cinem Grundgebilde erster Stufe diese Be-
stimmung getroffen, so tbertrigt sie sich durch Projection auf alle
anderen.

Man wird darnach streben, diese willkiirliche Scala durch eine
gesetzmiissig erzengte zu ersetzen, und dies hat Staudt in den Para-
graphen 19, 20 seiner Beitriige zur Geometrie der Lage geleistet. K
ordnet dort den Bezichungen A BCD, oder, wie er sagt, den Weirfern
ABCD dieselben Zahlen zu, welche man ihuen in der anf metrischen
Definitionen fussenden gewihnlichen Behandlungsweise beilegt, wo sie
als Doppelverhiltnisse aufgefasst werden**), Es geniigt zu diesem
Zwecke, die Wiirfe ABCA ABCB, ABCC bez. durch 0,1, o0 zu

bezeichnen und dann eine Operation anzugeben, vermige delen man

*) Hier kehrt unter einer etwas anderen Form das Axiom des § 5. wieder.
**) Dasselbe kanu man durch die von Mabius in seinem ba1ycentr1schen1
Calcul vorgetragene Theorie der geometrischen Netze erreichen,
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zwei Wiirfe ADCD und ABCD addirt. Dabei wird der harmonische
Woaurf gleich — 1, und es finden Relationen statt, wie
(ABCD) . (ADCUDB)=1 etec.

Von den Doppelverhiiltnissen steige man zu den homogenen Coordinaten
anf, die nichts sind als die relativen Werthe gewisser Doppelverhiltuisse.
Es handelt sich dann besonders darum, einzusehen, dass durch eine
lineare Gleichung zwischen den homogenen Coordinaten in der Ebene
eine Gerade, im Raume eine Ebene dargestellt wird. Diese Aufgabe
hat Fiedler neuerdings in sehr einfacher und iibersichtlicher Weise
erledigt, indem er von vormherein neben den homogenen Punktcoor-
dinaten auch die howmogenen Liniencoordinaten, bez. Ebenencoordinaten
einfithrte®). Die linco-lineare Gleichung zwischen den Coordinaten ver-
einigt gelegener Punkte und Geraden (Ebenen) ist nur der Ausdruck
fiir gewisse Beziehungen, die zwischen den in ‘der Figur (die durch
Hinzufiigen eines Coordinaten-Dreiecks bez. -Tetraeders entsteht) aut-
tretenden Doppelverhdltnissen stattfinden ™).

Die Liermit angedeuteten Ucberlegungen kann man alle, stait fir
das System der Geraden und Ebenen, fiur das System der K uud F
entwickeln, da fiir das letztere ebenso die projectivische Geometrie gilt.
Und damit ist also die zweite Form erwiesen, welche wir in § 2
unserem Satze ertheiit hatten, die wir hier noeh ecinmal wiederholen:

Man kamn den Punlien des wrspritnglich  gegebenen  begrenzien
Raumes “in der Weise Zaklen zuordnen, dass die Flichen I (die Curven
K) durch lineare Gleichungen dargestelll werden.

Als Yolgerungen, die sich von selbst aufdringen, seien erwihnt,
dass man nun in Bezug auf die Flichen F° von algebraischen Gebilden,
von imaginjiren Elementen, von collinearen uud dualistischen Trans-
formationen reden kann.

§ 8.
Analytischer Beweis des Hauptsatzes,

Bs wurde bereits darauf hingewiesen, wie sich der in § 2. aufge-
stellte Hauptsatz viel einfacher und ohne Zuhiilfenahme besonderer
Axiome beweisen lisst, wenn man die Voraussetzung macht, dass es
gestattet sei, den Punkiraum wunter dem Bide emer dreifach ausye-

*) Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Zirich, XV, 2.
(1871). — Die darstelleude Geometrie. Leipzig. 1871. — Bei Fiedler sind die
‘W irfe als Doppelverhilinisse definirt; es ist das aber fiir seine weiteren Auseinander-
setzungen ohne principielle Bedeutung, da er nur solche Relationen zwischen
‘Wiirfen benutzt, welche man, nach der im Texte gemachten Andeutung, auch
bei Staudt begrindet findet.

*#} Vergl, hierzu auch Hamilton’s Elements of Quaternions, p. 24 —32,
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dehnten Zahlen - Manwigfadtigheit aufzufossen.  Ein an  diese Voraus-
setzung ankniipfender Beweis enthiilt die Erweiterung unseres Satz:es
auf Zahlen-Mannigfaltigkeiten von beliebig viclen Dimensionen m
sich; zugleich lisst er ibersehen, warum fir zwei Dimensionen, \f’le
im § 2. hervorgehoben wurde,” ein entsprechender Satz noch nicht gilt.

Den Vortheil, den man durch die Annahme, man kdnne den
Punktraum als eine Zahlen-Maimigfaltigkeit auffassen, in den BeW_EiS
des Satzes einfiihrt, ist der, dass man nun iiber den Begriff des Un-
endlich - Kleinen verfiigt. Fir die Fortschreitungsrichtungen von einem
Punkte aus gilt bei beliebiger Coordinatenbestimmung die projectivische
Geometrie in demselben Siune, wie fiir die Geraden eines Strahlen-
biindels. Hat man aber ein System von Vlichen I und Curven K,
wie es in dem Satze des § 2. vorausgesetzt wird, so bezeichnet jede
der von einem Punkte aus miglichen Fortschreitungsrichtungen eine
der durch den Punkt hindurchgehenden K. Fiir das Biindel der durch
einen Punkt gchenden K, und, vermiye dualistischer Ucbertragung, das
DBiindel der durch cinen Punlkt gehenden I gilt also olme Weiteres die
projectivische Geometric. Wir haben also von vornlerein den Stand-
punkt gewonnen, der sich bei der rein geometrischen Untersuchung
erst in § 6. ergab, noch mehy: es ist auch von vornherein wenigstens
fiir das Biindel von K und Z' die projeetivische Coordinatenbestimmung
gegeben, dic bei rein geometrischer Betrachtung erst durch besondere
Operationen in § 7. entworfen werden musste. -

Von der Geometric im Biindel von F eder X steigt man ihnlich
wic in § G. geschildert wurde, zur Geometrie auf den F und zur
(reometrie im Raume auf. Duxch eine beliebige F, — sic heisse F'—
werden je zwei Biindel von J7 anfeinander projectivisch bezogen. Denn
die Biindel schneiden die F* launt Voraussetzung in dem niimlichen
Curvensysteme K. Dabel iibertriigt sich von dem einen Biindel so gat
wie vom anderen auf die I die Vierseits-Construction; die beiden
Biindel, und also iiberhaupt alle vorhandenen Biindel sind hiernach
durch die ¥ aufeinander projectivisch bezogen w. z b. Da aber
projectivische Bezichung innerhalb eines Biindels bei Anwendung der
projectivischen Coordinaten durch lineare Gleichungen bezeichnet wird,
so ist ersichtlich, dass man die 77 dureh lineare Gleichungen zwischen
den firr zwei Biindel geltenden projectivischen Coordinaten darstellen
kann ete. ete.

Betrachtungen derselben Art kann man fir Mannigfaltigkeiten
von beliebig vielen Dimensionen anstellen; ist aber die Zahl der
Dimensionen auf 2 gesunken, so haben die Betrachtungen nicht mehr
denselben Erfolg. Es sei eine Fliche ud auf einem Theile derselben
ein Curvensystem X gegcben, von der Eigenschaft, dass durch je zwei
Punkte des Flichentheils cine und nur eine K geht. Die Fliche, oder
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vielmehr ihre Punkte sollen unter dem Bilde einer zweifach ausgedehnten
Zahlenmannigfaltigkeit gefasst werden konnen. Dann gilt fiir die
Fortschreitungsrichtungen von einem Punkte aus die projectivische
Geometrie, d. h. vier Fortschreitungsrichtungen haben ein bestinimtes
Doppelverhiiltniss, welches bei keiner stetigen Verzerrung der Fliche
gedndert wird, Es iibertriigt sich diese Beziehung auf das durch den
Punkt gehende Biischel von Curven K. Man schneide dasselbe durch
eine ihm nicht angehorige Curve X' und ziehe nach den Schnittpunkten
die einem zweiten Biischel angehérigen K. Jetzt sind die beiden
Biischel durch die X' auch eindeutig aufeinander bezogen, aber es ist
gar kein Grund vorhanden, warum diese Beziehung eine projectivische
sein soll, warum z. B. vier harmonischen Curven des einen Biischels
vier harmonische des andern entsprechen sollen. Denn ein Analogon
zu der Vierseitsconstruction, die sich im Raume {ibertrug, existirt
nicht mehr, weil eine Dimension zu wenig vorhanden ist.

Gottingen, 8. Juni 1872.

Verbesserung.

Auf p. 112, Zeile 12 v. u. lege man ,,werde statt ,,ware',



