
Bes t immung  aUer ternaxen und qua te rnaren  Collineations- 
gruppen,  welche mi~ symme~rischen und al~ernirenden Buch- 

sSabenver~auschungsgruppen holoedrisch isomorph sind. 

Von 

If. MASc~z~ in Chieugo. 

Das in der Ueberschrift bezeiehnete Problem soll linch folgeader 
Methode in systema~ischer Weise gelSs~ werden. Nehmen wir an~ wir 
w~ren im Besitz einer Reihe yon Collineationen J~,  E 2 , . . .  ~ in n 
Variabelen, yon deaen wir wissen, dass sic eine endliehe Gruppe G~, 
erzeugen, welehe mit der symmetrisehen Gruppe G~: yon Vertauschungen 
yon tz Buchstaben holoedriseh isomorph isf~ Aueh soU bekannt sein~ 
welchen Buehstabenvertauschungen die einzelaen Erzeugenden~, E~,...E~ 
entspreehen. Der Kfirze wegen sollen aueh diese Buehstabenvertau- 
schungen entspreehend mit E~, E ~ , . . .  ~r bezeiehnet werden. Als- 
dann kann man mittelst Binzunahme eines neuen k + I t~ Buehstaben 
eine Buchstabenvertausehung E~+I angeben, welche mi~ den Vertau- 
schungen ~ t ,  E~, . . .  ~ die symmetrische Ver~ausehungagruppe G(~+~), 
yon k + 1 Bachstaben hervorbrin~. Diese Vertauschung Er+t wird 
eine bestimmte endliche Periode besi~zen, und auch die Perioden der 
Combinationen E ~ + ~ ,  E ~ + ~ ,  . . .  ErJ~r+~ werden leicht anzugeben 
sein. Wir setzen nun Er+l mit unbestimmten Coeffieienten als Colli- 
neation in n Variabelen an und unterwerfen ~r+1 far sich sowohl: als 
auch in Combination mit den bereits bekann~en Cotlineationen den 
angegebenen Periodenbedingungem Diese far die Bes~immung der 
CoIlineation E~+I not/~end/gen Bedingungen sind nun mibeinander 
entweder vertr~glieh oder nicht. Im ersteren Falle entsteht dman die 
weitere Frage, ob sie ffir den holoeclrischen Isomorphismus der C(~+I): 
mit clef G(k+~): auch hi~reichend sind. Diese Frage, welche ~brigens 
ein Problem der abstracten Gruppentheorie vorstellt, l~sst sich, wie in 
w I mittels~ eines Satzes yon Herrn Moore auseinandergesetzt werden 
soll~ in dem Sinne enkscheiden~ dass sich in der That eine bes~immte 
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Anzahl yon Operationen /~ f~r jedes k stets so w~hlen l~sst, dass die 
angegebenen Per~odenbedingungen f~ir den holoedrischen Isomorphismus 
nothwend.ig und hinrei~hend sind. Genau das Gleiche gilt ffir die 
alternirenden Gruppen. Geht man jetzt yon den niedrigsten Werthen 
ffir k aas, ffir welche die betreffenden Collineatioasgruppen ohne Wei- 
fetes angegeben werden kSnnen, so fOhrt das auseinandergesetzte Yer- 
fahren successive in allgemeinster Weise zu den Collineutionsgruppen 
ffir hShere Wer~e  yon k. 

Ist sorer theoretisch eine Methode zur LSsung unseres Problems 
gegeben, so wird es noch sehr ffaglich bleiben, wie weit sich dieselbe 
rechnerisch durchffihren 1Rsst. Hier ist nun insbesondere folgendes zu 
be~cbten. Durch Einffihrung neuer Variabelen oder~ was auf dassetbe 
hinausl~uft, Transformation dutch eine beliebige lineare Substitution 
im gruppentheoretischen Sinne~ l~sst sich jede Collineationsgruppe auf 
unendlich viele Weisen (linear) transformiren. Wir werden zwei Col- 
lineationsgruppen, die sich in einander transformiren lassen, als/den- 
tisch betrachten, und als verschieden nur solche, die sieh nicht in ein- 
ander transformiren ]assen. Hieraus folgt noch nicht~ dass zwei Colli- 
neationsgruppen, welche mit ein- und derselben Buchstabenvertauschungs- 
gruppe holoedrisch isomorph sind, im soeben genannten Sinne iden- 
tisch sein mfissen. u werden wit im folgenden viele Beispiele 
kennen lernen, we sich zwei derartige Gruppen nicht in einander trans- 
formiren lassen. Es wird mm darauf ankommen, unter allen identi- 
schen Collineationsgruppen in jedem Falle eine solehe zu Grunde zu 
legen, welche in mSglichst fibersichtlieher Form erscheint. Dies l~sst 
sich erreiehen, wenn man die Gruppen durchg~ugig in die sogenaunte 
Hermite'sche Normalform transformirt, wie in w 2 des N~iheren aus- 
einandergesetzt werden sell. 

Mit den genannten Hilfsmittela l~st  sich nun unser Problem in 
der That :nit einem relativ geringen Aufwand yon Reehnung vollst~[udig 
arledigen. Als besonders bemerkenswerth sei noeh erw~hnt - -  mar  
iSt es sonst in der Mathematik anders gewohn~ - - d a s s  die zur Be- 
stimmung der Ck: und C~_~: erforderlichen Reehnungen im allgemeinen 

um so einfacher werden, je grSsser k ist. 

Fine Zusammenstellung der Resultate f~r die tern~ren Gr~ppen 
finder sich in w 7. Flier giebt es flit k ~ 4,  5~ 6 immer nut je eine 
C~ und C~:. Die erst in neuerer Zei~ en~leekte C1 erscheint bier 

in einer besonders einfachen und iibersichtlichen Gestalt (43). 
Ffir quatern~re Grappen sind die Resultate am Schluss der Arbeit 

zusammengestellt. Die Anzahl tier yon einsnder verschiedenen Grup- 
pen ist bier wesentlich grSsser. In Uebereinstimmung mit den Resul~ 



Symmetrische und alternierende Cellineat/onsgruppem 

taten der Untersuchungen yon Herrn Wiman*) er~ebt sich, dass keine 
quatern~ren C~_~.~ ffir k > 7, und keine C~.~ fiir k 2> 6 existiren kSnnen. 

w 
Auseinandersetzung der Methode. 

Es kommen bier zunKchst in Betraeht zwei S'~tze der abstraeten 
Gruppentheorie, welehe Herr Moore in seiner Arbei~**) .Concerning 

the abstract groups of order ]~! und ~ k! holoedrieal]y isomorphic with 

the symmetric and the alternating subs~tution-groups on k letters" 
als Theoreme A und ~ entwiekel~ hat. 

T h e o r e m  21: Die abstracte Grupp% welehe definirt ist durch die 
/~ -- 1 (k ~ 1) erzeugenden Operationen 

B~ (x = 1 , 2 , . . . ~ - -  1), 
zwischen denen die Relationen bes~hen: 

O) ~ =  ~ (z = 1, ~ , . . .  ~ -  1), 
(~) ( B ~ + , ) ~  = ~ (z = 1, ~ , . . .  ~ - -  1), 

(a) (B,B,,) '  = 1 

ist yon der Ordnung /~1 und ist holoedrisch isomorph mit der symme- 
trischen VertausehungsgTuppe yon k Buchstaben. 

:Theorem B :  Die abstracte Gruppe, welche definirt ist durch die 
k ~ 2 (k > 2) erzeugenden Operationen 

g~ (x = 1 , 2 , . . . ~ -  2), 
zwischen denen die Relationen bestehen: 

(4) /~? = 1, /~a2= l 
(5) (/~_N~+I)z ~---- 1 

(6) ( / ~ ) ~  = 1 

1 isr yon der Ordnung ~-k! und 

(~, ~ ~, 3 ,  . . .  k - -  2 ) ,  

( ~. = 1, 2 ,  . . .  t~ - -  3), 

) 
~ + 2 , ~ + 3 , . . . k - - ~  ' 

holoedriseh isomorph mit der alternireno 

den Vertauschungsgnmppe yon k Bachstaben. 
Ich kntipfe zungehst an das Theorem/~ an. Nimmt man in der 

Baehstabenvertausehungsgruppe/~1 ~ (123) ~-- (12) (13), ~ ~- (12) (34), 
E s = (12) (45) , . . .  Ea = (12 )  (~t n u l, ~. -~- 2 ) , . . . / g~-2  = (12) (k -- 1, k), 
so sieht man, dass hierftir die Bedingangen des Theorems/~ erf/ffi~ 
sind~ diese ~ ' s  erzeugen also zun~iehst die G ~ } .  Bat  man k -  2 

*) A~ Wiman ,,Note tiber die Vertauschungsgruppe yon ~ Dingen" und 
,,Note fiber die symmetrischen und alternirenden Vertauschungsgruppen yea 
~. Dingen". G~ttinger Nachrichten, 1897, Heft 1 und 2. 

**) E. H. Moore, Proceedings of the London Math. See.,  eel XXVIII, No. 597. 
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Collineationen •, welehe denselben Bedingungen genfigen, so erzeugen 
diese also eine der G ~ ,  holoedrisch isomorphe C1~.  Man geht jetzt 

zur C~c~+I) t fiber, indem man, wenn mfglich, eine weitere Collinea- 

tion E~_I bestimmt, welche im Verein mit den bereits vorhandenen 
~ ' s  wiederum den Bedingungen des Moore'sehen Satzes (ffir k + 1 
start k) genfigt. 

Die ~landlichkeit des Moore'sehen Theorems gerade ffir die vor- 
]iegende Untersuchung besteht nun darin~ dass bei einer weiteren Aus- 
dehnung yon C~ t auf C~(~.~m immer nur eine (die letzte)Erzeugende 

neu zu bes~mmen ist~ und dass das mit Hinzunahme des neuen 
erhaltene System der /~a alsdann wiederum als Grundlage zur Er- 
weiterung auf C~(~q_s)~ mittelst einer einzigen neuen Collineation E dient. 

Wir haben demnaeh zur Bestimmung der .alternirenden CoUinea- 
tionsgruppen" -- dieser Ausdruck, sowie der entsprechende .sym- 
metrische CoIHneationsgrulopen" mfge im folgenden statt des l~ingeren 
.Collineationsgruppen~ welehe altcrnirenden (resp. symmetrisehen) Buch- 
stabenvertausehungsgruppen holoedrisch isomorph sind" angewandt 
werden ~ fo]gendes einfaehe Verfahren zu befolgen: Man gehe aus 
yon einer Collineation ~ t ,  welche die Periode 3 besitzt ~ diese liefert 
mit ihren Potenzen die G~s: ~ und bestimme eine neue Collineatioa 

~2 yon clef Periode 2, so dass (E  1R2) ~ ~-- 1. Dann erzeugt ~ t  und E 2 
die alternirende C~41 (Tetraedergruppe). Nun bestimme man ~ yon 

tier Pe.dode 2 so, dass (~1 ~ ) 2  ~ 1, (E 21~3) 3 ~- 1; alsdann erzeugen 
~1, E2, ~ die alternirende C~s, (Ikosaeder~uppe). Bes6mmt man 

ferner ~4 yon der Periode 2 so, dass (.EIF_~4)~--1, ( E 2 ~ ) ~ =  1, 
( ~ a ~ ) z ~ - - 1 ,  so erzeugen ~ ,  ~Ee~ ~ ,  ~ die alternirende C• etc. 

$ 

Was die symmetrisehen Gruppen anbetriiR, so gelangt man zu 
denselben, s t a r  sie mittelst des Theorems A abzuleiten~ in einfaeher 
Weise yon den alternirenden Gruppen aus. Wenn n~mlich eine alter- 
ns C~ ~ bereits bekannt ist mit ~ l ,  E~, . . . ~ _ s  als erzeugenden 

Collineationen, so erh~lt man hieraus die symmetrisehen (72, durch 
Hinzufiig~mg einer weiteren Collineation .F yon der Periode 2~ weleh~ 
den Beds (~/ ; ' )~  ~ (~/~')~ . . . . .  ( / ~_sF )  ~ ~-- 1 genfig~. 
Um dieses zu beweisen~ haben wir nur zu zeigen~ dass aus den 
~ .E~ . . .  ~E~_~ ~' s i chk  ~ 1 Collineationen ~t~ - -" :B~._t ableiten 
lassen, welche den Bedingungen des Theorems A geniigen~ und welehe 
so beschaffen sind~ dass sich aus ihnen riickw~irts die 
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ablei~en lassen. Ich se re :  
= ~ , ,  ~ , ~  = ~ ,  ~ = ~ ,  . . .  ~ _ ~  ~ ~ _ ~ ,  

so sind zun~chs~ unmittelbar ~ ,  E~ . . . .  E~_~, ~ aus B~, B~, . . .  ~ _ ~  
ableifbar. Die Bedingungen (1) sind laut Annahme erffillt, mad die 
Richtigkei~ yon (2) und (3) l~sf sich leicht beweisen. 

In der Buehstabenvertausehungsgruppe kann man z. B. ~ - ( 1 2 )  
nehmen, w~hrend wie vorher 

E,  --~ (123), E~ -~- (12) ( 3 4 ) , . . .  ~ _ ~  = (12) (k- -  I, k). 

Alsdann wird 

B, = (12), D~ = ( 2 3 ) , . . .  ~ = ( ~ , X §  B~_~ ~ (~--1,  ~). 

w  

Die Hermito'soho Normalform. 

Die Substitutionen einer jeden tinearen Substitutionsgrappe G in 
n Variabelen zi yon endlicher Ordnung lassen, wie Herr Moore be- 
wiesen hat*) eine positive Hermite'sche Form 

(7) ~ ~,~ z~ ~ (~k~ = ~ ;  i, k = 1, ~ , . . ,  n) 
i,} 

unge~ndert, und dureh Transformation der Gruppe kann stets erreicht 
werden, dass (7) die einfache Form 

(8) ~ + ~ + . . .  + ~ 

annimmt. Hierbei soll~ wie aueh sonst fiblieh, durch eine mit einem 
horizontalen Strich versehene Gr5sse ihr conjugir~r Werth bezeichnet 
werden. Die specielle Form (8) wollen wir die Hermite'sche Normal~ 
form nennen, und yon einer Gruppe, ffir welche diese Normalform 
unge~nder~ bleibtj wollen wit der Kfirze wegen sagen, sie sei auf die 
Hermite'sche Normalform reducirK 

Andererseits l~sst sich nun G stets so transformiren, dass irgend 
eine beliebig aus G herausgegriffeae Substitution S in die kanonische 
Form 

(9) ~1 ~-- ~1zl, z2 ---~ 2.2z2, �9 -- ~+ ~ Jr, z , , . . .  ~. ~ 2~z~ 
iibergeh~, wobei die Coefficienten ~i nicht nothwendig yon einander 
verschieden zu sein brauchen**). Bei der so transformirten Grappe 

s) E. H. Moore ,  A Universal Invarian~ for Finite Groups of Linear Substi- 
tutions: with Application in the Theory of the Canonical Form of a Linear Sub- 
stihztion of Finite Period. Math. Ann. Bd. 50, p. 213. 

**) Vgl. H. Maschke ,  Die Reduction linearer homogener Subsh'~utdoneu y o n  

endlicher Periode auf ihre kanonische Form. Math. h ,n .  Bd. 50, p. 220. 
Mathematis~he A,~n~len. LI. I~ 
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(io) 

so folg~ 

wird eine positive Hermite'sche Form H '  ~- ~'ai~i~'~ invariant bleiben. 
Da insbesondere auch S (9) die Form / / '  in sich selber tiberfiihren 
muss, so folg~ sofort, dass alle diejenigen Coefficienten r verschwinden 
mfissen, flit welche ~r =~= it,. Sei andererseits" 2m~, ~ l , ~ . . .  ~ eine 
Gruppe yon untereinander gleichen Coefficienbn, so wird sich durch 
lineare Transformation der Variabelen zm,, z,~_,. . ,  z,,~ derjenige Theil 
yon H '  welcher nur diese Variabelen enthiilt~ also 

Z~+~,~k (i, ~----m~, m ~ , . . ,  m~) 

in die Normalform a(+~,-~+ J r ' " - t - + + Y - , t )  iiberftihren lassen, wenn 

wit die neuen Variabelen wiederum mi~ ~ bezeichnen, w~hrend gleich- 
zeitig die Sabstitution S (9) unge~indert bleib+. In dieser Weise sieh+ 
man, dass man, ohne B zu iindern, die Gruppe ~ so transformiren 
kann, dass die bei ihr invariant bleibende Hermi~'sche Form in 
Zfl++z+++ iibergeht. Endlich kann man dutch Multiplica+ion der 
Variabelen mit geeigne+en Factoren bewirken, dass alle Coeftlcienbn 
/~++ ~ 1 werden. Da auch hierdurch S nicht beeinflusst, wird, so is+ 
hiermit der fiir die sp~tere Anwendung fundamentale Satz*) bewiesen: 

Man kann jede lineare Substitutions- (oder auch Coilinsations-) 
gruiope G yon endlicher Ordnung stets so transformiren, dass 

1) eine beliebig aus ~ herausgegriffene Substitution B in 
tier kanonischen _Form, 

2) die Gru10e selbst in der Hermite'schen 17ormalform 
erschemt. 

Liegt eine lineare Gruppe G in der Hermib'schen Normalform 
vor, so lilsst sich ein auf die Coefficienten der einzelnen Subsfi~utionen 
beziiglicher wichtiger Satz beweisen. Sei die folgende Substitution S 
in G enthalten 

" X  z~ ~- a i ~  (i~-- 1, 2 , . . .  n), 

2(2 z ) z  a i ~  �9 ~ ,~  -zk ~ z i - ~  

i = I  ~ k ~ l  k = l  i = l  

eine Gleichung wetehe iden~isch ffir alle Werthe yon z erfiill~ sein 
muss. Hieraus ergiebt sich ein System yon n ~ in den n 2 Gr'6ssen 
ai~ und ~ linearen Gleichungen. Bezeichne?~ man die Determinan~e 
der z in S mit A - -  dieselbe wird s b b  als yon Null verschieden 

*) Die Mermit be~esene MSglichkeit der genannten doppelten Normali- 
sirung einer beliebigen endlichen linearen Substitutionsg~ruppe is~ auch an sich 
interessant. Herr Moore machte reich darauf aufmerksam, dass dieselbe auch 
ohne Weiteres aus der Art und Weise folg~, in welcher er in seiner oben ge- 
nannten Arbei~ die Reduction auf die kanonische Form bewerkstell~gt. 
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vorausgesetzt --  und die Unterdeterminanten der Coeffieienten a~k mit 
A+k so folgt 

A .  ~k = A+k (i, 7r = 1, 2 . . .  n) .  
Ist A ~ 1, so haben wir 

und somit den Satz: Xst eine endliehe ~uppe  linearer Subs~ii]utioner+ 
+nit de++ Substitutionsdeterminanten + 1 auf die tterm#e'sehe ~ormaTform 
red~cirt, so ist jeder Coefficient gleich dem conju#irten Werth seine~ 
zu~ehgri#en Unterde~erminante. 

w  

Tern~re Collineationen yon der Periode 2 und 3. 

Eine t e m p e  Collineation A ist dutch die Fmunel gegeben 
3 

(12) a,+ ( i f  1, 2, 3). 
/ c = l  

Da es auf den Werth des Proportionalit~tsfactors 0 nieht welter 
ankommt, kann man die Determinantr der Coefficienten stets ~--1 
setzen, also 

(13) l a,~ i = 1. 
Die lineare Substitution, welehe man aus (12) ffir 0 = 1 erhKlt, soil 
dureh +4, bezeiehnet werden 

3 

(14) A , :  ~,' = ~ a ,  rzk (i-~- 1, 2, 3). 

In gleieher Weise sol1 auch spiiter z. B. ~t,+ die aus der Collinea~ion 
~+ ftir O ~ 1 hervorgehende Substitution bezeichnen. 

Reducirt man A auf die kanonisehe Form 
t r �9 

(15) Oz, --~ ~ , z , ,  Oz 2 = ;t2z~, Oz 3 -~- Z3~, 

so sind 2t, ~t2, ~t s die Wurzeln der charakteristisehen Gleichung 

t 
all - -  ~ a12, a13 [ 

(16) a2,,  a~2 - -  Z, a~3 = 0 .  

as1, a32~ a3a - -  J. 

Da A, wie wires  annehmen, yon endlicher Periode ist~ so sind J , ,  ~+, Js 
Einheitswurzeln. Aus (16) folgt 

(17) aj -a t- a 2 + a s ~ ~t 1 + ~ + 2~, 

und ferner in Verbindung mit (13) 
(18) Z,)t~Z 3 ~ 1. 

17" 
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Soll nun die Collineation At die Periode 2 haben, so folgen aus (15) 
und (18) fiir ~1, ~ ,  ~3 in irgend welcher Ordmmg die folgenden Werthe 

~tl, te,~t s - - ~ - l , - 1 ,  + 1  oder - - s ,  - - ~ ,  "4-~, 

wo s eine imagin~re dritto Einheitswurzel bedeutet. Hieraus ergiebt 
sich ffir die Summe der Diagoaalcoefficienten yon A, die fortan mit 
D*) bezeichne~ werden solt in Folge yon (17) 

(19) entweder D - ~ - -  1, 

( 2 0 )  o d e r  / )  = -  - ~ .  

Im Falle (19) is~ nun A~2~  1, d. h. der I d e n t i ~  gleieh, wKhrend 
ira FaUe (20) erst A~ ~ - I ,  und A~ z jede der Variabelen mi~ einer 
imagin~ren dritten Einheitswurzel multiplicirt, was durch A,"--~ e an- 
gedeutet werden ~IL Wir habea demnach zwei Typen tern~irer 
Collineationen der Periode 2 zu unterscheiden: 

Typus I: A, ~ 1 ,  D ~ - - - - 1 ;  

TypuslI :  A ~ ,  D = - - e .  

Bilden wir nun At-l ,  so ergiebt sich 
3 

~ Z A k ~ k  ( i ~  1,2,3).  zi' 
~ 1  

Ffir den TypusI  is~ nun A~-I~--A,, folglich At~ = aik, ffir den 
Typus II ist A~ -~ ~ A, 5 ~-- sA~, folglich A~i ~ ea~ .  Nimmt man A 
in der Hermi~e'schen Normalform an, so is~ nach (11) A~i ~ ~ ,  also 
muss sein fiir den TypusI  a~i-~--d~, ffir den Typusl I  a ~ - ~ ;  
iusbesondere auch a~ ~ - - ~ ,  d. h. a~ reell, resp. a~ ~ e~,~ d. h. au 
gleich einer m i t e  mul~iplicirten reellen Gr'Ssse. Der letztere Fall 
liisst sich dutch Mul~iplicafion siimmtlicher Coefficienten mit e auf den 
exs~en reduciren, is~ also als Collineatioa mit ihm identisch. Hiermit 
ergieb~ sieh folgender Satz: 

Die Coefficienten einer jeden ternSren Substitutio~ yon der Deter- 
minan~e 1 und der Collineations~eriode 2, welche an einer endlichen 
auf die Hermite'sche lformalform reducirte~ CoUineagonsgruppe Theil 
nimmt, sind dutch die folgende Matrix gegebe~ (Typus I): 

a, W, 
(21) @, b, u 

(22) (a~ b, c ree]l; a + b + e -~  - -  1), 

*) Herr Valentiner (De endelige Transforma~ons-Gruppers Theori, Kopen- 
hagen 1889) operirt viel mit dieser GrSsse. Sie i~t eine, und zwar die einfachste, 
Luvar~te der Collineation. 
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ader dutch dieselbe Matrix~ warin jedoch jeder Coefficien~ mit einer 
und derselben imagin~ren drit~en Einhei~swurzel multiplicirt erscheint 
(Typus II), was durch 

a, w, vi 

angedeutet sein mSge. 
Zwisehen diesen Coefficienten besteht nun ausserdem noch eine 

Reihe van Relationen, welche erhalten werden, wenn man die Elemente 
einer Reihe mit den Unterdeterminanf~n derselben oder ether anderen 
Reihe multiplicitY. Dies giebt mit Berticksichtigung van (11)und (13) 

a 2 -{- v~  -~- w ~  -~  1, (a-Fb)~? ~-  u v  ~ 0, 

b:-F w~?-F u~ = l ,  ( b -Fc )~q -vw  = O ,  
c~ § u~ + v~ = 1, (cq-a)~ q - w u = O ,  

waraus man leicht die folgenden Gleichungen ableitet 

u v w  = ( l + a )  ( l + b )  O + c ) ,  

u~ = (1 + b ) ( l + c ) ,  v~ = ( l + c ) ( l + a ) ,  w ~  = 0 + a ) ( l + b ) .  

Es ist h~ufig yon Wichtigkeit, einige der nieht in der Diagonal- 
reihe stehenden Coeffieienten reetl annehmen zn kSmlem Dies kann 
in vielen F~llen dutch folgende Transformation erreieht werden, die 
auch ffir quatern~xe Collineatianen des 5ff~ren angewandt werden sail. 
Man ersetze allgemein 

(24) z, dutch p,z, (i ~ - -  1, 2 , . . .  n), 

wo die pi eomplexe GrSssen yam absaluten Betrage i sein sallen 
(alsa pipit--1).  Eine derartige Transformation sall kurz p . T r a n s -  
formation genannl werden. Bet derselben bleibt die Ylermite'sohe 
Normafform (8) invariant~ (10) da~egen geht fiber in 

' ' ~  ( i = I , ~ ,  ,0. (~5) ~, = ~ . . ~  , ~  ... 
, / ;= I  

Man sieht nun ahne Weiteres, dass sich p ~ : ~  so w~thlen l~ss~, dass 
J% der neue Coefficient ~ a~ reell, und, wenn man will, auch positiv 

wird. Is~ wie in (21) a~ ~- a~, so bleibt diese Rela~ian auch zwischen 

den transformirten Coefficienten 1% und 1~ ~ - a ~  - ~ a ~  bestehen, w~hrend 

die Diagonalterme iiberhaupt nicht ge~udert werden. 
Was nun die Co]lineationen yon der Periode 3 a n b e t r i ~  so 

ergeben sich fiir die Wurzeln der eharakteristischen Gleichungen 
folgende MSglichkeiten 
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(26) ;t~, ;t~, ;t~ = 1, ~, ~ / )  = 0, 
oder 

z,, z,, = = 

we ~ eine eigenfliche neunte Einhei~swurzel darstell~. Weitere Glei- 
chungen zur Bestimmung der Coeflicienten erh~lt man aus tier u 
gleichung der Coefficien~en yon A]  mit denen yon A ~ - ' ,  we wiederum 
A~i-----~ nach (11). Es w~e  zwecklos, diese Besfimmung hier all- 
gemein durehffihren zu wotlen; sie fiihrt in den auftretenden F~llen 
rasch zum Ziel. 

w  

Die tempe C1~, (Tetraedergrupl~e). 

Jede ~ern~re Collineation yon der Periode 3 l~ssr sieh, wie soeben 
gezeig~, auf eine der beiden Formen 

�9 i 

(28) .El : ~1" = ~ ,  e ~  = ~z2, 0~3 ~ d~3, 
O~er 

(29) E ( :  0~(.-~- ~ 1 ,  Oz~'--~z~, ~z/--~-~Tz3 
transformirem Zugleich erzeug~ ~1 mi~ ihren Potenzen, sowie J~l' je 
eine C ~ a .  Diese beiden Gruppen sind in dem oben definirf~n Sinne 

yon einander versehieden, denn zwei Col~ineatr S and T in 
Variabelen sind dann and nut  dann in einander tran~formirbar, wenn 
die WurzeZn der charakteristischen Gleichung yon S, gleich denen yon 
T, sind, multiplidrt mit einem and demsdben :Factor~ der nwr eine 
n u ~inheitswur~el sein ]mnn. Wit haben hiermi~ ein erstes Beispiel 
vor ans ftir den Fall, dass zwei Collineationsgrappen einer und der- 
selben u ( G ~ , , )  holoedrisch isomorph sind, ohne 

in einander linear transformirbar zu sein. Aehnliche Beispiele ~eten 
bei den bin~ren Gruppen noch nieht auf. 

Gem~ss der in w 1 auseinandergesetzfen Methode erh~ilf man jetzf 
alle m5gliehen verschiedenen Tetraedergruppen C~a~, wenn man Col- 

lineationen E~ besfimm~, welche den Bedingungen 

und ~ ;  welehe den Bedingongen 
(31) ~ ' ~ -  1, ( ~ ( ~ ' ) a  ~--- 1 
geniigen. Ich zeige zuniichst, dass die Bedingungen (31) nicht erfiill~ 
werden kbnnen. ~ '  (29) n~mlich ist eine perspectivische Collineation, 
abet auch ~ '  ist; perspectivisch~ da 2~" als Cotlineation yon der 
Periode 2 zu Wurzeln der charakteristisehen Gleichung ~ 1, ~ 1, -t~ 1 
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hat. Sei nun A der bei El', ~ der bei ~2" mit allen hindurchgehen- 
den Geraden invaHant bleibende Punkt. Alsdann muss die Verbindtmgs- 
gerade yon A und ~ (ira Falle, wo A und B zusammenfallen, jede 
Gerade durch A) bei ~(~2' invariant bleiben. W~ihlen wir diese 
Gerade als #1 --~ O, so ist in ~ : zl'--~ ~ und in F~, : Z ~ ' - ~ -  St, 
wobei die Determinanten yon ~,~, und F ~ ,  --~ 1 sin& Bildet man 
jetzt ( ~ ,  D~ ~)a so erhiilt man zun~ichst ~i' ~- - -  ~ zl, und da (~j '  ~ ' )  ~ ~- 1 
sein soll, so folgt z 2 ' ~ -  ~z~, z3"~  --~z3. Bier ist aber die Sub- 
stitutionsdeterminante -- 1, was einen WMerspruch liefer~. A|so ist 
(31) auszuschliessen, d. h. ~1 darf nicht in der Form (29) voraus- 
gesetzt werden. 

In der ferneren Bestimmtmg alternirender Collineationsgrnppen 
treten Collineationen yon der Periode 3 nur auf als (/~z ~ + i )  (5). 
Dieser Collinea~ion entspricht in der Buchstabenvertauschungsgruppe 
die cyklische Vertaasehung (~t-~-l, 1-~-3, ~t-~-2), und da diese dutch 
Substitutionen der Gruppen auf E 1 ~ (123) transformirbar ist, so 
muss aueh die Collineation (Ez El+i) auf J~l transformirbar sein. 
Folg~ich kann auch bei keiner der i~ der weiteren Untersuchur~g auf- 
tretenden Collineationen der _Periode 3 der Fall (27) eintreten; wit  ]~nnen 
also iiberall die Bedingungen (26) voraussetzen. 

W~ bestimmen nun, naehdem wir ~l  in tier Form (28) angenom- 
men haben, ~ gem~ss den Gleichungen (30). Wit setzen zun~hst 
ffir J~ die Matrix der Coeffieienten (21) an~ wo ausserdem die Be- 
dingungen (22) und (23) erf'fillt sein miissen. Fiir E 1 E  ~ erhalten wir 
alsdann die Matrix 

/ ~ / ~  ~ ,  ~b, ~u . 

Da hier die Periode 3 sein soll, so folgt aus (26) 

a + ~b + ~e=0, 

was in Verbindung mit (22) ergiebt: 
1 

Durch p-Transformation (24) kann man, ohne E t zu ~udern, in E~ 

v und w reell und posi~iv machen. Also folgt aus (23) u ~ v ~ w = ~. 

Hiermit ist 

E ~ .  2, --I ,  I 2 
2, 2, -- 1 

eindeutJg bestimmt. 
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Wit verificiren nun leich~, dass ~1 E~ in der That die Periode 3 
besitzk hl~o erh~lt man als einzige ~ern~re Tetracdergruppe die 
folgende 

~ ,  = (123) ~ = (]2) (34) 

�9 1 

, 1 
~zs ~ ~2z3 T (  2 z t + 2 z 2 ~  z3) , 

3 

Transformir~ man diese Gruppe durch Einfiihrung der neuen Variabelen 

(33) 7/3 + + 

so erhilt man die einfachere Form 
t 

~ 2 " ~ - - -  I X3 ~ X2 

~ ~ X 1 - -  X 3 

demnach jede tern~re Tetraedergruppe Auch auf diese Form l~sst sich 
transformiren. 

w  

Die tern~re C~5 z (Ikosaedergruppe). 

Wit gelangen zur Ikosaedergruppe, wenn wit zu den in w 4 ge- 
wonnenen Collineationen E~ und •2 (32) eine Collineation E 3 hinzu- 
ffigen, welche den Bedingungen E32-~-1, ( E l ~ )  ~ -  - 1, ( /~2~a)a~ 1 
gen~gt. Wir setzen also ~8 in der Form (21)an. Die Bedingung 
(E 1 E3)2 ~ 1 ergiebt: 
entweder 

b~-.c--~O, a~ - - - -  1~ 
woraus sofo~ ~ c h  (23) 

v--~.w~--.O, u ~ , ~ l  
folg~, also 

(35) E~ : ~z 1' ~ - -  zl, r = u ~ ,  ~z3' = ~ z 2 ,  
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oder 
a.-~r b ~ l ,  

woraus sieh ergiebt 

.E 3" : q z  1' ~ ~z~, ~ "  =~ - -  ~ ,  ~z  3" ~ vz ,  

oder endlieh, ffir a-~-b . -~-O,  c . - - ~ -  1, 

Diese drei F~ille sind aber nicht wesentlich yon einander verschieden. 
Durch eine cyklische Vertauschung der Variabelen z~, z~, z~ (d. i. eine 
lineare Transformation der Gruppe) gehen n~mlich E, und ~:e in sich 
setbst, E3 aber in ~ "  resp. ~3" abet. Also genfigt es, wenn wit fiir 
~a die in (35) so bezeichnete Collineation w~hlen. Es muss nun noeh 
der Bedingung (E2~:j)3= 1 gen~ig~ werden. Man erhRlt far _E~E~ 
die Diagonalsumme 

(1 + 2 u + 2 ~ ) ,  . D ~ - ~  

Anderer- und da dieselbe Null sein muss, so folg~ ~ + ~ -  ~-. 
seits ist u~ ~--- 1 also 

Man iiberzeug~ sieh nunmehr - - a m  einfaehsten dutch die am Ende 
des w 3 angegebene Methode: 21 -~  A -z - -  dass ~ 2 E  3 in der That 
yon der Periode 3 ist. Welcher der beiden Werthe yon u in (36) 
genommen wird, ist gleiehgifitig. In der That sind die mit E 3 und 
~a', wo in ~3 der eine, in /~s' der andere Werth yon u genommen 
wird, gebildeten Ikosaedergruppen dutch die Vertauschung (~zs) auf 
einander transformirbar. Hierdurch geht n~mlich ~ in E~" tiber, ~ 
bleibt unge~indert und /~t geht zwar in E12 fiber, doch kann ~1 ~ 
ebensogut ats /~l als erste erzeugende Colhneation genommen werden. 

Deranach erhKlt man als einzige tern~re Ikosaedergruppe die folgende 

(37) 

q z s ' ~  

~ = (123) / ~  = (l~) (34) 

1 ( - - z , + 2 ~ , + 2 z 3 )  

1 

1 
~ ' (  2z1+2z2--  z3) 

E~ = (12) (45) 

~tza 

~hz2 

WO 

(as) 1 
x,  = -  z2= T 
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Dutch die Transformation (33) geh~ d~ese Gruppe tiber in 

�9 I 
Ox~-~ :e~ x~ ~ ( - - x ~ + ~ x ~ + & x z  ) 

(~9) , 

0x~-~- 
, 

�9 i 
WO 

1 1 (4o) ~, = : ( - : + V ~ ,  ~=:(-:-~). 
Die Gruppe erscheint bier in reeller Form, und da sie gteicbzei~ig auf 
die tiermite'sche INormalform redueir~ ist~ so sind ihre Substitutionen 
orthogonal. 

w  

Die tern~re U&s ' . Unm~glichkeit einer Ck7 z . 
2 2 

Um tempe  C ~  z zu finden, haben wir ~4 so zu bes~immen I dass 

(41) E,2 ~ ( ~ E , ) ~  = ( E ~ , ) ~  = 1; (E3E,)~ ---- 1 

wird, wo ~1~ ~ ,  ~ in (37) gegeben sin& Nun is~ berei~ in w 4 
gezeigt, dass jede Collinea~ion ~4, welche den beiden ersten Bedingungen 
(41) gen~gt, yon der Form sein muss 
(42) ~d,~ ~ -  z~, ~z~ ~ cozr, ~zy = cozy, 

wo a, B, 7 in irgend einer Reihenfolge mi~ 1, 2, 3 iibereinstimmt und 
a ~  ~ 1 ist. Bildet man nun in 2~2 E a die Diagonalsummo, wolche 
wegen (E 2 E 4 ) ~ - 1  entweder ~ 1  oder ~ ,  ~ sein muss, so 
finder man ftir alle Wer~he yon a, fl, 7 

I ( 1 + 2 e o ~ 2 ~ ) ,  D = - g  

und da dies als reello GrSsse nut ~ - - 1  sein kann, so folgt ~ + ~ - - ~ - - - 2  
also wegen eo D ~ -  1 ,  eo ~ D ~ -  1 .  

Untersucht man endlich/~s.E4, go sieht man sofort, dass der Fall 
a ~ 1, ~ ~ - 2 ,  7 ~  3 auszuschliessen ist, da hier .E~/i:a iiberhaupt 
keine endliche Periode ergiebt. Dagegen liefert sowohl 

als auch 

mit -~s combini~, die Periode 3. Welehe dieaer beiden Oollineafioaen 
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bier als/~4 genommen wird, ist gleichgfiltig, da die a u s / ~ , / ~ ,  :E~,/~ 
mit beiden Werthen y o n / ~  gebildeten Gruppen dutch die Vertauschung 
(z~z~z~) in einander transfbrmirbar sind. 

Wir erhalten demnaeh als einzige tern~re C, *) die aus den folgen- 

den Erzeugendea gebfldete Gruppe 

(t3) 

$2 ~3 

1 

1 

E ~ ( 1 2 ) ( 4 5 )  

~t2z~ 

~,=(~)(56) 

wo ;tl, ;t~ in (38) gegeben sind. 
Transformirt man durch (33), so gehen El , /~2 , /~s  in die in (39) 

gegebene Form fiber, w~hrend an Stelle yon E 4 folgende Collinea~ion tritt: 

Versuchen wir nun,  dutch Hinzufiigung einer .E 5 zur CI zu 
~ 7 !  2 

gelangen, so seheitert dies an dem Umstande, dass jede Collineation/~, 
die den Bedingungen / ~  (/~1.E)2~--(.E2:E)~---1 unterwoffen ist, 
yon der Form 

sein muss, wie soeben gezelgt. Jede derartige Collinea~ion, a]so auch 
die zu besfimmende E~, liefert abet, wie wir ebenfalls gesehenhaben~ 
mi~ E 3 eomb~nirt entweder fiberhaupt keine endliehe Periode, oder die 
Periode 3, in welch letzterem FaUe wit zur E 4 gelangten. Da ( E s . E s ) ~ I  
sein soll, so ist die Bes~immung einer unseren Bedingungen genfigen- 
den ~ aasgeschlossen. Tern~re CollineatSonsgruppen, welche einer 
al~ernirenden Buchstabenvertauschungsgruppe G~ ~; holoedrisch iso- 

morph sind, exist/ten daher ffir ~ > 6 nicht. 

*) Betreffs dieser Gruppe of. tL V a l e n t i n e r ,  De endelige Transformations 
Gmppers-Theori. Kopenhagen 1889, pag. 192--198, land A. W i m a n ,  FAne einfache 
Gruppe yon 360 ebenen Collineationem Math. Ann. Bd. 47. Eine yen tier 
Wiman'schen Ahhandlung unabh~ngige Darstellung tier Gruppe ist yon Mr. Brown 
ausgearbeitet worden, und wird demn~hst als I~ssert~ien tier Chicagoer Uni- 
versit~t er~heinen. 
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w  

Die ternRren symmetrisehen 6ruppen. Sc]fiussbomerkuag iiber t e rn~e  
6ruppen. 

Gem~ss den ErSrterungen des w 1 haben wir zur Bestimmung yon 
symmetrischen tern~iren C~, eine CoUineation • zu finden, welcbe den 
Bedingungen /~-~-( /~ jF)~  ~---1 geniigt. Hier kSnnte nun /~t in der 
bisher ausgesehlossenen Form •1' (29) vorausgesetzt werden. Allein 
der in w 4 ffir die UnmSglichkeit der Relationen E2 '~" ~ 1, (•, E 2 ) ~ 1  
gegebene Beweis zei~o~ ebenfalls die UnmSglichkeit der Relationen 
~2~_  1~ ( E ~ ' ~ ) ~ -  1~ wie man sieh leicht iiberzeugt. Also kSnnen 
wit auch bier E t in der Form (28) voraussetzen. Den Bedingungen 
~W'"~ 1, (~j ~ ' ) ~ - 1  wird nun, wie bereits bewiesen, in allgemeinster 
Weise geniigt, wenn man ffir ~ die in (42) angegebene Collinea~ion 
nimmt. In dieser Form ist ~4 (43) enthalten. Die Collineationen ~t 
und E 4 erzeugen demnach eine O q,. Fiihr~ man ~ eoz~ fiir z~ in (42) 
als neue Variabele ein und wenclet eine geeignete Vertauschung yon 
zJ, ~2, zs aa~ so zeigt sich, class jede 03, sieh auf die aus E 1 und ~4 
erzeugte Gruppe transformiren ]~iss~. 

In gleicher VVeise erzeugen El ,  E~, F in allgemeinster Weise eine 
C~, (Oe~aeder), wenn man f f i r /v  die in (43) angegebeue Collineation 
nimm~ Aueh diese Gruppe l~sst sieh unmittelbar (dutch geeignete 
Vertauschung der ~) auf die aus ~i, ~, ~ erzeugt.e transformiren. 

Aus denselben Griinden ~endlieh, die in w 6 entseheidend waxen 
fftr die Nichtexistenz einer C~ folgt, dass eine tern~re Cs, unmSglich 

- - 7 !  

ist. Die tern~iren symmetrischen Collineationsgrappen fiihren also fiber 
die schon im bin~iren Falle exisfirende Octaedergruppe nicht hinaus. 

Folgendes ist demnach das Resultat der vorangegaugenen Unter- 
suchung fiber terniire Gruppen. 

Jede tern~re Collineationsgr~eppe C~ ~,, C~, welvhe einer alternire~ 

den oder symmelzriscl~n Buchstabenvertauscl~ngsgruIype yon k ~9uch- 
st~ben (k > 2) holoedrisch isomorph ist, ltisst sich au/ eine der folgenden 
Collineationsgrut~pen linear t~ansformiren: 

Zwei C_~st erzeugt aus .E~ resp. ~ '  (29); 

Eine C ~ ,  (Tetraeder) . . ~ i ,  ~ ,  (32) oder (34); 

FAne C_~, (Ikosaeder) . ,, ~ ,  ~2,.E.~ (37) oder (39); 

u 
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Eine Cat erzeugt5 aus .E~, .Ea; 
Eine C~, (0etaeder) ,, , .E,, :E2, .E~, 

we die Collineationen ~, ,  ~.z, ~3, E4 in (43) gegeben sin& 

w  

Quat~rn~ro Collineationen yon der Periode 2 and 3. 

Eine quatern~re Collineas A ist dutch die Formel gegeben 
4 

0 z {  = ~ '  a ~  z~ (i  ~ i ,  2,  3, 4 ) .  
1:=1 

Wie in w 3, dem wir uns iiberhaupt in der Bezeiehnungsweise an- 
schliessen, nehmen wir aueh bier die Determinante l ai~t~--- 1 an, and 
bezeiehnen die Substitution 

4 

z / = ~ t  ai~z~ (i = 1, 2, 3, 4) 

mit A,.  Nennen wir die Wurzeln der eharakteristisehen Gleichung 
yon A ~,, ~12, ~3, ~t~ so ergiebt sich die Diagonalsumme 

D = art "4- a~2 + ann -f- aa~ = X, + X 2 + h a + ~t4, 
und 

Sell jetz~ A die Periode 2 besitzen, so erhal~en wir folgende 
MSglichkeif~n: 

~,, ~ ,  ~ ,  ~4~- 1, 1, - -1 ,  - - 1 ;  D = 0 :  Typus Ia ,  

(44) ,, . ,, . = + _ i ,  +__i, T i ,  -Ti;  D--~0:  ,~ Ib ,  
,, ,, ,, . = ~ ,  o ,  o , - - o ;  / 9 = 2 ~ :  ,, I I ,  

we ~ eine eigentliehe aehte Einheitswurzel bedeu~et. 
Ffir den Typus Ia ist 

A 2 ~  1. 
Setzen wit nun wiederum unsere Gruppen in der Hermite'sehen Normal. 
form, also die Existenz der Gteiehungen (11) voraus, so fo]g~ ganz 
wie in w 3 aus A ;  --1---~ As 
(45) a,~ = ~ ,  
also a~ reell. 

Fllr den Typus Ib ist 
A~ 4 ~ 1 ,  A, ~ - 1 ,  also As- '  ~--A, 3 ~ - A s .  

Hieraus folg~ 

(46) a~ --~ -- a~k, 
als0 a .  rein imaginKr. 
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Ffir den Typus II ist 
A , S ~ l ,  A , a ~ - - l ,  Afl~----~-i,  also A ; - ' - - - A , 7 ~ - q - i A , ,  

woraus folg~ 
a~ ~- + i a~ ,  

also a~ gleich einer mit eo multiplicirten reellen GrSsse. 
Der Typus I a ist somit durch folgende Matrix gegeben 

(4~) 

a, u,  

~, b, 

wO 

(48) a, b, e, d reell, 

V~ W 

C, t ' 

~,~ 

a -[- b -{- c -{- d ~ O. 

Ferner bestehen wegen At~ ~ ~ 

(49) 4 Gleichungen, deren ersb lautet a ~ + u~ + v~ -+- w ~  = 1, 
(50) 6 , ,, ,, , (a.~-b)u -~ v~ -{- w~ ~ O. 

Den Typus Ib  erh~ilt man aus I a ,  wenn man in der Matrix (47) 
jeden Coefficienten mit _~+ i mul~iplicirt, w~hrend (48), (49), (50) be- 
stehen bleiben. 

Den Typus II endlich erhilt man durch Multiplication s~mmflicher 
Coefficienten der Matrix (47) mit e .  An Stelle yon (48) ist dabei zu 
setzen 

a, b, c, d reell, a - ~ - b - } - c - { - d ~ Q - 2 .  

Was ferner Collinea~ionen yon der Periode 3 anbeh'ifft, so werden 
bier die verschiedenen Typen in folgender Tabelle zusammengestellt. 

Typus 

la 

Ib  
Ic  

~ I a  

lib 

He 

I l la  

HIb 
II Ie  

(51) 

1, 1, 6, ~2 

__+ {, _+ {, ___{~, ___i~ 

__~, • • +~ 

D 

-+-1 

_+i 

--2 

3~ nt- 1 
-(3~+i) 

~3 

-{-I 

- - I  
_+i 

-}-I 

- - i  

_+i 

-}-I 

--I 
+i 

A~ 

~A;-i 

q-iA~-' 

Aa- i 

~A;-i 

• iA,-~ 

A~-x 

Hbrin sind in der zweiten Collonne die verscldedenen MSglichkeiten 
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ffir die Werthe der Wurzeln der charakteristischen Gleichung yon A 
in irgend welcher Reihenfolge, in der drit~n Colonne die Diagonal- 
su.n.nen gegeben. Die in der vierten Colonne befindlichen Zahlen 
geben die Factoren an, womit die Substitution A2 jede tier vier 
Variabelen z .nultiplicirt. In der letzten Colonne bedeute~ z. B. die 
auf den Typus Ic bezfigliche GrSsse ~..~__iA; -~, dass die Coefficienten 
yon A, ~ gleich den *nit ~ i .nultiplicirten Coefficienten yon A, -'~ sind. 
Diese l e ~ e  Colonne ist insbesondere zur Herstellung yon Rela~onen 
zwischen den Coefficienten yon A yon Wichtigkeit. Man berechne 
dabei die Coefficien~en yon A, ~ direct (durch Zusa.n.nensetzung yon 
A, *nit A~), diejenigen yon A, -* dagegen als A,,-----~,,.. 

Dutch das Vorangehende ist zugleich die Besti.n.nung s~immtlicher 
C~_~, erledig~ Es giebt 3 verschiedene quatern~re C4~,, herges~ell~ 

durch die Potenzen yon: 

e �9 

: .E, ' :  .E ," :  

w  

Die qu&tern~ren C ~  E (Te~a~dergruppen). 

Wit erweitern (52) zur Tetraedergruppe durch Best~.n.nung yon 
Collineationen E~, welche ,nit ~1 resp. ~1',/~i" co.nbinir~, die Periode 2 
ergeben. 

Ich zeige zun~chst, dass eine Collineation B, deren kanonische 
Form ~1" (52) ]st, also vo.n Typus III (51), an keiner Tetraedergruppe 
theilnehmen kann. Eine derarfige Collineation S l:~sst einen bestimmben 
Punkt :P .ni~ s~a.ntlichen durch ihn gehenden Ebenen invarian~. Sei 
nun T eine Collineation der Periode 2 und zwar zun~chst vo.n Typus I 
(44), wobei *nan noch den Fall Ib  auf Ia  dutch Division tier Coef- 
ficien~en yon 2" .ni~ i reduciren kann. Alsdann l~sst T zwei sich nicht 
schneidende Geraden L I und L 2 *nit allen hindurchgehenden Ebenen 
invarianL W~hlen wir nun die Ebenen _PL 1 und PL~ als $1-~-0 
nnd ~2 ~--0, (falls P etwa auf Ll liegen sollte, nehmen wit ftir .PL 1 
irgend eine Ebene dutch JS~) so is~ in der Subs~ita~ion 

: = = 

und in 

also in 
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S,T, : z(  = +~1, ~ / =  - -  ez2; 

mithin kann ~qT nieh~ die Collinea~ionsperiode 3 besi~en. 
/kber aueh die Collineationsperiode 2 is~ a~sgesehlossen, denn w~re 

(ST)  ~ ~ 1, so mfisst% da in (S,T,) ~ : z t" -~- e~zl, z/-~- ~2~ 2 ist, aueh 
z ~ ' ~  P ~ ,  z 4 ' ~  ~2z 4 sein, and alsdann w~re die Substitutionsde~r- 
minante yon Eins versehieden. 

Fails nun T yore Typus II (44) sein sollte, so F, isst T ebenfalls 
einen Pankl mi~ sKmmtliehen hindurehgehenden Ebenen invarian~. Sei 
dies der Punkt Q. WKhlt matt alsdann irgend eine dutch 2 a und Q 
gehende Ebene als z 1 ~ 0, so ist in S~ : z( ~ e~ 1 und in T~ : z/~--- e~z~, 
also in S , T ~ : z l " ~  eeaz 1 . Hieraus folgt, dass S T  weder yon der 
Periode 3, noeh aueh yon der Periode 2 sein kann. 

Eine Collineation der Periode 3 yore Typus HI (51) kann daher 
nieht an einer Teh~edergruppe theilnehmen, und aueh nicht an einer 
symmetxischen C~,. Da ferner nile in der weiteren Untersuehung vor- 
kommenden Collinea~ionen tier Periode 3 (dutch Collineationea der- 
selben Gruppe) in einander transformirbar sind - -  die entspreeheadea 
Buehstabenvertauschungen sind alle yon der Form ( i k l ) -  so folgt, 
dass Collineationen, dere~ kanonische ]Form .El" (52) ist, also Collinea- 
tionen yore Typus 111 (51), iiberhaupt yon d~r weiteren Untersuchun# 
ausgeschl~ssen werden lcZnnen. 

Aehnliehes gitl nun abet aueh vonCollinea~ionen Tvon der Periode 2, 
falls sie vom Typus II (44) sind. Nimmt man als S zun~ehs~ ~ t  in 
(52) and ws die dureh den invarianten Punk~ yon T und die in- 
variante Gerade yon S gelegte Ebene als zl ~---0, so is~ in S , : ~ ' ~  ~t 
und in :T,: z / ~  a~a~. Dier sieh~ man wiederam, dass S T  nieh~ yon 
der Collineationsperiode 3 sein kann~ w~hrend die M5gliehkeit der 
Periode 2 nich~ ausgeschlossea is~. Nimmt man endlieh ~ "  in (52) 
fiir S, so folg~ in ilhnlieher Weise~ wie soeben, dass S T  weder die 
Periode 3 noeh die Periode 2 besitzen kann. 1)emzufolge "~nnen in 
der weiteren Untersuchung, soweit alternirende ~r~2pe~ in ~etracht 
l~ammen, Collineationen der Teriode 2 yore T y ~ s  I I  (44) ausgeschlossen 
werden, wgh~'end bei der J~estimmung der symmetrischen Gr~p~en auch 
der l~a~l in Betracht em ~iehen ist, dass ~ yore Typ~ 11 ist. 

Bei der Bestimmung der Tetraedergruppen ~ und deren Erweiterung 
_. hat man, wie bewiesen, en~weder yon ~E, oder yon z u  hSheren O ~  

-~t' (52) auszugehen. Je naehdem man das eine oder das andere thut, 
folg~ alsdann, wie obea, dass auch siimmfliehe in der Un~ersuehung 
auftxetende Collineationen tier Periode 3, da sie dutch Collineationen 
der Gruppe auf/~x resp. _El ~ransformirbar shad, entweder alle wie 
/~  yore Typus I (51) oder alle wie /~/ yore Typus II (51) sein 
mfissen. 



Symmeh-ische und al~ernirende Collineationsgruppen. 273 

Wi t  gehen nunmehr zur wirkliehen Aufstellung der Tetraeder- 
gruppen auf,  und beginnen mit 

~ t '  ---~ Zt, 
0#~' ~ z~, 

~ : r  ~ ,  ~ =  ~, b, % s 

~, ~, ~, d 
wobei die Bedingungen (48), (49), (50) zu erf~illen sin& W i t  haben 
nun die weitere Bedingung einzuffihren, dass (Et/~)3-~-- 1. Da /~1E2 
yore Typas I (51) sein mass, so folg~ fiir die Diagonalsumme yon 
~ I E 2  entweder 

(53) a -4- b -~- ~c + e-~d = ~_ 1, 
oder 

(54) a + b + ~c + ~ d  ~ +_ i.  

Wir nehmen zuerst den Fail (53). Hier kan. ,  eveniuell dutch Zeichen- 
weehseI s~mmtlicher Coefficienten in ~2 stets erreicht werden, dass 
das obere Zeichen gilt. Wir haben demnach 

(55) a + b + ~c + ~2d = 1, 
und da ausserdem (48) a -{- b + c + d ~ 0, so folg~ 

2 1 (56) a + b ~ - ,  r  

Aas (55) folgt ferner, dass nunmehr /~t.E2 yore Typus I a  (51) ist. 
Dutch Verg|eichung des ersten Coeffieien~en in (.EI.E2)~ mi~; dem in 
(.EVE2) - t  ergiebt sieh alsdann 

(57) ~ aS + u ~  + ~v~ + e~w~ -~- a ,  und aus (49) 

t 
Darch p-Transformation (24) kann man erreichen, dass v und r reell 
werden. Ferner ~ansformire man .E, und .E 2 durch die Einffihrung 
der neuen Vaxiabelen 

(58) y~ ----- z r  + ~z~, 

wo it and ~ reelt% der Bedingung its-+ g2~--. 1 genfigende GrSssen 
sind. Diese Transformation I~sst die I:Iermite'sehe Norma l fom un- 
ge~nder~, ]~i~sst .E 1 unge~nderi~ and bewirkr dass bei .E:, der Coef- 
ficient yon Ya in Yt' laute~ ,Iv + g r .  Da nun v und r reeI1 sind, 
l ~ s t  sieh it und g so bestimmen, dass itv + ~ r  ~ 0 wird. Sehreibt 
man nun wieder r und $2 start Yt mad Y2, so is~; nunmehr in .E~ v ~--- 0. 

Jetz~ folg~ aus (57)~ da a reeU ist, zangehsl ~ ~ 0, dann a ~ 1~ 

u ~ 0 Aus (56) kommt b ~ - -  1 Nun sind u ~- v ~- w =~ 0~ also 

Mathemati~;che ~ l e m  :LI. 18 
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l~sst sieh r u n d  s dutch ~9-Transforma~ion reell und posi~iv maehen. 

Die Gleiehungen (49) u~d (50) bestimmon sodann eindeu~g ~ s = t =  2 .  

Die so bes~imm~e .E2 liefer~ nun in der That mi~ .Et combinir~ die 
Periode 3, also haben w~r die folgende Tetraedergrappe: 

T e t r a e d e r  I. 

(59) Oz2"= 

O a , ' ~  

~2 

i 

~ = (12) (34) 

(--z~ + 2~a +2~4) 
I 
T ( 2z~-- z3+2~4) 

$ 

Dureh die Transformation 

I 2x~=6 +~(--z ,+ 2z8+ 2zD, 
(6O) 

1 

2x4 ----- z, + ~ 

geh~ diese Tetraedergruppe I fiber in die einfa, he Gestalt 

~x:~-- x3 x~ 
Ox3 ,= x 4 x4 

Q x4" ~-- x~ x s 

Wit behandeln nun den Fall (54). Hier kSnnen wir wiederum 
wie im vorigen Falle ohne Einschr'~nkung der Allgemeinhei~ das obere 
Zeichen w~hlen, und erhalten sodann aus 

(62) a + b + ec + ~2d = i ,  

und 
a + b +  e-+- d ~ O ,  

1 d = ~  1 (6~) a + b = o ,  c = ~ ,  - ~ .  
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Aus (62) folgt, dass ~ lEs  yore Typus Ic  (51) isL Demnach ergieb~ sich 
a s -~- ~ -{- ~v~ + e~w~; -~- -4-- i a .  

Da abet zufolge (63) a und b verschiedenes Vorzeiehen haben, kann 
durch even~uelle Ver~auschung yon a und b das Vorzeichen yon i in 
bestimmter Weise gewr~hlt werden, also 

a ~ + u ~  + ~v~ + eSw~  ~-  - -  i a .  

Aehnlicla wie im ~origen Falle kam~ man durch die Transformation 
(58) nach vorausgegangener io-Transf~rmation wiederum v ~ 0 machen, 
and da~n naehtFdgJJeh dutch ~a-TransformatSon w und r reell and 
positiv. 1Wunm~hr folgr aus 

a ~ + u~ + W ~ = 1, 
und 

a s + u ~  + ~ w  ~ . ~ _ -  ia~ 

Die leizto der 4 Gloiehungen (49) laute~ 

ulso folg~ s = t = O, und nunmehr aus den iibrigen Gleiehungeh (49) 

r-~- f / ~ .  t t iermi t  .~J~d alle Coef~cien~en bestimmt, and man tiber- 

zeugt sich, dass in der Thai / ~  die Periode 3 besitzt. De~anaeh 
erhal~en wir 

T e ~ r a e d e r  IL 

�9 1 

, I 1 

= I I • 

Dutch die Transformation 
1 g 

i 1 
~2 "~----", [ ~  ("' -- Z2) "[ - " " ~  ~4], 

, . I  

1 8 "  
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geht; diese Tetraedergruppe II tiber in 

(6o) 
@ '~1 === Xl -- ~[~:2 

Ox.2-~- x a xt 

Qxa ~ x~ - - x  4 

X4 ~ X 2 Xa 

Das Te~zaeder II kann night in I (59) transformirt werden. Dies folg~ 
am einfachsten daraus, dass die Tetraedergruppe I eine Ebene invariant 
l~sst, n~mlich die Ebene ~1 ~- 0~ oder x 1 + x 2 + x 3 -4- x4 ~- 0~ f~ir 
die Tetraedergruppe II dagegen keine invariante Ebene existir~ wie 
sofort aus den Formeln (66) fol~.  

Zur Bestimmung weiterer Tetraedergruppen legen wir jetzt als ~E 1 
die in (52)mit  E (  bezeichnete Collineatdon zu Grunde. In gleicher 
Weise wie in den Fgllen I u n d  II lgsst sich aueh bier in E 2, welches 
wir wiederum in der Form (47) mit den Relationen (48), (49), (50) 
anzunehmen haben, der Coefficient v ~ 0 maehen. Fiir die Diagonal- 
summe D yon E1E  ~ erhaltea wir sodann 

e (a+b)  + e2(r ~ D ,  
also 

eZ(a+b) -~- e (e+d)  = f ) ,  
und da 

(a+b) + (c+a)  0, 
so folgt~ ~D + ~ ~ 0, d. h. / ) i s t  rein imagingr. Nun muss aber 
~ lE2 vom Typus lI sein, also folg~ 1 ) ~  ___.~2i, und insbesondere~ 
dass E I E  2 veto Typus IIc ist. Dutch Multiplication der Coefficienten 
yon E~ mi• + 1 kann stets / ) ~  + 2i bewirkt werden. Dann 
ergiebt sioh 

2 2 (67) a + b - ~ ,  c + d - - . ~ - - ~ .  

Vergleichen wit nun die ersten Glieder in (:E1~2) "* und (E1E2)-x~ so 
folgt nach (51) 
(68) + + = +__ ia.  

Da v = 0, und durch p-Transformation w (and r) reeU and posifiv 
gemaoht werden kann, so haben wir 

a~ + u~t + w~.~- l ,  

a 2 + u ~  + ~ w  2 ~ .-4- ia, 
und hieraus 
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1 Ware abet a = -  ~ ,  so wfirde aus (67) b = / / ~  folgen, also b > 1, 

was wegen der Gleiehungen (49) unmSglieh ist. Also muss in (68) 
1 das obere Vorzeiehen gelbn,  und es folg~ a ~ - b  ~ - ~ -  Aus den 

und Gleichungen (50)und (49) folgt sofor~ s -~  t = O, c = d-~- --~ 

r = ] / / ~ .  Die so bes~immte Colliaeatioa ~ :  gen.g~ nun in der That 

dot Bedingang ( E ~ : )  a ~ 1, also erhalt man folgende Tetraedergruppe 

Te~raeder  III. 

(69) 

0Zl" ~-- 

ez~' = 

~ z a ' =  

e z , ' =  

~, = (123) 

1 ( / / ~ _  ~) 

' ( / ~ 6 -  ~) 

Dutch die Transformation 

(70) 

1 

i I 

i i 

z2-f- z'l' 

~2 -F ~2z4 I, 

geht dieselbe fiber in folgende reelh Form 

q~==" u (x,--x~--x3--x4) 

(7i) ex,'= ~(x,+~2--~3+x4) 
I 

1 

I 

4 t 
| 
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Selbstverstrmdlich ist diese Gruppe HI (wegen der Form yon El) 
weder auf I noch auf II transformirbar. Da nun weitere Tetraeder- 
gruppen nicht mehr mSglich sind, so folg~, dass jede quatern~re 
Tetraedergruppe entweder auf I (59) oder auf II (64) oder auf III  (69) 
~ransformirbar i s t  

lo. 

Die quatern~en C~ ~, (Ikosaedergrupl~n). 

Wir gehen yon dem Tetmeder I (59) aus, nehmen E.~ ~ (12) (45) 
in der Form (47) mi~ den Relationen (48), (49), (50) an, und bilden 
_Et.E a. W~re ~x:E~ yore Typus Ib  (44) so wiirden nach (46) alle 
Coefs verschwinden. Also muss EI~ ~ yore Typus la seln, 
mithin folgt nach ( 4 5 )  c ~= d ~ 0; v ~-- w - -  r --- s ---- 0. Also erhalten 
wit fiir die Coefficienten yon E~ die Matrix 

a~ u,  0 ,  

O, 0, O, 

0, 0, t ,  

0 

0 

t ' 

0 
mit den Relafionen 

(73) a s - ~ - u ~ - l ,  t t =  1. 

Bilden wit nun E ~ E  3 so ergiebt sich die Diagonal~mme 

1 

und da dieselbe reell ist, ausserdem ~2.g3 mit ~1 yon demselflen Typus 
also I sein muss, so folgt / ) ~ - { - 1 .  Also ist ~ E ~  speciell yore 
Typus I a. Dutch Multiplication der Coefficienten yon E a mit -4-1 
kann man stets D-~- -{- I erreichen, also 

(74) (4a st  2 ~  1. + + = 

Durch Vergleichung der ersten Coefficienten in (E~Ea) 2 und (E2Es) -I 
folg~ 

3 a  2 - -  u~  ----- 3 a ,  

woraus naeh (73) sich ergiebt 4a  2 ~ 3 a  - -  1 -~- 0, also entweder 

(75) a = 1, 
oder 

1 (76) a = - -  ~ .  

Im Fall (75) folg~ ferner u = O, und aus (74) t - ~ - t - ~ - - -  2 '  
mithin in BJnsicht auf (73) 

1 I 
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Welcher der beiden Werthe f i i r t  genommen wird, isl gleichgiiltig, da 
man durch Vertauschung yon zz mit a4 beide Fiille auf einander ~raus- 
formiren kann. Also erhal~en wit als erste quaterniire C{_ m 

I k o s a e d e r  I. 

(77) 

WO 

,0 ~2" = 

Oz4'= 

E , = ( ~ 2 3 )  

Z2 

~2 g4 

1 (__z2+2zs+2z4) u 
1 ~- ( 2z2-- z~+2z4) 
1 
T ( 2z~+2za-- z4) 

~ (12) (4.5) 

--z+, 

J,:t z+ 

J.+,.za 

1 1 i t , - - T ( - - t + i l / 1 - 3 ) ,  i t : -----T(--1-- i t / i -5 ). 

Durch die Transformation (60) geht die Gruppe fiber in die reelle Form 

(TS) 

WO 

Ox3'= 

Ox4"_....--~ 

El 

xt 

x~ 

x4 

1 x2 ,T( - -x~+ x~+ ~3+ 0:4) 

x~ ~ ( x~ -- $tl xa--  g~ x4) 

1 
X 4 -~ ( Xl--~tX2--~t2X'3 ) 

I 
xa !'V ( xi-- ~2x~ --tAx4) 

1 1 

w~hrend sie durch die Transformation 

1 

1 

1 2 

ebenfaUs in eine reetie Form iibergeht, die mit der aus der tern~ren 
]kosaedergruplae (39) dutch Hinzufiigung einer vierten Veriabelen 
(ex4"= x4) abgeleiteten fibereinstimmt. 
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15 Im Falle (76) folg~ ~ ~ ~ ,  t ~-1. Man kann nun eine p-Trans- 

formation so besfimmen, dass g ,  und / ~  ungeiinder~ bleiben, wKhrend 
i f~-~ und da in :E.~ u reell und positiv wird. Dadareh wird u ~ X  

nun in tier That (~s  1, so erh~lt man folgende zweite quater- 
hire C ~  

I k o s a e d e r g r u p p e  II. 

(8o) 

.E, = (123) 

zl 

z~ 

~zz 

e2~a 

~e~ = 02) (34) 

I (--z~+2~3+2z4) 

1 

i ~4) 

4 

1 (Vi~ ,  + ,,) 

~s 

Durch die Transformation 

(81) 

~X l 

~X 2 

OX3" 

OX4"~ 

(60) geht diese Gruppe fiber in 

xa i xl 

i 

x2I x~ 
! 

2 . . ~ 1 

1 
~ ( - , x ~ +  x~-- x3-- x,) I 

" x,) 

I u ( - - , z , - -  x2 + "xs-- x,) 

und dutch (79) in folgende reelle Form 

(82) 

x~ 

~3 

x, 4 

X2 

i 1 0 / ~ . , +  3 ~ -  ~ -  ~,) x~ ix- 
- ~ ( r ~ -  ~ -  ~ +  3~) 

-~ ,  � 8 8  ~:+ 3 ~ -  ~.) 

Dass die Ikosaedergruppen I mad II nich~ auf einauder trausformirbar 
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sind, folgt aus dem Umstande dass I eine Ebene (z 1 ~--0) invariant 
l~sst, w~hrend bei II keine invarianb Ebene vorhanden ist. 

Um weitere Ikosaedergruppen zu bestimmen, gehen wir jetzt yon 
dem Tetraeder II (64) aus. Die erweiternde Collineation ~s ~ (12) (45) 
kbnnen wit sofort in der Form (72) unnehmen. F[ir /~.~/~s erhalten 

2 a  wir alsdann D ~--~-~- Da dies eine reelle GrSsse ist, kaml sie nur 

-4- 1 sein, und dureh Multiplication der Coefficienbn run /~s mi~ -4- 1 
kann man D ~--[-  1 maehen, also 

1 V3- (83) a = -~ 

Dureh p-Transformation kann u wiederum reell und positiv gemacht 

i Um endlieh ~ zu be- werden, somi~ folg~ aus (73) und (83) u ~ E" 

stimmen, vergleichen wir die ersten Coeffieienten in (g~gs) ~ und 
( ~ s )  -~, wobei wir beriicksichtigen, dass wegen ~ ) ~  1, g2ga  yore 
Typus I a ist. Wir erhalten 

a s - u  S-{-2u~=a//3, also ~ = 1 .  
Itiermit ist/~a eindeutig besfimmt, welches nun in tier That, wie man 
sich iiberzeug~, den Periodenbedingungen gentig~. Man erhil~ demnach 

I k o s a e d e r  HI. 

g, = (i23) 

$I 

z, 

~ ,  = (12) (34) g~ = 0~) (45) 

1 

, 1 

�9 1 

N 

Dureh die Transformation (65) erh~lt man hieraus 

1 (Vb~+ ~) 
1 

~3 

(65) 

x I" 

Ox3"~ 

x! 

xl 

1 -~ ( x~-- ix2--ix3--ix4) 

i (i~ Jr z2-- 
s ~- x,) 

i (ix, -- x2-- x3q- x4) 
E 
1 �9 
E (~x,-- ~-k z~-- x4) 
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(86) 

Dass die Ikosaedergruppo III nicht auf I oder II transformirbar is% 
folg~ daraus, dass einerseits in den Ikosaedergruppen I und H die 
Tetraedergruppe I, in der Ikosaedergruppe III dagegen die yon I ver- 
schiede~ Tetraedergruppe II enthalten is% wKhrend andererseits alle in 
tier ]kosaedergruppe enr Tetraedergruppen gleichberech~ig% also 
in einander transformirbar sind. 

Wit gehen endlich yon dew Tetraeder III (69) aus. Wir nehwen 
~a in tier allgemeinen Form (47) hinzu. Bilden wir .~tEs, so zeigt 
sich sofort, dass wegen (46) ~ E a  nieht yore Typus Ib (44) sein kann. 
Also muss ~t~.a vow Typus I a  sein, and dies ergiebt wegen (45) 

a~b~-- -c~d- -~-O,  u~- t -~-O.  
Wit erhalten also ffir ~a die Matrix 

0 0 v w  1 
0 0 r s 

~ 0 0 
  ooI. 

Die Bedingungen (40) und (50) lauten ~etzt 

v~ + w ~  ~- 1, 
r ~ +  s ~ - l ,  v ~ + w ~ - - O ,  

(87) 
v ~ +  r ~ - l ,  v ~ +  r ~ - 0 .  

w ~ +  s ~ = l ,  

Ich behaupte nun,  dass ,nan dutch lineare Transforwa~/on v ~ - 0  
wachen kann. Die anzuwendende Transforwation laute~ 

(88) 

wo die Coeffi4en~en /0 and q der Bedingung p~ + q~ ----- 1 geniigen 
sollen. Bei dieser Transformation bleibt zunKcbst die Hermite'sche 
Norwalforw ungei~ndert, JE 1 und 2~ 2 (69) gehen in sich selbst fiber, 
w~hrend Ea (86) folgende Form anniwwt 

0 0 v' w' 

Hierin is~ 

0 0 ~'" 8" 
~" ~" 0 0 
~" "~" 0 0 

Bes6wwt w~n nun das Verh~ltniss ~-- ~-- ~ aus der Gleichung v ' ~ - 0 ,  q 
so ~ sich ste~s der Bedingung 
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dutch passende Wahl yon ~ geniigen. Lassen wit nun in der ~rans- 
formirten Form ffir ~ (89) die Accente fort, so kSnnen wit also v ~- 0 
annehmen. Aus (87) folgt sodann s ~---0, w ~  ~---r~ ~ 1. 

Wit haben nun noch der Bedingung (~2E.~) a ~ - 1  zu genfigen. 
Es ergieb~ sieh 

1 

~ f ~ ,  O, O, w 
O, ~ ,  r, 0 
O, --'~, rl/2, 0 

--~,  O, O, w~/'2 

Hierin ist 1 ) ~ - ~ / ~ ( w ~ - ~ r ~ - ~ ) ,  also reell, also fotg~ 1 ) ~ - ~ - 2 .  

Durch Vorzeichen~nderung der Coefficien~en in E a kann D ~-- 2 bewirk~ 
werdem Also ist 

(90) w + @ + r + ~ 2 f ~ .  

Die zur vol|st~ndigen Bestimmung yon w und r noeh fehlende 
Gleichung ergiebt sich am einfachsten dutch Vergleiehung der Coeffi- 
cienten a~, in ( ~ ) ~  und ( ~ ) - ~ .  Wegen 2)~---~-2 ist hierbei 
E2:E ~ yore Typus l ib  (51). Diese Gleiehung lau~et 

1 -- 1 

woraus sich in u mit w ~ -~ ] ergiebt 

Aus (90) erh~lt man r + ~ - ~ - ~ / ~  und hieraus folgt in Verbindung 

mit r~ ~ 1 entweder r ~ w, oder r ~ @. Somit kSnnen wit ffir E 3 
entweder nehmen 

(92) q#~' ~ w#4,  q#2" = ~ z s ,  @z3" = w#~, 0z4" = ~#4 ,  

oder 

(93) o z , ' - =  wz4, Qz2" ~ wz3, oz3" = ~z2,  ~z," = ~z4.  

Beide CoUineationen erffillen in der That die ~3 auferleg~en Perioden- 
bedingungen. Welcher der beiden Werthe yon w fibrigeas in (91) 
gew~hlt wird, is~ gleichgiiltig~ da durch die Vertauschung (zt~2)(zs$4) 
E 1 und :g 2 unge~ndert bleiben, w~hrend in (92) und (93) w mit 
ver~auscht wird. Somi~ erhalten wit fotgende zwei Ikosaedergrupt~n: 
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,Tzj= 

Ikosaeder IV. 

8,$ I 

+$2 

+:Z s 

z~z~ 

27~=(~2) (34) 

1 

1 

N 

E~ = (~2) (45) 

v,̀ $4 

v~ Zz 

vzz~ 

Ikosaeder  V. 

E ,  ~= (123) E~ = (12) (34) E a -~  (12) (45) 

1 

, 1 
(95) 0~ = +~2 ~ ( `$2+~Za) ,'~`$~ 

Hierin is~ (f~r beide Gruppen) 

Dutch die Transformation (70) geh~ fiir die Ikosaedergruppe IV J~3 
~bcr in 

�9 1 
ex ,  = T ( - -  z 2 - -  g2 x3 - -  ~, x+), 

1 exs'= "~(P2x,+t~,x2-- x,), 
�9 1 

ez+ = -~(Ihx,--g2x~-+- xa), 
WO 

gh ,=ffi-~-(--1-I-]/,5), ~, = ~(--1--//~, 

wahrend far die Ikosaedergruppe V E s ~bergeht in 
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1 
@~i ' ~  ~ (-- ~ ~iX2 ~- ~I ~3 ~- P19~4) , 

, 1 

�9 1 
q x ,  . =  ~[- , , ,x, -~, , :+( , ,~- , , , )x~-(  v~+,,,)x~], 

1 
o x~" ~-- N E -  ~, ~x, + ,,,x2 + (,,, + v,)x3 + ( -  ,, , + ,,~) x,] . 

E: und /:z werden dabei fibereinstimmend fiir beide Oruppen in die 
in (71) gegebene Form transformir~. Die ~ransformir~e Ikosaeder- 
gruppe IV ersehein~ somit in reeller Form. 

Dass die Gruppen IV und V nich~ in einander ~ransformirbar sind, 
kann folgendermassen bewiesen werden. Man bilde far beide Gruppen 
die Collineation ( E 3 E 2 E I ) ~  (12345). Fiir die Diagonalsumme der- 
selben ergieb~ sieh im Falle der Grupe IV 

- -  - ~ -  (~1~+ ~ ~ ) = -  ( : + / ~ )  = ~ + ~' + ~ + ~ L~=~ ~ ) ,  

im Falle der Oruppe V dagegen 

~ ( ~ 1 + ~ )  ( ~ + ~ )  -~ - 1 -~  ~ + ~2 + ~ + ~ .  

Hier sind die beiden Invarianten 1) und I)" wesentlich (d. h. nich~ 
bloss um einen Face t  -4-1, ~ i) yon einander verschieden~ und da 
in der Ikosaedergruppe alle Operationen der Periode 5 under einander 
gleiehberechtig~ sind~ so ist lineare Transformation yon IV in V un- 
mGglieh. 

Auf eine der filnf hiermi~ aufgez~hlten, yon cinander verschiedenen~ 
weil nicht in einander transformirbaren, Ikosaedergruppen muss sich 
demnach jede vorliegende, quaternKre Ikosaedergruppe Iransformiren 
lassen. 

w 11. 

Die quaternaren C~ ~ ~" 

Wit behandeln zun~chst die beiden Ikosaeder I (77) uud H (80) 
gleiehzeitig. Zu der in beiden aus E~ und ~ erzeug~en Tetraeder- 
gruppe I (59) muss~ um die Ikosaeder I u n d  II zar quatern~ren C ~  

zu erwei~ern, eine wei~ere Collineation X so bes~nm~ werden~ dass 
zuni~chs~ 
(97) X ~ ---~ 1, ( ~  X) z ~-- 1, ( ~  X) 2 = 1. 

Aber die allgemeinste, den ersf~n beiden dieser Gteiehungen ge- 
niigende Collineation ist durch die Matrix (72) gegeben. Von dieser 
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Form muss demnach X sein. Bildet man jeizt Ee X,  so folgt aus der 
Bedingung (3~ X)2--- ~ 1 sofort eindeutig u ~ -0 ,  t ~ ~ a. Demnach 
erhalten wit f~r X foigende Collinea~ion 

(98) X : ~ z , ' = z l ,  Oz2".-~---z 2, Oz~'.=--~ 4, Qz4"=--z  ~. 
Setzen wit nun dieses X mi~ den in den Ikosaedergruppen I u n d  II 
enihaltenen Collineationen E 3 zusammen, so ergeben sich fiir ~ a X  die 

5 s Also kann ~3 X resp. Diagonalsummen 2) ~ ~ und 2) ---~ --  ~-. 

wedex yon der Periode 3 noch yon der Periode 2 sein. Hieraus folgf: 
1) Die Ikosaeder I und II lassen sich nicht zur alter- 

nirenden C~_6, erwei~erni 
2) Das Tetraeder I (59) wird dutch die Collineation X 

(98) zur C4, (Oc~edergruppe) erwei~rt, und zwar ist X die 
einzige Collineation yore Typus I (44) welche ei.ue derarkige 
Erweiterung leistet. 

3) Die Ikosaeder I und II lassen sieh dutch keine Colli- 
neation yore Typus I zur symmetrischen C~ erwei~ern. 

Zur Erweiterang des lkosaeders IIl (84) bestimmt sich zun~chst 
J~4 ~--- X wiederum durch die Bedingungen X ~ ~ I und ( ~  X)  ~ ~- 1 
in tier Form (72). Aus ( ~ 2 X ) ~  1 ergieb~ sich sofort eindeutig 
a -~-0 ,  t ~ -  ~. Die allgemeinste den Bedingangen (97) geniigende 
Collineation is~ also diese 

(99) X.O~, =uz~, .oz~ ~-u~,  ex~ = ~ u ~ ,  Oz~'=--u~.~, ( u ~ = l ) .  
a 

f3ildet man nun 3~ s X so erh~lt mma D ~ - - ~ - ( u - ~ - ~ ) ,  was als reelle 

GrSsse nut + 1 sein kann. Ohne Beeintrfich~igang der Allgemeinheit 
kann das obere Zeichen gewSJalt werden~ und somit ergiebt sieh u ~ 1. 
Mit diesem Werthe yon u ist nun in der That ( ~ X ) a ~  1; also 
erhalten wir folgende C~a~ 

C~6 ~ I. 

(lOO) 

@z4"~--. 

z~ 

e~ 

~s ~4 

E~ = (12) (34) 

( ~+ Y~z,) 

~ ( - ~ +  V~O 
1 , 

V~ (V~ ~ + ~3) 
1 , 

~3 = (12) (45) 

l 

~4 

~3 

~,=(1~)(56) 
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Die Gruppe geht dureh die Transformation (65) in die in (125) dutch 
yE,~ JE2, E.z, F~ 4 gegebene einfache Form fiber. 

Um wei~er C ~  zu erhalten, behandeln wit zun-~chs~ die beiden 

Ikosaedergruppen IV (94) und V (95) gleiehzei~ig. Soil X den Be- 
din~mmgen (97) genfigen, wo nunmehr E~ und /~  in tier Te~raeder- 
gruppe III (84) gegeben sind, so folgt zungchs~, wie in w I0, dass X 
yon der Form (86) sein muss. Bitdet man .Ee X, so zeig~ sich sofort~ 
class dies yore Typus Ib  (44) sein muss. Also muss w und r rein 
imagingr, und s ~ -  ~ sein; demnaeh ergiebt sich 

(lOl) X 

O, O~ v, ia  

O, O, i~ ,  --~ 
~, --i~, O, 0 

- - i u  ~ v ,  O, 0 

Hierin sind a und ~ reell, und ausserdem is~ 

(lO ) v = o ,  

Entmehmen wir jetz~ /~s der Ikosaedergruppe IV (94) so ergiebt 
sich flit/~3 X die Diagonalsumme 

W~re nun a+ /~=~=0 ,  so folgt aus (102) v==0 ,  und aus (103) 
a ~- fl ~ + 1, also J~ ~ ~ 2 i ( v 2 - - v l )  ~ ~__fl/1-O. Mithin kann in 
diesem Falle die Periode yon •3 X weder 3 noch auch 2 sein. W ~ e  
jedoch a + ~ ~ 0, so wfirde 29 ~ 0 sein, also k a n n / ~ X  sieher nicht 
die Periode 3 haben. Aber auch die Periode 2 ist unmSglieh, denn 
ffir diesen Fall m~issten die Diagonalterme in J~3 X entweder reell oder 
imagingr sein. Dies ist nut mSglieh, wenn a ~  ~ ~-~-0. Alsdann 
folg~ v =~ O, und nun zeigt die Betrachtung der an symme~rischen 
Plgtzen in tier Matrix fiir /~sX stehenden Terme vv~ und - -~v~,  
welohe mit gleichem oder en~gegengesetztem Vorzeiehen eonjugirte 
GrSssen sein sollen, dass die Periode 2 unmSglich ist~ Hieraus folgt: 

1)as fkosaeder I V  (94) l~sst sieh nicht ~ur atternirende~ C~ -f 6~ 

erwdtern; es ltisst sich auch nfvht durch vine Collineation yore Typus Z 
(44) zur symmetrisch~ C5, erweitern. 

Entnehmen wit nun ~ tier lkosaedergruppe V (95) so ergiebt sieh 
ffir -EsX 

Soll die Periode 3 sein, so folg~ D ~ -4- 2, and da wit naeh Betiebe~ 
die Zeichen w~tflen diirfen, kSnnen wit setzen 
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0o4) ~ - - : ~  ~ / -~ .  

Nun muss v ~= 0 sein~ weil sonst: die aus (103) folgenden Wer~e  
a ,  ~ ~ -4- 1 die Oleichung (104) nicht befriedigen kSnnen. Also folgt 
aus (102) ~ + ~6 ~ 0 mithi~ 

Darch die ~-Transformation ~ ~ :o~ == :p, ~ ~ ~ -~- q bleibt die 

Ikosaedergruppe V unge:~ndert, w:ihrend s so best~mmt werden kann, 

dass in X der r v redl  und positiv wird. Dadureh folgt 

aus (103)v ==1/-~- tliermit ist X bestimmL und man aberzeugt 

sich, class nunmehr in der That Ez X die Periode 3 besitz~. Also 
kann X als -E 4 genommen werden und man erh~lt somit die folgende 

. ~, =(:23) 

Gruppe 

(:o5) , ~ , ' =  

C~_~ II, 

~ =02)(34) E~=(~2)(45) 

1 

E,=0~)(56)  i 

' I 
s Z  2 

~z~ 

~2g 4 

1 
'U2g ~ 

"Yl ~2 
N ( 

Obwohl in der hiermit erhal~enen C• i II die zu Grunde geleg~e 
2 

Collineation ~ l  yore Typus II (51), die in der C~_6~ I (100) zu Grunde 

geleg~e a~ 1 dagegen yore Typus I (51), and die~e beiden Typen nich~ 
in einander transformirbar sind, l~ssg sioh doch beweisen, dass die 
Gruppe I in II ~ansformirt werden kann. Bildet man n~imlich, yon 
.El, E2, .E~, E 4 in I (100) ausgehend, die folgenden Oollineationen 

.F, ~ ~:t.E, Es = (123) (456), 

(/o6) ~ ~ ( ~ ) ~ ( ~ E ,  R~) ~ (:4) (.95), 
2e~ ~ ~ , ~ , ~ ?  _= (13) (56), 
at, ~ E~ ~- 02) (~5), 

so fiberzeugf man sich leieht dutch Zuhtilfenahme der entspreebeuden 
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Buehstabenvertausehungen, dass diese Collineationen F t , . . .  F~ den 
Bedingungen des Moore'schen Theorems :B geniigen. Anderersei~s is~ 
aber in/~i ,  welches yon der Periode 3 ist, die Diagonalsumme D ,~ 2, 
folglich _F 1 veto Typus II ,  d. h. auf/i~ i in (105) transformirbar. Da 
man nun, wie soehen bewiesen, nur auf die Gruppe II  (105) als einzige 
C!~ ' gelang~, wenn man yon El (105) ausgeht, so muss die aus 

2 

_F~, ~2, Fa, 2"~ erzeugte Gruppe, d. i. die Gruppe I (100) auf die 
Gruppe I[ (105) transformirbar sein. 

Jede vor~iegende ~uaterniire C~,, ist daher sowohl auf I (100) ats 

auch auf I1 (105) txansformirbar. 
Was die Litt~ratur fiber die quaterniire C ~  t anbetriift, so h4tr 

diese Gruppe auf als Untergruppe in den in w 12 und w 13 behandel~en 
CL 7: und C~,, sodann abet auch als Untergruppe der Subs~itutionsgruppe 

2 

der Borchardt'schen ModuIn*). Sie ist daselbst (l. e. pug. 499 resp. 421) 
gegeben durch folgende zwei Erzeugenden S~(t23) und T~-(23456): 

'2 

--i 0 0 i t 

0 - - i  i 0 I 1 
0 1 1 0 '  T ~ - ~  

1 0 0 1 

1 1 i i 

--I 1 --i i '  
I 1 - - i  i 

w 12. 

Die quatern~re C~7 ' . UnmSglichkeit quatern~rer C�88 ~ . 

Wir gehen zun~chst yon der C~s: I (100) aus. Hier haben wir 

eine Collinea~ion X zu bestimmen~ welche den Bedingungen 
(107) X 2 ~ - 1 ,  ( E ~ X ) ~ - I ,  (E~X) ~--  1, ( E 3 X ) 2 =  1, (EaX)3-~-1 
gen~ig~. Abet die allgemeinste Form, welche X haben mass, wenn 
es den ersten drei dieser Bedingangen geniigea sell, ist bereits in (99) 
aufgestellt Sell nun auch ( E a X ) ~ I  sein, so fo l~  sofort u -~-u~0 ,  
also wegen u~ ~ 1, u ~-- i .  Hiermit ist X bereits eindeutig best~unf. 
Nehmen wit noeh den Factor { in den Proportionalit~tsfactor Q au~ 
so ist 

(108) X:~/~z2, ~z2"=--z~, ~'=~, ~4"~----~s. 

*) H. Maschke, Ueber die quatern~e, endliehe, lineare Sui~titutie~gruppe 
der BorchardVschen Moduln. Math. Ann. Bd. 30; Nachrichten der K~nigl. Oe~. 
el. Wiss. zu GSttinge~. Nr. 14. 1887. 

Mathemat iaohr  $nanalen, LI. 19 
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Hiermit geniigt X den vier ers~en der Bedingungen (107); dagegen 
ergiebt sich ( /~X)~ ~ 1. Demnach l~sst sich C~s, I nich~ zu einer 

C• ~, erweitem, wohl aher dutch Hinzunahme yon (108) zu einer sym- 
2 

metrischen C~, (vgl. w 13). 
_ ~: zu erweitern, haben wir Um endlich die Cz II zu einer C ~  
2 u 

wiederum iX den Bedingungen (107) gemiiss zu bestimmen, wo jetzt 
die ~ , . . .  ~ den Forme]n (]05) zu ent~ehmen sin& Die allgemeinste 
den ersten drei der Bedi~gungen (107) geniigende Collineatiou X ist 
berei~ in (101) mit Bertieksichtigung yon (102) und (103) bestimmt. 
Bilde~ man _E s X~ so fotgt zun~ehst a ~--~ wegen /)~--0~ und ferner 
a ~ - 0 ,  ~ ~--0, da ]edex der Diagonalterme entweder reell oder rein 
imagin~r sein muss. Die Bedingung (E. a X ) ~  1 ist jetzt erfiillt und 
wir haben 

(109) X : q~ i  ~ v ~ ,  ~z.~" ~ - -  ~ z~ ,  ~za" .~-- ~ z t ,  ~ ~---- - -  v ~ ,  

( ~  = 1). 

Bilden wit nun E~ X so ergiebt sieh D-~ -2  (v-~-~), und da dies 

reell ist, so folgt / )  = q- 2. W~hlen wit, was ohne Beeintr~chtigung 
der Allgemeinheit geschehen kann, das obere Ze[chen, so folgr 

l~Iit diesem Werthe yon v verifieiren wir, dass in der That (E~ X ) ~  1 
ist. Demnach erhalken wit, indem wir nun X = ~E~ nehmen, folgende 
quatera~e 

~2 ~4 

1 - 

r 

(110) 
s 

~ 1 7 !  �9 
2 

~2 ~3 
1 

I Y3 , 

1 �9 :5 
(-- V 2 Zl - -  V:g 

O~ zs 

E, = (123), Ee = (12) (34), /~:~ = (12 )  (45), g4 = (12) (56), g~ = ( 1 2 )  (67), 

_ /  _ / T  

O~ zj 
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geben sind. 0b  O, oder O~ fiir v genommen wird~ ist gleiehgiiltdgi 
durch die Transformation y~ ~- - -  z~, y~ ~ - -  z~, y~ ~--- zi ,  y~ ~ z~ 
gehen n~mlich / ~ ,  Ea,  ~E~ in sich fiber, ~E~ in E~ ~, welches indessen 
start E1 genommen werden kann, w~hrend in ~E s ~ und ~ mit 
einander ver~auscht werden. 

Herr  Klein hat aus der Liniengeometrie die Existenz einer qua- 
ternr~ren C ~ ,  gefo]gert, und diese Gruppe durch zwei Erzeugende 

B und T'~ worin S e i n e  Collineation, T" dagegen eine dualistisehe 
Transformation bedeutet, in der Weise definirt, dass verabredet wird, 
nur diejenigen 0perationen beizubehalten, an denen T '  eine gerade 
Anzahl yon Malen betheiligt ist*). In der isomorphen Buchstaben- 
vertauschungsgruppe (d. i. bei Klein die Vertauschungsgruppe der 
iiberzilhligen Liniencoordinaten x0, x ~ . . .  x~) ist ~q ~ (0123456) und 
T" ~- (34) (l. e. pag. 519). Berecbnet man hieraus~ oder besser direct 
mittelst der Klein'schen Methode, die Collineation W = (356), welche, 
wie man aus den Buchstabenvertausehungen sieht mit S zusammen 
die als C1 erzeug~ so finder man folgende 

i 

0Z 1 

Oz3'-= 

Oz4"= 7~z, 

S ~- (0123456), 
2 z r  

C• 7 "*) 
2 

1 ( ~ ,  + z,  

7 z ~ l  i V-~,( 
l 

1 

W 

~ -  ~+ ~) 

~, - ~z~ - - ~ 3  - ~ )  

~, - -  ~ - -  ~z3 - -  ~ )  

7 = e  7 , . a  = 7  - - k T ~ - b  7 4 =  - - i 1 V---W ~-{-E 

2 2 

*) F. Klein,  Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten und 
siebenten Grades. Math. Annalen, Bd. 28. 

*~) Diese Formeln wurden yon mir dem internationalen Mathematiker- 
Congress zu Chicago, 1893 vorgelegt. Die in meiner Arbeit ,,The Invariants of 
a Group of 2. 168 Linear Quaternary Substitutions", Math. Papers read at the 
Internat. Math. Congress at Chicago 1893, New York, Macmillan aud Co. 1896, 
p. 175, zu Grnnde gelegten Substitutionen 8, T, Q k/i~nen, mit geringffigiger 
Abii~derung der obigen Gruppe entnommen werden, und zwar ist T-~- (356) (421), 

~ (12) (36) .  

19" 
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D a e s ,  wie bewiesen, nut eine C ~ ,  glebe, so muss die soeben defiairte 

Gruppe auf die Gruppe (110) transformirbar sein. 
Um jetzt die vorliegende C&~, zu erweitera, mfisste zua~chst das 

2 
in (109) gegebene X so bestimm% werden, dass (Ea X)  ~ ~ 1. Hieraus 
wiirde folgen v -]- ~ ~ 0~ also v ~ i. Die so erhaltene CollineaHon X 
ergieb~ aber mit ~7~ combinirt eine Gollineation ~ X ,  ffir welche 
D ~ 2i(@~--0,) ist~ Demnaeh kann die Periode yon / ~ X  weder 3 
noch 2 seia..Die Existenz einer qua~rngren C~ ist somit ausgeschlossen. 

8: 

w 13. 

Die q~atsrniiren sym~etrischen Grappen. 

Naeh dem Vorhergehenden is~ es nun leicht, die symmetrisehan 
Grappen herzustellen. Was zun~ehst die C3: anbetrifft, so haben wit 
mit E 1 und E /  (52) je eine Collineation 2'  zu combiniren, so dass 
F ~ - - 1 ,  (-E~F) ~ - - 1 ,  resp. ( E / F )  ~-~-- 1 wird. Naeh den in w  
fiber die Collineationen der Periods 2, welche yore Typus I[ (44) sind, 
gemaehten Bemerkungen, kann man fiir F hier eine derartige Colli- 
neation ansetzen, falls man filr E 1 die in (52) so bezeichnete Colli- 
neation nimrod. Die so erhaltene Gr~appe l~ss~ sieh leich~ auf folgende 
Form ~ransfbrmiren. 

t t 

(111) E t ~-~ ( 1 2 3 } : O z , ' ~ t ,  Oz2 ~- z~, ~z~ -~ ~z3, 0r 
F (12) �9 ' ' = ' = z '  = 

1-}- i  

14 
Eine weitere C~, ergiebt sich~ wenu man ffir F d i e  in (72) angegebene 
Form nimmt. Dutch Transformation erh~it man 

C~, H 

(112) E 1 = (123) : 0z,'-~- ~1, 0z~ '=  ~2, Ozs'.~ ~zs, ez4"= ~"z~, 
F ~ ( 1 2 )  :Oz/--~z, ,  pz~'--~---z2, Oza'--~ z4, Pz4'-~-. z3, 

Die Collineation E, '  (52) endlich wird in allgemeinster Weise erweitert, 
wenn man 2" in der Form (86) ansetzt. Man transformir~ leicht anf 
folgende Form 

Cs~ III 

(113) E, ~ (123):qz,'-~- ez,,  ~z~'~- ~z2, Oz~'~ e~z3, qz 4" ~ e2z4, 
F ~ ( 1 2 )  :Oz,'---~ z4, Oz4"~--" za, Oz~'~- zz, Oz4"~- z,. 

Aus den Tetraedergmppen I, II, III ergeben sieh nach unserer 
allgemeinen Methode die 0ctaedergruppen. 
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Das Tetraeder I (59).wird, wie in w 11 gezeigt, dutch die dort 
angegebene Collineation (98) und dutch keine andere yore Typus I 
zum Oetaeder erweiter~. Somit ergieb~ sich 

qz~'--~ 

Oza'-~- 

O z ~ ' ~  

(i~4) 

O c t a e d e r  I 

E, = (~ 23) ! E~ = (1.~) (34) 

~2 

$2 ~4 

s 
1 -~ ( - z~ "-k 2z3 .4,- 2z ,)  

1 

1 -~ ( 2z2 + 2z3 - -  z4) 

2,~(12) 

Diese Gruppe geht durch die Transformation (60) in folgende fiber 

2~1t~ ~ F 

0 x ~ ' ~  x~ x2 

(115) ~x 2" -~- x a t x 1 x 1 --. x., -{- xa - -  x4) 

~x3'~- x4 Ix, x, -b x~ + x3 - -  x4) 

I 

~Z 4 ~ X 2 X 3 

Dasselbe Tetraeder kann aber auch vermit~elst einer Collineation 
der Periode 2 yore Typus II erweitert werden. Man finder leicht, dass 
sieh diese Collineation eindeu~ig bestimmt~ und mit der in (111) mit 2, 
2, bezeichneten identiseh ausfiill~. Demnach erhiil~ man folgendes 

O c t a e d e r  II 

(116) J~l --~ (123), E 2 ~--- (12) (34), 2 , ~  (12), 
wo Ej ,  / ~  in (114), 2' in (111) gegeben ist. Durch die Transforma- 
tion der (60) geht die Gruppe in folgende einfache Form fiber 

1 -r ( -  x, + x~ + x~ + x~) 
1 
7 (  
1 -~( 
l 

OXl '  

Ox," = 

x i  x2 

x 3 x ;  

x,4 x 4 

x2 xa 

2, 

COX 1 

fD "X, 2 

~x4 

cox 3 
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Da im Octaeder I keine CollineafAonen yore Typus II vorhanden sind, 
l~isst sich II nich~ auf I ~ransformiren. 

Gehen wit nun yore Te~raeder II (64) aus, so ist in w 11 gezeig~, 
dass die alJgemeinste Collineation ~ yon der Periode 2 und yore Typus I 
welche mit .E~ und g2 combinirt, die Periode 2 ergiebt, yon der Form 
(99) sein muss. Durch geeignete p-Transformation 1Ksst sich hier 
reell und positiv machen, so dass ~' die in (100) mi~ ~ bezeichnete 
Form annimm~. Wir haben demnach folgendes 

0 c t a e d e r  HI 

(117) E t = (123) ,  E 2 = (12) (34) ,  F = (12) ~-  E , ,  

wo ~1, E2, E4 in (100) resp. (125) gegeben sin& 
Eine Erweibrung des Tetraeders II dureh eine Coilineation yore 

Typus II (44) erweist sich, wie eine leichte Reehnung zeigt~ als un- 
mSgheh. 

Um endlich das Te~raeder III zum Oc~aeder zu erweitern, haben 
wit mit ~ l  und E 2 (69) eine Colllneation ~ zu verbinden, welche zu- 
nKchst yon der Form (86) sein muss. Wie mittelst (88) gezeig~, l~isst 
sich bewirken, dass E 1 und ~ unge~indert bleiben, in (86) dagegen 
v ~--0 wird. Anderersei~s muss F in Folge der zur Formel (101) 
f/ihrenden ErSr~erungen yon der Form (101) sein. Also k5nnen wir 
fiir ~ (101) mit v ~ 0 ansetzen. Ffir die GrSssen a und /~ ergeben 
sich die zwei M5gliehkeif~n a~--f l -~-l~ oder a ~  1, ~ 1 .  
Mithin erhalten wir zwei neue Octaeder, namlich: 

0 c t a e d e r  IV 

(118) 

E~ ~-- (12) (34) 

! 

1 

1 

F = ( 1 2 )  

~4 

- -  Z 3 

Z2 

und O c t a e d e r  Y 

(119) E, -~- (123), E~ = (12) (~I), F' ~ (12), 

wo E l u n d  ~2 in (118) gegeben sind, w~hrend f~r F ' :  
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zu nehmen ist. Dass diese Octaeder wesentlich yon einander ver- 
schieden sind, folgL wenn man die Diagonalsummen der Collinea- 
tionen ~ E  I F and ~ 2 ~  F bildet, welche der Buchstabenvertanschung 
(1342) entsprechen. Man erh~lt im ers~en Falle / ) ~  0, im zweiten 

Von der im Tetraeder III enihaltenen Collineation ~ l  is~ bekannt, 
dass sie mit einer Collineation vom Typus H combinir~ nich~ die Periode'2 
ergeben kann. Also lassen sich keine weiteren Octaedergruppen ableitmn. 

Wit kommen nun zu den symmetrischen C~,.. Wie in w 11 gezeig~ 
lassen sich die Ikosaeder I und iI durch eine Collineafion yore Typus I 
nich~ zur C~t erweitern. Was nun Collineat-ionen vom Typus II an- 
befxiift, so ist soeben bewiesen worden, dass die einzige derartdge 
Collineation, welche das in beiden Ikosaedergruppen enthaltene Tetra- 
eder I zum Octaeder erweitert, dutch F i n  (111) gegeben/st. Combinirt 
man nun dieses /~ mit der im Ikosaeder I enthaltenen Collineation ~a 
(77), so zeigt sich sofort, dass E~ ~ niche yon der Per/ode 2 ist. Da- 
gegen liefert .EaF, wenn man ~s ans dem Ikosaeder II (80) entnimmt, 
die Per/ode 2. Somit ergiebt sich folgende 

C51 I 

(120) J~, = (123), J~2 - - - - ~  (12)(34), 63 ----- (12) (45), z v = (12), 

wo J~1, J~2, E3 aus (80), F aus (111) zu entnehmen ist. Durch die 
Transformation (60) erhglt man die Grupge in folgender Form 

(121) e X2" = 

xj x~ 

X 3 Xt 

x4 x4 

x2 xa 

1 ( xl+ix2+ix3+ix4) 

1 -~ (-- ix1 + x2-- x~-- x4) 

1 (-- ix~-- x2-- x3+ x4) 

1 ( - i x , - -  x2+ x3-- x4) 
Y 

F 

cox  1 

~x2 

~x4 

Da die Teh~eder II und HI,  wie beroits gezeigt~ durch eine Colli- 
neation yore Typus H nicht erweitert werden kSnnen, so kommen ffir 
die Erweiterung der Ikosaeder ILI, IV~ V nut Collinoationen yore 
Typus I in Betrach~. 

Die Erweiterung des Ikosaeders III ffihrt eindeutig, wi~ im Anfange 
yon w I2 bewiesen, zur Collineation (108). Wir haben demnach folgende 



(124) 

(125) 
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C~, II 
(122) /i~ = (]23), .E~ ~ (12)(34), .E3 = (12) (45), ~-~- (12), 

wo E~, E~, /i:~ aus (84), 2' aus (108) zu en~Taehmen sind. 
In w 11 is~ bewiesen worden, dass das lkosaeder IV durch Hinzu- 

nahme einer Collineation yore Typus I nicht zur C~, erweiter~ werden kant. 
Was endlich die Erweiterung des Ikosaeders V anbetriff~, so ist 

in w 12 gezeig~, dass die allgemeinsfe Collineation der Periode 2 
welche mit .E~, E~, ~a (95) combinir~ wiederum die Periode 2 ergiebt, 
yon der Form (109) sein muss. Hier liisst slch dutch p-Transformation 
noeh v ~ 1 machen, mad man erhElt folgende 

C~, III 

(123) 8 t  ~- (123), /i72 ~-- (12)(34), E s = (12)(45), ~ =  (I2), 

wo ~ t ,  1~, Ea aus (95) und /? aus (118) zu entnehmen sind. 
Wir kommen endlich zu den symmetrisehen C,t. Wie im Anfange 

yon w 12 gezeigt wnrde, l~s~ sich die C~ ~., I eindeutig durch Hinzu- 

nahme yon (108) zur C~: erwei~ern. Wir erhalten demnach folgende: 

C~, I 

1 - 

$4 

Za 

z~ 

--z~ 

--z~ 

Z 2 

Z4 

Diese Gruppe geht durch die Tranformation (65) in folgende Form fiber 

Qx4"--~ 

x i 

~4 

% 

I 1  - x2 [ ~(1 .xl--ix2- ~'x3--ix4) 

1 �9 - x+ ~ (+xl-- ~2-- xr]- x4) 
[1  . x3 t ~ (~x,-  ~ +  ~,-- x4) 

- -  x 1 

X2 

x 4 

X3 

E 

i (x2+x~--i-x4) 

~A~ (x, + x3 -- x~) 

~ (xl + z~ - x3) 

_~3  (xl -- x2 -F x4) 
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Auch die C~.e, II  (105) ]~st 'sich auf eine C8, erweitern, und zwar 

wiederum nur auf eine Weise. Bestimm~ man zu dem Zweake in der 
ffir X in (109) gegebenen Form v so, da~s E 4 X die Periode 2 liefert, 
so erh~]~ man v - ~ - ~ 0 ,  also v ~ i .  Indem wit dann noeh den 
Factor i in den Proportionaliti~tsfactor 0 mit aufnehmen, ergiebt sich 
fiir X, das wit nunmehr fiir ~' nehmen kSnnen 

] �9 �9 

(126) E : ,oz, = z~, ~ ~--- z4, ~ a  -~- - -  ~,, Oz4"-~- --  z:,  
und somit erhalten wit 

C61 II 
(127) (12) (56), 
wo 1~,, ~ ,  /E3, :E 4 in (105), 2 '  in (126) gegeben is~. 

Die so erhaltene Ca, I I  bildet indessen keine neue Gruppe, sondern 
l~sst sich aus der C~, i (124) dutch Transformation erhalten. Der 
Beweis hierfiir kann analog wieder ffir die Transformirbarkeit der 

I in die C~ II  gefiihrt werden, wenn man zu den Relationen C-~6~ ~-~, 

(106) noch hinzunimmt 
G = (15) (24) (36). 

Dieses G liefert in der Tha~ mi~ F~, F~, F3, /;'~ combinirt je die 
Periode 2~ und spielt also in Bezug auf E l , . . . / 7 '  dieselbe Rolle, wie 
/P in Bezug auf .E,, ~ ,  Es ,  ~ .  

Herr Klein hal in der bereits genannten Arbeit fiber Gleiehungen 
sechsten und siebenten Grades auch eine quaternRre Ca., aufgestellt~ 
und zwar in vollsfiindiger Form~). Die Klein'sehe Grappe muss sich 
demnach auf jede der beiden Grulapen C~: I u n d  Cs, II transformiren 
lassen. 

Weitere symmetrische quatern~ire Collineationsgruppen kbnnen 
nicht existiren. In der That is~ eine Erweiterung der C&~t auf ~ ,  

2 

nach den Schlussbemerkungen des w 12 uambglich. 

w 14. 
Resultate fiir quatern~re (~rupl~n. 

Das Resultat der vorausgegangenen Untersuchung tiber quaternKre 
Gruppen l~sst sich demnach in fo]gendem Satz zusammenfassen: 

Jede quatern;ire Collineationsgrul~e C• ~,, C~,, wdche ether alter- 
$ 

nirenden oder symmetrischen Buchstabenvertauschungsgrutoe vo~ k 
Buehs tab~ (k > 2) ho~oe&4sch isomorph ist, l~r sich au f  eine der 
fotgen&n Coltineationsgru~en linear tran~formire~ : 

*) 1. ~. pag. ~19, Fomel (~0) and (~1). 
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G~.~I dutch ihre Erzeugenden definLr~ in (52), 

e~_,~(TeUaeder) ,, . ,, ., . (59),(64),(69), 

CL~:( Ikosaeder) .  ,, ,, ,, ,, (77),(80),(84),(94),(95), 
2 

C. ,, . ,, . ,, (lOO) oder (105), 
6! 

c .  , ,  , ,  , ,  , ,  , ,  ( u o ) ,  

c~, , ,  , ,  , ,  , ,  , ,  ( m ) ,  ( u 2 ) ,  (u3 ) ,  
Ct, (Oktaeder) ,, ,, ,, ,, ,, (114), (116),(117),(118), (119), 

c~, , ,  , ,  , ,  . , ,  (12o), 02~),  02a) ,  
C6, . . . ,, . (124) oder (127). 

Die 25 bier aufgez~hlteu quatern~iren Collineationsgru~pen sind s~mmt- 
lich yon einander wesentlich verschiede~, d. h. es lassen sich "~ne zwei 
yon ihnen in einander lix~ear ~rar~formiren. 

U n i v e r s i t y  o f  C h i c a g o ,  November 2897. 


