Bestimmung aller terniren und quaterniren Collineations-
gruppen, welche mit symmetrischen und alternirenden Buch-
stabenvertauschungsgruppen holoedrisch isomorph sind.

Von
H. Mascexe in Chicago.

Das in der Ueberschrift bezeichnete Problem soll nach folgender
Methode in systematischer Weise gelost werden. Nehmen wir an, wir
wiren im Besitz einer Reibe von Collineationen E,, E,,... E, in n
Variabelen, von denen wir wissen, dass sie eine endliche Gruppe Cp
erzeugen, welche mit der symmetrischen Gruppe G+; von Vertauschungen
von % Buchstaben holoedrisch isomorph ist. Auch soll bekannt sein,
welchen Buchstabenvertauschungen die einzelnen Erzeugenden E,, E,,... E,
entsprechen, Der Kiirze wegen sollen auch diese Buchstabenvertau-
schungen entsprechend mit E;, E,, ... E, bezeichnet werden. Als-
dann kann man mittelst Hinzunahme eines neuen % 4 1t* Buchstaben
eine Buchstabenvertauschung E,;, angeben, welche mit den Vertau-
schungen E, , E,, ... E, die symmetrische Vertanschungsgruppe G 41
von % -+ 1 Buchstaben hervorbringt. Diese Vertauschung E,.., wird
eine bestimmte endliche Periode besitzen, und auch die Perioden der
Combinationen %1 E, 1, By Er 1, ... B B, werden leicht anzugeben
sein, Wir setzen nun E, ., mit unbestimmten Coefficienten als Colli-
neation in % Variabelen an und unterwerfen E, ., fir sich sowohl, als
auch in Combipation mit den bereits bekannten Collineationen den
angegebenen Periodenbedingungen, Diese fiir die Bestimmung der
Collineation E,., nothwendigen Bedingungen sind nun miteinander
entweder vertriiglich oder nicht. Im ersteren Falle entsteht dann die
weitere Frage, ob sie fiir den holoedrischen Isomorphismus der Ciz4q:
mit der Gy auch hinmreichend sind. Diese Frage, welche iibrigens
ein Problem der abstracten Gruppentheorie vorstellt, lasst sich, wie in
§ 1 mittelst eines Satzes von Herrn Moore auseinandergesetzt werden
soll, in dem Sinne entscheiden, dass sich in der That eine bestimmte
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Anzahl von Operationen E fir jedes % stets so wihlen lisst, dass die
angegebenen Periodenbedingungen fiir den holoedrischen Isomorphismus
nothwendig und hinreichend sind. Genau das Gleiche gilt fiir die
alternirenden Gruppen. Geht man jetzt von den niedrigsten Werthen
fir % aus, fiir welche die betreffenden Collineationsgruppen ohne Wei-
teres angegeben werden kdnnen, so fihrt das auseinandergesetate Ver-
fahren successive in allgemeinster Weise zu den Collineationsgruppen
fiir hohere Werthe von Z.

Ist somit theoretisch eine Methode zur Lésung unseres Problems
gegeben, so wird es noch sehr fraglich bleiben, wie weit sich dieselbe
rechnerisch durchfithren lisst. Hier ist nun insbesondere folgendes zn
beachten. Durch Einfithrung neuer Variabelen oder, was auf dasselbe
hinauslioft, Transformation durch eine beliebige lineare Substitution
im gruppentheoretischen Sinne, lisst sich jede Collineationsgruppe auf
unendlich viele Weisen (linear) transformiren. Wir werden zwei Col-
lineationsgruppen, die sich in einander transformiren lassen, als iden-
tisch betrachten, und als verschieden nur solche, die sich nicht in ein-
ander transformiren lassen. Hieraus folgt noch nichf, dass zwei Colli-
neationsgruppen, welche mit ein- und derselben Buchstabenvertauschungs-
gruppe holoedrisch isomorph sind, im soeben genannten Siane iden-
tisch sein mitssen. Vielmehr werden wir im folgenden viele Beispiele
kennen lernen, wo sich zwei derartige Gruppen nicht in einander trans-
formiren lassen. Es wird nun darauf ankommen, unter allen identi-
schen Collineationsgruppen in jedem Falle eine solche zu Grunde zu
legen, welche in mbglichst iibersichtlicher Form erscheint. Dies ldsst
sich erreichen, wenn man die Gruppen durchgingig in die sogenannte
Hermite’sche Normalform transformirt, wie in § 2 des Naheren auns-
einandergesetzt werden soll.

Mit den genannten Hilfsmitteln ldsst sich nun unser Problem in
der That mit einem relativ geringen Aufwand von Rechnung vollstindig
erledigen. Als besonders bemerkenswerth sei noch erwidhnt — man
ist es sonst in der Mathematik anders gewohnt — dass die zur Be-
stimmung der Cp und Cl_ " erforderlichen Rechnungen im allgemeinen

FE
um so einfacher werden, je grosser & ist.

Eine Zusammenstellung der Resultate fiir die terniren Gruppen
findet sich in § 7. Hier giebt es fiir k =4, 5,6 immer nur je eine
011;. und C;r.  Die erst in neuerer Zeit entdeckte i 5 erscheint hier

g* 7>
in einer besonders einfachen und ibersichilichen Gestalt (43).

Fir quaternire Groppen sind die Resultate am Schluss der Arbeit
zusammengestelll. Die Anzahl der von einander verschiedenen Grup-
pen ist hier wesentlich grosser. In Uebereinstimmung mit den Resul-
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taten der Untersuchungen von Herrn Wiman*) ergiebt sich, dass keine

quaterniren C . fir & > 7, und keine (;, fiir & > 6 existiren kOnnen,
2— H

§ 1
Auseinandersetzung der Methode.

Es kommen hier zunichst in Betracht zwei Sitze der abstracten
Gruppentheorie, welche Herr Moore in seiner Arbeit**) ,,Concerning

the abstract groups of order %! und %k! holoedrically isomorphic with

the symmetric and the alternating substitution-groups on % letters®
als Theoreme A und B entwickelt hat,
Theorem A: Die abstracte Gruppe, welche definirt ist durch die
k — 1 (k> 1) erzeugenden Operationen
B, A=12,...k—1),
zwischen denen die Relationen bestehen:

(1) Bf=1 (A=1,2,...k—1),

(2) BrBigip=1 (=12,...k—1),
i=1,2...k—3

®) (B: Byt =1 (p—_—.a.+2,z+3,...k-.1)’

ist von der Ordnung %! und ist holoedrisch isomorph mit der symme-
trischen Vertauschungsgruppe von % Buchstaben.
Theorem B: Die abstracte Gruppe, welche definirt ist durch die
k=2 (k > 2) erzeugenden Operationen
E A=12,...k—2),

zwischen denen die Relationen bestehen:

(4) Biem1, Bp—1 (4=2,8,...%—2),

®) (BB =1 (A=1,2.. k—83),
A=12...k—4

(6) (B Bp)* =1 a}.+2,2.+3,...k—2)’

ist von der Ordnung %k! und holoedrisch isomorph mit der alferniren-

den Vertauschungsgruppe von % Buchstaben.

Ich kniipfe zunichst an das Theorem B an. Nimmit man in der
Buchstabenvertauschungsgruppe E, = (123) = (12)(13), E,=(12)(34),
E,=(12)45),... Bi=(12)(A 4+ 1, 2142), ... B =(12)(k —1, k),
so sieht man, dass hierfiir die Bedingungen des Theorems B erfiills

sind; diese E’s erzeugen also zuniichst die G ;- Hat man k—2
- 2

*) A, Wiman ,Note iiber die Vertanschungsgruppe von acht Dingen* und
»Note iiber die symmetrischen und alternirenden Vertauschungsgruppen von
n Dingen“. Gottinger Nachrichten, 1897, Heft 1 und 2,

*%) E. H. Meoore, Proceedings of the London Math, Soc., vol. XXVIII, No. 597.



256 H. Mascags.

Collineationen E, welche denselben Bedingungen geniigen, so erzeugen
diese also eine der G o holoedrisch isomorphe C, ot Man geht jetzt
2 T

zur Cy . iiber, indem man, wenn mdglich, eine weitere Collinea-
7

tion E;_; bestimmt, welche im Verein mit den bereits vorhandenen
E’s wiederum den Bedingungen des Moore’schen Satzes (fiir ¥ + 1
statt ) geniigt.

Die Handlichkeit des Moore’schen Theorems gerade fiir die vor-
liegende Untersuchung besteht nun darin, dass bei einer weiteren Aus-

dehnung von C, . anf C; oy immer nur eine (die letzte) Erzeugende
El z

neu zu bestimmen ist, und dass das mit Hinzunahme des neuen E

erhaltene System der Fj alsdann wiederum als Grundlage zur Er-

weiterung auf C, oy mittelst einer einzigen neuen Collineation ¥ dient.
)

Wir haben demnach zur Bestimmung der ,,alfernirenden Collinea-
tionsgruppen’* — dieser Ausdruck, sowie der entsprechende ,,sym-
metrische Collineationsgruppen’ mobge im folgenden statt des lingeren
,,Collineationsgruppen, welche alternirenden (resp. symmetrischen) Buch-
stabenvertauschungsgruppen holoedrisch isomorph sind“ angewandt
werden -— folgendes einfache Verfahren zu befolgen: Man gehe aus
von einer Collineation X,, welche die Periode 3 besitzt — diese liefert

mit ibren Potenzen die G o und bestimme eine neue Collineation
'E‘ .

E, von der Periode 2, so dass (E, E,)* = 1. Dann erzeugt F, und E,
die alternirende Cy (Tetraedergruppe). Nun bestimme man E; von
2

der Periode 2 so, dass (E; E,)? =1, (F,E;)® =1; alsdann erzeugen
E,, E,, E, die alternirende C; 5 (Tkosaedergrauppe). Bestimmt man
2

ferner E, von der Periode 2 so, dass (B, E,)?=1, (EE) =1,

(B3 E,)® =1, so erzeugen E,, F,, Ey, E, die alternirende Cy , ete.
2

Was die symmetrischen Gruppen anbetrifft, so gelangt man zu

denselben, statt sie mittelst des Theorems A abzuleiten, in einfacher

Weise von den alternirenden Gruppen aus. Wenn némlich eine alter-

nirende Oy - bereits bekannt ist mit E,, %,, ... £y als erzeugenden
z

Collineationen, so erhilt man hieraus die symmetrischen €, durch
Hinzufligung einer weiteren Collineation F von der Periode 2, welche
den Bedingungen (E,F)? = (E,Fy =...= (B s F)*=1 geniigt.
Um dieses zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, dass aus den
E, E,...Ey;, Fsich k— 1 Collineationen B, ... B, ableiten
lassen, welche den Bedingungen des Theorems A geniigen, und welche
so beschaffen sind, dass sich aus ihnen riickwirts die
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E,E, ... B, F

ableiten lassen. Ich setze:

F=B, EEF=0B,, E,F=2B,, ... . 3 F = B,
so sind zunichst unmittelbar E, , E,,...E; s, F aus B,, B,,... B
ableitbar. Die Bedingungen (1) sind laut Annahme erfillt, und die
Richtigkeit von (2) und (3) ldsst sich leicht beweisen.

In der Buchstabenvertauschungsgruppe kann man z. B. F = (12)

nehmen, wihrend wie vorher

E, = (123), E, = (12)(34), . .. Epe = (12) (£ —1, k).
Alsdann wird

By =(12), Dy=23),... Bi=(4,4+1),... B = (k—1, k).

8§ 2
Die Hermite’sche Normalform.

Die Substitutionen einer jeden linearen Substitutionsgruoppe G in
n Variabelen z; von endlicher Ordnung lassen, wie Herr Moore be-
wiesen hat¥) eine positive Hermite’sche Form

) 20&1:2;'51: (oni = ;15 izk=1,2a--an)

ik
ungedndert, und durch Transformation der Gruppe kann stets erreichi
werden, dass (7) die einfache Form

) 22, + %8, + - - + ZuZa
annimmt, Hierbei soll, wie auch sonst iiblich, durch eine mit einem
horizontalen Strich versehene Grdsse ihr conjugirter Werth bezeichnet
werden. Die specielle Form (8) wollen wir die Hermite’sche Normal-
form nennen, und von einer Gruppe, fiir welche diese Normalform
ungeiindert bleibt, wollen wir der Kiirze wegen sagen, sie sei auf die
Hermite’sche Normalform reducirt.

Andererseits lisst sich nun G stets so transformiren, dass irgend
eine beliebig aus G herausgegriffene Substitution S in die kanonische
Form

(9) zll=1’1517 32,"’"_'1’222)'"zi'=’1£zi1---5a;==2-n5s
libergeht, wobei die Coefficienten 1; nicht nothwendig von einander
verschieden zu sein branchen®¥). Bei der so transformirten Gruppe

*) E. H, Moore, A Dniversal Invariant for Finite Groups of Linear Subsi-
tutions: with Application in the Theory of the Canonical Porm of a Linear Sub-
stitution of Finite Period. Math. Ann. Bd. 50, p. 213,

**) Vgl. H. Maschke, Die Beduction linearer homogener Substitutionen von
endlicher Periode anf jhre kanonische Form. Math, Aznn. Bd. 50, p. 220.

Mathematische Aunalen, LI, 17
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wird eine positive Hermite'sche Form H' = Xe;; 2;7; invariant bleiben.
Da inshesondere auch S (9) die Form H’ in sich selber tiberfithren
muss, so folgt sofort, dass alle diejenigen Coefficienten «,,; verschwinden
miissen, fiir welche 4,==4,. Sei andererseits Am,; 4m,, . .. 4n, €ine
Gruppe von untereinander gleichen Coefficienten, so wird sich durch
lineare Transformation der Variabelen 2z, #u,, . - - %, derjenige Theil
von H' welcher nur diese Variabelen enthilt, also

Zepzior (E=my, my,...m)
in die Normalform a(¢m, “m, + - * - -+ #n,2m,) Uberfuhren lassen, wenn
wir die neuen Variabelen wiederum mit z bezeichnen, wihrend gleich-
zeitig die Substitution S (9) ungesndert bleibt. In dieser Weise sieht
man, dass man, ohne S zu dndern, die Gruppe G so transformiren
kann, dass die bei ihr invariant bleibende Hermite’sche Form in
X Bii2:%; ibergeht. Endlich kann man durch Multiplication der
Variabelen mit geeigneten Factoren bewirken, dass alle Coefficienten
B:: =1 werden. Da auch hierdurch S nicht beeinflusst wird, so ist
hiermit der fiir die spitere Anwendung fundamentale Satz*) bewiesen:

Man kann jede lineare Substitutions- (oder auch Collineations-)
gruppe G von endlicher Ordnumg stets so tramsformiren, dass

1) eine beliebig aus G herausgegriffene Substitution S in
der kanowischen Form,

2) die Gruppe selbst in der Hermite'schen Normalform
erscheint.

Liegt eine lineare Gruppe G in der Hermite’schen Normalform
vor, so lisst sich ein auf die Coefficienten der einzelnen Substitutionen
beztiglicher wichtiger Satz beweisen. Sei die folgende Substitution S
in G enthalten

(10) Zi’ =Zn‘a,,-kzk (7:=1,2, ...n),

so folgt =
2(2 Air 2k 2 (%% 51;) =22i2¢,
i1 \k==1 =1 i=1

eine Gleichung welche identisch fiir alle Werthe von 2z erfillt sein
muss. Hieraus ergiebt sich ein System von n® in den »® Grdssen
a;z und @i linearen Gleichungen. Bezeichnet man die Determinante
der z in S mit A — dieselbe wird stets als von Null verschieden

#) Die hiermit bewiesene Moglichkeit der genannten doppelten Normali-
sirung einer beliebigen endlichen linearen Substitutionsgruppe ist auch an sich
interessant. Herr Moore machte mich darauf aufmerksam, dass dieselbe auch
ohne Weiteres aus der Art nnd Weise folgt, in welcher er in seiner oben ge-
nannten Arbeit die Reduction auf die kanonische Form bewerkstelligt.
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vorausgesetzt — und die Unterdeterminanten der Coefficienten g;; mit
Ay so folgt
A.(_l,'k=.A,;k (?;,k=1,2...n).

Ist A =1, so baben wir

(11) A=, ax=—=Au

und somit den Satz: Ist eine endliche Gruppe linearer Substitutionen
mit den Substitutionsdeterminanten - 1 auf die Hermite'sche Normalform
reducirt, so st jeder Coefficient gleich dem conjugirten Werth seiner
augehirigen Unterdeterminante.

g 3.
Terniire Collineafionen von der Periode 2 und 3.

Eine terniire Collineation A ist durch die Formel gegeben

3

(12) 0ol =Dl ann (i=1,23).

k=1
Da es auf den Werth des Proportionalitiitsfactors ¢ nicht weiter
ankommt, kann man die Debterminante der Coefficienten stets =1
setzen, also
(13) |Gz | = 1.
Die lineare Substitution, welche man aus (12) fiir ¢ = 1 erhilt, soll
durch A4, bezeichnet werden

3
(14) 45 =Dlaan (=123).
k=1
In gleicher Weise soll auch spiter z. B. E;, die aus der Collineation

E; fir ¢ = 1 hervorgehende Substitution bezeichnen.
Reducirt man 4 auf die kanonische Form

(15) o2 = A2, 02y = Ay2y, 02 = A3z,
so sind 4,, 4,, 4; die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
ay — 4, G2, U3
(16) az\l ’ a22 _— A, 0:23 = 0-
@31 @32, g3 — 4

Da A4, wie wir es annehmen, von endlicher Periode ist, so sind 4,, 4,, 4,
Einheitswurzeln. Aus (16) folgt

1an ay @y + a5 =124, 4 4, 4,
und ferner in Verbindung mit (13)
(}8) 112.22,3 =1,

17¥
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Soll nun die Collineation A4 die Periode 2 haben, so folgen aus (15)
und (18) fiir 4,, 4,, 4, in irgend welcher Ordnung die folgenden Werthe

A,y dy=—1,—1,+1 oder — &, —s&, + ¢,
wo & eine imagindre dritte Einheitswurzel bedeutet. Hieraus ergiebt

sich fir die Summe der Diagounalcoefficienten von 4, die fortan mit
D¥*) bezeichnet werden soll in Folge von (17)

19) entweder D= —1,
(20) oder D= — ¢,

Im Falle (19) ist nun 4,2=1, d. b. der Identitit gleich, wihrend
im falle (20) erst 45=1, und A2 jede der Variabelen mit einer
imaginiren dritten Einheitswurzel multiplicirt, was dureh 4,>=¢ an-
gedeutet werden soll. Wir haben demmnach zwei Typen terndrer
Collineationen der Periode 2 zu unterscheiden:

Typus I: A2=1, D= —1;
Typus II: A=, == — &.

Bilden wir nun 4,1, so ergiebt sich

3
Z = 2' Az (2=1,2,3).
k=1

Fiir den TypusI ist nun A, = 4,, folglich A;; = a;z, fiir den
Typus Il ist 4, = 4,5 = e4,, folglich 4;; = gq;z. Nimmt man A4
in der Hermite’'schen Normalform an, so ist nach (11) A;; = @z, also
muss sein fir den TypusI a; = @z, fiir den Typus II ap; = saiz;
irsbesondere auch @;; = @;:, d. h. ay; reell, resp. g;; = &a:;, d. b. au
gleich einer mit ¢ multiplicirten reellen Grosse. Der letatere Fall
lisst sich durch Multiplication simmtlicher Coefficienten mit & auf den
ersten reduciren, ist also als Collineation mit ihm identisch. Hiermit
ergiebt sich folgender Satz:

Die Cocfficienten einer jeden terndren Substitution von der Deter-
menante 1 und der Collineationsperiode 2, welche an einer endlichen
ouf die Hermitesche Normalform reducivten Collineationsgruppe Theil
nwimmi, sind durch die folgende Matrixz gegeben (TypusI):

a4, w, °
(21) w, b, wl,
v, %, ¢

22) {@,b,creell; a4-b4c= —1),

*) Hexrr Valentiner (De endelige Transformations-Gruppers Theori, Kopen-
hagen 1889) operirt viel mit dieser Grosse. Sie ist eine, und zwar die einfachste,
Invariante der Collineation,
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oder durch dieselbe Matrix, worin jedoch jeder Coefficient mit einver
und derselben imaginiren dritten Einheitswnrzel multiplicirt erscheint
(Typus 1I), was durch

&, w, V|
e-jw, b, uf
I

v, U, €]

angedeutet sein mdge.

Zwischen diesen Coefficienten besteht nun ausserdem noch eine
Reihe von Relationen, welche erhalten werden, wenn man die Elemente
einer Rethe mit den Unterdeterminanten derselben oder einer anderen
Reihe multiplicirt. Dies giebt mit Berticksichtigung von (11) und (13)

a4+ vo +ww=1, (a+8w + uwe =0,

B+ ww -+ ud =1, b+cu-+ow =0,

A+ un + v =1, (c+a)yv 4 wu=0,
woraus man leicht die folgenden Gleichungen ableitet

23) wow = (1+4a) (143) (144),
wli = (14+-B)(1+0), 05 = (1+6)(1+4), 0% = (1+a)(1+b).
Es ist hiufig von Wichtigkeit, einige der nicht in der Diagonal-
reihe stehenden Coefficienten reell annebmen zo kénnen. Dies kann
in vielen Fallen durch folgende Transformation erreicht werden, die
auch fiir quaternire Collineationen des Ofteren angewandt werden soll.
Man ersetze allgemein
(24) 7 durch po; (6=1,2,...m),

wo die p; complexe Grossen vom absoluten Betrage 1 sein sollen
(also p;p; =1). Eine derartige Transformation soll kurz p-Trans-
formation genannt werden. Bel derselben bleibt die Hermite’sche
Normalform (8) invariant, (10) dagegen geht iiber in

(25) & ___2_%”& am (=12, ...%).
k=1

Man sieht nun ohne Weiteres, dass sich p; : p; so wihlen ldsst, dass

der neue Coefficient %"—a;k reell, und, wenn man will, auch positiv

wird, Ist, wie in (21) az; = @z, so bleibt diese Relation auch zwischen

den transformirten Coefficienten %aﬂ und %ak.- bestehen, wahrend
s %

die Diagonalterme iiberhaupt nicht geindert werden.

Was nun die Collineationen von der Periode 3 anbefrifft, so
ergeben sich fiir die Wurzeln der charakteristischen Gleichungen
folgende Mbglichkeiten
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(26) Ay, dyy Ay =1,2, & D=0,
oder
27) Aisdy, Ay =1n,9,9"; D=2+,

wo 4 eine eigentliche neunte Kinheifswurzel darstellt. Weitere Glei-
chungen zur Bestimmung der Coefficienten erhilt man aus der Ver-
gleichung der Coefficienten von A mit denen von 4,7, wo wiedernm
Ay; = @; nach (11). Es wire zwecklos, diese Bestimmung hier all-
gemein durchfithren zu wollen; sie filhrt in den auftretenden Fillen
rasch zum Ziel,

§ 4.
Die ternire C, , (Tetraedergruppe).
B}

Jede ternire Collineation von der Periode 3 lisst sich, wie soeben
gezeigt, auf eine der beiden Formen

(28) Ey:0e) =2y, 02, = sz, 0& = &'z,
oder
(29) Ey: 08/ =12, 024 =12, @z =1z

transformiren. Zugleich erzeugt B, mit ihren Potenzen, sowie E;' je

eine Oy o Diese beiden Gruppen sind in dem oben definirten Sinne
2

von einander verschieden, denn zwer Collineationen S und T in n
Variabelen sind dann und nur dann in einander transformirbar , wenn
die Wurzeln der charalteristischen Gleichung von S, gleich denen von
T, sind, multiplicirt mit einem und demselben Factor, der nur eine
n* Einheitswurzel sein kann. Wir haben hiermit ein erstes Beispiel
vor nns fiir den Fall, dass zwei Collineationsgruppen einer und der-
selben Vertauschungsgrappe (G 1 3,) holoedrisch isomorph sind, ohne
2

in einander linear transformirbar zu sein. Aehnliche Beispiele treten
bei den biniren Gruppen noch nicht auf.
Gemiss der in § 1 auseinandergesetzten Methode erhdlt man jetat
alle mdglichen verschiedenen Tetraedergruppen Cy 4 Weun man Col-
z

lineationen E, bestimmt, welche den Bedingungen

(30) Ep =1, (B E,) =1,
und E,, welche den Bedingungen
31) E,2=1, (E/E/P=1

geniigen. lch zeige zundchst, dass die Bedingungen (31) nicht erfiillt
werden kGnnen. F,’ (29) nimlich ist eine perspectivische Collineation,
aber auch E, ist perspectivisch, da E, als Collineation von der
Periode 2 zu Wurzeln der charakteristischen Gleichung — 1, —1, 41
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hat. Sei nun 4 der bei £, B der bei E, mit allen hindurchgehen-
den Geraden invariant bleibende Punkt. Alsdann muss die Verbindungs-
gerade von 4 und B (im Falle, wo 4 und B zusammenfalien, jede
Gerade durch A4) bei EE, invariant bleiben, Wihlen wir diese
Gerade als 2, =0, so ist in Fy,: 2 = &2 und in Ey,:2 = — 2,
wobei die Determinanten von E;, und E,/, 41 sind. Bildet man
jetzt (Ey , Dy ) so erhiltman zunichst 2= — &2, , und da (B, E,)3=1
sein soll, so folgt 2, = — s2,, #," = —¢z,. Hier ist aber die Sub-
stitutionsdeterminante — 1, was einen Widerspruch liefert. Also ist
(81) auszuschliessen, d. h. E; darf nicht in der Form (29) voraus-
gesetat werden.

In der ferneren Bestimmung alternirender Collineationsgruppen
freten Collineationen von der Periode 3 nur aof als (E; Fp..) (B).
Dieser Collineation entspricht in der Buchstabenvertauschungsgruppe
die cyklische Vertauschung (44-1, A+3, 442), und da diese durch
Substitutionen der Gruppen auf E, == (123) transformirbar ist, so
muss auch die Collineation (E; Ejyy) auf FE, transformirbar sein.
Folglich kann auch bei keiner der in der weiteren Uniersuchung auf-
tretenden Collineationen der Periode 3 der Fall (27) eintreten; wir kinnen
also dberall die Bedingungen (20) voraussetsen.

Wir bestimmen nun, nachdem wir B, in der Form (28) angenom-
men haben, F, gemilss den Gleichungen (30). Wir setzen zunichst
fir K, die Matrix der Coefficienten (21) an, wo ausserdem die Be-
dingungen (22) und (23) erfiillt sein miissen. Fiir E, E, erhalten wir
alsdann die Matrix
a, w, v |
EE,= &b, &u

s,

ey, U, e

Da hier die Periode 3 sein soll, so folgt aus (26)
@+ sb 4 =0,

was in Verbindung mit (22) ergiebt:

1
a-—b-—c-——?-

Durch p-Transformation (24) kann man, ohne E, zu indern, in E,
v und 2 reell und positiv machen, Also folgt avs (23) U =v —=w= %

Hiermit ist

—1, 2, 2

1
Ez_—_—‘-.E" 2, '—‘1, 2
2, 2, —1

eindeutig bestimmt.
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Wir verificiren nun leicht, dass E, E, in der That die Periode 3
besitzt. Also erhdlt man als einsige ternire Tetraedergruppe die
folgende

E,=(123)| E,=(12)(39)

'

’ 1
Q& = 4 1'5‘(—'314‘252’{‘253)
(32) . |1
0%, = &2y 5 (28— 2122)
0z = &2, l‘%‘( 22 +22,— 2) | ,
2ai
s=¢’,

Transformirt man diese Gruppe durch Einftihrung der neuen Variabelen
V3m=a+ z+ &,

(33) V3, =2 -+ 22, -+ &z,
V8 #y =z, + 22, + ez,

so erhilt man die einfachere Form

EARS

(3) oo/ =| 2| |
0L, = | x3§~—$2;

0% = | =z, t_xsl .

Auch auf diese Form lisst sich demnach jede ternire Tetraedergruppe
transformiren.

§ 5.
Die terniire C, 5 (Tkosaedergruppe).
2

Wir gelangen zur Jkosaedergruppe, wenn wir za den in § 4 ge-
wonnenen Collineationen E, und E, (32) eine Collineation F, hinzu-
fiigen, welche den Bedingungen E? =1, (B, By} =1, (E,E,)p’=1
gentigh. Wir setzen also E; in der Form (21) an. Die Bedingung
(B, B)? = 1 ergiebt:
entweder

b=e¢=0, a=—1,
woraus sofort nach (23)
v=w=0, yUu=1

folgt, also
(35) By:o8/ = — 2, oz =uz, @z =us,
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oder
g==c=0, b=—1,
woraus sich ergiebt

E: 02 =2, 02)=—12,, 02 =13
oder endlich, fir g =0 =0, c=—1,
E" 02 =wz,, 02, =Wz, @o=—2.

Diese drei Fille sind aber nicht wesentlich von einander verschieden.
Durch eine cyklische Vertauschung der Variabelen z,, 2,, 2; (d. 1. eine
lineare Transformation der Gruppe) gehen nimlich &, und F, in sich
selbst, F, aber in B resp, F,” tiber. Also geniigt es, wenn wir fir
E, die in (35) so bezeichnete Collineation wihlen. Es muss nun noch
der Bedingung (%, Z,)? = 1 geniigt werden. Man erhilt fir E,F,
die Diagonalsumme

D = (1+2u+2%),
1

und da dieselbe Null sein muss, so folgt v - %~ — <+ Anderer-

seits ist ww == 1 also
(36) =7 (—14iy15)-

Man iberzeugt sich nunmehr — am einfachsten durch die am Ende
des § 3 angegebene Methode: 4% = 4~! — dass E,F; in der That
von der Periode 3 ist. Welcher der beiden Werthe von « in (36)
genommen wird, ist gleichgiiltig. In der That sind die mit #; und
E/, wo in E; der eine, in [E; der andere Werth von # genommen
wird, gebildeten Ikosaedergruppen durch die Vertauschung (2.2, auf
einander transformirbar. Hierdurch geht niimlich &, in E; tber, F,
bleibt ungeéndert und K, geht zwar in E,? iber, doch kann E?
ebensogut als E, als erste erzeugende Collineation genommen werden.

Demnach erhilt man als einzige ternire Ikosaedergruppe die folgende

E =128 E=012) 34 |E=(2) 45
es = 2 ';’ (—21+22,+22) — &
@30 , 1
L 82, 5( 28— 5+24) 242
083 = e ’%‘( 25,422, — 2z,) 4,2,
wo

@8 A= (-14iV1B), L= (-1—iyD).
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Durch die Transformation (33) geht diese Gruppe iiber in

|
|| E, | %,

oz, = |, Zy "2‘( &y y g+ 1y Zy)
@9 , 1

0Ly =&y | — &y |5 (et t G~ )

9-’”3"—”;”: ——x3§—;7(y'1x1— 2 TN
wo )
(40) w=3 (—1+75), #=3(1—73).

Die Gruppe erscheint hier in reeller Form, und da sie gleichzeitig auf
die Hermite'sche Normalform reducirt ist, so sind thre Substitutionen
orthogonal.

§ 6.

Die ternire C, o Unmiglichkeit einer C, 0
2 2
Um ternire C, Loy zu finden, haben wir E, so zu bestimmen, dass

(41) — (B EY = (BEY=1; (BEY=1
wird, wo Ei, E,, E; in (37) gegeben sind. Nun ist bereits in § 4
gezeigt, dass jede Collineation E,, welche den beiden ersten Bedingungen
(41) geniigt, von der Form sein muss

42 0 =2z, QFz==W2, @ =0z,

wo @, f8, y in irgend einer Reihenfolge mit 1,2, 3 iibereinstimmt und
©® =1 ist. Bildet man nun in E, E, die Diagonalsumme, welche
wegen (B, E,)? =1 entweder — 1 oder — &, — & sein muss, 50
findet man fiir alle Werthe von «, 8, »

D=3 (14+20+4283),

und da dies als reelle Grosse nur = — 1 sein kann, so folgt 0+ o =—2
also wegen 0B =1, 0 =G =—1.

_ Untersucht man endlich E;.E,, so sieht man sofort, dass der Fall
¢ =1, f =2, y=23 auszuschliessen ist, da hier E, F, iberhaupt
keine endliche Periode ergiebt. Dagegen liefert sowohl
als auch 08 = — 48, 08 =—2, 0 =—az,

0o = — 2y, @) =—2,, 05 =—2z
mit ¥, combinirt, die Periode 3. Welche dieser beiden Collineationen
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hier als E; genommen wird, ist gleichgiiltig, da die aus E,, E,, E,, E,
mit beiden Werthen von E, gebildeten Gruppen durch die Vertauschung
(2,2,2;) in einander transformirbar sind.
Wir erhalten demnach als einzige ternire O1 o *) die aus den folgen-
2

den Erzeugenden gebildete Gruppe

B, =(123) [ E,—(12) (34) |B,=(12)(45)|E,=(12)(56)
) 03 = 2 —;’— (—2,+22,422,) — — 2,
02, = 82, %( 28— 2,+22,) 4,25 — 2
0% = 82, %( 22, +22,— 2z,) 4,2, — 2,

wo 4,, %, in (38) gegeben sind.

Transformirt man durch (33), so gehen E,, E,, E, in die in (39)
gegebene Form iiber, wihrend an Stelle von E, folgende Collineation tritt:
E,: 028/ = —2,, 08 =—sz, 02 = — &2,
Versuchen wir nun, durch Hinzofiigung einer F; zur , Zu

K]

gelangen, so scheitert dies an dem Umstande, dass jede Collineation E,
die den Bedingungen E? = (E,E)*= (E,E)>=1 unterworfen ist,
von der Form
QFp == — Zu; Q% =-—1ly, Q%= —1
sein muss, wie soeben gezeigt. Jede derartige Collineation, also auch
die zu bestimmende Ej, liefert aber, wie wir ebenfalls gesehen haben,
wit F, combinirt entweder iiberhanpt keine endliche Periode, oder die
Periode 3, in welch letzterem Falle wir zur E, gelangten. Da(E, E;)?=1
sein soll, so ist die Bestimmung einer unseren Bedingungen geniigen-
den E, ausgeschlossen. Ternire Collineationsgruppen, welche einer
alternirenden Buchstabenvertauschungsgruppe G1 . holoedrisch iso-
= ks

morph sind, existiren daher fir £ > 6 nicht.

¥) Betreffs dieser Gruppe cf. H. Valentiner, De endelige Transformations
Gruppers-Theori. Kopenhagen 1889, pag. 192—198, und A. Wiman, Eine einfache
Gruppe von 360 ebenen Collineationen. Math. Ann. Bd. 47. Eine von der
‘Wiman’schen Abhandlung unabhingige Darstellung der Gruppe ist von Mr. Brown
ausgearbeitet worden, und wird demnichst als Disserfation der Chicagoer Uni-
versitat erscheinen,
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8§ 7.
Die ferpiren symmetrischen Gruppern. Schiusshemerkung fiber terndre
Grappen.

Gemiss den Erorterungen des § 1 haben wir zur Bestimmung von
symmetrischen terniiren Cs, eine Collineation F' zu finden, welche den
Bedingungen F? = (FE, F)? = 1 geniigt. Hier kbonte nun F, in der
bisher ausgeschlossenen Form FE,” (29) vorausgesetzt werden. Allein
der in § 4 filr die Unmboglichkeit der Relationen EQ'? =1, (B E,)3=1
gegebene Beweis zeigt ebenfalls die Unmbglichkeit der Relationen
F*=1, (E/F)*«==1, wie man sich leicht iiberzeugt. Also k&nnen
wir auch hier E, in der Form (28) voranssetzen. Den Bedingungen
F?= 1, (E,F)* =1 wird nun, wie bereits bewiesen, in allgemeinster
Weise genugt wenn man fiir F die in (42) angegebene Collineation
nimmt. In dieser Form ist E, (43) enthalten. Die Collineationen F,
und F, erzengen demnach eine CUs,. Fiihrt man — wz; fiir 25 in (42)
als nene Variabele ein und wendet eine geeignete Vertauschung von
%y, 24, 35 an, so zeigt sich, dass jede Cj, sich auf die aus E, und E,
erzeugte Gruppe transformiren lisst.

In gleicher Weise erzeugen F,, E,, F in allgemeinster Weise eine
Cu (Octaeder), wenn man flir ¥ die in (43) angegebene Collineation
nimmt, Auch diese Gruppe lisst sich unmittelbar (durch geeignete
Vertauschung der 2) auf die aus E,, E;, E, erzeugte transformiren.

Aus denselben Griinden endlich, die in § 6 entscheidend waren
fiir die Nichtexistenz einer 01 1, folgt, dass eine ternire (5, unmdglich

ist. Die terniren symmetnschen Collineationsgruppen fiihren also iber
die schon im bindren Falle existivends Octaedergruppe nicht hinaus.
Folgendes ist demnach das Resultat der vorangegangenen Unter-
suchung iiber ternire Gruppen.
dJede terndire Collincationsgruppe Cy a0 Cry welche einer allerniren-
2

den oder symmelrischen DBuchstabenvertauschungsgruppe von k& Buch-
staben (I > 2) holoedrisch isomorph ist, lisst sich auf eine der folgenden
Collineationsgruppen limear tramsformiren:

Zwei C% ,, erzeugt aus B resp. E;/ (29);
Eine C’_;_ o (Tetraeder) » By, By, (32) oder (34);
Eine 0% 5, (kosaeder) » By, By, By (37) oder (39);
Eine 0%6! » »w By, By, By, By, (43);
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Eine (s, erzeugt avs F;, E;
Eine Oy (Octaeder) 5 By, By, By,

wo die Collineationen E,, E,, E;, E, in (43) gegeben sind.

§ 8.
Quaterndre Collineatiomen von der Periode 2 und 3.

Eine guaternire Collineation 4 ist durch die Formel gegeben

4
o5 = D ann (i=1,2,3,4).

k=1 s

Wie in §3, dem wir uns iberhaupt in der Bezeichnungsweise an-
schliessen, nehmen wir auch hier die Determinante |z | = 1 an, und
bezeichnen die Substitution

¢
Z;' =2 iz Zr (Z w=s 1, 2, 3, 4)

k=1
mit A4,. Nennen wir die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
von 4 A,,%,, A5, 4, so ergiebt sich die Diagonalsumme
D=ay+an+tag+a,=24+ i+ 4+ 1,
A2, 050, =1.
Soll jetzt A die Periode 2 besitzen, so erhalten wir folgende
Mbglichkeiten :

und

Ay Ayy A9, A= 1, 1, —1, —1; D=0: Typus Ia,
44 , 5 » » =% i, Fi, Fi; D=20: »  1b,
w ow op on= 0, @, 0, —a; D=2ao: s 1,

wo @ eine eigentliche achte Einheitswurzel bedeutet.

Fir den Typus Ia ist

42 =1.

Setzen wir nun wiederum unsere Gruppen in der Hermite’schen Normal-
form, also die Existenz der Gleichungen (11) voraus, so folgt ganz
wie in §3 aus 4, ' = A4,
(45) i = Qax,
also a;; reell.

Fir den Typus Ib ist

Art=1, A2=-—1, also 4;'= 43=—A4,.

Hieraus folgt
(46) Qpy == — Eﬁ‘k;
also a;; rein imaginir.
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Fir den Typus II ist
A3 =1, At=—1, 4=+, also A7'=4 =414,
woraus folgt
Qi = ﬂ_—_ ta,
also a;; gleich einer mit ® multiplicirten reellen Grosse.
Der Typus Ta ist somit durch folgende Matrix gegeben

a, u, v, w
w, b, r, s
(47) 4, *, ¢, t|
®, 5, ¢ d
wo
(48) a,b,¢c,d reell, a-t+b+4c-t+d=0.

Ferner bestehen wegen A; = au
(49) 4 Gleichungen, deren erste lautet o? + uu -+ 0% 4 ww =1,
(50) 6 » w o » (@+du- o7 + ws=0.
Den Typus Ib erhilt man aus Ia, wenn man in der Matrix (47)
jeden Coefficienten mit -} ¢ multiplicirt, wiihrend (48), (49), (50) be-
stehen bleiben.
Den Typus II endlich erbilt man durch Multiplication simmtlicher

Coefficienten der Matrix (47) mit @. An Stelle von (48) ist dabei zu

setzen
a,b,e,d reell, a4+ b-4c+d=-42.

Was ferner Collineationen von der Periode 3 anbetrifft, so werden
hier die verschiedenen Typen in folgender Tabelle zusammengestellt.

Typus Ay Ayy 2y, 4y D A3 42

i

Ia 1, 1, & & 41 41 4,1
Ib| —1, —1, —s, —&! —1 —1| —A4,
Ie | 44, +4, +ds, +is?| 41 + 4| Fid1

(1) Ia & & &, & —2 +1] 4.3
b | —e —sg —&, ~—&° -+ 2 —1} -4,
e | i tie +ie? Fie®| +2¢ ] et ¥ P

Ilia 1, g s, g| Be41 |41} A
mb| —1, —g —sz —e!—(Bs41)|—1]—4"
Mle | 44, tis d-ds Sie | i@+ i| -4,

Hierin sind in der zweiten Collonne die verschiedenen Moglichkeiten
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fiir die Werthe der Wurzeln der charakteristischen Gleichung von 4
in irgend welcher Reihenfolge, in der dritten Colonne die Diagonal-
summen gegeben, Die in der vierten Colonne befindlichen Zahlen
geben die Factoren an, womit die Substitution 42 jede der vier
Variabelen z multiplicirt. In der letzten Colonne bedeutet z, B. die
auf den Typus Ic beztigliche Grosse |- 74,1, dass die Coefficienten
von A2 gleich den mit - 7 multiplicirten Coefficienten von 4,~ sind.
Diese letzte Colonne ist insbesondere zur Herstellung von Relationen
zwischen den Coefficienten von 4 von Wichtigkeit. Man berechne
dabei die Coefficienten von 4,* direct (dureh Zusammensetzung von
A, mit 4,), diejenigen von A4,~! dagegen als Az; = Gz:.

Durch das Vorangehende ist zngleich die Bestimmung simmtlicher
C1 . erledigt. Es giebt 3 verschiedene quaternire O o1 hergestellt

2 2

durch die Potenzen von:

0z = 4, 0z = &2, 0z = 2,
’ 4
04y = 2, 04, = &z , @&y = &4y,
(62 E: " OE: ., E: i
02y = &2, 07 = &%, 07y = &2,
0z, = &z, 02, = &%¢,, 0% — &2,
§ 9.

Die quaterniren Cy o (Tetraedergruppen).
2

Wir erweitern (52) zur Tetraedergruppe durch Bestimmung von
Collineationen E,, welche mit K, resp. E,’, E,” combinirt, die Periode 2
ergeben.

Ich zeige zunichst, dass eine Collineation S, deren kanonische
Form E,” (52) ist, also vom Typus III (51), an keiner Tetraedergruppe
theilnehmen kann. Eine derartige Collineation S lisst einen bestimmten
Punkt P mit simmtlichen durch ihn gehenden Ebenen invariant. Sei
nun 7' eine Collineation der Periode 2 und zwar zunichst vom Typus I
(44), wobei man noch den Fall Ib auf Ia durch Division der Coef-
ficienten von 7 mit ¢ reduciren kann. Alsdann ldsst 7' zwei sich nicht
schneidende Geraden L, und L, mit allen hindurchgehenden Ebenen
invariant. Wahlen wir nun die Ebenen PL, und PL, als 2, =0
und 2, = 0, (falls P etwa auf L, liegen sollte, nehmen wir fiir PL,
irgend eine Ebene durch L) so ist in der Substitution

. Sx : Z,, = 851 I 52' = 82!'2,
und in
rd ’
] T8 =2, 23, = — 2,
also in
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BT : 8 = €2, 8) = — ¢€8,;

mithin kann ST picht die Collineationsperiode 3 besitzen.

Aber auch die Collineationsperiode 2 ist ansgeschlossen, denn wire
(ST) =1, so miisste, da in (S;Ty)*: 2" = &%2,, 2, == &2, ist, auch
2, = &z, 2/ = 5%z, sein, und alsdann whre die Substitutionsdeter-
minante von Hins verschieden.

Falls nun 7 vom Typus II (44) sein sollte, so lisst 7' ebenfalls
einen Punkf mit simmtlichen hindurchgehenden Ebenen invariant. Sei
dies der Punkt . Wihlt man alsdann irgend eine durch P und ¢
gehende Ebene als 7, =0, soistin 8,:2/ =&z, und in T : 3] = 0 2,,
also in S8,7:2 = swz . Hieraus folgt, dass ST weder von der
Periode 3, noch auch von der Periode 2 sein kann.

Eine Collineation der Periode 3 vom Typus III (51) kann daher
nicht an einer Tetraedergruppe theilnehmen, und auch nicht an einer
symmetrischen Cs,. Da ferner alle in der weiteren Untersuchung vor-
kommenden Collineationen der Periode 3 (durch Collineationen der-
selben Gruppe) in einander transformirbar sind — die entsprechenden
Buchstabenvertauschungen sind alle von der Form (¢kl) — so folgt,
dass Collineationen, deven kanowische Form E,” (52) ist, also Collinea-
tionen vom Typus ITI (DY), dberhaupt von der weiteren Uniersuchung
ausgeschlossen werden kinnen.

Achnliches gilt nun aber auch von Collineationen 7’ von der Periode 2,
falls sie vom Typus II (44) sind. Nimmt man als § zunichst | in
(52) und wiahlt die durch den invarianten Punkt von 7' und die in-
variante Gerade von S gelegte Ebene als 2, = 0, so ist in S;:2,/ =2,
und in 7,: 2z, = @z,. Hier sicht man wiederum, dass ST nicht von
der Collineationsperiode 3 sein kann, wihrend die Mbglichkeit der
Periode 2 nicht ausgeschlossen ist. Nimmt man endlich E,” in (52)
fir 8, so folgt in Zhnlicher Weise, wie soeben, dass ST weder die
Periode 3 noch die Periode 2 besitzen kann. Demszufolge kinnen in
der weiteren Untersuchung, soweit allernirende Gruppen in Belrachi
kommen, Collineationen der Periode 2 vom Typus II (44) ausgeschlossen
werden, wihrend bei der Bestimmung der symmetrischen Gruppen auch
der Fall in Betracht su ziehen ist, dass F vom Typus II ist.

Bei der Bestimmung der Tetraedergruppen, und deren Frweiterung

zu hdheren O 5 hat man, wie bewiesen, entweder von F, oder von
A

Ey’ (52) auszugehen. Je nachdem man das eine oder das andere thut,
folgt alsdann, wie oben, dass auch simmtliche in der Untersuchung
auftretende Collineationen der Periode 3, da sie durch Collineationen
der Gruppe auf E, resp. E, transformirbar sind, entweder alle wie
E; vom Typus I (B1) oder alle wie E, vom Typus II (51) sein
miigsen.



Symmetrische und alfernirende Collineationsgruppen. 2713

Wir gehen nunmehr zur wirklichen Aufstellung der Tetraeder-
gruppen auf, und beginnen mit

04 = &, | @, u, v, w
‘952":: Zy5 . , b, r, s
E1 ) 953,—_‘- &Z3, E2 — g, 9—” ¢, ¢y
07, =4, w, 3, {, @
wobei die Bedingungen (48), (49), (50) zu erfiillen sind. Wir haben
nun die weitere Bedingung einzufiihren, dass (E, F,)* = 1. Da E E,

vom Typus I (B1) sein muss, so folgt fiir die Diagonalsumme von
E, E, entweder

(83) a+btectSfd=-41,
oder
54) a-tb+ect d=-1.

Wir nehmen zuerst den Fall (53). Hier kann, eventuell durch Zeichen-
wechsel simmtlicher Coefficienten in E, stets erreicht werden, dass
das obere Zeichen gilt. Wir haben demnach

(55) a4bAdsctd=—1,
und da ausserdem (48) @ 4 b+ ¢+ d =0, so folgt
(56) +b=3, c=d=—=1-

Aus (b5) folgt ferner, dass nunmehr E, E, vom Typus Ia (51) ist.
Dureh Vergleichung des ersten Coefficienten in (E, E,)* mit dem in
(B, E,)~* ergiebt sich alsdann
57) a? + ud -+ ev? 4 2ww = a, und aus (49)
o uk - 98-+ ww=1.
Darch p-Transformation (24) kann man erreichen, dass v und » reell
werden. Ferner transformire man F, und E, durch die Einfiihrung
der neuen Variabelen
(58) Yy = A% -} p2,,
Yo = W& — 47y,

wo 4 und g reelle, der Bedingung 4% 4 p® =1 geniigende Grossen
sind. Diese Transformation lisst die Hermife’sche Normalform un-
geindert, lisst F, ungedndert, nnd bewirkt, dass bei E,, der Coef-
ficient von y; in y," lautet v 4~ pr. Da nun o und 7 reell sind,
lasst sich 2 und g so bestimmen, dass 20 4 pr =0 wird, Schreibt
man nun wieder 2, und 2, statt 4, und y,, so ist nunmehr in &, v=0.

Jetzt folgt aus (57), da a reell ist, zundchst w= 0, darn a = 1,
u=0. Aus (56) kommt b===—-—-.13-- Nun sind ¢ == v =w == 0, also

Mathematische Annalen. LI. 18
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ldsst sich « und s durch p-Transformation reell und positiv machen.

Die Gleichungen (49) und (50) bestimmen sodann eindeutig r~ s=t=-§~-

Die so bestimmte F, liefert nun in der That mit E, combinirt die
Periode 3, also haben wir die folgende Tetraedergrappe:

Tetraeder 1.

E,=(123) E, = (12) (34)
02 = A 2
9) 02, = |3 (—m22422)
Q7 == 82, %— ( 82,— #3+22,)
@8, = &g, %( 22,428, — z,)

Durch die Transformation

2z, = 7+ ng‘.’:

2z, =2 + % (—a+ 225+ 22),
(60)
2@y =2 + % (—2+ 222, +-2%2,),
2z =2 + ?1“5 (—a+282,+ 2e2,)

geht diese Tetraedergruppe I iiber in die einfache Gestalt

; E, | B,

61 oz, = } &y | %Ly
(61) 0%, = | %, | %
ety = | x| %,

924’ =&y | ¥

Wir behandeln nun den Fall (54). Hier kGnnen wir wiederum
wie im vorigen Falle ohne Hinschrinkung der Allgemeinheit das obere
Zeichen wiklen, und erhalten sodann aus

(62) a+ b+ ec+ fd=1,
und

a+b+4+ c+ d=0,

1 1
{63) a+b=0, 6=z (Zw-———j;.g-
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Aus (62) folgt, dass E, F, vom Typus I¢ (51) ist. Demnach ergiebt sich
a* -+ uil -+ svv + 2w = 4 ta.
Da aber zufolge (63) @ und b verschiedenes Vorzeichen haben, kapn

durch eventuelle Vertauschung von a und & das Vorzeichen von % in
bestimmter Weise gewihlt werden, also

6* + uth 4 2vv + SPwip = — ia.
Achnlich wie im vorigen Falle kann man durch die Transformation
(68) nach vorausgegangener p-Transformation wiederum ¢ == 0 machen,
und dann nachiriglich dureh p-Trapsformation % und r reell nnd
positiv. Nunmehr folgt aus

a* 4wt wr=1,
a? + u + 2y = —ig,

- 1 E) 1
2 = — === — e ==
U=, w ]/3, a=g=, % 0.

Die letzte der 4 Gleichungen (49) lautet
Rt wiw+ s5F tt=1,
also folgt s == ¢ = 0, und nunmehr aus den ibrigen Gleichungen (49)

und

P o= ]/ -3% - Hiermit sind alle Coefficienten bestimmt, uwnd man dber-

zeugt sich, dass in der That E, E, die Periode 3 besitzt. Demnach
erhalten wir
Tetraeder IL

E,=(128)| E, = (12) (3%

0z = 2y %( 2,47%z2)
(64) 0%, = 2y i/% ( — 2,4V ézs)
e =) & ;,1—3-(1/952+ 2)
ez, =| &z %(V%* 2))

Durch die Transformation

xi = ?1_;(5{—*‘*52),

(65) &y = 77%[%(21 ~a)+ 4+ 24] )
xy = %[f/%(‘?ﬁ —2)+ &2+ 8254]:
r, = %%(Zlng)—f-— 22,4 zz,,],

18*
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geht diese Tetraedergruppe II tiber in

E,| E,
0% = |z | —=z,
(66) 0Ly =2y |
0zy = |z, | —2,
0%y == | 7 Zq

Das Tetraeder II kann nicht in I (58) transformirt werden. Dies folgt
am einfachsten daraus, dass die Tetraedergruppe I eine Ebene invariant
lasst, némlich die Ebene 2, =0, oder 2z, + 2, + 23 + 2, =0, fur
die Tetraedergruppe 11 dagegen keine invariante Ebene existirt, wie
sofort aus den Formeln (66) folgt.

Zur Bestimmung weiterer Tetraedergruppen legen wir jetzt als E,
die in (52) mit E," bezeichnete Collineation zu Grunde. In gleicher
Weise wie in den Fillen I und II lisst sich anch hier in E,, welches
wir wiederum in der Form (47) mit den Relationen (48), (49), (50)
anzunehmen haben, der Coefficient v == O machen. Fiir die Diagonal-
summe D von E| E, erhalten wir sodann

e(a+b) + &(c+d) = D,
#(a4b) + s(c+a) =D,

@+8+ (+d) =0,
so folgt, D 4 D=0, d. b. D ist rein imagingr. Nun muss aber
E,E, vom Typus Il sein, also folgt D == -+ 27, und insbesondere,
dass E, E, vom Typus Ilc ist, Durch Multiplication der Coefficienten
von E, mit 4+ 1 kann stets D = -} 24 bewirkt werden. Dann
exgiebt sich

(67) a+b=

also

und da

2 2
I T
Vergleichen wir nun die ersten Glieder in (E, E,) und (E, E,)"*, so
folgt nach (51)
(68) 02 + uit + (v wiw) = + ia.
Da » =0, und durch p-Transformation w (und #) reell und positiv
gemacht werden kaun, so haben wir
a* 4+ uu 4 wr=1,
a® + w4+ ew? = 4 ia,
und hieraus
2

-1 l 1
a? + Ut == — w_-—l/— ==, u=>~0
3’ 8° — )3’
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Wire aber g4 = — ’71—_3., so wiirde aus (67) b =}/3 folgen, also b > 1,

was wegen der Gleichungen (49) unmioglich ist. Also muss in (68)
das obere Vorzeichen gelten, und es folgt ¢ =& = % Aus den

Gleichungen (50) und (49) folgt sofort s=f=0, c=d = — Viﬁ und

7 == }/éz— Die so bestimmte Collineation E, gentigt nun in der That
der Bedingung (E, E,)® = 1, also erhilt man folgende Tetraedergruppe
Tetraeder IIL

E,—=(123)] E,=(12) (38

0% = £2y 171“?:( 51+1/§34)

(69) 07, = 22y i/% ( 2+122)
ori—| fn |LGFa— 2)

02, = 8z, % V24— 2)
Durch die Transformation
&y = % (#+45),
=i [ha—w+ nt ),
Ly == V?’»[ (&y—23) + &2, 4 5234],

Ty == 7 [;7;(51 ~#) +&ta 4 854]
geht dieselbe iiber in folgende reelle Form

E, E,

(70)

4

1
0z = |5 (& —Zy— 23 —2,) | — =,
’ 1
(1) 0z = |5 (#yF 2, —2+2) |

. i
0oy == '2'($1+x2+$3‘“5"4) —i

1
0%y = |5 (B — &4 23+ %) Zs
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Selbstverstindlich ist diese Gruppe III (wegen der Form von E,)
weder auf I noch auf II transformirbar. Da nun weiters Tetraeder-
gruppen nichi mehr moglich sind, so folgt, dass jede quaterniire
Tetraedergruppe entweder auf I (B9) oder auf 1I (64) oder auf III (69)
transformirbar ist.

§ 10.
Die quaterniren €y o (Ikosaedergruppen).
2

Wir gehen von dem Tetraeder I (59) aus, nehmen E; = (12) (45)
in der Form (47) mit den Relationen (48), (49), (50) an, und bilden
E,E,. Wire E E, vom Typns Ib (44) so wiirden nach (46) alle
Coefficienten verschwinden. Also muss E, E, vom Typus Ia sein,
mithin folgt nach (45) ¢ = d == 0; v = w = r = § = 0. Also erhalten
wir fiir die Coefficienten von E; die Matrix

e, #, 0, 0
%, —a, 0, O
12
(72) 0, 0, 0, ¢’
0, 0, ¢ O

mit den Relationen
(13) atfuli=1, ti=1
Bilden wir nun E, E, so ergiebt sich die Diagonalsumme

D = 3(da + 2t + 27),
und da dieselbe veell ist, ansserdem F,F, mit E, von demselben Typus
also I sein muss, so folgt D=1 1. Also ist E,F, speciell vom
Typus Ia. Durch Multiplication der Coefficienten von E; mit 41
kann man stets D = -} 1 erreichen, also
(14) + a2t 420 =1.
Durch Vergleichung der ersten Coefficienten in (E,F,)? und (E, F;)~!
folgt

34 — ul =3a,

woraus nach (73) sich ergiebt 44%? — 3¢ — 1 =0, also entweder

(75) O == 1,
oder
(76) 4= — _}
Im Fall (75) folgt ferner u =0, uod aus (74) ¢+ {= -—-%,

mithin in Hinsicht auf (73)
t==—(—14iyT5).
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Welcher der beiden Werthe fiir £ genommen wird, ist gleichgiiltig, da
man durch Vertauschung von z mwit ¢, beide Fille auf einander trans-

formiren kann. Also erhalten wir als erste quaterndre C, "
T

Ikosaeder I.

E, = (123) E,=(12)(34) |E,={(12)(4b)
08 = 2, 2 2
(7 08, = 2, % (—2,4+22,+22) —2,
02 = LXA —?1’—( 22, — 23+22,) A2,
e/ =| &4, |+ (25425— 2)|  hg |,

WO
=1 (—14iyDB), t=7(—1—iyTB).

Dureh die Transformation (60) geht die Gruppe iiber in die reelle Form

’ 1
oz =| 2 | &, |5 (—H+ I+ #Ht+ )

’ 1
(18) 0z = | % | # |5( % — Ty — B 2,)
’ 1
0z = z, | x 3( H—BH— M )
’, 1
0Ly = | & | zg 15 (B — w2, —WZ) |,
wo

=L 147B), my=t—1-75),
wihrend sie durch die Transformation
m=glat ut 2),
19) 2y = (et engHeay),
x, =’%(ﬁ2+8223+ £2,),
ebenfalls in eine reelle Form fibergeht, die mit der aus der terndren

Tkosaedergruppe (39) durch Hinzufiigung einer vierten Veriabelen
(ez, = x,) abgeleiteten iibereinstimmt.
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Im Falle (76) folgt wii = -i—g » £ ==1. Man kann nun eine p-Trans-

formation so bestimmen, dass FE, und F, ungeiindert bleiben, wihrend
in B, w reell und positiv wird. Dadureh wird u = f:- 15, und da

nun in der That (E,E,)?==1, so erhiilt man folgende zweite quater-
nire G,
351
Ikosaedergruppe IL

E=(123)| B, =012 34 E, = (12) (45)
02 = % % ‘,};( —2,+V152)
(80) @2 = 2y ":; (—2+22+22) %(I/sz +  z)
03y = £, é— ( 2z,— 2,+422) EA
er/=| &2, |3(28,425— 2) A

Durch die Transformation (60) geht diese Gruppe tiber in

E, | E, E,
or/=| 2 | @ |5( @ Fiztiztie)
(81) om = &y | ‘;'("‘ i+ Ty Ty— &)
o= z, | x ’;‘("5”:“ Ty— @3+ %)
0% /=| % | ”é‘<"i$1"" Zyb w3— @),

und durch (79) in folgende reelle Form
E | B, E, |

o = | = | 2 i‘(””ﬁ‘i"ﬂ%"'ﬁ%"“’/gﬂ)
(82) ox = = | T ; % (sti + 8z,— zm— )
oy =| 2, |—2, —}(}/5501 — & #+ 3z

1
9$4'= ﬁz “"‘w4l Z‘(Vgxl“"' $2+ 3:03-—- 354) .

Dass die Ikosaedergruppen I und II nicht auf einander transformirbar
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sind, folgt aus dem Umstande dass I eine Ebene (2, = 0) invariant
lasst, wahrend bei II keine invariante Ebene vorhanden ist.

Um weitere Ikosaedergruppen zo bestimmen, gehen wir jeizh von
dem Tetraeder II (64) aus. Die erweiternde Collineation E; = (12) (45)
konnen wir sofort in der Form (72) annehmen. Fiir E, E; erhalten

. 2
wir alsdann D =22

41 sein, und durch3 Multiplication der Coefficienten von E; mit 41
kann man D = -} 1 machen, also

(83) a=3¥3.

Durch p-Transformation kann % wiederum reell und positiv gemacht
werden, somit folgt aus (73) und (83) u = ! . Um endlich ¢ zu be-

2
stimmen, vergleichen wir die ersten Coefficienten in (F,F,)? und
(E,E;)~*, wobei wir beriicksichtigen, dass wegen D =1, E,E; vom
Typus Ia ist. Wir erhalten
0 — u? 4 2utf = a3, also f=1.
Hiermit ist F, eindeutig bestimmt, welches nun in der That, wie man
sich iiberzeugt, den Periodenbedingungen gentigt. Man erhilt demmach

Ikosaeder II1.

Da dies eine reelle Grosse ist, kann sie nur

E,==(123)| E,=(12) (39 E, = (12) (45)
08 = 2 %( 6+722) |5 W34+ )
@Y ex=| & |(—atVi) 7 5—13)
oo = | &2 171'?:(’/%"' %) s
ez =| %, %(V%— %) 7

Durch die Transformation (65) erhdlt man hierauns

El E2 E3
oz =| 4 |—2a, ‘;‘( wr‘”z“‘#"s"‘”ﬂ
(85) 0xy = | Zy ’51;‘ o+ By— 23— x,)
@3 Ty |— % ‘;‘ (izy— 23— 23 )
oz, Z, g —;' oy — @+ @— x,)
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Dass die Ikosaedergruppo III nicht auf I oder II transformirbar ist,
folgt darans, dass einerseits in den Ikosaedergruppen I und II die
Tetraedergruppe I, in der Ikosaedergruppe III dagegen die von I ver-
schiedene Tetraedergruppe 11 enthalten ist, wihrend andererseits alle in
der Tkosaedergruppe enthaltenen Tetraedergruppen gleichberechtigt, also
in einander transformirbar sind.

Wir gehen endlich von dem Tetraeder III (69) aus. Wir nehmen
E, in der allgemeinen Form (47) hinzu. Bilden wir E, E;, so zeigt
sich sofort, dass wegen (46) E, E, nicht vom Typus Ib (44) sein kann.
Also muss E, E; vom Typus Ia sein, nnd dies ergiebt wegen (45)

G=b=¢c=d=0, u=10=0,
Wir erhalten also fir F; die Matrix

0 0 » w
0O 0 » s
36
(86) 2 ¥ 0 0
w s 0 0.

Die Bedingungen (49) und (50) lauten jetzt
0o 4w =1,
rF4+ §§=1, ovF-}wi=20,
o4 r7=1, oW+ r5=0.
ww-+ s5=1,

GO

Ich behaupte nun, dass man durch lineare Transformation » =0
machen kann. Die anzuwendende Transformation lautet

h= p& a5, Y =ps—144,

Yo=—1G42 + D%, Y=14q2+p2,

wo die Coefficienten p und g der Bedingung pp ~ ¢g = 1 geniigen
sollen. Bei dieser Traunsformation bleibt zunichst die Hermite’sche
Normalform ungeindert, E, und E, (69) gehen in sich selbst iiber,
wihrend E; (86) folgende Form annimmt

(88)

0 0 o w
0 0 » &
89
(89) o ¥ 0 0
w 3 0 0
Hierin ist

v =0 + pe(r—w) — ¢’s.

Bestimmt man nun das Verhiiltniss £ = ¢ aus der Gleichung v’ = 0,
so lisst sich stets der Bedingung

PP+ 97 = q3(1+28 =1
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durch passende Wahl von g gentigen. Lassen wir nun in der trans-
formirten Form fiir F; (89) die Accente fort, so konnen wir also o =0
annehmen. Aus (87) folgt sodann s =0, ww = r7¥ = 1.

Wir haben nun noch der Bedingung (F,F;)® =1 zu geniigen.
Es ergiebt sich

wy2, o0, 0, w
11 0 V2, o, 0
3l o, —F /3, O

—w, 0, 0, wy2!.

BB, =

Hierin ist D — J/~ (sw+@-+747), also reell, also folgt D = = 2.

Durch Vorzeicheninderung der Coefficienten in E, kann D = 2 bewirkt
werden. Also ist

(90) wt B =22

Die zur vollstindigen Bestimmung von ® und 7 noch fehlende
Gleichung ergiebt sich am einfachsten durch Vergleichung der Coeffi-
cienten a,, in (E,F;)? und (E,E;)~1. Wegen D — -} 2 ist hierbei
E,E; vom Typus IIb (51). Diese Gleichung lautet

1.5 1
—-3—1/2’20(00—!—’172‘) = ﬁ 0,
woraus sich in Verbindung mit w#w = 1 ergiebt
3, .4/5
) w=p s i3

Aus (90) erhdlt man r + 7= 7/—2— und hieraus folgt in Verbindung

mit 77 = 1 entweder r = w, oder r = %. Somit konnen wir fiir £,
entweder nehmen

(92) 0z == wz,, @F =Wy, 0 =wsh, @2 =Wz,
oder
(93) 08 =wz,, @2 =wz, 3 =Wz, @z =iz,

Beide Collineationen erfilllen in der That die F, auferlegten Perioden-
bedingungen. Welcher der beiden Werthe von w iibrigens in (91)
gewihlt wird, ist gleichgiiltig, da durch die Vertanschung (z,2,) (22,)
E, und E, ungeindert bleiben, wihrend in (92) und (93) w mit %
vertauscht wird. Somit erhalten wir folgende zwei Ikosaedergruppen:
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Ikosaeder IV,

B, —(29)| B—(12)(4 B2 @)
’ i 5
04 = €4 Vi ( 2+72s) vy %
(94) 02, = £8, ';;%— ( 5+¥2s) Vi %3
07y = &z i;g V28— &) Vb
07 = &z, % V2, — 2 Yoy

Ikosaeder V.

E,=(128)| E,—@2)(30) |E,—(12)(45)
02, = &2, T};? 2,+V2¢s,) v, 2,
(95) 02, = &2, % ( 2,4+V22) Yyl
08 = ez, % (V22,— 2) A
0z, = 82z, % (V28— 2,) v, 8,

Hierin ist (fiir beide Gruppen)

3, :v/5 : /5
N AR AT A B4
Durch die Transformation (70) geht fiir die Ikosaedergruppe IV E,
iiber in

I3

1
0x) == 5 (— Ty Ty — 4y Z,)
’ 1
@y == "2“( Ty — ty Zs + 0 Z4) 5
¥ 1
oy == 5 (8 2y -+ Ty — Ty)»

, 1
oxy = 5 (W %y — a0y -+ T3)s
wo

p= 5 (=14V5), p=3(—1—y5),
wiihrend fiir die Ikosaedergruppe V E; ibergeht in
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oz = ’1—("‘2”’1%”{‘7’1 z3+v,2,),
V—( v+ vy 25— v 2,),
0@y = 176 =z —nnt@—v)z—( 7+,

zy = % (=22 22 (v, +vy) 25+ (— v 25) 2]

E, und E, werden dabei iibereinstimmend fiir beide Gruppen in die
in (71) gegebene Form transformirt. Die transformirte Ikosaeder-
gruppe IV erscheint somit in reeller Form.

Dass die Gruppen 1V und V nicht in einander transformirbar sind,
kann folgendermassen bewiesen werden. Man bilde fiir beide Gruppen
die Collineation (F,FE,E,) = (12345). Fiir die Diagonalsumme der-
selben ergiebt sich im Falle der Grupe IV

2t
= et ne) = — (1B =2t k28 (5me ),
im Falle der Gruppe V dagegen

=Bt ) = — 1=t o

Hier sind die beiden Invarianten D und D’ wesentlich (d. h. nicht
bloss am einen Factor 4- 1, -}~ 4) von einander verschieden, und da
in der Ikosaedergruppe alle Operationen der Periode 5 unter einander
gleichberechtigt sind, so ist lineare Transformation von IV in V un-
mdghich.

Auf eine der fiinf hiermit aufgezihlten, von einander verschiedenen,
weil nicht in einander fransformirbaren, Tkosaedergruppen muss sich
demnach jede vorliegende, quaternire Ikosaedergruppe transformiren
lassen.

§ 11.
Die quaterndren C, .
“2—6’

Wir behandeln zuniichst die beiden Ikosaeder I (77) und II (80)
gleichzeitig. Zu der in beiden aus FE, und E, erzeugten Tetraeder-
grappe 1 (59) muss, um die Ikosaeder I und II zur quaterniren Cy o

2

zu erweitern, eine weitere Collineation X so bestimmt werden, dass
zunichst
(90 X=1, (B X)=1, (B,X)}=1

Aber die allgemeinste, den ersten beiden dieser Gleichungen ge-
niigende Collineation ist durch die Matrix (72) gegeben. Von dieser
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Form muss demnach X sein. Bildet man jetzt E, X, so folgt aus der
Bedingung (E, X)? = 1 sofort eindeutig % ==0, ¢ == —a. Demnach
erhalten wir fiir X folgende Collineation

98) X:p2 =2, 08 =—28, @8 = —2, 02 = —z.
Setzen wir non dieses X mit den in den Ikosaedergruppen I and II
enthaltenen Collineationen E; zusammen, so ergeben sich fir £, X die

resp. Diagonalsummen D = f;{ und D = — % Also kann E X

weder von der Periode 3 noch von der Periode 2 sein. Hieraus folgt:
1) Die Ikosaeder I und II lassen sich nicht zur alter-

nirenden C, o erweitern;
7

2) Das Tetraeder I (59) wird durch die Collineation X
(98) zur Gy (Octaedergruppe) erweitert, und zwar ist X die
einzige Collineation vom Typus I (44) welche eine derartige
Erweiterung leistet.
3) Die Ikosaeder I und II lassen sich durch keine Colli-
neation vom Typus I zur symmetrigschen G, erweitern.
Zur Erweiterung des Ikosaeders III (84) bestimmt sich zunichst
E, = X wiederum durch die Bedingungen X?=1 und (F; X)*=1
in der Form (72). Aus (E,X)? =1 ergiebt sich sofort eindeutig
a =0, f = — 4. Die allgemeinste den Bedingungen (97) geniigende
Collineation ist also diese
(99) X:gz/=usz,, 02, =8, 92, =—Uz,, 02,/ =—uz,, (uit=1).

Bildet man nun F; X so erhilt man D = — ;— (u--%), was als reelle

Grosse nur - 1 sein kann. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit
kann das obere Zeichen gewihlt werden, und somit ergiebt sich w==1.
Mit diesem Werthe von « ist nun in der That (E,X)? = 1; also
erhalten wir folgende Cy o

2

C, 1L

-§-61

E=(123)| E,=(12)3%) | E—(12)(4) |E,~(12)(6)

0z = 2y 7‘;5( 5+ y22,) ';" V3,4 ) y
(100) ¢#'= #y 171‘-?;(”‘52"" V22) *;* ( 2—¥32) 4
02y = €23 yig 22,4  2) 2y %

’ 1
@&y = A Vg(ﬂzi ~ ) 2y %
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Die Gruppe geht durch die Trapsformation (65) in die in (125) durch
E,, E,, E,, E, gegebene einfache Form iiber.
U weiter C1 o 2 erhalten, behandeln wir zundchst die beiden
2

Tkosaedergruppen IV (94) und V (95) gleichzeitig. Soll X den Be-
dingungen (97) geniigen, wo nunmehr ¥, und &, in der Tetraeder-
grappe 1II (84) gegeben sind, so folgt zunichst, wie in § 10, dass X
von der Form (86) sein muss. Bildet man X, X, so zeigt sich sofort,
dass dies vom TypusIb (44) sein muss. Also muss % und 7 rein
imagindr, und s = — ¥ sein; demnach ergiebt sich

0, 0, v, i«

0, 0, if, —%

v, —iff, 0, O
—te —v, O, O

(101) X

il

Hierin sind ¢ ond f§ reell, und ausserdem ist

(102) (e+p)v =0,
(103) 97 -} o? =07+ P =1.

Entnehmen wir jetzt E, der Ikosaedergruppe IV (94) so ergiebt
sich fiir ;X die Diagonalsumme

D = i(a+B) (v, —w).

Wire nun e+ B840, so folgt aus (102) v =0, und aus (103)
¢=f=+41, also D =4 2i(vy,—v,) = +)10. Mithin kann in
diesem Falle die Periode von E; X weder 3 noch auch 2 sein. Wiare
jedoch a - f =0, so wiirde D == 0 sein, also kann F; X sicher nicht
die Periode 3 haben. Aber auch die Periode 2 ist unmdglich, denn
fiir diesen Fall miissten die Diagonalterme in F; X entweder reell oder
imagindr sein. Dies ist nur moglieh, wenn o ==f==0. Alsdann
folgt v 4= 0, und nun zeigt die Betrachtung der an symmetrischen
Plitzen in der Matrix fiir F; X stehenden Terme vv, und — ou,,
welche mit gleichem oder entgegengesetztem Vorzeichen conjugirte
Grissen sein sollen, dass die Periode 2 unmdglich ist. Hierams folgt:

Das Ikosaeder IV (94) ldsst sich nicht zur alternirenden Ci o

2

erweitern; es lisst sich auch wicht durch eine Collineation vom Typus I
(44) zur symmetrischen Cs, erweitern.

Entnehmen wir nun % der kosaedergruppe V (95) so ergiebt sich
fir £, X

D= i(e—p)(r,—v) = @—H /5

Soll die Periode 3 sein, so folgt D == - 2, und da wir nach Belieben
die Zeichen wihlen diirfen, konnen wir setzen
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(104) «— =2} 2.

Nun muss v==0 sein, weil sonst die aus (103) folgenden Werthe
@, f = 1 die Gleichung (104) nicht befriedigen kdunnen. Also folgt
ans (102) « 4 f = 0 mithin

2 2
o == V—é—— P ﬁ TR m—— V-‘E; -
Durch die p-Trausformation p, == p, =p, p,~ p, =~ g bleibt die

Ikosaedergruppe V ungeindert, wihrend % so bestimmt werden kann,
dass in X der Coefficient v reell und positiv wird. Dadurch folgt
aus (103) » =]/~§~- Hiermit ist X bestimmf, and man {berzeugt
sich, dass nunmehr in der That E; X die Periode 3 besitzt. Also

kann X als F, genommen werden und man erhilt somit die folgende

Gruppe
Oy 1L

2

E,=(123)| E,=(12)(34) |E,~=(12{4b)| E,=(12)(56) ;

0#= | €2 i/l*s ( 2+v22) v 4 “1'5 ( V3a+i2s)
(105) ¢2,’== €2, "71*5( 2,+722) Vads %(*iﬂzz“‘ 1/;3)54)'!
o7 = 2, lj% 25~ 2 V8, ?175- ( V3244125,

02 = N % V25— =) V) % (—9¥22,—¥32,) .

Obwohl in der hiermit erhaltenen C 1, 1 die zu Grunde gelegte
2
Collineation E; vom Typus II (51), die in der C1 oy 1 (100) zu Grunde
2

gelegte .F, dagegen vom Typus (51), und diese beiden Typen nicht
in einander transformirbar sind, lisst sich doch beweisen, dass die
Gruppe I in II transformirt werden kann. Bildet man nimlich, von
E,, E,, E,, E, in I (100) ausgehend, die folgenden Collineationen

¥, = E,E, E, = (123) (456),

F, = (B, EE) E, (E2E1 Ey) = (14) (25),
Fs = E, E4E12 == (13} (96),

Fy=E; = (12) (45),

so fiberzeugt man sich leicht durch Zuhiilfenahme der entsprechenden

(106)
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Buchstabenvertauschungen, dass diese Collineationen Fy, ... F, den
Bedingungen des Moore’schen Theorems B geniigen. Andererseits ist
aber in ¥, welches von der Periode 3 ist, die Diagonalsumme D =2,
folglich F, vom Typus II, d. b. auf E, in (105) transformirbar. Da
wan nun, wie soeben bewiesen, nur anf die Gruppe II (105) als einzige
6'1 gelangt, wenn man von K, (105) ausgeht, so muss die aus

Fl, F2, Fy, ¥, erzeugte Gruppe, d. i die Gruppe I (100) auf die
Gruppe II (105) transformirbar sein,
Jede vorliegende quaterniire Cy o ist daher sowohl auf I (100) als

2
auch ouf II (105) transformirbar.
Was die Litteratur iiber die quaternire C o anbetrifft, so trith
Kl

diese Gruppe auf als Untergruppe in den in § 12 und § 13 behandelten
Cy . und Gy, sodann aber auch als Untergrappe der Substitutionsgroppe
5T

der Borchardt'schen Moduln®). Sie ist daselbst (1. ¢. pag. 499 resp. 421)
gegeben durch folgende zwei Erzeugenden S==(123) und 7'=(23456):
00 i
; )

lll
N)IH

2

K

. 1t
— 1 ?
%

L I e

= O O e,
-
— bR e e

i -

0 % g

0 11 | —

1 0 i —i
§ 12

Die guaternirs C :;— o Unmiglichkeit quaterndrer C% o

Wir gehen zunichst von der C; 1 (100) aus. Hier haben wir
2

eine Collineation X zu bestimmen, welche den Bedingungen

107 X?=1, (B, X)}=1, (B, Xl=1, (B;X)?=1, (E,X)*=1
geniigt. Aber die allgemeinste Form, welche X haben muss, wenn
es den ersten drei dieser Bedingaungen gentigen soll, ist bereits in (99)
aufgestellt. Soll nun auch (E;X)*=1 sein, so folgt sofort «-}%=0,
also wegen wi = 1, % — ¢. Hiermit ist X berexts emdeutlg bestimmt,
Nehmen wir noch den Factor ¢ in den Proportionalitatsfactor ¢ auf,
so ist

(108) X:os =2, o2 =—2, 0% =12, 0z = — 2.

#) H. Maschke, Ueber die quaternire, endliche, lineare Substitntionsgruppe
der Borchardt’schen Moduln. Math. Ann, Bd. 30; Nachrichten der Konigl. Ges.
d. Wiss. zu Gottingen, Nr. 14, 1887,
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Hiermit gentigt X den vier ersten der Bedingungen (107); dagegen
ergiebt sich (E; X)? = 1. Demnach lisst sich Oy o T nicht zu einer
2

Cy o erweitern, wohl aber durch Hinzunahme von (108) zu einer sym-

metrischen Cs; (vgl. § 13).
Um endlich die Oy o II zu einer O, 5 B0 erweitern, haben wir
P F}

wiederum X den Bedingungen (107) gemiss zu bestimmen, wo jetzt
die E,, ... E, den Formeln (105) zu entnehmen sind. Die allgemeinste
den ersten drei der Bedingungen (107) geniigende Collineation X ist
bereits in (101) mit Beriicksichtigung von (102) und (103) bestimmt.
Bildet man F, X, so folgt zunichst &« = § wegen D == 0, und ferner
e¢=0, =0, da jeder der Diagonalterme entweder reell oder rein
imagindr sein muss. Die Bedingung (E; X)* =1 ist jetzt erfiillt und
wir haben

(109) X: o2/ =vz, o8 =— 7?%: 02 =02y, Q2 = —va,

(vo = 1).

Bilden wir nun F, X so ergiebt sich D = 2}/i (v+2), und da dies

reell ist, so folgt D == - 2. Wihlen wir, was ohne Beeintrichtigung
der Allgememhelt geschehen kann, das obere Zeichen, so folgt

”=Vﬁi

Mit diesern Werthe von v verificiren wir, dass in der That (E, X =1
ist. Demnach erhalten wir, indem wir nun X = E; nehmen, folgende
quaternire

2

E, E, E, E, E

08 =1 &2 % %( 21+V§Z4) v 2y %( ;/553-]-2‘1/5_224) 0143
02, == | &3, %( 22+1/§.2'3) Vo2 }7%(“"9:7/§3'3*1/§54) — 027
0% = Agzzs %%(ngg—-— 2) | v, 2, L( V38, +iy22,) 024,

1 —_—
08/ =| &z, ﬁ(VZ.zl—— z,) | v,2, 75 —-zVZzi—-z/dzz) — 0,4,

‘=(123); = (12} (34)v 3 ""(12) (4‘5): E4 = (12} (56); E5=( 12) (67) ’

wo @, -]/12 -+ 7’]/12’ Qp == ]/12 z]/g, und v, », in (96) ge-
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geben sind. Ob o, oder g, fiir v genommen wird, ist gleichgiiltig;
duorch die Transformation y, = — 2, y, = — 2,, Y3==28,, Yy =12,
gehen nimlich E,, E;, E, in sich iiber, E, in E,?, welches indessen
statt F, genommen werden kann, wihrend in F;, ¢, und ¢, mit
einander verfauscht werden.

Herr Klein hat aus der Liniengeometrie die Existenz einer qua-
terndren Oy " gefolgert, und diese Gruppe durch zwei Erzeugende

3

S und 7", worin S eine Collineation, 7" dagegen eine dualistische
Transformation bedeutet, in der Weise definirt, dass verabredet wird,
nur diejenigen Operationen beizubehalten, an denen 7 eine gerade
Anzahl von Malen betheiligt ist*). In der isomorphen Buchstaben-
vertauschungsgruppe (d. 1. bei Klein die Vertauschungsgruppe der
tiberzihligen Liniencoordinaten z,, z,, ... 2;) ist S = (0123456) und
I’ = (34) (1 c. pag. 519). Berechnet man hieraus, oder besser direct
mittelst der Klein’schen Methode, die Collineation W = (356), welche,
wie man aus den Buchstabenvertauschungen sieht mit S zusammen

die alternirende C, ;. erzengt, so findet man folgende
"2‘ 2

S w

’ 1
02y = 2 Vf—;(“%‘f" 2+ a4+ 2z)

’ 1
Q8y == Y, ’Vv—T( 2 — 0z — fz, — az,)
V=

1
0z = | 4 ﬁ( 4 — wfy — wz; — pe,)

1

08y = | p*z, V=7 2y — Boy, —wz, — az) |,
§ == (0123456), W == (356),
8mi
1 1

y=e', a=y +p+y=—g+5V-T,
1

# F. Klein, Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten und
siebenten Grades., Math. Annalen, Bd. 28.

#¥) Diese Formeln wurden von mir dem internationalen Mathematiker-
Congress zu Chicago, 1895 vorgelegt, Die in meiner Arbeit ,The Invariants of
a Group of 2.168 Linear Quaternary Substitutions®, Math. Papers read at the
Internat. Math, Congress at Chicago 1893, New York, Maemillan and Co. 1896,
p- 175, zu Grande gelegten Substitutionen 8, I', ¢ konnen, mit geringfiigiger
Ab#inderang der obigen Gruppe entnommen werden, und zwar ist 7= (356) (421),
Q = (12) (36).

19%
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Da es, wie bewiesen, nur eine C; o giebt, so muss die soeben definirte
B

Gruppe auf die Gruppe (110) transformirbar sein,
U jetzt die vorliegende C1 o 20 erweitern, milsste zunfichst das
2

in (109) gegebene X so bestimmt werden, dass (F, X)* = 1. Hieraus

wiirde folgen v + % = 0, also v = . Die so erhaltene Collineation X

ergiebt aber mit F; combinirt eine Collineation K, X, fiir welche

D =2i(p,—@,) ist. Demnach kann die Periode von F; X weder 3

noch 2 sein. Die Existenz einer quaterndren Cy o 4t somit ausgeschlossen.
5 81

§ 13.
Die quaterniren symmetrischen Gruppen.

Nach dem Vorhergehenden ist es nun leicht, die symmetrischen
Gruppen herzustellen. Was zuniichst die O, anbetrifif, so haben wir
mit B, und E, (62) je eine Collineation F zu combiniren, so dass
Ft=1, (E,F)?=1, resp. (E/F) =1 wird. Nach den in §9
iiber die Collineationen der Periode 2, welche vom Typus Il (44) sind,
gemachten Bemerkungen, kann man fiir 7 hier eine derartige Colli-
neation ansetzen, falls man fiir B, die in (52) so bezeichnete Colli-
neation nimmt. Die so erhaltene Gruppe lisst sich leicht auf folgende
Form transformiren.

Cs 1
E, = (123):02) = 5,, 02, =12,, 02 — 25, 02, = &%2,,
F =(12) 102/ = w3, 02, = 02,, 02 = 08, 02/ = 0z,
144
V2
Eine weitere 5, ergiebt sich, wenn man fiir F die in (72) angegebene
Form pimmt. Durch Transformation erhilt man

(111)

D ===

G 11
E, =(123):902 =2, 02, = 2, 025 = &7;, 02, = &3z,
(112) , , , ,
F =(12) g2/ =12, 02, = — 2, 08 = 8, 02/ = 2y,

Die Collineation E,” (52) endlich wird in allgemeinster Weise erweitert,
wenn man F in der Form (86) ansetzt, Man transformirt leicht auf
folgende Form

Cs, 111
(113) E, = (123): 02/ = 24y, 02 = 22y, 025 = &2, 04, = &4y,
F =(12) 105/= 2, 02/ = &, 08'= 2, 08/ = 2.

Aus den Tetraedergruppen I, IT, III ergeben sich nach unserer
allgemeinen Methode die Octaedergruppen.
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Das Tetraeder I (59) wird, wie in § 11 gezeigt, durch die dort
angegebene Collineation (98) und durch keine andere vom TypusI
zum Octaeder erweitert. Somit ergiebt sich

Octaeder I
B, =(123) E,—(12) (34) F=(12)
05 = 2 2 E EA T
(114) oz = 6 |3 (—a+25428) —z
Q8 == &2, —;—( 28, — 2,4 22) —ag
0z, = 82z, % ( 22y4+22,— 2)| —2z .

Diese Gruppe geht durch die Transformation (60) in folgende iiber

E, | E, F

’ 1
oz =2 7 | 5 (— @ + 2+ 2+ )

= . 1
(115) oxy =z 12 | 5( % =2+ 5 —2z)

1
0z =2, {2 | 5 ( 2+ %+ 25— %)

1
02 =% %5 | 5 ( Z+&:m—a+ )

Dasselbe Tetraeder kann aber auch vermittelst einer Collineation
der Periode 2 vom Typus II erweitert werden. Man findet leicht, dass
sich diese Collineation eindeutig bestimmt, und mit der in (111) mit F
F bezeichneten identisch ausfillt. Demnach erhilt man folgendes

Qctaeder II
(116) B,—(123), E,=(12)(3%), F=(12),

wo E, E, in (114), F in (111) gegeben ist. Durch die Transforma-
tion der (60) geht die Gruppe in folgende einfache Form iiber

E | E | F
oz =\ @ | %, |0z
o, =| z, | ¥ |@,
’

0z, =| x | z, |0z
’ —

ox)=| z, | z |0z,
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Da im Octaeder I keine Collineationen vom Typus II vorhanden sind,
lasst sich II nicht auf I transformiren.

Geben wir nun vom Tetraeder II (64) aus, so ist in § 11 gezeigt,
dass die allgemeinste Collineation # von der Periode 2 und vom Typus I
welche mit E, und E, combinirt, die Periode 2 ergiebt, von der Form
(99) sein muss. Durch geeignete p-Transformation ldsst sich hier
reell und positiv machen, so dass F' die in (100) mit E, bezeichnete
Form annimmit. Wir haben demnach folgendes

Octaeder III
(11 E, = (123), FE,=(12)(34), F=(12)=E,,

wo K, E,, E, in (100) resp. (125) gegeben sind.

Eine Erweiterung des Tetraeders Il durch eine Collineation vom
Typus II (44) erweist sich, wie eine leichte Rechnung zeigt, als un-
mbglich.

Um endlich das Tetraeder III zum Octaeder zu erweitern, haben
wir mit B, und E, (69) eine Collineation F' zu verbinden, welche zu-
nichst von der Form (86) sein muss. Wie mittelst (88) gezeigt, lisst
sich bewirken, dass E; und E, ungefindert bleiben, in (86) dagegen
v=0 wird. Andererseits muss F in Folge der zur Formel (101)
fiihrenden Erbrterungen von der Form (101) sein. Also konnen wir
fir F (101) mit o = O ansetzen. Fiir die Gréssen « und g ergeben
sich die zwei Moglichkeiten ¢ =fg=1, oder a =1, § =—1.
Mithin erhalten wir zwei neue Qectaeder, nimlich:

Octaeder IV

E =123 E,=(12)(34) |F—(12)
02, = &2, 7%( 2 +722,) 2,
(118) ez =] .25 Vi?_: ( 2+12z) t — %
07y = 82, 1713 W22,— 2) 2,
02, =| &z % W2z, — 2)| — 4

und Octaeder V
(119) E,=(123), E,=(12)(34), F =(12),
wo E, und E, in (118) gegeben sind, wihrend fiir F':
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02 =2, Q8 =10;, 05/ = —12, 04 =—2z
zu nehmen ist. Dass diese Octaeder wesentlich von einander ver-
schieden sind, folgt, wenn man die Diagonalsnmmen der Collinea-
tionen E, E, F und E, E, F" bildet, welche der Buchstabenvertauschung
(1342) entsprechen. Man erhdlt im ersten Falle D = 0, im zweiten
D=—2iy2.

Von der im Tetraeder IIT enthaltenen Collineation F, ist bekannt,
dass sie mit einer Collineation vom Typus II combinirt nicht die Periode2
ergeben kann, Also lassen sich keine weiteren Octaedergruppen ableiten.

Wir kommen nun zu den symmetrischen C;,. Wie in § 11 gezeigt,
lassen sich die Ikosaeder I und II durch eine Collineation vom Typus I
nicht zur O, erweitern. Was nun Collineationen vom Typus Il an-
betrifft, so ist soeben bewiesen worden, dass die einzige derartige
Collineation, welche das in beiden Ikosaedergruppen enthaltene Tetra-
eder I zum Octaeder erweitert, durch ¥ in (111) gegeben ist. Combinirt
man nun dieses F mit der im Ikosaeder I enthaltenen Collineation E;
(17), so zeigt sich sofort, dass E, F nicht von der Periode 2 ist. Da-
gegen liefert E, F, wenn man F; aus dem Ikosaeder II (80) entnimmt,
die Periode 2. Somit ergiebt sich folgende

G 1
(120) B, — (128), E,— (12)(34), E —(12) %), F=(12),

wo E,, E,, E, aus (80), F aus (111) zu entnehmen ist. Durch die
Transformation (60) erhilt man die Gruppe in folgender Form

E,|E, E, F

1 . . .

ox =% | % |5 ( @y iz, iz iz, | 02
1 .

(121) oz =| &3 | &, | 5 (— &+ Z— Zy— z,) | O,
1 .

6wy =|x, | 2, | 5 (—i@— &— 23+ 2) | oz,

1 .
65 = | @y | 23 | 5 (—iy— &yt Z,— %,)| 0

Da die Tetraeder Il und III, wie bereits gezeigt, durch eine Colli-
neation vom Typus II nicht erweitert werden konnen, so kommen fir
die Erweiterung der Ikosaeder III, IV, V nur Collineationen vom
Typus I in Betracht.

Die Erweiterung des Ikosaeders III fiihrt eindeutig, wia im Anfange
von § 12 bewiesen, zur Collineation (108). Wir haben demnach folgende
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Cs 11
(122) E, —(123), E,= (12)(34), By = (12) (45), F=(12),

wo E,, E,, E, aus (84), F aus (108) zu entnehmen sind.

In § 11 ist bewiesen worden, dass das Tkosaeder 1V durch Hinzu-
nahme einer Collineation vom Typus] nicht zur Cj, erweitert werden kann.

Was endlich die Erweiterung des Ikosaeders V anbetrifft, so ist
in § 12 gezeigt, dass die allgemeinste Collineation der Periode 2
welche mit E,, E,, E; (95) combinirt wiederum die Periode 2 ergiebt,
von der Form (109) sein muss. Hier lisst sich durch p-Transformation
noch v = 1 machen, und man erhilt folgende

G, 11T
(123) B, —=(123), B,— (1934, E —(12)45), F=(12),

wo B, E,, E, aus (95) und I aus (118) zu entnehmen sind.
Wir kommen endlich zu den symmetrischen C;,. Wie im Anfange
von § 12 gezeigt wurde, lisst sich die C, . I eindeutig durch Hinzu-
56!

nahme von (108) zur (i, erweitern. Wir erhalten demnach folgende:

Co: 1
| E=(123)| E,=(12)(3%) | E,=(12)(45) |E=(12)(56)| F=(12)
07 — 2, %( 24V22,) %(1/321—1— 2,) 2, } 2,
(124) o2, = 2y ;—,_15(—-22—}-1/?53) %( 7—V38)| 2, ; —z,
02 = &2, 1—/%(1/%2-{- 2) 2, | —2z, : 2
0z =| &z, i/%(l/é'z'_ 2,) 2 s ; —z,

Diese Gruppe geht durch die Tranformation (65) in folgende Form iiber

| E,| E, | E, E, | F

’

1 . . 1

oy =12 | — 3| 5( & — iz, —im—in,) |— 2 V"i;‘g(xz‘f‘xa‘f“x‘;)
f 1 . j.

(125) o@) =| 25| |50t B— 24— 2,) | 2, V‘:——’é(@‘l‘%“xa)

’ 1,. 1
0%y = | &y | —&,| 5 (02— 2,— Bt 3,) | %, ﬁ(‘”i'l"xz — %)

’ 1,. 1
0% =2 | 3| ;0z;— B} 2— @) | 7 V=3 (@, — 2y +2,) | -
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Auch die 01 o II (105) lasst 'sich auf eine Cs; erweitern, und zwar
6

wiederum nur auf eine Weise. Bestimmt man zu dem Zwecke in der
fiir X in (109) gegebenen Form v so, dass E, X die Periode 2 liefert,
so erhdlt man -} % =0, also v =i. Indem wir dann noch den
Factor ¢ in den Proportionalititsfactor ¢ mit aufnehmen, ergiebt sich
fiir X, das wir nunmehr fiir 7' nehmen kénnen
(126) F:oz2 =125, o2, =12, oz/=—2z, 08 = —a,
und somit erhalien wir

Ce, 1T
(127) E,—(128), B,—(12)(34), E,=(12)(45), E,=(12)(56), F=(12)

wo E,, E,, E;, E, in (105), F in (126) gegeben ist.

Die so erhaltene (s, II bildet indessen keine neue Gruppe, sondern
lisst sich aus der Gy, I (124) durch Transformation erhalten. Der
Beweis hierfiir kann analog wieder fiir die Transformirbarkeit der
C. o I'in die Oy o II gefiihrt werden, wenn man zu den Relationen

2 2

(106) noch hinzunimmt

G = (15) (24) (36).
Dieses G liefert in der That mit F,, F,, F;, F, combinirt je die
Periode 2, und spielt also in Bezug auf F,, ... F, dieselbe Rolle, wie
F in Beaug auf E,, E,, E;, E,.

Herr Klein hat in der bereits genannten Arbeit iiber Gleichungen
sechsten und siebenten Grades auch eine quaternire (g, aufgestellt,
und zwar in vollstindiger Form*). Die Klein’sche Gruppe muss sich
demnach auf jede der beiden Gruppen Cg I und Gy I transformiren
lassen.

Weitere symmetrische quaterndre Collineationsgruppen kdnnen
nicht existiven, In der That ist eine Erweiterung der 03_ " auf O,

2

nach den Schlussbemerkungen des § 12 unmoglich.

§ 14,
Resultate fiir quaternire Gruppen.

Das Resultat der vorausgegangenen Untersuchung dber quaternire
Gruppen lisst sich demnach in folgendem Satz zusammenfassen :
Jede quaterniire Collineationsgruppe Cy o’ Crr, welche einer aller-
2

nirenden oder symmetrischen Buchstabenvertauschungsgruppe von &
Buchstaben (k > 2) holoedrisch isomorph ist, lisst sich auf eine der
folgenden Collineationsgruppen linear transformiren:

#) 1, ¢. pag. 519, Formel (40) umd {41},
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Drei Oy
-;-3!

durch ihre Erzeugenden definirt in (52),

Drei €C 1 4!(Tetraeder) »
2

Finf Cy " (Tkosaeder) ,,
S5

Eine C,
~—~ 8}
2

Eine O, .
70

Drei 03,
Fiinf Cy,
Drei Cs,
Eine 06!

”
»

2

(Oktaeder) ,,

»

»

»

”»

»

b2

»

”

»

»

»

»

»

’”

»

”

»

i

»

»

»

n

”

»

»

» (69),(64),(69),

» (77),(80),(84), (94), (95),
» (100) oder (105},

» (110},

, (111), (112), (113),
» (114),(116),(117),(118), (119),
, (120), (122), (123),

» (124) oder (127).

Die 25 hier aufgezihlien quaterndren Collineationsgruppen sind sdmmi-
lich von einander wesentlich verschieden, d. h. es lassen sich keine zwel

von thnen n einander linear transformiren.

University of Chicago, November 1897,



