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Soit U ]a surface et V le volume d'un poly~dre convexe. D'un 
point fixe O,  pris dans son intdrieur, abaissons des perpendiculaires 
p ,  q ,  r ,  . . .  sur routes les faces A,  JB, C , . . .  du poly~dre. Dd- 
signons par al ,  a 2, a 3, . . .  les ar~tes qui forment le polygone A et par 
t~l, ~2, ~3, - ' .  les angles di~dres correspondants. Pour la face B 
ces m~mes quantit6s seront dgsignges par bt ,  b2~ b3, . . .  et ill, f12,/~3, . . .  ; 
pour la face C par cl ,  c2, ca, . . . e t  91, 92, 73, �9 �9 �9 et ainsi de suite. 
Cela pos6, concevons que le "plan du polygone A se dgplace parall~le- 
ment k lui-m~me, de sorte que la distance to re~oive un accroissement 
infiniment petit d10; l'accroissement correspondant du volume V sera 
6videmment Ad10 e t  eelui de la surface totale U 

(a 1 cot ~- -~- a,, cot 2 "4- a3 cot -2- -~-" " ") d p --~ dp .  23 a cot -2- , 

la sommation s'dtendant au contour entier du polygone A. On trouve 
des expressions analogues pour les accroissements de V e t  U que pro- 
duirait un ddplacement parall~le et infiniment petit de la face /~ ou 
d'une autre face quelconque, de,sorte que, si routes les perpendiculai- 
res 10, q,  r ,  . . .  6taient variables de longueur, leurs directions 6tant 
constantes, les diffdrentielles totales de V e t  U seraient 

(1) d g  = A d p  -~- B d q  + Cdr + . . .  

(2) d U = d p . ~ a c o t - f f - l - d q . ~ b c o t ~  ~ -  d r . ~ c c o t ~ - { - . . .  

Pour en tirer les valeurs de U et V en termes finis, on peut 
supposer la dilatation du  poly~dre uniforme ou telle que les perpendi- 
culaires ~ ,  q~ r ,  . . .  croissent routes en mgme !proportion. On aura 
alors 
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d V d U dp d q dr 
= . . . .  

et il sera permis de remplacer, dans les 4quations pr4c4dentes~ les 
diff6rentielles d V ,  d U, dl~ , d% dr,  . . .  par les quantit4s propor- 
tionnelles 3 V,  2 U, p ,  q, r~ . . . ce qui conduit immddiatement aux 
formules 

(3) 3 V =  Ap + Bq + C," + . . .  

(4) 2 U = l o 2 ~ a c o t ~  + q ~ b c o t  + r 2 , ' c c o t  ~ + . . . ,  

dont la premiSre est bien connue, tandis que lu seconde renferme une 
expression nouvelle de l'aire totale d'un poly~dre. 

Pour en venir s l'objet de notre recherche, nous admettons d'a- 
bord qu'on air fix4 le hombre et les inclinaisons mutuelles des faces 
d'un poly~dre convexe ou, ce qui revient au m~me, les directions des 
perpendiculaires I% q, r ,  . . .  et qu'on vcuille dgterminer les conditions 
n4cessaires pour que le volume V soit 

4rant donn4e. Elles sont contenues 
d V  = 0 ~ d U  ~--- O, qui deviennent, 
variables principales, 

0 = A d p  -~- B d q  ~- C d r  -~- . . .  

m a x i m u m ,  la surface totale U 
dans les ~quations simultandes 

enprenant  p ,  q, r~ . . .  pour 

o - -  (a + : + ; 

et comme la premiere 4quation dolt avoir lieu pour routes les valeurs 
de @ ,  dq, dr ,  . . .  qui satisfont s la seconde~ il faut que les coeffi- 
cients soient propor~ionnels, c'est- s dire qu'on air 

A B C 3V 
Z a cot ~ z~ b cot - Z c cot ~-2 '2 ~J 

La derni~re fraction est obtenue en ajoutant les numdrateurs et les 
dgnominateurs de celles qui prgc~dent, apr~s avoir multipli4 les deux 
termes de la premiere fraction par p ,  ceux de la seconde par q, etc. 
En faisant 

R___~ 3V 

on aura donc 2 A  = I ~ Z  a cot --~ 
2 

2 B  --~ 1 r  b cot fl- 2 

(5) 2 C =  R 2 7 c  cot v 
2 

�9 , �9 * �9 , 

Ainsi, dans le cas du maximum d'un poly~dre, une face quelconque 
est i0roportionnelle "~ la somme de ses ar~tes multipli4es chacune par 
la eotangente du demi-angle di~dre correspondant. 

On peut exprimer ce r4sultat sous une autre forme plus simple. 



simple. Considdrons une face particuli~re A et concevons une sphere 
inscrite .~ la fois dans les trois angles dihdres consdcutifs ~1, %,  a3, 
et tangente, par cons6quent, aux quatre faces contigu~s .~ l'ar6te % .  
A chacune des ar~tes at,  a2, an, . . .  correspond ainsi une sphere in- 
scrite d6termin6e; nous dgsignons respeetiv~ment par (~t, P2, qa, - . -  
les rayons de ces spheres. 

Soit /)  un point quelconque pris dans le plan du polygone A e t  
hi, h.,, ha, . . .  les perpendiculaires abaissdes de ce point sur les droi- 
tes at,  a2, a3, . . . .  Si l'on convient de regarder chacune de ces 
perpendiculaires comme positive ou n6gative, suivant qu'elle tombe du 
m6me c6t6 que le polygone ou du c6t6 opposd de la droite correspon- 
dante, on aura duns tous les eas 

(6) 2A ~ alht + a 2h 2 + a ah3 + . . .  

Supposons maintenant que la droite a 2 se ddplace parallblement .~ elle- 
m~me de mani~re que la perpendiculaire h 2 re~oive un accroissement 
iafiniment petit dh2, les trois ar6tes aj,  %, a a ainsi que la surface A 
seront variables, tandis que les autres ar6tes et perpendiculaires reste- 
font constantes, et l'on trouve, en prenant la diffdrentielle sous ce 
point de rue, 

2d/1 ~ % d h  2 + hlda j + h2da~ + ha da:~. 

Mais l'on a aussi dvidemmenL dA ~ a2dh~; notre formule se rdduit 
donc .X 

dA --~ hzda I + h2da 2 + hadaa. 

Cette dquation ayant lieu quel que soit le point /),  il est permis de 
substituer aux perpendiculaires ht, .  h2, h a les valeurs particuli~res 
qu'elles prendraient, si le point _P co~ncidait avec le point de contact 
de Ia sphbre inscrite correspondante .~ l'ar6te %. Ces valeurs sont 

~3 "~ ~* ha 02 cot ~ ,  hj ----- 02 cot ~ , h2-----02 cot ~ , 

et l'on aura par consdquent aussi 

= ~, (~. : , d a n )  d A  02 (cot ~- da~ + cot ~ da~ + cot 2 

ou bien, en inerrant pour dA 'sa valeur a2dh2, et supposant que les 
angles a restent constants~ 

d.,~a cot ~ --~ a~ dh2. 

Telle e~t la diff6rent~ielle de la somme ~ a c o t ~  prise par rapport .~ 

h~ eomme seule variable ind@endante. Mais si routes les perpendicu- 
laires hi,  h2, ha, . . .  venaieht h varier simultandment par un ddpla- 
cement parall~le de tous les eSt6s du polygone A ,  l'expression prdcd- 
dente acquerrait d'autres f~rmes de la m6me form% et la diff6rentielle 
to,ale ,de "2~ seraR 
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(I 2 cot-o~- dal 2c" cot ~ da.~ -1-- . . .  r ~ 

En supposant la dilatation du polygone uniforme, ou telle qu'on air 
dal da2 dh, dh, 

Oi'l ~ft 

on en ddduit la relation 

~, '~2 = .,, hi + a~ h2 -4- "'" a t co t~  + a 2 c o t ~  -I- . . .  r -~ 

que nous 6crivons plus simplement 
a a h  

(7) X a c o t  y = ~ - ~ ,  

1~ somme X grant relative au contour entier du polygone A. 
Reprenons maintenant la premiere des dquations (5) et mettons 

y les valeurs trouvdes dans les formules (6) et C7); nous aurons 

ah R ~ ah 
o 

ou en ddveloppant et transposant 
L )  1 

ce que nous d6signons, en abr6geant l'dcriture, par 

Telle est en ddfiuitive la condition .~ laquelle chacune des faces 
doit satisfaire sgpardment pour que le poly~dre soit maximum, et cela 
quelle que soit, dans le plan que l'on consid~re, rorigine des perpen- 
diculaires h. 

Cette condition est 6videmment remplie lorsque le poly~dre est cir- 
conscrit ~ une sphbre, puisque R signifie alors le rayon de cette 
sphere, et que toutes les spheres particuli~res eorrespondantos aux dif- 
fdrentes ar6tes d'une face quelconque co~nciden~ avec celle-ci,, de sorte 
qu'on aura constamment 0 ~---//. Mais il s'agit de ddmontrer rdci- 
proquement que si 19 condition (8) est remplie pour chacune des faces, 
le poly~dre est ndcessairement circonscrit ~ une sphere. 

cet effet nous eonsidgrons de nouveau une face particuli~re A 
formde par un hombre d'ar6tes quelconque. Pour chacune de ces ar6- 

tes la diffdrence 1 1 q /~ a une valeur d6termin~e, qui peut ~tre posi- 

tive ou nggativ% si elle n'est pas nulle. Supposons qu'on marque sur 
chaque ar6te le signe correspondant de la diffdrence dont il s'agit 7 et 
examinons les dispositions que peuvent prdsenter ces signes. 

Si l'on prend l'origine 19 des perpendiculaires h dans l'int~rieur 
du potygone A, routes ces perpendiculaires et par consdquent aussi 
les produits a h seront positffs. I1 en rdsulte que si la diffdrence 
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1 1 n'est pas nulle snr le contour entier du polygone, elle sera 
o R 
posit ivepour quelque cbhi et n6gative pour quelque autre, puisque 

') sans cela la somme • - -  -/{ ah ne saurait ~tre nulle. Ajoutons 

qu'il existe alors au moths deux cSt6s affectds du signe -{- et deux 
autres marqu6s du signe - - .  Car s'il n'y avait qu'un seul c5t6 por- 
rant un certain signe, il suffirait de placer le point P sur ee c6t6 
m~me pour prouver que l'6quation (8) serait alors impossible. 

Je dis de plus que les signes des diff6rents cSt6s doivent altemer 
de mani~re h pr6senter au moths quatre variations, en faisant le tour 
du polygone. En effet, s'il n'y avait que deux suites de signes, de 
sorte clue routes les ar~tes marqu6es du signe -{- se trouveraient d'un 
c5t6 d'une certaine diagonale et toutes eelles marqu6es du s i g n e -  
de l'autre, il suffirait de placer l'origine P au point de rencontre des 
deux ar~tes extremes soil de la suite positive, soit de la suite n6ga- 
tire, pour faire prendre le m~me signe ~ tous les  termes de l'6qua- 
tion (8). Cette ddmonstration n'est jamais en d6faut~ puisque~ le 
polygone 6tant convexe, il est impossible que les deux couples d'ar~tes 
dont il s'agit, soient parallbles ~ la lois. 

I1 est donc bien prouv6 que si la diff6rence 1 1 n'est pas 
o R 

nulle pour toutes les ar~tes d'une face~ elle offrira sur son contour au 
moins qualre variations de signe. 

De 1"~ on peut conclure imm6diatement: 1 ~ que la diff6rence dont 
il s'agit~ est ndcessairement nulle pour toutes les ar6tes d'une face 
triangulaire, puisqu'il faudrait autrement que les trois cStds pr6sen- 
tassent quatre variations de signe, ce qui est absurde; 2 0 que si cette 
diff6rence est nulle pour un eStd d'une face t6tragonale, elle est nul[e 
sur son contour entier; 3 0 qu'elle est nulle pour toutes les ar~tes d'une 
face pentagonale, aussitSt qu'elle s'gvanoui~ pour deux d'entre elles. En 

g~n6ral~ on peut affirmer que la quantit6 _1 ~ ) est nulle le long 
R 

du contour d'une face de m cbt6s, quand on sait seulement qu'elle 
s'6vanouit pour m -  3 cSt6s particuliers. 

Mais il faut d6montrer que cette quantit6 est n6cessairement nulle 
pour toutes les ar~tes d'une face quelconque du poly~dre maximum. 
Pour cela, il est utile de faire, avant tout, la distinction suivante. 

Lorsqu'un sommet ou angle solide est form6 par trois plans, nous 
dirons qu'il es~ s/m/~/e; nous l'appellerons double, s'il est form6 par 
quatre plans, triple, s'il es~ formg par cinq plans, etc. En g6n6ral 
nous regardons le degrg de multiplicit6 d'un angle solide comme infg- 
rieur de deux unit6s au nombre des plans qui concourent ~ sa for- 
marion. Cela convenu, il peut arriver, suivan~ la disposition des plans 
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limites, que tous les sommets du poly~dre maximum soient simples, 
ou bien qu'il existe aussi des sommets multiples. Dans le premier cas 
il n'y a jamais qu'une seule valeur de Q correspondante f~ une ar~te 
donnde, tandis que, da~s le second, ~ pourrait avoir des valeurs diffd- 
rentes pour cette m~me ar~te dans les deux faces auxquelles elle 
appartient. C'est pourquoi il convient de traiter sdpardment ces 
deux cas. 

I. Cas oh il n'y a quc des sommets simples. - -  Suivant la remar- 

que que nous venons de faire la quantitd 1 1 ~- - -  ~ ne peut avoir~ duns 

le cas actuel, qu'une seule valeur pour chaque ar~te du poly~dre. Si 
elle n'est pus constamment nulle, il existera un certain hombre d'arS- 
tes pour lesquelles cette quantitd sera essentiellement positive ou ndga- 
tire et qui seront, par consdquent, affectdes de signes ddterminds -~ 
ou - - .  De relies arStes peuvent entrer duns le contour de chaque 
face ou dans celui de quelques faces seulement. 

Examinons d'abord la premiere hypo~h~se, par laquelle il esf admis 
que chaque face contienne dans son pdrimbtre quelque ar~te marqude 
d'un certain signe: Comme nous l'avons vu, l'existence d'une seule 
ar~te de cette esp~ce entra~ne celle de plusieurs autres, de sorte que 
chaque face dolt alors prdsenter au moins quatre variations de signe. 
Ddsignons par s le nombre des sommets du poly~dre, par f le nombre 
des faces et par k celui des arStes; d'aprbs le thdor~me d 'Euler~  ces 
hombres seront lids entre eux par la relation 

s + f = k + ' 2 ,  
et comme tous les sommets sont simples ou fi)rmds par trois plans, 
on aura en outre 

3s --~ 2k,  
d'ofi il rdsulte 

t 2 
s ~ k ,  

1 (9) f =  ~- k + 2 .  

Soit v le hombre total des variations qu'on observe en faisant le tour 
de routes les faces du polybdre, apr~s avoir donnd une signe arbitraire 
�9 & chacune des ar~tes qui n'en portent aucun. Le m~me nombre dolt 
s'obtenir dvidemment en comptant les variations autour des angles solides. 
Or chaque angle solide ne peut prdsenter, sur les trois ar~tes don~ il est 
formd, que deux variations tout au plus. On aura donc ~ la lois 
v ~ 4 f  et v ~ 2s, c'est ~ dire 

4 4 
v ~ ~ k - { -  8 et v ~ y k ,  

ee qui implique une contradiction gvidente. Donc il est impossible 
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que routes les faces contiennent des ar6tes pour lesquelles la quantitd 

1 1 soit diffdrente de zdro. Q 

Voyons maintenant si cette quantit6 peut se rdduire ~ zdro le 
long du contour de certaines faces sans 6tre nulle pour routes les ar6- 

f 

un seul polygone gauche 
meat le mgme nombre de 
A e t  ~ ensemble. Quant 
tune d'elles offrira autant 

tes du polybdre." Soit A -~- abed (void" la 
figure ci-joi~te) une des faces dont les ar6- 
tes ne portent aucun signe, [dt B -~ a b elg 
une face adjacente. Imaginbns qu'on sup- 
prime l'ar6te a b commune ~ ces faces et 
qu'on redresse les lignes brisdes dag et cbc 
en leur substituant les nouvelles ar6tes recti- 
lignes dg et ce, auxquelles on donnera les 
signes des ur6tes supprimdes ag et be. Par 
1~ les deux faces A et B se rduniront en 

ce fgd ,  dont le contour prgsentera exacte- 
variations de signe que ceux des deux faces 
aux autres faces adjacentes C et D,  cha- 

de variations aprbs qu'avant cette transfor- 
marion, de mani~re que le nombre total des variations n'aura subi 
aucun changement. E n  continuant ce proc6dd, on fera disparaitre 
une ~ une routes les faces dont les ar6tes ne portent aucun signe, 
jusqu'~ ce qu'on air transformd la figure primitive en un rgseau polyd- 
drique dans lequel chaque polygone latdral prdsente au moins quatre 
variations de signe. Or chaque fois qu'on supprimera ainsi une face, 
on fera disparaitre en m~me temps deux sommets et trois ar6tes, d'o~l 
il rdsulte qu'en ddsignant par k', f', s" les nombres respectifs des 
ar~tes, des faces et des sommets de la figure transform6e, on aura 

f -  F = k--k_____~' = s--s-- 
3 2 

On en dgduit, ~ raide des formules (9), 

8 t 2 p 

1 k'  f '=y 
Ainsi les m6mes relations (9) qui avaient lieu entre les hombres des 
ar6tes, des sommets et des faces du polybdre primitif, subsistent en- 
core dans la figure ~ransformde. D'ailleurs chaque sommet de celle-ci 
est aussi form6 par trois plans. Done cette figure rentre compldtement 
dans l'hypot~bse ddj~ examinde. 

]1 r~sulte de cet~e discussion clue pour un polybdre maximum dont 

tous ~es sommets sont simples~ la diffdrence 1 1 E est constamment 
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nulle, ce qui veut dire que le polybdre est circonscrit ~ une sphbre 
au rayon /L 

]I. Cas de sommets  mult iples .  - -  Lorsqu'un poly~dre a des som- 
mets multiples, on peut le consid6rer eomme eas limite d'u~ autre 
poly~dre h faces variables et dont tous les sommets sont simples. Soit 
S u n  sommet du degr6 n de multiplicit6 ou formd par n -4 -2  plans. 
Si l'on fair mouvoir un de ces plans parall~lement ~ lui-m6me vers l'in- 
tgrieur du polybdre, le sommet S se partagera dvidemment en n sore- 
mets simples et en m~me temps le poly~dre acquerra n -  I ar~tes 
nouvelles, qui feront partie du pdrim~tre de la face A. Si le plan A 
se mouvait vers l'extdrieur, il n'en r6sulLerait qu'un sommet nouveau 
et une ar6te nouvelle, qui serait commune aux deux faces adjacentes 

A. Le sommet S resterait ~ sa place, mais son degrd de multipli- 
citd serait diminu6 d'une unit6. 

En gdn6ral il est permis de regarder un sommet multiple du degrd 
n comme la rdunion de n sommets simples, confondus par l'dvanouis- 
sement de n - -  1 ar6tes, qui les avaient s6pards. Restituons par la 
pens6e routes ces ar6tes disparues et nous aurons un poly~dre ~ som- 
mets simples et qui rentre, par consdquent, dans le cas pr6c6dent, 
cela pros qu'un certain hombre de ses ar6tes auront la valeur par~icu- 
li~re nulle.  

Or~ il est aisd de v6rifier que les calculs et les raisonnements que 
nous avons fairs au sujet de poly~dres en g6n6ra], subsistent encore 
lorsqu'une on plusieurs ar6tes sont nulles, pourvu qu'on tienne tou- 
jours compte de ces ar6tes et des angles di~dres qui leur correspon- 
dent. On peut voir, en particulier, que les formules (2) et (4) ne 
cessent pas d'6tre vraies, si quelques-unes des ar6tes se r6duisent h 
des poinf~. I1 en est de m6me de l'6quation (7); seulement il faut 
observer que si une ar6te a est nulle, le rayon correspondant ~ peut 

a qui d6pend unique- 6tre nul ou inddtermin6, tandis que le rapport ~-, 

ment des inclinaisons mutuelles des plans, a toujours une valeur d6- 
termin6% qui est positive dans le premier cas et nulle dans.le second. 
Partant des formules (2), (4) et (7) ainsi g6ndralisdes, on obtient la 
m~me condition de maximum (8) qu'auparavant. Cet~e lois il est prd- 
f6rable de lui donner la forme 

z - = o 

et d'examiner les signes du facteur a a qui es~ toujours fini. La 

question se trouve ainsi ramen6e au cas d6j~ trait6 et l'on en eonelut 

immddiatement que la dif f6rence a a doit g'6vanouir pour routes les 

ar6tes du poly~dre, y compris eelles qui sont nulles. I1 en rdsulte 



d'abord qu'on aura ~---~ R pour toute ar6te a qui diff~re de z6ro. 

Pour a ~ 0 le terme /~ s'dvanouit, et il faut qu'on air aussi a = 0. 
0 

Cette dernibre condition, qui est relative aux angles solides multiples, 
laisse le rayon Q ind~terming et elle exprime, par consdquent, que les 
plans qui ferment un tel angle, pris ~ quatre, sent circonscriptibles 

an c6ne droit. Pour satisfaire k cos diffgrentes conditions relatives 
~. routes les ar6tes, il faut 6videmment que le polyb~e self, dans ee 
cas encore, circonscrit ~ une sphbre dent le rayon est R. 

En r6sumant le rgsultat de route notre discussion, nous pou- 
vons, d~s ~ prgsent, dnoncer le th6or~me suivant: 

Le poly~dre convexe q~ti so~s ~ne ~;tendue supe~cielle donn~; re'n- 
/~rme le plus grand vol~n~, le hombre des ['aces et leu~ indinai-  
sons mut~elles ~;tant d~termine's, est n~;cessairement cireonscrit d ~ne 
sph~)re. 

Ce poly~dre est unique. Car si l'on prend le point 0 pour cen- 
tre d'une sphbve de rayon arbitraire, les perpendiculaires p,  q, r, . . . ,  
dent les directions sent donndes, ddterminent les points de contact du 
seul poly~dre circonscrit dent les faces aient les directions voulues, et 
il ne s'agit d(,s lots que de donner Acette sphere des dimensions con- 
venables pour que la surface du poly~dre devienne ce qu'elle doit 6tre. 
Or l'existence du maximum est 6vidente "~ priori, et comme il n'y a 
qu'un seul poly~dre qui remplisse la condition Snoncde dans notre thgo- 
r~me, il en rgsulte que cette condition ndcessaire est aussi suffisante, 
c'est-~-dire que le poly~dre circonscrit ~ une sphere est rdellement le 
plus grand parrot tous ceux de m6me surface qu'on pourrait former 
avec le mgme nombre de plans, en conservant leurs inclinaisons mu- 
tuelles. 

Jusqu'ici nous n'avons compar6 entre eux que des poly~dres dent 
les faces ont les m6mes directions ou les mgmes inclinaisons mutuel- 
les. Laissons maintenant cette resfric~on et admettons plus ggndrale- 
merit que les fates, au nombre donn6, puissent varier de routes les 
mani~res, pourvu que leur dtendue totale soit constante. Pour le 
maximum d'un poly~dre placg dans ces nouvelles circonstances, la 
condition d'6tre eirconscrit ~ une sphbre subsiste toujours, mats elle 
n'est plus stfffisante. ]l faut en outre que chacune des ,faces soit tou- 
chde au centre de gravitd de son .aire par la sphere insc'rir 

Pour le ddmontrer, considdrons un poly~dre P circonscrit ~ une 
sphere et supposons que le point de contact d'une certaine face ne 
co'/ncide pas avec son centre de gravitd. Imaginons que eette face 
tourne infiniment peu autour d'une droite men6e dans son plan et 
passant par son centre de gravit6, de mani~re ~ s'61oigner de la sphere; 
on voit par le thgor~me de G u l d i n  que l'accroissement correspondant 
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(lu volume V sera un infiniment petit du second ordre, et si ron 
rambne ensuite le plan parall~dement '~ lui-m~me en contact a v e c l a  
sphbr% le volume diminuera d'une quantit6 infiniment petite du pre- 
mier ordre. Par cette double transformation le polybdre primitif /~ 
sera remplacd par un second polybdre P '  circonscrit '~ la m~me sphbre 
et ayant un volume V' ~ .V. Quant ~ la surface totale~ elle aura 
diminu6 dans la m~me proportion, puisque les surfaces U et U' des 
deux polybdres sont proportionnelles aux volumes V et~ V'. Conce- 
vons maintenant que les dimensions de la sl)h('re et du polybdre cir- 
conscrit /) '  croissent uniformement, jusqu'~ ce que la surface de celui- 
ci reprenne la valeur primitive U; le volume V' croitra en m~me 
temps; mats eette Ibis l'accroissement du volume allra lieu en plus 
forte proportion que celui de l'aire, puisqu'on a 

dV" . dU' dV' 3 dU' 
~ V ' - - 2 U '  ' ou V~ ~ T -U r"  

Par consdquent le nouveau polybdre ainsi formd aura un plus 
grand volume, tout en ayant la m~me surface, que le premier polyb- 
dre 1 J. Done eelui-ei n'd~ait pas un maximum, c . q . f . d .  

Ce rgsultat combin6 avec le thdor~me prgcgdemment dgmontr6 
conduit ~ une proposition plus gdngrale, que voici: 

De tous les 2oly~dres convexes ayant le m&~e hombre de faces, 
celui qui sous une (tendue sul~erficielle donnde renferme le plus grand 
volume, est eirconscr# d u n c  sivh~)re qui toucl[e chacune des faces dans 
son centre de gravitd. 

Ainsi se trouve 6tabli un thgor~me fondamenta], ddjh entrevu par M. 
S t e i n e r ,  et qui pourra~ d~s "~ prgsent, servir de base pour des recher- 
ehes spdciales sur les maxima des figures solides. 


