Ueber die Reduction Abel’scher Integrale auf elliptische und
hyperelliptische.
Von
Leo KoniGsBERGER in Wien.

Im 4ten Hefte des 86¢r Bandes des Borchardt’schen Journales
habe ich die Frage behandelt, ob sich von vornherein charakteristische
Eigenschaften fiir die Moduln.-derjenigen elliptischen Integrale angeben
lassen, auf welche sich gewisse Abel’sche Integrale von der Form

f @, VR®) de

reduciren lassen, worin f eine rationale und R eine ganze Function
von z bedeutet; ich fand dort, dass, wenn ein Abel’sches Integral
erster Gattung — und auf Integrale erster Gattung sind, wie ich frither
gezeigt habe, alle Transformationsprobleme zuriickzufiihren — von der
Form

Jv) G R@Y ds,

worin % > 2, auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur
fiir n =3,4,6 der Fall sein kann, und zwar haben die elliptischen
Integrale, auf welche sich die Integrale

v VR@Y as,  [v) VE@) az
reduciren lassen, wenn im ersten Falle r=1, 2, im zweiten r—=1, 2, 4,5

ist, den Modul der ecomplexen Multiplication %]/2 -+ /3 oder einen

aus diesem transformirten, wihrend die elliptischen Integrale, auf
welche die Abel’schen

[ v@ YR@Y dz
zuriickfithrbar sein konnen, worin r = 1, 3 ist, den complexen Multi-

plicationsmodul ]/? oder einen aus diesem transformirten besitzen.



Reduction Abel’scher Integrale. 175

Mit Riicksicht auf die in der vorliegenden Arbeit folgenden Un-
tersuchungen will ich auf Grund des in der oben citirten Arbeit
bewiesenen Satzes, dass gleiche Multiplicatoren nur dann zwei ver-
schiedenen Moduln der complexen Multiplication zugehdren kénnen,
wenn die Moduln in einander transformirbar sind, und zufolge der
Bemerkung, dass die elliptischen Integrale

dz * dz
Vs —1’ 2
1/ dt o 1
st—___ fV_/(gﬁ—l) T2 VT_T? (fur Y —T)

die complexe Multiplication mit den Multiplicatoren

2x . . %
cos 'é"—l—’b sin ——

27 .o 27
cosT—l—zsm— 5

27 Lo 2
cos?—l—zsm—, )

x
3
besitzen, den obigen Satz so aussprechen, dass die Integrale von der
Form

Jr@ V@Y as, [v@ GR@Y as, [v(x) (YR@Y as,

mit den oben angegebenen Beschrinkungen fiir die Zahl # sich nur
auf die resp. Integrale

sz’—l und jVZ‘~1

welche die 3'¢ und 4'° Einheitswurzel zu Multiplicatoren haben, redu-
ciren lassen kdnnen.

Es blieb jedoch noch eine wichtige Frage unerledigt, niimlich alle
Abel’schen Integrale der bezeichneten Form ansugeben, welche auf
elliptische Integrale reducirbar sind, und die vollstindige Beantwortung
dieser Frage soll den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bilden, indem
ich zugleich die Frage der Reduction selbst etwas zu verallgemeinern
sachen werde,

Sei die irreductible algebraische Gleichung

f (xi ?/) =0,
fir welche wir die zugehrigen Abel’schen Integrale untersuchen
wollen, eine algebraisch aufldsbare, so dass in der bekannten Abel™-
schen Bezeichnungsweise y als algebraische Function p'* Ordnung
dargestellt die Form hat

1 2 3—1
Y=o+ ap"+ &+ T ap”
worin g, , ¢, - + - ¢a—1 und p algebraische Functionen g — 1*r Ordnuung
bedeuten, und n fir die folgende Untersuchung jede positive ganze
Zahl vorstellen darf; sei ferner ein Integral
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/‘ F(z, y)dz
vorausgesetzt, das sich durch eine algebraische Transfermation auf
elliptische und hyperelliptische Integrale reduciren lisst, so dass

(0) F(z,y)dz = F (z,,)/ Bop,+1(2))) dty 4 Fy (25, ) Rop,11(2)) dz,+

+ F (20, Bap,11(2)) dav+tu+ A, logv, 4 4, logv, 4 ---

+4,logu,
wird, worin
Bop+1(2)s  Bop41(2), - -+ Bop,1(2)
ganze Functionen von z von dem Grade bedeuten, den der Index angiebt,
Byy Bay vt By U, Uiy Ugy c 0V

algebraische Functionen von z, und 4,, 4,,---.4 Constanten vor-
stellen.

Mit Hiilfe ahnlicher Schliisse, wie ich sie in meinen ,,Vorlesungen
iiber die Theorie der hyperelliptischen Integrale fiir die Behandlung
des Transformationsproblems gemacht, kann leicht gezeigt werden,
dass dann jedenfalls auch eine Bezichung von der Form existirt

&F(x,y)dx:ﬁ?rf’l (8,1 oy o (8)) a2
+ D) By €) a0+
+2 FE (81 By (€)) 280

+ M+ B log V,4---+ B, log V,,
worin 8 eine positive ganze Zahl, die Grissen
g(") g(") L. g(")
Pr

Lisungen einer algebraischen Gleichung pr Grades sind, deren Coeffi-
cienten rational aus x und y zusammengesetzt sind, die Irrationalititen

]/ R2pr+1(§l1r))’ I/Rﬂpr+1(&2ﬂ)’ V RZPr+l g(r)

mit Hiilfe eben dieser Grissen z und y durch die resp. Grossen &
rational ausdriickbar sind, endlich die Gréssen
U; V,, V?? e Vs
rationale Functionen von z und y bedeuten.
Und endlich wird ebenso, wie fiir die Transformation der hyper-
elliptischen Integrale hergeleitet worden, folgen — alle diese Satze
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gelten ganz allgemein fiir die Transformation Abel’scher Integrale
irgend eines Geschlechtes auf Abel’sche Integrale desselben oder eines
andern Geschlechtes —, dass fiir die Integrale erster Gattung

% E g .0r)
g ag &” agy 5, %, .
ﬁ —‘——Tg;})‘ 173———”’ = + ot == =F zy)d2
2p,+1 (& 20,41 (85)

ist, worin k irgend eine der Zahlen 0,1,2,...p, — 1 bedeutet und
F,(z, y)dz ein Abel’sches Differential erster Gattung vorstellf, welches
der obigen Annahme gemiiss die Forra haben wird

1 2 n—1
(B) (Q0+Q1Pﬂ+ Qp" 4 -+ Quap " )dx-

Es ist somit das urspriingliche Problem wieder auf die Behand-
lung des Reductionsproblems der Integrale erster Gattung zuriickgefiihrt,
indem gezeigt worden, dass jedenfalls zur Gleichung f(z, y) =0 ge-
hirige Integrale erster Gattung existiren miissen , welche auf je ein zu
jedem hyperelliptischen Integrale der rechten Seite von (&) gehdriges System
gleichartiger hyperelliptischer Integrale ervster Gattung reducirbar sind
oder auf je ein elliptisches Integral erster Gattung von den in der Glei-
chung () befindlichen elliptischen Integralen.

Von den Integralen erster Gattung der Form (B) wollen wir fiir
Jetzt pur die Fundamentalintegrale einer ndheren Untersuchung unter-
werfen und als solche die in den Formen

! . n—1
fQodx, f@m" dz, j Quorp " dz

enthaltenen definiren; es seien die nothwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiiv aufzustellen, dass ein Fundamentalintegral erster

Gattung
< 8
j Qop” dz,

worin ¢ und # relativ prim sind, auf ein elliptisches Integral erster
Gattung zuriickgefiihrt werden kann, wobei wieder nach dem oben an-
gefithrten, allgemein giiltigen Satze angenommen werden darf, dass
die Gleichung

L p (4
3 dz
(1 ‘f " d:l? - - —
: et g
50 befriedigt werden kann, dass z und J/9(2) rationale Functionen von
e

2 und er; sind.
Ich kénnte nun auf die aus der Theorie der complexen Multipli-
cation hergeleiteten Resultate meiner oben erwiihnten Arbeit mich

Matbematische Annalen. XV, 12
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stittzend, unmittelbar schliessen, dass » nur die Werthe 2, 3, 4, 6
haben kann, ziehe es jedoch vor an dieser Stelle jenes Resultat noch
einmal in einer etwas veriinderten Form abzuleiten, wie es fiir den
Uebergang zur Reduction auf hyperelliptische Integrale sich als noth-
wendig erweisen wird.

Lisst man ndmlich die Variable # einen geschiossenen Umkreis
4 e

von der Art beschreiben, dass p;in den Werth ap; tibergeht, worin

2w . e 23
& == CO8 —— s —
n T »

ist, und gehe vermdge des vorausgesetzten rationalen Zusammenhanges

gin g, Vo) in Vo)

itber, so wird sich die Beziehung ergeben
d¢ dz

fir welche z und ¢ durch eine algebraische Gleichung mit einander
verbunden sind. Setzt man die Polynome ¢(2) und ¢(& in der
Legendre’schen Normalform voraus — was nur der Kiirze halber
wegen der folgenden Einfiihrung des #-Moduls geschieht —, so liefert
bekanntlich die Bedingung der algebraischen Beziehung zwischen 2
und ¢ fiir die Perioden des elliptischen Integrales die Relationen

me = ar o -+ as e,
me = ar'o 4+ «s o,
worin m, 7, §, 7', § positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, oder

ar —m «s
moas |,
ar as —m |

d. h. es muss « die Lisung einer ganzsahligen quadratischen Gleichung
2zi

setn. Nun kann aber w =e * nur die Losung einer quadratischen

ganzzahligen Gleichung sein, wenn n = 2, 3, 4, 6 ist, und diese Glei-

chungen lanten, wenn der Fall #» = 2 ausgeschlossen wird,

a4+ 1=0, a?24+1=0, & —a4 1=0;
daraus ist aber auch die Form der zugehorigen Moduln der #-Functionen

sofort zu erkennen, denn aus den oben aufgestellten Periodenbezichungen
20
w0

folgt durch Elimination von &, wenn = 7z gesetzt wird, die qua-
dratische Gleichung
s -2+ 20r—8)-t—4r =0
also
r— S

T T e e L

§
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und da vermbge der obigen Bestimmungsgleichungen fiir « die drei
Relationen zwischen den Transformationscoefficienten gelten miissen

m(r+3) ——1, O 1, m?

rs —r's rs —rs

H

so folgt leicht, dass die ©-Moduln in den drei in Frage kommenden
Fillen die beiden verschiedenen Formen haben werden

r=—1"2 4+ 2 y3 und t————zi-{—?ﬂ]/—l.
s 8 3 8

Beachtet man ferner, dass, wenn zwei Gleichungen von der Form
a dz at dzy

= —— und —_
Voo “th(Z) b V(@) a]/(f’l(zx)

zu gleicher Zeit bestehen, die entsprechenden Periodenbeziehungen
me = areo 4 ase’, m o, =ar e + a0,

zwischen den 9-Moduln

die Beziehung liefern
myST + 2(rmy—rym)

Ty = T Tms,
und jeder linearen Beziehung zwischen #-Moduln auch wirklich eine
algebraische Transformation entspricht, so wird immer, wenn iiber-
haupt eine Reduction auf elliptische Integrale mdglich, diese Reduction
auch auf die Integrale

dz : ‘d: 1 1 [ de
Vo—1’ VF‘1 JVz“ JVJ(:/——I) fVl
ausfiibrbar sein, und es folgt somit der Satz,

dass wenn ein Abel’sches Fundamentalintegral erster Gattung

von der Form
e
/ Qop™ dx

auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur fiir
n=2,3,4,6 der Fall sein Lann, und zwar werden fiir n==3,4,6
die beiden einzigen Formen der reducirten elliptischen Integrale

ds und
Vai—1 Vz‘ 1
sein.

Es wird sich jetzt darum handeln, die Form aller jener reducir-
baren Abel’schen Integrale festzustellen und die Transformationen an-
zugeben, welche diese Reduction leisten — eine Aufgabe, die voll-
stindig gelost werden soll fiir den Fall, dass @, und p algebraische

12%
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Funectionen Otr Ordnung sind oder dass die zu untersuchenden Abel-
schen Integrale von der Form sind

Jr@ GE@ an.

Legen wir zuerst die Reductionscleiehung

3) JQ,p dx__jl/_z)

unserer Betrachtung zu Grunde, aus welcher eine Bedingung fiir das
Polynom ¢(2) sich aus der Theorie der complexen Multiplication der
elliptischen Functionen nicht ergiebt, und ldsst man z einen ge-

schlossenen Weg von der Art beschreiben, dass p? den entgegenge-

setzten Werth annimm$, wihrend 2z und J¢(z) in § und Vo (§) iiber-
gehen, so erhilt man

; 2t
2 d A5
./ le “= V @ V(@

und daher, wenn

p(e) = (1—2%) (1 —%2*)

gesetzt wird,

@) 2]@@ dx—f,/ 23

worin bekanntlich Z sich als das Product einer in z und @,%p ratio-
nalen Function in Q,p¥ darstellt, wihrend /g (Z) eine rationale Fune-
tion von « und ¢,%p bedeutet. Es ist aber auch leicht zu sehen, dass;
wenn

(5) Z = f(x, @°p)Qupt, Vo(Z) =fi(z, 0 p)
ist, wegen
a Q1 )
fl(xl Q) —
A7 == [ dfl(azly_a?igp) + > Qj?p_ J Ql p? dx
_4az_ _ +

wird, worin F(x) eine algebraische Function gt Ordoung bedeutet,
sich also ein auf elliptische Integrale reducirbares A bel'sches Integral
der betrachteten Art ergiebt. KEs ist die Untersuchung somit auf die
Erfiilllung der Gleichungen (5) zuriickgefiihrt, oder darauf, dass

V(A—fi(x,¢ ) @ p) (1 —F f1(z, &' ) @:*p)

sich als rationale Function von 2 und @,%p darstellen lisst.
Betrachten wir den speciellen Fall, dass Q,’p eine algebraische
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Funetion Otr Ordeung, also eine rationale Function ist, so wiirde eine

Function o
Z=f()VR (),

worin f(x) eine rationale Function und B(x) eine ganze Function von
2 bedeutet, so zu bestimmen sein, dass

VIl — 7 2) R@)][1 — k*f*(x) B(2)],

worin die Constanten in f(z), in B(z) und % selbst passend zu wiblen
sind, eine rationale Function von z wird, oder es werden jene unbe-
stimmten Coefficienten der Dedingung gewiigen miissen, dass

(t = (@ R@) (1 — ¥ (2)-B(@))

nur Doppelfactoren besitzt; alle diese und nur diese Fille werden die
auf je ein elliptisches Integral veducirbaren hyperelliptischen Integrale
erster Gattung liefern; zugleich ist mit diesen Integralen die Substitution
gefunden , welche sie in die elliptischen Integrale iiberfiihrt.

Wie das Problem fiir den oben zu Grunde gelegten Fall der alge-
braischen Function pter Ordnung weiter zu behandeln ist, soll hier
nicht niher erdrtert werden; ich gebe die dabei in Apwendung kom-
menden Betrachtungsweisen in einer im 3t» Hefte des 87t Bandes
des Borchardt'schen Journals demnéichst erscheinenden Arbeit iber
die ,,Erweiterung des Jacobi’schen Transformationsprincips* aus-
fihrlich an, in welcher die Unmoglichkeit der algebraischen Trans-
formation fiir Abel’sche Integrale, deren p > 2 ist, nachgewiesen
wird, eine Untersuchung, die mit dem Gegenstande der vorliegenden
Arbeit in engem Zusammenhange steht.

Ich gehe jetzt zur Untersuchung der Gleichung

©) Jartao= [ 2

Gber, in welcher ¢ die Werthe 1 oder 2 annebmen darf und z sowie
e

V22— 1 wiederum als rationale Functionen von 2 und Qe 10T betrachtet
werden diirfen. Dies Problem lisst eine bedeutende und fiir das Nach-
folgende sehr wesentliche Vereinfachung zu.

Aus (6) gehen nimlich, wenn z geschlossene Wege durchlauft
2ni 1

welche, wenn @ — ¢ ° gesetzt wird, p successive in ap ° und a2p
iiberfiihren, die Beziehungen hervor

(M Qp_g—da:= dn__ 4 Qp%d:zr—- .f’_ a29Qp§—d:c= dzs
¢ Ves =i’ ¢ Vas—1’ ¢ Veg—1’

in welchen
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Zl=/‘(x; QQPS): VZ,3—1 =F(x, Qgpd);
&) ,(J— _.C)_
®) Z‘.":f(fc: “eerﬂ): Ve—1 = F|uz, “Qera);

¢ £

8y = f(x,or@@ep ), Vai—1 =F(x,tx29Q(,p3)
ist, worin f und F' rationale Functionen der in ihnen enthaltenen
Grossen und zwar in den drei Gleichungssystemen dieselben bedeuten.

Nun folgt aber aus (7) durch Addition der drei mit 1, «—¢, a—2¢
multiplicirten Gleichungen

e
9 ERED — dz _ dz, 9 dz,
) 3Qep° dx Vi + I/fz}?l + « 9——1/233__1 ,

und vermdge der mit Hilfe der Substitutionen

fn=242, H=ol,, 5=ucts
hergeleiteten complexen Multiplicationsgleichungen

&2 _az, dz,  afdZ, dz ?*az,
Vai—1 VZi=1' Va1 Vis—1’' Viai—1 VZi—1

die Beziehung

I
10 30,0° dz = 24
(10) 3Qep’ dz 1%3“1-;-

d/g»

V 4 —1 5 1 VZz;
s
worin, wenn der Kiirze halber @, p® =y gesetzt wird, den Gleichungen

(8) zufolge

Zl=f($, y) ’ }Z13—1=F(.’L‘, ?/) ]
(11) Z, = o*f(z, aty), VZ}—1=F(z, aty),

ZS == ¢ f.(xﬂngy)’ VZ33— 1 = F(x> “29?/))
sein wird.

Setzen wir nun zur Addition der drei elliptischen Integrale der
Gleichung (10) nach dem Abel’schen Theorem

(12) 07 + a5 4 a, — bYF—1 =0,

welcher Gleichung die drei Werthe Z,, Z,, Z; mit den zngehGrigen
Irrationalititen geniigen sollen, so folgen nach (11), wie man leicht
sieht, fiir die Constanten q, a,, a,, b die drei Bestimmungsgleichungen
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ay (P4 Q9+ Boy®) + a, (P + @y + B y?)
+ 4y — b (B4 Ty+RyY) =0,
a,a? (P4t @y~ e*¢ Byy?) + a, 2% Py +ef @y + «*¢ By ?)
+ay—b(P +at Qy+ e R y?) =0,
a,02¢( Py Qyy-- o By y?) +ay o (P + ¢ @y + 2 B )
Fag—b(® +aeDy+ a¢ R yH)—0,

worin die Grossen
P‘H Q‘z) Rz) Pﬂ Ql; Rl ,‘B[, 21’ ERl
rationale Functionen von z und y3 = ¢,® p¢ sind.
Multiplicirt man nun das Gleichungssystem (12) der Reihe nach
mit

1 1 1,
1 «  afe,
1 e «?,

und addirt je drei Gleichungen, so folgt
By +a @y +a,- 1 —0F =0,
a2@2y2+a11)1 +a0‘0—'b3}-y2=0’
alP, +aRBy+a,-0—-0Qy=0,
und hieraus wiederum durch Multiplication der drei Gleichungen mit
1, %, 4%, wenn ausserdem die eine Constante a, == 1 gesetzt wird,

a-Liy+ay,-1—5b - M =N,
ay - Ly~ a,-0—0b - My= Nyy?,
a,-L3y+ao-0—b.M3=N3y2,

Ly, L,, Ly, My, M,, My, Ny, N,, N,
wiederum rationale Functionen von 2 und y3 = @,%p¢ sind. Somit
wird also, wenn U, V, W den Charakter ebensolcher Functionen haben,
(13) a,=U-y, a=V.y*, b=W. .y
sein und sich daher vermdge der Gleichung
(#4ay 24a) — (P —1) = (2—-2) ¢ —2,) (#—4) (s — 2),

aus welcher fiir z =0
al + b= 2,2,2,Z

hervorgeht, nach (11) und vermige des Umstandes, dass

Zl Z2Z3 = f(.%, ) - f(xa aty) f(x) «ey)
sich als rationale symmetrische Fupction von y, ay, «2¢y rational
durch & und %3 ausdriicken lisst, die Bestimmungsgleichung

(14) Z=T-y

worin
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ergeben, worin 7 eine rationale Function von z uud g,%p¢ bedeutet,
und Z der Gleichung geniigt

az, az, azZ, _ 4z
VzZi_1 + Vzs—1 + Vz;—1 | SAT=

Zugleich folgt aus der Gleichung (12) die zu Z gehobrige Irra-
tionalitit in der Form

] = LtmZAta
b
oder nach (13)
V21— BLTVLV%_V =T,

eine rationale Function von z und @p3pe.
Wir erhalten somit den Satz, dass, wenn ein Abel’sches Integral
£
von der Form [ Qup® dx wuf ein clliptisches Integral reducirbar sein

soll, die Reductionsgleichung

¢
) dz
/Q@pd dx = V_Zs-—:l

lauten muss, in welcher
e
Z=1T-Qp® und Y28 —1 =1,
sind, wenn T und T, rationale Functionen von z und @Q°p° bedeuten.
Betrachten wir jetzt wieder den Fall, in welchem ), und p rationale
Functionen von x bedeutern, so dass es sich um die Gleichung

(15) ,f”’ @) YE@)de— |22

VZ: 1

handelt, worin, wie eben gezeigt worden,

(16) Z=f(z) (JR®&), VZ—1=F ()
sein muss, wenn f(z) und F(z) rationale Functionen, R(x) eiue ganze
Function von z bedeutet, und suchen wir nunmehr alle méglichen
Formen von @ (z) und R(z) anzugeben, fir welche eine Reduction auf
ein elliptisches Integral méglich ist. Da nun aus (16)

17 =(% f@) 52 + 1 (@) (VEE) da,

also

0 ,

~ f@) B (@) + f (2) R (x)
az 3 13/ 4
an V=1 Rz F@) (VE@) da

folgt, die Existenz der Gleichungen (16) somit immer eine solche Re-
ductionsformel fiir die betrachtete Gattung Abel’scher Integrale nach
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sich zieht, so wird das Problem jetzt darauf reducirt sein, Z der ersten
der Gleichungen (16) gem#ss so zu_bestimmen, dass }/Z° — 1 eine
rationale Function von x wird, oder f(x) und R(x) so zu wdhlen, duass

V() B(z)e — 1
rational i x ausdriickbar ist; sind die Constanten in f(z) und R(x)
so bestimmt, dass der Ausdruck unter der Wurzel nur Doppelfactoren
besitzt, so Uefert fir das nach Gleichung (17) hergestellte Abel’sche
Integral die erste der Gleichungen (16) die zugehdrige Transformation,
und sdmmiliche Abel’schen Integrale dieser Form, welche auf elliptische
Integrale reducirbay sind, werden durch den Ausdruck dargestellt

e . ,
+ &) R (x)+ [ (=) B () S
f 3 ——— (JR(x)\d.

B@) YV f@)?B(x)—1

Man findet leicht durch Abzihlung der in f(z) und B (x) ent-
baltenen Constanten und Zusammenstellung dieser Zahl mit der Anzahl
der durch die Existenz der Doppelfactoren geforderten Bedingungs-
gleichungen, dass nur wenn B () vom dritten oder einem niedrigeren
Grade ist, die Reduction auf elliptische Integrale stets mdglich wird,
dass jedoch, wenn der Grad dieses Polynoms grosser als 3 ist, zwischen
den Coefficienten desselben gewisse Bedingungen stattfinden miissen,
welche durch die obige Methode unmittelbar gegeben werden.

Genau dieselbe Entwickelung liefert fiir die Existenz der Gleichung

./er d‘"/VAw—l)
die Beziehungen

=Ty, VZ(Zs—_l—)=U'?/;

1
wenn @, p® =y gesetzt wird und 7 und U rationale Functionen von
% und y® =@, p¢ bedeuten. Sind wieder ¢, und p rationale Func-
tionen, so folgen fiir die Gleichung

(18) f @)V B@) dz = ‘/777‘%%;—1)—
die nothwendigen Beziehungen
(19)  Z=f(@) JR@)° wd VZ(Z* —1)= F(a) (R@)),

in welchen f(z) und F(z) rationale Functionen von z sind. Da aber
aus (19) wiederum

0
+ f@) B (x) — ' {x) B(2)
dzZ 3 .
V=1 Ra F@) (/E(z))dz
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folgt, so wird man zur Auffindung aller zur 6 Wurzel gehdrigen
Abelschen Fundamentalintegrale erster Gattung der obigen Art, nur
die rationale Function f(z) und die ganze Function E(x) so zu be-
stimmen brauchen, dass
f(@) [f(2) R(x)¢ — 1]
ein vollstindiges Quadrat wird; man erhilt dann alle Integrale mit den
zugehdrigen Substitutionen.
Gehen wir endlich zur Untersuchung der Gleichung

f@(’p dx =sz‘-——1

iiber, fiir welche die Untersuchung theils der Einfachheit wegen theils
aber auch wegen der weiteren Reductionsfragen auf hyperelliptische
Integrale in etwas verinderter Form gefiihrt werden soll.

Genaun in der fritheren Weise erhilt man aus den 4 Gleichungen

2 @ e
dz dz 3 dz,
Qop* dac-—y—' , @ Qap dx_.Vz;,‘?__l’ _ eret dw=]7;;1i7,
dz
__zeer Az == Vs ‘_1

die Beziehung

d,,, dzy d 2, o dz,

z_ —
+ Vi —1 ]/»,4_1 ]/344__17

€
(20) 4Q9p4dx—

l

worin, wenn zur Abkiirzung Q,p* =y gesetzt wird,

Zi‘:f(x, y) V214 - 1=F(x7 9,

2y, = [(z, *Y) Vet — 1= Fz, y),
& =f(.’l:, —Y) 1/;;4——__—1 = F(x: _.7/))
f=1(z, —iy) VaF—1=F(z, —&y)

Bildet man nun
dz dz iz,

7t —1 Vai—1 T VZi—1

nach dem Abel’schen Theorem, indem wir

(¢—1D(a, 6+ a)—byst —1=0
setzen, so findet man leicht mit Beriicksichtigung der Gleichungen (21)
genau in der frither angegebenen Weise, wenn U und ¥V rationale Func-

L
tionen von z und @}?p” bedeuten, fiir die Coefficienten die Bestimmungen
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=1, ay=U, b=V.y,
sodass aus der Gleichung

=10 (qe+ 1) =¥ @@= =(E—-1)(z—%) E—2)(r—2%)
fir 2=0
1—b
folgt, wihrend sich

]/Z‘——l ¢4 _17\01414‘1)___21

ergiebt, worin wieder 7 und T, rativnale Functionen von z und
£
y* = @Q.*p” bedeuten.
Genau ebenso wird offenbar
dz dsy, 4%,
Vai—1 Vz4 —1 VZz, /1
folgen, worin die Werthe von Z, und ’Z,* — 1 aus den friiheren hervor-
gehen, wenn nur @y an die Stelle von y gesetzt wird, und sich daher

Z, =T, VZi—1=42T/y

ergiebt, wenn 7”7 und 7} die entsprechenden rationalen Functionen

e
von z und — y* = — @,p? sind.
Aus der Gleichung (20) folgt aber
e
4 - dZy
4 Qgp dx = VA Ty + V‘ i1 1
oder, wenn
Zy =ty Zy
gesetzt wird,
T, 4z, az
4Q?p dz = VZ‘T——_I + VZ;TZ_——l ’
worin
Zy= T =t+uy, VZ i —1= Tiy=yt+wy),

Z)=ieT'=i~e(t—uy?), V4 —1=0T y=eylt,—uy?

und ¢, u, ¢, u, rationale Functionen von & und y* = Qp*p¢ sind.
Setzt man aber

az,_, 47 _ 4z
Vzi—1 VZ/«+—1 Vze=1’

80 ist nach dem Additionstheorem

7z ZVZ A+ 2 VZi—1
WAV AE

oder wie unmittelbar zu sehen,
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Z=0L-4
und ebenso
VZt —1= M-y,
worin L und M rationale Functionen von z und y! = €,'p¢ bedeuten.
Wir sehen somit, dass, wenn ein Abel'sches Fundamentalintegral
erster Gattung der betrachteten Art auf ein elliptisches Integral reducir-
Lar sein soll, die Transformationsgleichung

Iz == 'z
f@w =
lauten muss, worin

Z=1L-Qlp", VZ'— 1= MQgp

ist, und L und M rationale Funetionen von z und Qy'p? bedeuten.
Aber es lisst sich noch eine weitere Transformation mit dieser
Bezichung vornehmen; setzt man niimlich — pt statt p¥, so erhilt man

a 9 -
4 g az’
~Jaitaa= [ R
3e

e R4
Z—=—LQMp*, VZT—1=M¢’,

und durch Subtraction der beiden Integralgleichungen nach dem

Additionstheorem
Sarhiem [ i

worin, Wie leicht zu entwickeln,

u_],g
0|

worin

£
{=U- Q9P4; VF“T= 14
wird, und U und V rationale Functionen von z und @,*pe bedeuten.
Fiihren wir somit die friiher gebrauchten Bezeichnungen wieder
ein, so ergiebt sich fir die als nothwendig erkawnte Gestalt der Ee-
ductionsformel

3

az

K4
4 —_—
ngP =] yo—=s

£ e
Z=T'er41 VZ4"—1=T1’
worin 7' und T, rational aus z und Q,*p? zusammengesetzt sind.

Sind jetzt wiederum @, und p rationale Functionen von z, handelt
es sich also um die Beziehung

Jr@ VEG) do = [,

die Beziehung
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in welcher

Z={f(@) (VR@), VZ*—1=F(2),
und f(z) und F(z) rationale Functionen von x bedeuten, so folgt wieder
unmittelbar, dass, weil aus diesen letzten Bestimmungsgleichungen

0
—~ (@) R (%) + f (z) R(z)

az 1 s

i R F@ (i B(x)) dz

sich ergiebt, alle jeme reducirbaren Fundamentalintegrale erhalten wer-
den, wenn man die in

_ f(@)* Rz}t — 1
enthaltenen Constanten so bestimmt, dass dieses Polynom nur Doppel-
factoren enthdlt.

Somit wire die Frage nach den auf je ein elliptisches Integral
reducirbaren Fundamentalintegralen erster Gattung der obigen Art
vollstindig beantwortet, da die Form derselben und die Transfor-
mationen selbst festgestellt worden sind.

Gehen wir noch in Kurzem auf die Frage der Reduction der
Abel'schen Integrale erster Gattung von der Form

J @ (R@Y aa

auf hyperelliptische Integrale derselben Gattung niher ein — es handelte
sich, wie gezeigt worden, stets nur um das Transformationsproblem
der Integrale erster Gattung — so wird die zu untersuchende Gleichung
nach den am Anfange dieser Arbeit gemachten Auseinandersetzungen
folgendermassen lauten

22 = (zi)dz, (zg)dz, flz,)dz,
( )fw(x)(VR(x)) do= fV_(ZT V‘P(Zz) T Volz,) ’

worin f(2) eine ganze Function hchstens vom p — 1t%» Grade bedeutet,
®(2) ein ganzes Polynom vom 2p -+ 1t Grade ist, und

By, &y B

die Losungen einer algebraischen Gleichung p‘*® Grades

@) 2+ f (o, (VE@) )+ -+ o, VR@®)) =0

sind, deren Coefficienten rational in z und (}/R(z))" ausgedriickt sind,
wihrend die zugehorigen Irrationalititen durch die Gleichung be-
stimmt sind

(23a) Vo @) =T, 2 (VEE)),

in der F eine rationale Function bedeutet.
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Nimmt man # wiedernm relativ prim zu % an, und lisst z einen

geschlossenen Umkreis derart beschreiben, dass (/R (z))" in
2mi
e” (VB@) = «(VE@)
tibergeht — die Wahl grade dieses Umkreises geschieht nur der Kiirze
der Darstellung halber — so mogen

Byy &gyt 8, Vm: Vm: T I/q)(zp)
gl.r g% e gp ) V‘—})Tgl‘); V‘PA(@; s V‘p(gp)

iibergehen, und wir erhalten die Beziehung

LIS Tomaty fi&ndé fl&)deg, f(z )d§
24 Yz)(YRx) de=f 220 f o2tosry L 2o
&4 = ( )(1/ (x/) v Vo&) Vo)

welche mit (22) verbunden die Gleichung
- fig) flz,)dz,
25 j — r A il
(&) f Vo (g (b, - / Voiz,)
liefert, worin ¢,, §,, - - - £, die Losungen der algebraischen Gleichung

@) &+ filec(VED)) e+ -+ £ s« (YE@)) =

darstellen, wihrend die zugehorigen Irrationalititen durch den Ausdruck

Z/m = F(gr; z,o (7%)0

in

bestimmt sind.

Bezeichnen wir die Periodicititsmoduln des Integrales erster Gattung

an den 2p Querschnitten mit
0, 0, @y, 0, + < @p, O

und bemerken, dass vermige der Gleichungen (23) und (26) ein alge-
braischer Zusammenhang zwischen z und ¢ besteht, so folgt leicht,
dass, wenn man in der Gleichung (25) einen der Integrationswege
der z-Variablen den ersten Querschnitt einmal schneiden lisst, auf der
linken Seite, da die rechte Seite in den Grenzen unveriindert geblieben
ist und nur um eine additive Constante vermehrt worden, die Grenzen
nur in die anderen Losungen der zwischen z und £ bestehenden alge-
braischen Gleichung iibergegangen sein konnen, und dass, weil die
Anzahl dieser {-Werthe nur eine endliche ist, wir jedenfalls den ersten
Querschnitt so oft werden durchschneiden kénnen, bis einmal zwel
Werthsysteme der p Gréssen § einander gleich werden; dann wird auf
der linken Seite die der rechts hinzutretenden constanten Grosse, welche
ein ganzes Multiplum von @, ist, dquivalente Constante nur von dem
Durchschneiden der Querschnitte durch die Integrationswege der linken
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Seite herstammen, somit nur ein ganzes Vielfaches der 2p Periodicitits-
moduln sein konnen. Verfihrt man ebenso mit jedem der 2p Periodi-
cititsmoduln, so ergiebt sich das folgende System von Gleichungen:

am; @y = ay,0, + b0 + @0, + b0, A F a0, 4 b 04,
amy©) = an o, +bno] + abo, + booy, + -« + a0, 4 by,
amy 0y = ay @y + by 0, + a0, + by, + - + ay, 0, 4 by 04,
amy0p = ap1 0 4 by10, + @520, + bpewy - -+ - - app 0, + bypoy,

und daher die Bestimmungsgleichung fiir «

Oy —amy b, Ay by - gy bip
97 oy bihv—am, apn bz - ap b» j——O-
@) : : -
! oo . ‘
, ’ ’ ’ , ’ !
‘ Ups bpa Upe bpe -+ - gy bpp—amy

Wir finden somit, dass, wenn eine Reductionsgleichung wvon der
2ri

Form (22) moglich sein soll, ¢« = e ™ die Lisung einer Gleichung 2p'e
Grades mit rationalen Coefficienten sein muss — woraus nach bekannten
Principien die Feststellung der moglichen Werthe fiir die Zahl # her-
vorgeht.
So wird die Moglichkeit der Reduction auf hyperelliptische Inte-
grale erster Ordnung, fiir welche p = 2 ist, fiir » die Werthe
2,3,4,5,6,8,10,12
erfordern, und wenn man nur diejenigen hyperelliptischen Integrale
complexer Multiplication mit den Multiplicatoren
65, e?, 810’ e
in Betracht zieht, welche binomischen Polynomen vom Grade 5, 8,
10, 12 entsprechen, so wird leicht zu sehen sein, dass sie simmtlich
der ersten Ordnung angehbren, da von den dieser Ordnung unmittel-
bar angehtrigen Integralen erster Gattung

(a+bx)dx
Ver—1
abgesehen,
m
f.&v__ _e® ( dy
Ve 1 2 Vyiy'+1)
57

R O S | (S
i vy T e
i

vermige der Substitutionen 2? = eTy, y - % = 2,
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tzdg 1" 4Y  cermige 2=y
Ves—1 2] Vy'—1 ° ’
57!:
a*dx
f 1 f Vo
5ai

i dt N SN |
f Vernee—1) —f VE=1)(t—1)

vermoge derselben Substitutionen, ferner

L de 1 [ dy____l tde
09— 1 2V Vyly—1) Vi’
zdz 1 dy
Vo1 2 VJ!x__l !
" odr 1 (T ydy L (" dt
Vev—1 ) Vygw—1) 2 | Vi—o
Catdz L (" ydy
Var®—1 2] V=1~
i
da 2
Va:W—T VJ
Tai
e 12 _
_Z%—{fl/w ““““ fl/(tz 1)(4z3 3t)}
7!
vermdge der Substitutionen 22— ye®, y + — =21,
Lzdz 1 [ dy—ﬂ-~i at vermdge x> = S
Vo1 2) Ve—1 Vit LY =7
a?tde 1 [ dy dx 1 dy
Veer—1 3, Vy—1 ' Ver—1 &) Vy—1 ’
ini
*xdz e [ dy
Vat—1 2 ¥ +1)
int

— e 12 © dy + tdt .
9% Vit =5t — ) V=@ —sh

Es sei nun die Aufgabe gestellt, die Abel’schen Fundamental-
integrale erster Gattung von der Form ’

S (Viw )aa
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zu ermitteln, welche auf hyperelliptische Integrale mit der Irrationalitiit
I/‘Hxé;-lff_ii—

zuriickflihrbar sind, oder die nothwendigen wund hinreichenden Be-

dingungen fiir die Existenz der Gleichung

/ ¥ (2) (‘-",’7‘7}"@) P fV ris) ds cfz1_l

f\:z)dzz _
+./ V ;,_;.1__ f]/zzp+x e

anfzustellen, in welcher f(2) eine ganze Funetion hochstens vom
p—1tn Grade bedeutet, wihrend 2, #,, - -+, 2,, wie frither gezeigt
worden, die Losungen einer Gleichung p'» Grades

’ 2p+1 2p1
@) o +f (o.(VE@) ) 214 +1, (2, (VEG) ) =0
bedeuten, in welcher f,, f,, - - -, f, rational aus den in ihnen ent-

haltenen Grissen zusammengesetzt sind, und die zu jenen z- Grossen
gehbrigen Irrationalititen durch einen Ausdruck von der Form be-
stimmt sind

(30) Varriml=TF(a, 2, (P RG) )

in welchem F wiederum eine rationale Funetion vorstellt.

Nehmen wir wieder an, dass 7 und 2p41 relativ prim sind,
und lassen 2 successive geschlossene Umlaufe beschreiben, welche
('p+1 r

]/R(x)) resp. in

2p+1 ” -:0+1 2p-+1 N7 2p+1 7
(VE@D): «(VE@): «(VEE), -« (VR@)

iiberfithren, worin

2ai
2p+1

o =&

gesetzt ist, bezeichnen wir ferner die der Multiplication der Irrationa-
litit mit e* entsprechende, aus (29 )hergeleitete algebraische Gleichung,
deren Losungen

. . zls; 3231 AR Zps
sein sollen, mit

&) o4 £, (o, e (VR@) )21 4 4 10, «(VED)) =

und driicken die zugehdrigen [rrationalititen durch

S Qp_*-_l~“_ !
sz;s'-i-l_l = F'\ 2., 2, “S( ]/R(.Z’)))

Mathematische Annalen. XV. 13
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oder mit Hilfe von Gleichung (31) durch

o 221 \7
(32) 1/.24""1—1 = @, (as « ( V R(x) ) 2t
2p+1 2p+1

+ 92, (VED)) g7t gy, (V) )
aus, so erhilt man die Intecra]crlelchuno-

2p+1
(33) f v@(VE®) do =

\~1 B ‘Zzu

Vi
fzh\dzgs f(zm)d_zp;.
A% iR Ty
und indem man die letzte Gleichung mit ¢—¢ multlphcn't und die Summe
der so entstehenden Gleichungen fur s=0,1,2,...2p nimmt,
2p+1 ‘0>)d“n.s
69 o+ [ v (VE@) do= 2 —if,/zw
Setzt man

fe) =4y + dye+ 4,88 + - - - + Ap 271,
so geht (34) in

2p+1 r ])—11 22 N\ [ s da,,
(85) (>p+1)/ v (VE®) do = 204 23 ie / P
2

1

tiber, und mit emer solchen Theilsumme

(As) 2& 2 ;;;;JH_;

wollen wir uns im Folgenden beschiftigen.
Macht man auf den Ausdruck (A,) die Substitution

(36) Zgs == " fos »
worin mz, aus der Congruenz bestimmt wird
37 my(x+1)=s mod (2p41),

welche, wenn wir 2p 4 1 als Primzahl annehmen, wie es fiir die
hyperelliptischen Integrale erster Ordnung der Fall ist, stets auflosbar
ist¥), so geht (A,) in

*) Diese Annahme ist jedoch fiir das Folgende nicht nothwendig; dean
wenn ein Integral der Form
Z¥dz

Var¥i_;
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(Bx) nyt2p+l

itber, und die in diesen Integralen vorkommenden Variabeln und
Irrationalititen gentigen nach den Beziehungen (31), (82), (36) den
Gleichungen

2p-+1

(88) apmstr - o=V (x-.w‘(z/ m)r>ﬂ”*‘+'"+fp(xa (2’%@ )=

und
o 2p+1 ‘
% P _a(Z’—l)m‘)(p}({Z} aS(VR €2 )téf?l

el P=ms gy, (w’ y (2; JI:%(:E))T) ?,‘f;s_? et (x, . (3’}%@)’) .

Setzen wir nun

N\ - yo _ ‘(ZZ, 7 Z"dZ
o S35 [ [

so 1st nach dem Abel schen Theorem eine Functlonp(t) vom p(p+ 1)ten
Grade

(1) pl) =+t tppiy 1t 0t + g,
und eine Function g{¢) vom p?— 1" Grade

{42) gy =bp 17 F by 2 P - Bt 4 b
so zu wihlen, dass die Gleichung
43) p() — gy FF =1 =0

befriedigt wird durch die p(2p--1) Werthe ¢,, und die dazu gehtrigen
Irrationalitiiten; nackh Bestimmung der Coefficienten @ und b in den
Polynomen p(f) und ¢(¢#) wird durch

(44) P(t)z—Q(tY(ﬁp'*'I—l)=H”(t_t98) : (t"ZJ o (t_Zp)
o ¥

vorkommt, in welchem x 4+ 1 und 2p + 1 den grissten gemeinsamen Theiler &

haben, so dass x 4+ 1 = 4d. 2, 2p + 1= 4. p ist, so setze man

) L=y, also 7T =y, P Tizy?

und erhalt ,
VA_zx dz e B ye 1(2?}
Vae+i_{ =+t Vy’l

somit ein ebensolches Integral, jedoch von einer medngeren Ordnung und so

beschaffen, dass jetzt ¢ — 1 41 =& und 5 relativ prim sind, wie-es oben zur

Auflosung der Congruenz (37) gefordert ist.

12%
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die Gleichung geliefert, deren Losungen die gesuchten neuen Integral-
grenzen sind.

Beachtet man, dass die in Gleichung (43) vorkommende Irrationali-
tit nach (89) durch eine ganze Function p — 1*" Grades des ent-
sprechenden ¢ dargestellt ist, so wird der Factor des unbestimmten
Coefficienten b, die Form haben

2p+1 T
by : alz —Dms (x, as( V R (z) )tg'*"—‘
2p+1

+ ar=mg, (a0 (VR@) g2t g (me (VR ) 12
setzt man ferner die Potenzsumme der Losungen der Gleichung (38)
ths + tis 4 - - fps = Seas
und addirt von den p(2p--1) Gleichungen (43) je p, die zu den

Losungen derselben Gleichung (388), also zu demselben s gehiven,
nachdem sie der Reihe nach mit

1 1 R |
tr-}-l tgj-l . t:-fs-l
t-—(‘-r'l) tgf,x-l-” .. t‘i{:'l’l)
tg{f—l)(x-i—l) Lf,ﬁ“”‘”"“) . tz‘,’;_”(”"'”

nultiplicirt sind, so erhilt man das folgende System von Gleichungen,
in welchem s =20,1,2, ... 2p zu setzen ist:

\d Y
S, ot G (prn—1 Sspiprn—1 + - @, S+ @, 8,0
sp(p+1)—

)s
+ alP- P, (Z’ “‘()l};}-%l(f))r) Ss pipri—st +%—1(“’ « (V}_s(’ )) ) 5,
)s

2p+1

2p4-1
+ by 2{“(” Vs, (x « (VR(x)) s,v(p+1)—3+ +‘Pp l(x:“S(VP (x))) S
+ .

+

bﬂ{a(p—!)ms(p1 (x,a (211};21(3:) T)Sw -1+t 1(.1: a"(217§(x)) )S;o}

und noch p — 1 shnlich gestaltete, die sich von der Gleichung (45)
nur dadurch unterscheiden, dass alle zweiten Indices des S um resp.
x4+1, 2(x+1), 3(x4-1), -, (p—1) (x+ 1) Einheiten erhtht sind.

Fassen wir jetzt die gleichartigen 2p 4 1 Gleichungen (45) auf,
welche den Werthen s =0, 1,2, - - . 2p entsprechen, und beachten,
dass, wenn fir Sp; als Potenzsumme der Losungen der Gleichung (29)
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2p4-1 r 2p-4-1 2r 2p+1 2pr
So2 = % + % (VE@) + &(VE@) +- +u(VER)
gesetzt wird, sich
2p-1 r
(46)  Sa— e« + w5V E@)
’ 2p+1

e (VEG) 4 teru(VED) |

ergiebt, so wird, wenn bemerkt wird, dass aus den einzelnen Klam-
mern, welche die Factoren der b- Coefficienien bilden, die resp, Ein-
heitswurzeln

a= =D gm0,

heraustreten, withrend die Klammern wieder die Form annehmen

4D b e A+ @B, ()

2p1 2p

2 241 2ur
ren(VED) +oterm (P R@) |,
die Addition der 2p 4 1 Gleichungen (45), wenn der Kiirze halber

’p+1
(VE®@) =y
gesetzt wird, wie leicht zu sehen, folgendermassen bewerkstelligt
werden.
Bezeichnen nimlich ¢ und % gegebene ganze Zahlen und bestimmt
man, was immer mdglich ist, zwel ganze Zahlen 7, und u, aus den
Congruenzen

. (#x+1)=¢ .
(48) } mod (2p+1)

uy (z41) =79 ’
wo x die oben definirte Zahl bedeutet, so wird in der Additions-
gleichung der Coefficient von a, lauten

2 2p
(49) a{sﬁi a_”’la—'— i’l\)eyE o emyts
[} 0

2
_,{_G!y'.’ “ps a_gms+23 + e __|_ stt!pil a—erus-i-?ps,
0 [
und der von byt
2p 2p 2p
(50) A;, .;af"l'"s-l— B,;yE s —{---~—f—My‘3P sa—"”‘s‘*‘?f's,
0 0 0

und wenn man beriicksichtigt, dass nach den Congruenzen (37) und (48)
— &m; + 1.52=0 mod (2p+1) und — ym, 4 uys = 0 mod (2p-1)
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ist, so folgt, dass der Coefficient von=w, nur noch lautet
Loy,

wihrend der Coefficient von b,
Tyyn

wird, und somit das Resultat der Addition:

Bl Lyt ytp‘p"}'l)+ap(p+1)—lzp(p+l)-—1?/‘tp(m'l)_l'*""‘*“h‘Elyﬁ'{‘“oioyn
+bp'—'—.1 Tp’—lyup,_l—l"b 2—2 ] p’-‘—2yu}'2-2+' . '+b] Tl yu‘_*_bo Toyu°=0

worin die ¥ und T rationale Functionen von z bedeuten.
Multiplicirt man die 2p--1 Gleichungen (45) der Rethe nach mit

1 o« «? ... 2r
1 @t wtr
1 2P gle. .. aﬁﬁ’

wodurch also, wenn mit («@)?, («@)! - - - («@)?# multiplicirt wird, in (45)
jede der ¢ und b-Gréssen nur mit «¢° multiplicirt wird, so lautet,
wenn die Gleichungen addirt werden, der Coefficient von «a.:

2p 2
B2) A 2' @ e By ettt L g, 2P is'a—ems-f-(?pﬁ)s
) 0 [

und der von &y:

2 20 20
(33) Ay is’ a—nmshes L Byy Zsa—'zuw‘—(ews-{_‘-~-|-M,,y‘3p El(é_'f"‘s'*‘(zl"f'?)’,
[ [] 0

oder es wird mit Beriicksichtigung der obigen Congruenzen und Wahl
ihnlicher Bezeichnungen wie oben, das Resultat der Addition die
Form haben:

'\(9) 1H—¢ (@ (p41)—1—0 x(g) Z7—0 «(g) et
B4) T P T 0y gy Ty YT T T 0 T T, T

b T b Tyt by POy by Ti0 e

worin fiir ¢ der Reihe nach 0,1,2,...2p zu setzen ist, oder wenn
mit y¢ multiplicirt wird:

@ o+ > (@ — Y 7,
(85) (\pe(p+ yretita 'p (41— x~9p+1) YT a Ty
+bp’ -1 T;glly“p’—1+bp,_2 T;f)_z Ui SEREE T{)Q) ye=0:
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Man sieht leicht, dass in all’ den Gleichungen, welche man auf
dieselbe Weise aus der Gleichung (45) herleitet, nachdem in derselben
die zweiten Indices von S um resp. « + 1, 2(z41),.-- (p —1) (x4-1)
Einheiten erhtht worden, nur statt & und » die Grossen & 4 (x4 1)4
und 9 4 (%~ 1)0 auftreten werden, wenn der Index von Sum {(x+1)0
Einheiten erhoht ist, und wenn man daher wieder zwei ganze Zahlen
v, und w, aus den Congruenzen bestimmt:

(56) Ly med @,
wy(x+1)=n-+ (x+1)0

so wird die der Gleichung (b1) analoge Gleichung folgendermassen

lauten:

509 o ~0d e 1—1 00 2 300 v
_p( +1)J 2(p+1 )+a o (51— 14’p1p+1\ N p(p+H1) ++a T J‘+a R Y

T P b T e b, Ty =05

P17 —
wenn man aber beriicksichtigt, dass wegen
(#+Dw,—0)=¢ und (x+4+1)z.—=¢ mod (2p-L1)
auch
v = 1. -+ 0 (mod 2p 1) ebenso w, 2= u, + & (mod 2p+41)
folgt, so ergeben sich, wenn die Gleichungen mit y—¢ multlpllclrt

werden, endhch die p(?p—[—l) Bestimmungsgleichungen fiir die im
Abel’schen Theorem vorkommenden Constanten @ und b in der Form:

5 ~0d 1 -1 304, %
BT Xyt W oy 97O 0, Ty

b Ty P b Ty D Ty =0,
worin fiir ¢ alle Zahlen 0,1,2,...2p, fiir & die Zahlen 0,1,2,...p—1

N

zu setzen sind.

Aus diesem Gleichungssystem (57) ist nun unmittelbar zu ersehen,
dass, wenn

Tpp+1 — Tp(p+ty—c = Yo, Tp(p+1) " Upteo == Vg
gesetzt wird,
tppr—o = Ua - 4%, bp—o="TVs" U
wird, worin U, und V, rationale Functionen von z sind, und man
erhilt somit
(68) () — q(@p @+t —1)
. - - 2

=[PP Ly P I Uy PP Uy P2+ 0]



200 L. Kox1GsBERGER.

Da nun nach den Congruenzen (48)

Ty (x+1) = p(p+ 1)

Typtn—s(2+1) =p(p+1) — 0 } mod (2p-4-1)

also
59) (x+1) [Tyt — Toptn—o] = (¥+1ye == 6 mod (2p+1)

und ebenso

Tppen (2+1) = p(p+1)

Up—g(t+1)=p* — 6
also

(60) (x4 1) [Tyt n—tp—o] = (x+1)ve = p + 6 mod (2p-+1)

ist, so wird, wenn man fiir ¢ die Substitution macht

() b= g,

worin 4 eine Losung der Congruenz

(61) Ax+1)=1 mod 2p-+1)

sein soll, ein Posten des ersten Quadrates der Gleichung (58) lauten
Usyfotilpe+0—0] . yp(p+1)—0

oder vermdge der Congruenzen (59) und (61), wie leicht zu sehen,

uaylp(p+1) welpt+)—o

worin Uy wieder eine rationale Function von z ist; ferner wird ein
Posten des zweiten Quadrates der Gleichung (58)

Vayva+2(p-—o)wpﬁ—a

oder vermdge der Congruenzen (60) und (61)
:Igaylpfpﬁ'l).wp"'—a,

worin B, auch wieder eine rationale Function von z bedeutet.
Die Gleichung (58) nimmt daher die Form an:

(62) P&} — q@p (@r+ —1)
=yt (PO [ (plp+D L] r D=1 L o L Wy ppn)?
— Bwr = By (i A ) — 1],

wobei in der Klammer [ | die Coefficienten der Poténzen von w rationale
Functionen von z sind.

Untersuchen wir jetzt die rechte Seite der Gleichung (44); es ist
offenbar nach Gleichung (38)
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[TITe-t
§e

2p+1

2p+1 i
_ n{apmxtl'_*_a(p 1)’”3f (_[ a“(]/R(Z)) ) =1y (.27, as(}/l‘u(,&' ) )}
und wenn auch hier die vorher gebrauchte Substitution (m) ange-

wandt wird,

2p ya
l l l l (E—1tgs)
s e
0 1

2o s y —1) 2(p—1) o ¢ »—1 .

= l l{a‘” syt ot Ty fiz e y) w4 - fp(x,a'y)
$

oder endlich, wenn man beachtet, dass aus den beiden Congruenzen

(37) und (61)

2r+1)
folgt,

2p »
(63) T T]e—%
o 3
2p
= H {(as)plglpwp_l_(a,s)(p—l)ly(p—l)Zfl (&U, asg/) wr—1 + ve +’1)<‘1; aoy‘)} ,
o

woraus zu erkennen, dass das Product eine symmetrische Function von

Y, ¢y, “21, te a?py
ist und dasselbe somit eine ganze Function von w wird, deren Coeffi-
cienten rationale Functionen von x vorstellen.
Beachtet man nun, dass die aus den Beziehungen (44), (62), (63)
hervorgehende Gleichung des Abel’schen Theorems als Coefficienten
der hdchsten w-Potenz auf der linken Seite die Grosse

J-lp(p+1)
hat, wihrend (63) als Coefficienten der hdchsten w-Potenz
y1P(2P+1)

liefert, so wird der vermbge der Substitution () nach Gleichung (44)
librig bleibende Theil

Ww—2,) (Pw-—2y) - - - (Yw—2,)
= yefwr - Myw?—'+ - -+ Wy 1w+ W]

sein, worin M, M,, - - - M, rationale KFunctionen von = bedeuten, oder
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(b= Z,)- (b= Zp) =17 4 W yitr =1 A Myy?hto—2 4 - 4 Diyy2?
d. h. die Gréssen Z,, Z,, - - - Z,, welche die Grenzen der p Additions-
integrale der Gleichung (40) sind, sind die Losungen einer algebraischen
Gleichung der Form
(64)  t2 4 My yAe—t 4 Wy y? e A - WPt — O
in welcher
2p+1 r

y=(VE@)

ist und W, M,, - - - M, rationale Functionen von z sind.

Endlich werden sich nach Gleichung (43) die zu den Z-Grenzen
gehbrigen Irrationalitifen in der Form ergeben

e P4
1/[92p+1 — 1 = A

Dieses hiermit erhaltene Resultat konnen wir auch so aussprechen:
die Gleichung (40) st so beschaffen, dass, wenn man
(69) Zy = Wy

sefzt, worn

2p+1

y—=(VR@) wnd A1) =1 mod (2p-+1)

tst, die Grossen
Wn VV‘:; Tt Wp
die Lisungen einer Gleichung
(66) Wr LM We—1 o Wy W My =0
sind, deren Coefficienten rational aus x zusammengesetzt sind, wihrend
die Irvationalitéiten
Y Wartiyierth 1

oder )

(67) YW+t Rz — 1

sich als rationale Functionen von W, darstellen lassen, deren Coefficien-
ten wiederum rational aus x zusammengesetzt sind.

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass alle durch die Gleichungen
(65), (66), (67) definirten Z-Grissen auch wirklich eine Reductions-
formel eines Abel'schen Integrales der angegebenen Art auf hyper-
elliptische Integrale p' Ordnung liefern. Denn da aus (63) folgt

(il 7 2p-;-21 )rl
3p i We 1{(@) + dx ) VE@) dz,

68) 4z, =

worin

dw" nach Gleichung (66) sich als rationale Function von W,

und z darstellen ldsst, ferner nach (67)
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Y LI =T = (W, ),
worin f eine rationale Function bedeutet, so wird

» A dl _ﬂi__ gi(‘g_f_ W 2p41 7ra{#1+1
B o) 201 A__@_ﬁ x) dx . ® ( *Tv'> A
21/421»%1 = 21: £, <) We-\VE@) d=,
und da die rationale symmetrische Function der W-Grossen sich aus
der Gleichung (66) als rationale Function von 2 ausdriicken lisst,
ausserdem der Exponent der Irrationalitit in kolge der Congruenz
Az+1)=1 mod (2p+41) r ist, so erhalten wir die Beziehung

ydd 2p+1 r
Z/,/Aw = k,c) VR( ﬁ) dz,

also eine Reductionsformel der betrachteten Art; in den obigen Formeln
(63), (66), (67) sind also siimmtliche Beziehungen ' enthalten, welche
derartige Transformationen liefern.

Ist p =2, haben wir es also mit dem Reduetionsproblem

- Azdl Wl A
63 VR(z) de = oL Bt Bkt
(63) /w(x) (VB (2)) dw Vi —I—!/Vr? A

zu thun, so werden, wenn eine Zahl 1 aus der Congruenz bestimmt ist
A(zx+41) =1 (mod. 5),

und

(69) - Z =W (IS/R@)Y)’ Zy= W, (?/R—(;»H

gesetzt wird, W, und W, die Losungen einer quadratischen Gleichung
(10) W24 M W4+ M, =0

sein missen, deren Coefficienten M, und M, rationale Functionen
von z sind, wihrend

VWPR@ —1 und YWy R(zp — 1
rationale Functionen von W, resp. W, und z sein sollen.
Da auns (70)

W= 5’* 45 YU =2,
folgt, so wird, wenn
W3R(zp — 1 =N, + N, YV — 40,

gesetzt wird, worin N, und RN, rationale Functionen von z bedeuten,
welche sich aus 9, , M, und R(z) zusammenseizen,

/ o -
l/ Ny + Ry /W2 — 4, = P, + P,/ MW, — 4M,
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und

1/9}, — M WM — AW, = Py — P YW — 4T,

sein miissen, wenn P, und P, wieder rational aus z zusammengesetzt
sind, und daraus endlich

Vﬁﬁ - 9}2219)31-2:179)&) = P — P2 (M*—4 My,

wonach die rationalen Functionen von z 9, M, und B(x) so be-
schaffen sein werden, dass der Ausdruck

N2 — N (M — 4M,)
nur Doppelfactoren hat, alle diesen Bedingungen gentigenden Fune-
tionen und nur diese werden nach Gleichung (68) auf z'¢ hyperelliptische
Fundamentalintegrale erster Ordnung reducirbare Abel’sche Integrale
der betrachteten Form liefern.

Wie fiir hyperelliptische Integrale hoherer Ordnung die Bedingungs-
oleichungen herzustellen sind, denen uach den Gleichungen (66) und
(67) die Coefﬁclenten der Subatxtutlonsfunctloneh My, My, + -+ My, und
des Polynoms des A bel’schen Integrales unterliegen miissen, zeige ich
in der schon oben erwiihnten, demniichst im 3ten Hefte des 87t Bandes
von Borchardt’s Journal erscheinenden Arbeit ,,Erweiterung des
Jacobi’schen Transformationsprincips® und ich behalte mir die An-
wendung der dort gegebenen Methoden auf die oben behandelten Probleme
bis zur Verdffentlichung dieser Arbeit vor.

Wir fiigen zum Schlusse noch ein Wort zur Losung der allge-
meinen, urspriinglich gestellten Aufgabe hinzu, die durch die Glei-
chung (35) ausgedriickt war; nachdem die Summe (4.) in die Form
(40) gebracht worden worin die Grbssen Z,, Z,, :--Z, und die
dazu gehbrigen Irrationalitiiten den durch die Gleichungen (65), (66),
(67) ausgedriickten Bedingungen geniigen, werden wir die Gleichung
(35) in die Form setzen kiénnen

2p+1 r / dd . rx dZ
70 9 — ir i
) (2 p+1)/w(r)(l/ R@) ds ZA / V2 et 4’P+1
und die Grossen Zi,, Zs,,  + + Zp. mit den dazu gehorigen Irrationali-
titen geniigen den (65), (66), (67) analogen Gleichungen.

Da nun aber, wie oben gezeigt worden, sich bei Erfillung dieser
Bedingungen stets

" % B4l v
2 ,/;piz— =/ (@) (VR®) s

ergiebt, so folgt, dass
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A dz
E’A E _______
I/A“"H 1
2p-t+1

=ﬁAo'¥’o(x> + 49 (@) F -+ Ap1gp— 1(“0)) (I/P(»C)) dz

wird, d. h. dass dann die Reduction fiir willkiirlich gewiihlte 4, 4,,---
A, mbglich ist und

P(2) = Aoy (2) + 49y (2) + -+ - + Ap—19—1(2)
wird. Die Lbosung des oben behandelten Problems giebt also auch die
Losung der allgemeinen Aufgabe.

Wien.



