
Ueber  die Reduct ion A b e l ' s c h e r  In~egrule au f  elliptische und 
hyperelliptische. 

Von 

LEO KSNIGSBERGER in Wien. 

Im 4 re" Hefte des 86 ten Bandes des Borchardt ' schen Journales 
habe ich die Frage behandelt~ ob sich yon vornherein charakteristische 
Eigenschaftea fiir die Moduln derjenigen elliptischen Integrale angeben 
lassen, auf welche sich gewisse Abel 'sche Integrale yon der Form 

f f(x, ~/~x(x)) dx 
redueiren lassen, worin f eine rationale und R eine ganze Function 
yon x bedeutet; ich land dort, dass, wenn ein Abel'sches Integral 
erster Gattung - -  und auf Integrale erster Gattung sind, wie ich frfiher 
gezeigt habe, alle Transformationsprobleme zuriickzuffihren- yon der 
Form 

f ,(x) ax, 
worin n > 2, auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur 
ftir n ~---3, 4, 6 der Fall sein kann, und zwar haben die elliptische~l 
Integrale, auf welche sich die Integrale 

reduciren lassen, wenn im ersten Falle r~---1, 2, im zweiten r ~ l ,  2, 4, 5 

ist, den Modul der complexen Multiplication l V 2  -{- ]/3 oder einen 

aus diesem transformirten, wiihrend die elliptischen Integrale, auf 
welche die A bel'schen 

j'o(x) (f dx, 
zurtickfiihrbar sein kSnnen~ worin r ~ 1, 3 ist, den complexen Multi- 

_ /  1- plicationsmodul ] / ~  oder einen aus diesem transformirten besitzen. 
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Mit RLicksicht auf die in der vorliegenden Arbeit folgenden Un- 
tersuchungen will ich auf Grund des in der oben citirten Arbeit 
bewiesenen Satzes, dass gleiche Multipllca~oren nut dann zwei ver- 
schiedenen Moduln der comptexen Multiplication zu.gehSren kSnnen, 
wenn die Moduln in einaader transformirbar sind, and zufolge der 
Bemerkung, dass die elliptlschen Integra]e 

. f  l/ dZ [" dz 
' dVT-- ' 

(f r 
die eomplexe Multiplication mit den Multiplicatoren 

cos ~- + i sin -~-, cos ~- + i sin T '  cos ~- + i sin -~- 

besitzen, den obigen Satz so aussprechen, dass die Integrale yon der 
Form 

mit den oben angegebenen Beschr':~nkungen fiir die Zahl r sich nur 
auf die resp. Integvale 

- -1  = 1  

welche die 3 te und 4 '~ Einheitswurzel zu Multiplicatoren haben~ redu- 
ciren lassen kSnnen. 

Es blieb jedoch noch eine wichtige Frage unerledigt, n~mlich a//e 
Abel'schen Integrale der bezeichnetcn Form anzugeben, welche auf  
elli~tische Integrale reducirbar sind, und die vollstiindige Beantwortung 
dieser Frage soll den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bilden, indem 
ich zugleich die Frage der Reduction selbst etwas zu verallgemeinern 
suchen werde. 

Set die irreductible algebraische Gleichung 

f ( z ,  y) = O, 

fiir welche wit die zugeh'6rigen Abel 'schen Integrale untersuehen 
wollen, eine algebraisch auflSsbare, so dass in der bekannten Abel ' -  
schen Bezeichnungsweise y als algebraische Function /~t~,. Ordnung 
dargestellt die Form hat 

l 2 a - - 1  

Y = qo + q,P" + q~P" + " " " + q . . - lp  '~ 
worin qo, q,, " " " q.-~ und p algebraische Functionen/~ - -  I t~r Ordnuug 
bedeuten, Und n fiir die folgende Untersuchung jede positive ganze 
Zahl vorstellen darf; set ferner ein Integral 
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f F(x,  y)dx 

vorausgesetzt, das sich durch eine algebraische Transformation auf 
elliptische und hyperellipfische Integrale reduciren l~st ,  so dass 

(~) F(x, y) d x = F, (zl, V~.~+l(z,)) d~l + F~ (z.,, V-~:+,(z,_)) dz,. +... 

-[- F~(z,,//'/~p,+l(z~)) dz,--~u+ A~ logv~ + A ,  logv~_+.-. 

+Ae logv  e 
wird, worin 

/r /~ ,+~(z) ,  . . .  /~.~+~(z) 

ganze Functionen yon z yon dem Grade bedeuten, den der Index angiebt, 

algebraische Functionen yon x, und A1, A 2 , . . .  A Constanten vor- 
stellen. 

Mit Hfilfe "Zhnlicher Schliisse, wie ich sie in meinen ,,Vorlesungen 
fiber die Theorie der hyperelliptisehen Integrale" ftir die Behandlung 
des Transformationsproblems gemaeht, kann ]eicht gezei~o~ werden, 
duss dann jedenfalls auch eine t~eziehung yon der Form existirt 

P~ 

, 
1 

P2 - - ~ ( - ~  (2) 

I 

a (~) . (v) (~) 
+ Z F ' ( ~ , ' / ~ 2 J O , . - ~ I ( ~ , ) )  d ~ ,  

1 

-{- M + .B~ log V~ + - . .  + ~Bo log Vo, 

worin ~ eine positive ganze Zahl, die Gr6ssen 

L6sungen einer algebraischen Gleichung pt~, Grades sind, deren Coeff~- 
cienten rational aus x und y zusammengesetzt sfnd, die Irrationalit/iten 

22r-~'l\Vl 2~ V 2.vr'~'ll.~2 /~ f 2Pr~-l~.~.Pr} 

mit Hiilfe eben dieser Grgssen x und y dutch die resp. GrSssen ~(~) 
rational ausdriickbar sind~ endlich die Gr6ssen 

u , L ,  ~ , . . .  v~ 
rationale Functionen yon x und y bedeuten. 

Und endllch wird ebenso, wie ffir die Transformation der hyper- 
elliptisehen Integrale hergeleitet worden, folgen - -  alle diese SZtze 
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gelten ganz allgemein fiir die Transformation A bel'scher Integrale 
irgend eines Geschlechtes auf Abel'sche Integrale desselben oder eines 
andern Geschlechtes - - ,  class fiir die Integrale erster Gattung 

( ~ )  

ist, worin k irgend eine do" Zahlen O, 1~ 2 , . . . p ~  --  1 bedeutet und 
E 1 (x, y) dx ein Abel'sches 1)ifferential erster Gattung vorstellt, welches 
der obigen Annahme gemi~ss die Form haben wird 

( 
(3) ~Qo + O , f  ~ + Q,f~ + �9 �9 + Q~-,p dx .  

Es ist somit das urspriingliche Problem wieder auf die Behand- 
lung des Reductionsproblems der Integrale erster Gattung zuriickgefiihrt, 
indem gezeigt worden, dass jedenfalls zur Gleichung f(x, y ) ~  0 ge- 
hSrige Integrale erster Gattung existiren miissen~ welehe auf je ein zu 
jedem hy2erelliptischen Integrate tier rechten Seite yon (a) geh~riges System 
gleichartiger hyperelliTtischer Integrale e.rster Gattung reducirbar sind 
oder auf je ein elZi~tisehes lntegral erster Gattung yon den in der Glei- 
chung (a) befindlichen elli2tischen Integralen. 

Von den Integralen erster Ga~ung der Form (fl) wollen wir fiir 
jetzt nur die Fundamentalintegrale einer n~iheren Untersuchung unter- 
werfen und als sotche die in den Formen 

fQ0  , .. j " �9 Q . - l _ ~  " dx 

enthaltenen definiren; es seien die nothwendigen und hinreiehenden 
Bedingungen dafiir aufzustellen, dass ein Fundamentalintegral erster 
Gattung 

worin 0 und n relativ prim sind, auf e/n elliptisches Integral erster 
Gattung zuriickgefiihrt werden kann, wobei wieder nach dem oben an- 
gef~ihrten, allgemein giiltigen Sutze angenommen werden daft, dass 
die Gleichung 

�9 ~ dz 

so befriedig~ werden kann~ dass z und ~ rationale Functionen yon 

x und Qep '~ sind. 
Ich kSnnte nun auf die aus der Theorie der complexen Multipli- 

cation hergeleiteten Resultate meiner oben erw~ihnten Arbeit reich 
Mathematisehe Annalen. XV. 12 
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stfitzend~ unmitte|bar schliessen~ class ~ nur die Werthe 2, 3~ 4, 6 
haben kann~ ziehe es jedoch vor an dieser S~eJle jenes Resulfat noch 
einmal ia einer etwas veri~nderten Form abzuleiten~ wie es ffir den 
Uebergang zur Reduction auf hyperelliptische Integrale sich als noth- 
wendig erweisen wird. 

L ~ s t  man n~mlich die Variable x einen geschlossenen Umkreis 

yon der Art  beschreiben, dass p~ in den Werth a_p ~ tibergeht, worin 

2~  2~ u. ~ cos ~- i sin - -  

�9 O" ist, und gehe vermSge des vorausgesetzten rationalen Zusammenhan~,es 

in in 

fiber, so wird sich die Beziehung ergeben 
d ~ dz (2) = 

ffir wetche z und ~ durch eine algebraische Gteichung mit einander 
verbunden sin& Setzt man die Polynome cp(z) und 9(~) in der 
L e g e n d r e ' s c h e n  Normalform voraus - -  was nur der Kiirze halber 
wegen der folgenden Einftihrung des @-Moduls geschieht - - ,  so liefert 
bekanntlich die Bedingung der algebraischen Beziehung zwischen z 
und ~ ffir die Perioden des elliptischen Integrales die l~elationen 

~bfD ~ fg~ f0 - ~  a S  fi~'~ 

m c o ' ~  ~r'r_o -~- gS'fD'~ 

�9 S t worln m, r, s, r ,  positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, oder 

I = 0 ,  
~'1" ~ S '  - -  m [ 

d. h. es m u s s  a die Z 6 s u ~ g  e iner  ganzzah l igen  quadrat ischen Gleichung 

sein. Nun kann aber a ~---e '~ nur die LSsung einer quadratischen 
ganzzahligen Gleichung sein~ wenn n ~ 2, 3~ 4, 6 ist,  und diese Glei- 
ehungen lauten, wenn der Fall n ~ 2 ausgeschlossen wird~ 

daraus ist abet aueh die Form der zugehSrigen Moduln der ~-Funcgionen 
sofort zu erkennen, denn aus den oben aufgestellten Periodenbeziehungen 

folgt dureh Elimination yon a, wena ~o' ~ v gesetzt wird, die qua- 
[ o  

dratische Gleichung 

s .  v 2 + 2 ( r . - - s ' )  �9 z - -  4 / - - ~  0 
also 

v ~  s [ - s  l / ( r - - s ' ) ' ~ + 4 r ' s - - ~  s {- s V ( r + s ' f f - - 4 ( r ' s - - r s ' ) 2  



Reduction Abel'scher Integrale. 179 

und fla vermSge der obigen Bestimmungsgleichungen fiir a die drei 
Relationen zwischen den Transformationseoefficienten gelten miissen 

m(r--l-s') - -  1, 0, 1 ~ 
rs" -- r's ~ ' r~s" -- r'~ ~ 1, 

so folgt leicht, dass die #-Moduln in den drei in Frage kommenden 
F~llen die beiden verschiedenen Formen haben werden 

r--s" m / / - - 3  und v ~ 2r "2m / /__1.  

Beaehtet man ferner~ dass, wenn zwei Gleichungen v o n d e r  Form 

d~ dz und d~. a dzl 

zu gleicher Zeit bestehen, die entspreehenden Periodenbeziehungen 

zwischen den .~-Moduln 
2 cot 

~o 

die Beziehung liefern 

~'$1 fO1 ~ ~ r l  s176 "-t- ~XSlfi}l t 

2 0}1 p 

mist -{- 2(trot--rim) 
,/n$1 

und jeder linearen Beziehung zwischen #-Moduln auch wirklich eine 
algebraische Transformation entspricht, so wird immer, wenn fiber- 
haupt eine Reduction auf elliptische Integrale mSglich, diese Reduction 
auch auf die Integrale 

f s dz j .  dz 1[ '_  dy l ~_ dt 

ausfiihrbar sein, und es folgt somit der Satz,  

dass wenn ein Abel'sches s erster Gattung 
yon der Form 

Q 

f Qcp; dx  

auf  ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur fiir 
n ~ 2 , 3 , 4 , 6  der l~'all sain kann~ und zwar werden fiir n ~ 3 , 4 , 6  
die beiden einzigen Formen do" reducirten elliptischen Zntegrale 

f i/ e. f_ d_~ und j F~_7_ l 

sein. 
Es wird sich jetzt darum handeln, die Form aller jener reducir- 

baren A bel 'schen Integrale festzustellen und die Transformationen an- 
zugeben, welche diese Reduction leisten ~ eine Aufgabe, die voll- 
sfXndig gelgs~ werden soll far den Fall, dass Qr und p algebraische 

12"  
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Functionen 0 tcr Ordnung sind oder dass die zu untersuchenden A'bel'- 
schen Integrale yon der Form sind 

Legen wit zuerst die Reductionsgleichung 
1 

' T (3) j Q,p ax =j"  az 
V~(z) 

unserer Betrachtung zu Grund% aus welcher eine Bedingung fiir das 
Polynom r sich aus der Theorie der complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen nicht ergiebt, und l~sst man x einen ge- 
schlossenen Weg yon der Art beschreiben~ dass pC den entgegenge- 
setzten Werth annimmt, w'~hrend z und / / ~ ( ~  in ~ und ~ (~) fiber- 
gehen, so erh~lt man 

1 

und daher, wenn 
q~(z) = (1- -z  ~ (1--k~'z '') 

gesetzt wird, 
1 

(4) 2j'Q,p ax = s 
J V ~  ' 

worin bekanntlich Z sich als das Product einer in x und Ql~p ratio- 
nalen Function in Qlp�89 darstellt, w~hrend I /~(Z)  eine rationale Func- 
tion yon x und QlZio bedeutet. Es ist abet auch leicht zu sehen~ dass; 
w e n D .  

(5) Z = ft (x, Q12p) Q,p�89 , l/rp (Z) -~- f2 (x, Q~:.p) 
ist, wegen 

d Z  --~ eft(x, Q?p) 1 f~(x'Q~2-P) d.v 
arc + V Q?!o QI p~ dx  

•z --~.F(x) Qlp�89 dx  
VgC2~) 

wird, worth ~'(x) eiD.e algebraische Function /,t+r Ordnung bedeutet, 
sich also ein auf elliptische Integrale redueirbares A bel'sches Integral 
der betrachteten Art ergiebt. Es ist die Untersuchung somit auf die 
Erfiillung der Gleichungen (5) zuriickgefiihrt, oder darauf, dass 

f ( 1  -- f ,  (x, Q,2p)2 Q~-.p) (1 - l;'-' f, (x, Q,Lp) 2 Q,"/~) 

sich als rationale Function yon x und Q1~2 darstellen liisst. 
BetrachteD. wir den slaecielleD. Fall~ dass Qt2/~ eine algebraische 
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Function 0 Lr Ordnung, also eine rationale Function ist, so wiirde eine 
Function 

Z = f(x) V~-(x), 

worin f(x) eine rationale Function und R (x) eine ganze Function yon 
x bedeutet, so zu bestimmen sein, dass 

VII  - -  f2 (x)  [ i  - k' f2(x) 

worin die Constanten in f(x), in _R(x) und k selbst passeud zu wihlen 
sind, eine rationale Function yon x wird, oder es werden jene unbe- 
stimmten Coeff~'enten der Bedingung geniigen miissen, dass 

- f : ( x )  ( 1  - 

nur Doppelfactoren besitzt; alle diese und nut diese .Fiille werden die 
auf je ein elliptisches Integral reducirbaren hyperelliptiscl~en Integrale 
erster Gattung liefern; zugleich ist mit diesen Integralen die Substitution 
gefunden, welche sie in die elli2tischen Integrale iiberfiihrt. 

Wie das Problem ftir den oben zu Grunde gelegten Fall der alge- 
braischen Function #te~ Ordnung weiter zu behandeln ist, soll bier 
nicht n~her erSrtert werden; ich gebe die dabei in Anwendung kom- 
menden Betrachtungsweisen in einer im 3 ten Hefte des 87 tr200 Bandes 
des Bo rcha rd t ' s c he n  Journals demn~chst erscheinenden Arbeit iiber 
die ,,Erweiterung des J a e o b i ' s c h e n  Transformationsprineips ~ aus- 
fiihrlich an, in welcher die Unm5glichkeit der algebraischen Trans- 
formation fiir Abel ' sche  Integrale, deren 2 > 2 ist, nachgewiesen 
wird, eine Untersuchung, die mit dem Gegenstande der vorliegenden 
Arbeit in engem Zusammenhange steht~ 

Ich gehe jetzt zur Untersuchung der Gleichtmg 

iiber, in welcher ~ die Werthe 1 oder 2 annehmen daft und z sowie 

/ / ~ - -  1 wiederum als rationale Functionen yon x and QeP 3 betrachtet 
werden diirfen. Dies Problem l~s t  eine bedeutende und ftir das Nach- 
folgende sehr wesentliehe Vereinfachung zu. 

Aus (6) gehen nimlich,  wenn x geschlossene Wege durchlKuft, 
2 ~ i  1 1 1 

welche, wenn a = e a gesetzt wird, s T successive in a p ~ und a2p -~ 
iiberfiihren, die Beziehungen hervor 

dzi dz~ (7) Q~2 s dx Vz,~_~ ~ Q~pS d x =  ~ Q e p  ~ d x =  d~ ' 

in welchen 
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(s) 

o 

L. KONIGSBERGE]g, 

(' 
V,gle'--[ =_-,b~(x ~oz-D ~-) ) 1 

ist, worin f u n d  /e rationale Funetionen der in ihnen enthalteaen 
GrSssen und zwar in den drei Gleiehungssystemen dieselben bedeuten. 

Nun folgt abet aus (7) dutch Addition der drei mit 1, a - ,  ~, a -~e  

multiplieirten Gleichungen 

e 
(9) 3 Qq_P a d x  - -  dz, dzz de3 

~- a--e I/E2 ~ ~- a-ee Vz~ ~- I ' 

und vermSge tier mit Hilfe der Substitutionen 

z, ~ Z~,  z~ ~-- aeZ.,_, z 3 -~- a'~eZ.a 

hergeleiteten complexen Multiplicationsgleichungen 

d'z~ d Zj 

Vz, a -- 1 ~ / ~  ~ 

die Beziehung 

(1o) :3or a - . ~  d x  = -  

dz~ aedZ2 dz3 a ~e dZ3 

d Z,  d Z2 d Z.~ 

2_ 
worth, wean der Ktirze halber Qe P ~ ----- Y gesetzt wird, den Gleichungen 
(8) zufolge 

z ,  = f (x,  y) , 

(11) z2  = ~',~f(x, ~c,y), 

Z a - ~  ae f (x ,a '2~ 

seia wird. 

Setzen wir nun zur Addition der drei elliptischen Integrale der 
Gleichung (I0) nach dem Abel 'sehen Theorem 

(12) a2z" "l- a~z -+ a o - -  b l / z 3 - - 1  = 0, 

welcher Gleichung die drei Werthe Z I ,  Z. , ,  Z 3 mit den zugehSrigen 
Irrationalitiiten geniigen sollen, so fo]gen nach (11), wie man leicht 
sieht, ftir die Constanten ao, a l ,  a.~, b die drei Bestimmungsgleichungen 

V~2, 3 - 1 = F ( x , y )  , 

y Z ~ 3 -  1 = / P ( x ,  aey), 

V z / -  1 = F (x, ~ y), 
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a :  (P., -~- Q~ y-{- R 2 ye) + a~ (t)1 -~- Q1 Y -I- 2~, y'-) 
-~- a o --  b ( ~ _ . ~  y +  ~y2) ~ O~ 

a2 ae ( p2 + ar Q~ y-{- a~r II, y~) + al a~-e ( P~ + ae Q, y + aee.Rl y ~) 
(12) + ao--b (~ + a'; ~ y + ace ' 9~ ye) .-~0, 

a~aee(P.~+a2eQey+aeIt.,y~-)+a, a~ + a e e Q l y + a e  Il~y ~-) 

+ ao--b (~ + a~e~y  + ar 9~ y~)=O, 

worin die GrSssen 

rationale Functionen yon x und y3 ~ Qe3/~e sind. 
Multiplicirt man nun das Gleichungssystem (12) der Reihe nach 

mit 
1 1 1, 
I ext' a2Q, 

1 a ") r a ,  ~ , 

und addirt je drei Gleichangen, so folgt 

a2 R., y~- -{- a t QI Y -~- a0 �9 1 - -  b ~ ~- 0, 
a2Q~,y2"nu alP~ + a  o . O - b g ~ y  ~--~0, 

a~P: +atl~ly~'-[ - a  o . O - b ~ y - ~ O ,  
und hieraus wiederum dutch Multiplication der drei Gleichungen mit 
1~ y, y", wenn ausserdem die eine Constante a~ = 1 gesetzt wird, 

a 1 . L  ly--[-a o . l - b . . M  I ~ - N  1y2, 

a, �9 L2y --[- ao �9 0 - -  b �9 M 2 -= N~y ~', 

a I �9 Lay + a o �9 0 - -  b .  M a -~- N3y"-, 
worin 

L,, L~, L.~, ~ , ,  ~ ,  M~, -~,, ~ ,  ~ 
wiederum rationale Funetionen yon x und y~= Qe3_~r sind. Somit 
wird also, wenn U, V, W den Charakter ebensolcher Func~ionen haben~ 

(13) a~ ~ U .  y, a~ ~--- V.  y~', b = W . / "  

sein und sich daher vermSge der Gleiehung 

(z~--~-a~ z + ao) ~ - -  b~(z a -  1) -.~ (z -- Z,)  ( z - - Z ) )  ( z - -  Z.~) (z - Z),  

aus welcher i~ir z = 0 
as + b ~ = Z,Z~Z~Z 

hervorgeht, nach (11) und verm5ge des Umstandes, dass 

Z, Z~_Z 3 = f (x, y) �9 f (x, aey) f (x, a2ey) 
sich als rationale symmetrische Ftmction yon y, aey, a~ey rational 
durch x und ya ausdrticken l~isst, die Bestimmungsgleichung 
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ergeben, wori.a T eine rationale Function yon x and Qr ~ bedeutet, 
uud Z der Gleichung gentigt 

dZ, d Z  2 dZ3 d Z  

Zugleieh folgt aus der Gleichung (12) die zu Z gehSrige Irra- 
tionalit~t in der Form 

b 
oder nach (13) 

~/Z 3- 1 =  T~+ TU+ T1 

eine rationale Function yon x und Qr 
Wir erhalten somit den Satz, dass, wenn ein Abe l ' sches  Integral 

yon der F o r m  op ~ d x  au f  ein elli2tisches Integral redudrbar  sein 

soll , die _Reducr 

d x  -~ ~ 1 

lauten muss ,  in weleher 
e 

Z~ T. Q~2 ~ und /Z 3- I ~Tj 

sind, wenn T und T, rationale .Functionen yon x und  Qe3po, bedeuten. 
Betrachten wir jetzt wieder den Fall, in welehem Qe und io rationale 

Functionen yon x bedeuten, so dass es sich um die Gleichung 

handelt, worin, wie eben gezei~ women, 

(16) Z = f (x)  (~/~-(~)o,, I/Z3 _ 1 = _F(x) 

sein muss, wenn f ( x )  und _~'(x) rationale Functionen, /~(x) eine ganze 
Function yon x bedeutet, und suchen wir nunmehr alle mSglichen 
Formen yon ~p (x) und /% @) anzugeben, ftir welche eine Reduction auf 
ein elliptisches Integral mSglieh ist. Da nun aus (16) 

R'ix) 

also 
o f(x) It" (x) + f (x) I~ (x) 

~ z  3 (~ ~V~(~))~ d~  (17) Y~ -- 1 = /r Y(x) 

fol~,  die Existenz der Gleichungen (16) somit immer eine solche Re- 
ductionsformel fiir die betrachtete Gattung A bel'seher Integrale nach 



Reduction Abel'scher Integrale. 185 

sich zieht, so wird das Problem jetzt darauf reducirt sein, Z der ersten 
der Gleichungea (16) gemiiss so zu bestimmen, dass 1 / ~ - - 1  eine 
rationule Function yon x wird, oder f (x )  und R (x )  so zu wiihlen, dass 

3 - 1 

rationa~ in x ausdriickbar ist; sind die Constanten in f(x)  und l~(x) 
so bestimmt, class der Ausdruck unter der Wurzel nut  ])oppelfactoren 
besitzt, so liefert fiir das nach Gleichu~g (17) ]xrgestellte Abel'sche 
Integral die erste der Gleichungen (16) die zugeh6rige Transtbrmation, 
und s~immtliche A bel'schen Integrale dieser Form, welche auf  dliptische 
Integrale redudrbar sind, werden dutch den Ausdruck dargestellt 

, 1  t~(x) l/ ftx?lC(x)e -- 1 

Man finder ]eieht dutch Abz~hlung der in f (x)  und /~(x) ent- 
haltenen Constanten und Zusammenstellung dieser Zahl mit tier hnzahl 
der dutch die Existenz der Doppelfactoren geforderten Bedingungs- 
gleichungen, (lass nur wenn R(x) yore dritten oder einem niedrigeren 
G~ade ist, die Reduction auf elliptische Integrale stets mSglich wird, 
dass jedoch, wenn der Grad dieses Polynoms grSsser als 3 ist, zwischen 
den Coefficienten desselben gewisse Bedingungen stattfinden mtissen, 
welche durch die obige Methode unmittelbar gegeben werden. 

Genau dieselbe Eatwickelung liefert fiir die Existenz der Gleichung 

0 ~ dZ 
f QQ.P~ dx ~ . / - l / 2 ( - ~ _ l )  

die Beziehungen 

Z - ~  I ' .  y2  v ' Z ( Z  ~ - -  1) ~ U . y ,  
e 

wean Qep ~ -~- y gesetzt wird und T und U rationale Functionen yon 
x und y~ ~-~-.Qe%or bedeuten. Sind wieder Qe und /o rationale Func- 
tionen, so folgen ffir die Gleichung 

d 
die nofihwendigen Beziehungen 

(19) Z = f (x)  (V~T~) e und 1/Z(Z3  - -  1) = _~(x) (~B(x))e, 

ia welchen f (x )  und F(x) rationale Functionen yon x sind. Da aber 
aus (19) wiederum 

o_ f(x) l:l'(x) - f" (x) R (x) dZ _ $ 
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folgt, so wird man zur Auffindung aller zur 6 ten Wurzel gehSrigen 
"* O" A bel'schen Fundamentalintegrale erster Gattun~ der obigen Art, nur 

die rationale Functim~ f (x)  und die ganze l~'unction t~(x) so zu be- 
stimmen brauchen~ dass 

f(x) [f(x) 3/~ (x)~ - -  1] 
ein volls~ndiges Quadrat wird; man erh~lt dann alle Integrale mit den 
zugehSrigen Substitutionen. 

Gehen wit endlich zur Untersuchung der Gleichung 

Q~p dz~-  

fiber, far welehe die Untersuehung theils der Einfaehheit wegen theils 
aber aueh wegen der weiteren Reduetionsfragen auf hyperelliptisehe 
Integrale in etwas verinderbr Form gefiihrt werden soll. 

Genau in der frfiheren Weise erhilt man aus den 4 Gleiehungen 

,2 e 2 
dz, - -  dz2 dzs 

Qe~) 4 d x  ]/zT~i_l , ieQcp 4 dx----yzT=-i_l, Qep 4 d x - - y z 3 ~ i _ l  , 

r 
- - i cQep  4 d x - ~  dz4 J/~,,- 1 

die Beziehung 
Q 

_ _  dz, , ._r dz~ dz3 i--r dz4 (20) 

e 
worin, wenn zur Abkiirzung Q e p 4  y gesetzt wird, 

I zl = f ( x ,  y )  y ~  4 - 1 - ~  t ~ ( x ,  y ) ,  

(2i) z2 = f(x, ie y) yz,  4 -- 1 ~. F(x, ir y), 
~3 = f ( x ,  - -  y )  y z 3  ~ - -  i = F ( x ,  - y ) ,  

z 4 ~ f (x ,  --iCy) I/z~ 4 - -  1 ----- F(x ,  --iCy) 
ist. 

Bildet man nun 

dzi dz~ dZl 

nach dem Abel'schen Theorem, indem wir 

(z - -  l ) ( a , z @ a o ) - - b y z  4 -  l = 0  

setzen, so finder man leieht mit Beriicksichtigung der Gleichungen (21) 
genau in der friiher angegebenen Weise, wenn U und V rationale Func- 

tionen yon x und Q~e2p 2 bedeuten, fiir die Coefficienten die Bestimmungen 
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a o = 1 ,  a I ~-  U, b ~  V . y ,  

sodass aus der Gleichung 

( z - -  1) +" ( a l z  + 1) 2 - -  b ~" (z 4 -  1) = ( z - -  1) ( z - - z , )  ( z - - z a ) ( z - - Z , )  

fiir z = 0  
Zl  ~ l --  b' = T 

Zl Z 3 
fblgt,  wiihrend sich 

I / Z 1 4  - -  1 ~ ( z ,  - 1 ) C a l z , +  t) 
b = T ~ . y  

ergiebs worin wieder T und 2'  1 ra t ionale  Funcs yon x und 
_e 

y+_~__ Qr bedeuten. 
Genau ebenso wird offenbar 

dZ,, dZ 4 dZ, ,  

V ~ -  i 1/7,,- i V2~'-t 

folgen, worin die Wer the  yon Z+ und I/Z_+ 4 - -  1 aus den friiheren hervor- 
gehen, wenn nu t  ir y an die Stelle yon y. gesetzt  wird, und sieh daher  

�9 ~ 2 2 - - - T ,  - -  1 - = i C T  l y  

ergiebt ,  wenn T" und T 1' die entsprechenden rat ionalen Funct ionen 
e_ 

yon x und - -  y2 = _ Qe, p~ sin& 

Aus der Gleichung (20) folgt abet  
e 

d Zt d Z2 
4Q?p  4 d x  = Y - - -~ -T  + i - e  FZ~ +-1  

oder, wenn 

gesetzt wird ,  
_e 

d Z  t dZt" 
4 QeP 4 dz  l/Z~_~_ 1 -1 yz~+__ ~ , 

worin 

Z,  ~-  T = t -{- u y  ~', t /Z ,*  - -  1 --- T, y = y( t ,  + u ,  y2), 

z , ' = i - + T = r  ( t -urn ) ,  I/~,'~--l=i+T,'V=-iQV(tl ~,y~) 

and t, u, tt ,  u 1 rat ionale Funct ionen yon x und y4~__ Qealoe sind. 
Setzt  roan aber  

dZ~ d Z (  d Z  
V ~  + v~,', - ,  = V - z ~ "  

so ist nach dem Addit ionstheorem 

Z = z ,  V Z + ' , -  ~ + z ," VZ,+ - t 
1 "+ Zt~Zt  "* 

Oder wie unmi t te lbar  zu sehen,  
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Z = L  .y3 
und ebenso 

V Z 4 - l - - - M . y 2 ,  
worin L und M rationale Funetionen yon x und y~ = Q34/)r bedeuten. 

Wir sehen somit, dass, wenn ein Abel 'sches Fundamentalintegral 
erster Gattung der betrachteten Art auf eln elliptisches Integral reducir- 
bar skin soll, die Transfbrmationsgleichung 

V z ' -  1 
lauten muss, worin 

e 
z = L .  0 7 ~  ~ , V Z ~ - -  1 = ~r~Q~p ~ 

ist~ und L und M rationale Functionen yon x und Qe~pe bedeuten. 
Abet es l~sst sich noch eine weitere Transformation mit dieser 

Beziehung vornehmen; setzt man n'~mlich - -  p-} start p~, so erhs man 

Q-dx t ~ dZ" 
--j 'Oe~ ~ ,=d ]/~ 

worin 

Z '  = - -  L Qe3p 4 , / ~ - ~ _ _  1 .= M Qe'.P'~, 

durch Subtraction der beiden lntegralgleiehungen und nach dem 
Additionstheorem 

2 f o+p+ dx = f d: ~,~q- i ' 

worim, i~ie leieht zu entwickeln, 

9_ 
----U.g+p~, /~--i=v 

wird, und U und V rationale Funetionen yon x und Qo4/or bedeuten. 
Fiihren wir somit die friiher gebrauchten Bezeichnungen wieder 

ein, so ergiebt sich fiir die als nothwendig erkannte Gestalt der _~e- 
ductionsformel 

f Q~/~ dx=j"  ~z V~Tc7 
die Beziehung 

Z - - T .  Qep 4 ,  1/Z ~ - l = T t ,  

worin T und T 1 rational aus x und Qe4pr zusammengesetzt sind. 
Sind jetzt  wiederum Qe und p rationale Functionen yon x, handelt 

es sich also um die Beziehung 
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in welcher 
Z- - - - f ( x )  ( V R ~ ) )  ~, VZ ~ - -  1 = F(x),  

und f ( x )  und F(x )  rationale Fanctionen yon x bedeuten, so folgt wieder 
unmittelbar, dass, weil aus diesen letzten Bestimmungsgleichungen 

2_ f(x)l~(x) + f'(x)R(x) dZ 4 
- 1 = ~ {x} ~ ( x )  ( f l ~ - ( x ) ) ~  d x  

sich ergiebt~ alle jene reducirbaren Fundamentalintegrale erhalten wet- 
den, wenn man die in 

f ( x )  4 l~ (x )~  - -  1 

enthaltenen Constanten so bestimmt, dass dieses Polynom nur Do_ppel- 
factoren entMilt. 

Somit w~re die Frage nach den auf je ein elliptisches Integral 
redacirbaren Fundamentalintegralen erster Gattung der obigen Art 
vollstiindig beantwortet, da die Form derselben und die Transfor- 
mationen selbst festgestellt worden sind. 

Gehen wir noch in Kurzem auf die Frage der Reduction der 
Abel'schen Integrale erster Gattung yon der Form 

f ~  (x) (~/~ ~-~)- d x  

auf hyperelliptisehe Integrale derselben Gattung n~her ein ~ es handelte 
sich, wie gezeigt worden, stets nur um das Transformationsproblem 
der Integrale erster Gattung --  so wird die zu untersuchende Gleichung 
nach den am Anfange dieser Arbeit gemachten husei~andersetzungen 
folgendermassen lauten 

,~ - -  r ]'(zl)dzl f f(z2)dz~ .-I- f f(z~)dzp 

worin f(z) eine ganze Function h5ahstens vom p - -  i t~ Grade bedeutet, 
~(z) em ganzes Po]ynom vom 2~  -l- I ~  Grade ist, und 

die LSsungen einer algebraischen Gleichung l) t~ Grades 

(23) zp -~ f, (x,  ( ~ / R ~ ) ' )  r~ -~ + . . .  + fp (x, (~/R((xj)') = 0 

sind, deren Coefficienten rational in x und ( ~ ) )  ausgedriickt sind, 
wEhrend die zugehSrigen Irrationalitiiten durch die Gleichung be- 
~mmt siad 

(~a) r = ~G, ,  x, q~(x) ) , ) ,  
.in der E eine rationale Function bedeutet. 
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Nimmt man r wiederum relativ prim zu n an,  und l~sst x einen 

geschlossenen Umkreis derart besehreiben, dass (~/~R~)" in 

i i be rgeh t -  die Wahl grade dieses Umkreises gesehieht nur der Kiirze 
der Darstellang halber --  so mSgen 

in 

I1, ~ , - . -  ~ ,  V~ ( ~ ,  V~ ( ~ ,  �9 .. V~-(~) 
iibergehen, und wir erhalten die Beziehung 

(24) ~ f~ , ( x )~" . /~ , -  Fr~,)d~,+ Ff~,)a~ ~ .+ ['f(~)~ T .  j ' 

welche mit (22) verbunden die Gleichung 

f f,~.)d~. 2 f f(zr)dz~" 

liefert, worin ~1~ ~2, ' " �9 ~ die LSsungen der algebraischen Gleichung 

(26) ~p + f,(x,a(VIt(x)))~p-~+...+ f,(x,a(~/l~(x))')=o 
darstellen~ wfihrend die zugehSrigen Irrationalit~ten dutch den Ausdn;ek 

bestimmt sin& 

Bezeichnen wir die Periodieit~tsmoduln des Integrales erster Gattung 
an den 2p Querschnitten mit 

~o~, ~ ' ,  ~ ,  ~ ' ,  . . .  ~ ,  ~"  

und bemerken~ dass vermSge der Gleichungen (23) und (26) ein alge- 
braischer Zusammenhang zwischen z und ~ besteht~ so folgr leicht, 
dass~ wenn man in der Gleiehmag (25) einen der Integrationswege 
der z-Varlablen den ersten Quersehnit~ einmal schneiden l~sst, auf der 
linken Seit% da die rech~e Seite in den Grenzen unver'~ndert geblieben 
ist und nur um eine additive ConstanCe vermehrt worden, die Grenzen 
nur in die anderen LSsungen der zwisehen z und ~ bestehenden alge- 
braischen Gleichung iibergegangen sein kSnnen, und dass, well die 
Anzahl dieser ~-Werthe nut eine endliche ist, wit jedenfalls den ersten 
Quersehnit~ so oft werden durchschneiden k5nnen, bis einmal zwei 
Wer~hsysteme der ~v GrSssen ~ einander gleich werden I dann wird auf 
der linken Seite die der rechts hinzutretenden constanten GrSsse~ welche 
ein ganzes Multiplum yon ot ist, ilquivalente Constante nur yon dem 
Durehsehneiden der Querschnitte dutch die Integrationswege der linken 
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Seite herstammen, somit nur ein ganzes Vielfaches der 22 PeriodieitKts- 
moduln sein kSnnen. VerFghrt man ebenso mi~ jedem der 2p Periodi- 
cit'~tsmoduln, so e r~ebt  sigh das fotgende System yon Gleiehungen: 

am, co, = a,161 , + bur.o / -{- a,2612 + b12~2" "-}- " '"  21-" a.lp61p --}- b, pro~, 

am(61 , '=  a;, % -}- bit mr" -{- a[,. t% --}- ba to., -~ . . .  -~- a, , coo --~ b(p 611, , 

am 2 co 2 = a:l 611 --~ boleo ;' -31- a2261, 2 --~ b22co 2' -~- . . .  + a2p fop --~ b2p61;, 
�9 . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . .  

�9 t r , �9 �9 p * 

nnd daher die Bestimmungsgleiehung r 

a l l - - a m  I b~ al~ " b~ . . .  alp b~p 

all b[1- -am[  a[2 b[2 . . .  a,~ b,'p i ~ - 0 .  (27) 
. . . .  " " . . . . . . . . . . . .  i 

Wir finden somit, class, wenn eine ~eductionsgleichung yon do" 

Form (22) m6glich sein soll, a ~ e " die LSsung einer Gleichung 22r 
Grades mit rationalen Coeffwienten sein muss - -  woraus nach bekannten 
Principien die Feststellung der mSglichen Werthe fiir die Zahl n her- 
vorgeht. 

So wird die MSglichkeit der Reduction auf hyperelliptische Inte- 
grale erster Ordnung, ftir welche p ~- 2 ist, fiir n die Werthe 

2, 3, 4~ 5, 6, 8~ 10~ 12 
erfordern, und wenn man nur diejenigen hyperelliptischen Integrale 
eomplexer Multiplication mit den Multiplicatoren 

in Betracht zieh~, welche binomischen Polynomen yore Grade 5, 8, 
10, 12 entsprechen, so wird leicht zu sehen sein~ dass sie sgmmtlich 
der ersten Ordnung angehSren~ da yon den dieser Ordnung unmittel- 
bar angehSrigen Integralen erster Gattung 

~.(a-~-bx) dx 

abgeseh en, 
5 7 t i  

e - T f  dy 
"2 ~/y (y' -]-- 1) 

e - g - { f  l/ d~ 

vermSge der Substitutionen x 2 ~-- e ~ y ,  y -f- ! ~ 2t ,  
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j :  ~e~ 1 f_ au ~ 1  ~ 2 J / / y * - l -  ve rmSge  x 2 ~ y ,  

f x2dx e - g - f  ydy 
xtG~- i e Vg (v'--1) 

-- 2 (tVUgT-(2t~- ~) • gC~_ ~:s ~ 

vermBge derse lben  Subs t i t u t i onen~  f e rne r  

=d" - 

V ~ { y , - ~ )  ~ ' 

F X2dX 1 i" YdV = I I: _d.__t_ 
J - v ; ; : -7  = ~ - J  t ~  ~ d  t i : - -  t, ' 

~ x~dx I [" ydy 
1/~,o-, ~ J ~  , 

d x  
Vx t2 - -  1 

e ra j .  dy 
2 VV(V2~_~ 

2"z V4 t ~ ~ -3 t  V($ 'zs 1) (4 t 3 -  3 t} 

- -  1 = 2t, vermSge der Substitutionen x2= ye 6, y + 

f x d x  l j ' d y  = l f d t  vermSge x ~ i 
V ~ - - ~  = / / y -1  W~t~t ~ =Y'  Y~'= T ' 

f .  x2dx I f  dY ~ xadx l F dY 

7 l t l  

1/; ' ~2 i  ff (y~A-U 
71t i  

~ - V i - g - - W  - " -~-- - - '  " 
- - J V { t  - ~)(4t - s t )  

Es sei nun die Aufgabe gestell~, die Abe l ' s chen  Fundamental- 
integrale erster Gattung yon tier Form 
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zu ermitteln, welche auf hyperelliptische Integrale mit der ]rrationalitfit 

~/x ~ P + f--l~ 

zurtickfiihrbar sind, oder die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen ftir die Existenz der Gleichung 

(28) . f ~  (x) 
ff.p+_ l__.__\,. 

(, y_~(x)) dx= f 
f(zl) dz, 

+ f__f_,:_:.Da_:~_ +... + r f(%~ a~ 

aufzustellen, in welcher f(z) eine ganze Function hSchstens vom 
p - - 1  ten Grade bedeutet, wi~hrend zl, z~, - - . ,  z~), wie frtiher gezeigt 
worden, die LSsungen einer Gleichung pten Grades 

/ 2p-4- 1 r ~  / \ 

( v ) + �9 �9 + = " t o (29) zp -l-f~ (,x, 

bedeutcn, in welcher f i ,  t2,  " �9 ", fp rational aus den in ihnen ent- 
haltenen GrSssen zusammengesetzt sin(l, und die zu jenen z-GrSssen 
gehSrigen Irrationalitiiten durch einen Ausdruck yon der Form be- 
stimmt sind 

/ "2 , + 2  . . . . . .  ~, ~ \ 
(30) VD~p+'--t = F(~r x, t. VR(x)) ) ,  

in welchem /P wiederum eine rationale Function vorstellt. 
Nehmen wir wieder an~ class r u n d  2p-1-1 relativ prim sind, 

und lassen x successive gesehlossene Umliiufe beschreiben, welehe 

( '-'~, +1 __'~ 
V R ( x ) )  resp. in 

( 2p~-I  ~r [gp~-I  \ r  12p-1~1 \ r  / 2p - l -  1 \ r  

iiberfiihren, worin 

IP~ ~ e 2 p 4 " 1  

gesetzt ist, bezeichnen wir ferner die der Multiplication der Irrationa- 
litlit mit w entspreehende, aus (29)hergeleitete algebraische Gleichung, 
deren LSsungen 

Zls, Z~s~ ' '  ", Zps 
sein sollen, mit 

(31) zP +/'1 (x, a~t l/R(x)) )zP-' + . . .  + f~(x, a't VRCx)) ) = o, 
/ 2 p  --l- 1 ,~r\ 12P-b_l_ . r'~ 

und driicken die zugehSrigen [rrationali~ten durch 
/~p +:  -xr'~ 

v , g + ' - ~  = F ( ~ ,  ~, ~t V~-c7)2 ) 
Mathemat i sche  Annalen.  XV. 13  
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oder mit  Hilfe yon Gleichung (31) durch 

Pp+A____\% 
(33) V ~ + , _ I  = ~, (x, .st V~(x))) ~71 

(x,  r2~ +1 .% <~t V-nix))) ~ ; - ~ + . . . + ~ , _ , ( x ,  -'tz~+'V-nix))V ) § 
aus,  so erhiilt nlan die In tegra lg le ichung  

(33) ,~__(~) t Vt~(~) dx - - /  /77~s i 

und indem man die letzte Gleichung m i t a  -~ multiplicirt  und die Summe 
der so ents tehenden Gleichungen ffir s ~-- 0~ 1, 2, �9 �9 �9 2 p  nimmt~ 

p (./2P'4-11//fl \r dx ~2p s ~  1~ f(zes)dZes (34) (2p + l ! j ~  (~) (x)) = .~-  . -  x_~ ! , /T;m7 2 
o I r  F ~{)s - - i  

Setzt  man  

f(z) = A,) + A~z+ A~z ~ + - . .  + Ap_,zp- ' ;  
so geh t  (34) in 

�9 ? - - I  2 p  ~ /_ 

(35) (2p--I- 1 ~,(x) (, 1/i~Tx)) dx = o A,, o a-  ~ _~/4i?zo._,e~,dz_, 

fiber, und mi t  einer solchen Thei lsumme 

2p p /"* Z;gs dZos 
(A~) a - s  e - '7,~ + t- 

o ~ Z{j s - -  1 

wollen wir uns im Folgenden beseh-~ftigen. 
Macht  man  auf den Ausdruck (A~) die Substi tut ion 

(36) zr -~-- a "~ t.o~ , 
worin m, aus der Congruenz besf immt wird 

(37) m,(~t--]-l) _~ s rood (22.)+1) ,  

welche,  wenn wir 2p .~-1 als Pr imzahl  annehmen ,  wie es ffir die 
hyperel l ipt ischen In tegra le  erster  Ordnung  der Fall  ist~ stets auflSsbar 
i s t* ) ,  so geh t  (A~) in 

*) Diese Annahme ist jedoch ffir das Folgende nicht nothwendig; dean 
wenn ein Integral tier Form 

f Z" dz 
V ~ : s  1 
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~ P t~ s dt~s 

o 1 ~ /  r 

fiber, und die in diesen Integralen vorkommenden Variabeln und 
Irrationalit~iten gentigen nach den Beziehungen (31), (32), (36) den 
Gleichungen 

/ / ~ p + l  \ r \  f / ~ p + l  \ r \  
(38) ~",tp+r~(p-"",f,~x;a"~/~x(x)) )tp-:+...+fpLx, a*~l/~(-~ ) )----o 

u n d  

l fl 1~ I \ r \  
p--1 

39) /t / 2 p + 1  . r  N /t /.~ 7{- 1 _ _ \ r \  

+~,'~-'-'~ )t~: ~- +...+,~,~_,tx,,,,~V-~(,.)) ) .  
Setzen wir nun 

I ~" r %c,a - -  I 1 

SO ist naoh dem A b e l'sehen Theorem eine Function/9 (t) yore ~ ~ + I )t~. 
Grade 

(41) p(t) ----- t~(~+ ~) + a~,(:,+,)_: t~(~+~)-x + ... + a t t + a o 

und eine FuncLion q(t) vom p~- -1  ten Grade 

(42) q(t) = b, ._,  t e - ~  + b~.:_~ tr "--~ + . - -  + b, t + bo 

so zu wi~hlen, dass die Gleiehung 

(43) r ( t )  - -  q ( t ) / / i '~+ ,  - -  1 - -  o 

befriedig~ wird dureh die ~(22o + 1) Werthe le. und die dazu gehSrigen 
Irrationalit'~ten; naeh Bestimmung der Coefficienten a und b in den 
Polynomen p(t) und g(/) wird dureh 

2p 

(44) v <t)~- q ( ~ ) , ( ~ + ~ -  :) = / - ~  ] - I  ( ~ -  t.o,). (t - z , )  �9 �9 �9 ( t - & )  
�9 r 
0 1 

vorkommt,  in welchem x + 1 und 2p + 1 dell griissten gemeinsamen  Thei ler  8 
haben, so dass x + 1 ~ 3. e, 2p  -~- 1 = 8. r/ ]st, so setze man  

z 5 ~ y ,  a lso Z ~'+l~y~) Z 2 p + l ~ y ~ /  
un(t erh-~it 

somit ein ebensolehes In teg ra l .  ~edoch yon e iner  n iedr igeren  Ordnung  und go 
beschaffen, dazs j e t z t  s - -  1 + 1 ~ ~ und ~ relat iv  pr im sind,  w i e - e s  oben zur 
Aufl6sung der  Congruenz (37) geforder t  ist. 

12" 
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die Gleichung geliefert, deren LSsungen die gesuchten neuen IntegraI- 
g-renzen slnd. 

Beachtet man, dass die in Gleiehung (43) vorkommende Irrationali- 
tiit nach (39) dutch eine ganze Function p - - 1  "~ Grades des ent- 
sprechenden t dargesteilt ist, so wird der Factor des unbesLimmten 
Coefficienten b~ die Form haben 

[~.p + 1 \ r \  

~s~ 

setzt man ferner die Potenzsumme der LSsungen der Gleichung (38) 

und addir~ von den p ( 2 i v + l  ) Gleichungen (43) je p ,  die zu den 
LSsungen derselben Gleichung (38), also zu demselben s geh5ren, 
nachdem sie der Reihe nach mit 

1 1 . . .  1 

t'-+t t2+1 . .  tx+ 1 

1 , ~  6 2 s  " " " 

�9 ~ ~ ~ ~ . ~ . . . . . .  

multiplicirt sind, so erhiilt man das iblgende System yon Gleichungen, 
in welchem s = 0, 1, 2 ,  �9 �9 �9 2 p  zu setzen ist: 

(45) 8~p~p+~)+ ap(p+~l-~ ,%~(~+~)-1 + ".. + a~S.1 + a,,Soo 
[ [ /~-p +1__ \r\  

l I ~p+I  "V\ ( f i p + l  ,~,~ 
+ ,,~-~,~, q~., I,x,,'t. y ~  (x))) z, ~(,+,)_~+... + %~_,~,x, ~ .  Y ~  (x))) s, 

- + -  . . . . .  �9 . . . . . . . . . . .  , . . . . . .  

[ I /2p+1 \~\ [ t2p+l xr, | 

+ +--  I 
und noch p -  1 5hnlich gestaltete, die sich yon der Gleichung (45) 
nur dadurch unterscheiden, dass alle zweiten Indices des S u m  resp. 
u + 1, 2 ( u + l ) ,  3 ( x + l ) , . . . ,  ( p - -  1) ( u +  1) Einheiten erhSht sind. 

Fassen wir jetzt die gleichartigen 2 p  + 1 Gleichungen (45) auf, 
welche den Werthen s - ~  O~ 1 , 2 ,  �9 �9 �9 2 p  entsprechen, und beachten, 
dass, wenn f'tir S0i als Potenzsumme der LSsungen der Gleichung (29) 
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/ 2 p - F  1 ,~r /2p-al- 1 ~t2r 12p-}-I \ 2 p r  

gesetzt wird, sich 

(46) S,~ = ~--~-'~s {~2 + a s ~ ,  VR(x))  
12P+l  ~2r [2pq- l  ~2fir i 

ergiebt, so wird> wenn bemerkt wird~ dass aus den einzelnen Klam- 
mern, welche die Fac~ren  der b-Coefficienten bilden, die resp. Ein- 
heitswurzeln 

~ - ( ' O ' z - - 1 )  m ~  ('~--(~t)~'i2)m~r " " "I ~ ' - -D I l l  a 

heraustreten, w';ihrend die Klammern wieder die Form annehmen 

f 2 p-F l ,~ r 
(47) Z, . . .  ..... ~{A~+ ."B.t, 

[2,o..,H1 ~2r z2p.4-1 ,,2pr 

die Addition der 2p  + 1 Gleichungen (45)> Welln der Kiirze halber 

2p  + 1 _ _ _ \ r  

= v 

gesetz~ wird~ wie leicht zu sehea, folgendermassen bewerkstelligt 
werden. 

Bezeichnen n'gmlich ~ und .r t gegebene ganze Zahlen und bestimmt 
man~ was immer mbglich ist, zwei ganze Zahlen r~ und u, l aus den 
Congruenzen 

(48) z' (~ + 1) ~ e } rood (2 2 q- 1), 
u~ (z+ l )  - - ~  

wo z die oben definirte Zahl bedeu~et, so wird in der Additions- 
gleichung der Coefficien~ yon a, lauten 

(49) 2 ,  a . . . .  ~ -I- -~, Y a . . . .  ,+* 
0 0 

2p 2p 
+ ( ~ , y " ~  a - - ' m ' + 2 s - t -  " " " Jr- ~ . Y 2 1 ) ~  C~ . . . . .  s-.l-2ps 

o o 

und der yon b,~: 
2p 2 9 2 p 

0 0 0 

und wenn man beriicksichtigt, dass nach den Congruenzen (37) und (48) 

era, 4- r.,s----- 0 rood (2~+1)  und - -  ~/m, -{- u~s ~ 0 rood ( 2 p +  1) 
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ist, SO folgt, dass der Coefficient von-a~ nur noch ]autet 

wiihrend der Coefficient yon by 

wird~ und somit das Resultat der Addition: 

(51) ~p(p+l) y~p(p+l) _]_ ap (~+i)- 1 ~r y~P (~+~)-1 - l -""  -{- al i ,  y~' -Jr- ao~oY ~ 

-]t-bf_~ Tf_~y~f-~--~ bf_~. Yp:_~y~f -e--~ .. . +  b, T, y~'--~ bo roy~=.O 

worin die ~ und T rationale Functionen yon x bedeuten. 
Mu!tiplicirt man die 2p--~-1 Gleichm.gen (45) der Reihe nach mit 

1 0! ~ 2  . . .  ~ 2 p  

1 a 2 a I �9 �9 �9 a 4p 

wodurch also, wenn mit (a~)~ (ae) l . .  �9 (ae)~p multiplieirt wird, in (45) 
jede der a und b-GrSssen nur mit ae ~ multiplicirt wird, so lautet, 
wenn die Gleichungen addirt werden~ der Coefficient yon a~: 

2p  ~p 

o 0 0 

und der yon b,: 

2 .o 2p 

0 0 0 

oder es wird mit Berficksichtigung der obigen Congruenzen und Wahl 
kihnlicher Bezeichnungen wie oben, das Resultat der Addition die 
Form haben: 

cr-~AX q-(~) asvp ( p - l - l ) -  ~ _L_ f~ .~(0) q l V p ( p + D _ r ~ _ j _ . . . _ J c a l : ~ . ( ~ , ) q f f ~ _ , , L . , , z  ,~ (@) ~j~H 
r  '~-'v(p-~l).Y / ~ , o ( p + ~ ) - t ~ p ( ~ - t ) - - ! .  5' / ~ 1  V t ~ O  ~ 0  ~ 

worin fiir O der Reihe naeh O, 1, 2, �9 . .  2p zu setzen ist, oder wenn 
mit ye multiplicirt wird: 

(55) ~(0 ~y*)O~-')--~a *--~, ~(e)_~,  ~y,~,l~_~_~..~....37ao~ely,O 
A r  t" ) .ki0[.a~T ? - -  , y , ~ T  I - -  v 
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Man sieht leicht, dass in all' den Gleichungen, welche man auf 
dieselbe Weise aus der Gleichung (45) herleitet, naehdem in derselben 
die zweiten Indices yon S u m  resp. z -~- 1,2(x--]- 1),. . .  (p - -  1) (u-q-l) 
Einheiten erhSht worden, nur start e und r l die GrSssen ~ q - ( x + l ) $  
und ~ q- (u-~- 1)$ auftreten werden, wenn der Index von S u m  (x--~- 1)6 
Einheiten erhSht ist, und wenn man daher wieder zwei ganze Zahlen 
v, und w~ aus den Congruenzen bestimmt: 

(56) v. (~-1- 1) ~ e + (u-{- 1)3 ~ rood (239 + 1), 
w,, ( ~ +  1) - -  ~ + (z-F1)$ J 

so wird die der Gleiehung (51) analoge Gleiehung folgendermassen 
lauten : 

~ 0 3  ~ v t - -  ~ 0 d ?  % .~oa ~l~rO,+~)2_a "v~ u ~ -Jr-... -~-aa ~ y - { - a ~  o y 
~ao(p-~l):] l p (pq-1)--i ~ p  (p-~-l~--i 

+bo.,__lT~p._,y p + p..__., p~__..,y - + . . . m o o l  o y = 0 ;  

wenn man aber beriicksiehtigt, dass wegen 

( x - t - 1 ) ( v . - - a ) ~ e  und (a -~- l )v . - - : e  mod (22)q-1) 

aueh 
v . ~ _ _ - r . q - $ ( m o d 2 p + l )  ebenso w~ ~ ,u, z .-{- $ (mod  2 / o +  l )  

folgt, so ergeben sich, wenn die Gleiehungea mit y-a  mul~iplieirt 
werden, endlich die p ( 2 ~ ) + l )  Bestimmungsgleiehungen f(ir die im 
A b el 'sehen Theorem vorkommenden Constanten a und b in der Form: 

( 5 7 )  ..r il'gp(p_i_i)._]_u ,~_q3 olZp(p+l)_i_L_..._j_ct .To, O ~o 
~)(p.-]-l)2/ ~ ~p (p+l) - - I  ~39(p~-1)--lL/ / / ~ 0 ~ 0  J" 

v = o ,  

worin fiir ,o alle Zahlen 0~1~2~.. .22) ~ fiir $ die Zahlen 0 , 1 , 2 , . . . p - - 1  
zu setzen sin& 

Aus diesem Gleichungssystem (57)ist nun uamittelbar zu ersehen, 
dass, worm 

gesetzt wird, 

Zp(p+ D - -  Up'-'--a ~ Ya 

a~r = U,, �9 r  bp.--,, ~ -  V,, �9 y "  

U~ und Vo rationale Functionen yon x sind, und man wird, worin 
erhglt somit 

(58) /9 (t) 2 --  q (t)"- (t ~p + '  - -  1) 

[tP{au-~l) -J i-  UI r  tP (P + I}--I--~ . . *'-~ Up(p.q-1)__,r p(p-~ I ) - I  t-'~- Vp(p.q-1) y ~ ( P ' ~  l)] 2 
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Da nun nuch den Congruenzen (48) 

~p~p+,}(~+ 1) - - p ( p +  1) / 
v,,(:~+,)_o(z--~l) z p ( p q - 1 )  - -  ~ / rood (2p ,--{- 1) 

also 

(59) (u-{-1) [~pc,+l) - -  v~,(p+j)_,] =-: (uq- 1),uo -_ 6 rood (2pq-1) 

und ebenso 

up ,_o (Xq-1 )  ~ p ~ "  - 6 
also 

(60) (g-l-I)  [v~(.,+,)--up,_~ = (z-p 1)v~ q- a rood (2p-{-1) 

ist, so wird, weun man ftir t die Substitution macht 

(m) t = w . yZ ,  

worin ~ eine LSsung der Congruenz 

(61) a(z-~- I) ~ 1 rood (2pq-1) 

sein soll, ein Posten des ersten Quadrates der Gleichung (58) ]auten 

V a y t ' a + a [ ~ ( p + ~ ) - a ]  . w p ( ~ + l ) - a  

oder vermSge der Congruenzen (59) und (61), wie leicht zu sehen, 

~oya,, ~p+l) W# (p-k l)--a 

worin 1I~ wieder eine rationale Function yon x ist; ferner wird ein 
Posten des zweiten Quadrates der Gleichung (58) 

~Ta yVa"k a(P ~'--a) W,O'--a 

oder vermSge der Congruenzen (60) und (61) 

~).~~ yap {p+  l) . Wp:--a 

worin ~q auch wieder eine rationale Function yon x bedeutet. 

Die Gleichung (58) nimmt daher die Form an: 

(6~) v ( t ? -  - q ( t ) ,  ( t ~ + ~  - 1)  

..~y2ap(p+ l)[(wp(p--}-i ) + ~1 wP(P~I)-I ' ~ " " "  71- lip (p ~ 1)) 2 

- ( ~  w ~ : - ' + . . .  § ~p:):(w','+~y~(~,'+.-- 1)1, 

wobei in der Klammer [ J die Coefficienteu der Pot~nzeu yon w rationale 
Functionen yon x sind. 

Untersuchen wit jetzt die rechte Seite der Gleichung (44); es ist~ 
(>ffenbar nach Gleichung (38) 



Reduction Abel'scher Iutegrale. 201 

2 p  p 

0 1 

$ 
o 

und wenn auch bier die vorher gebrauchte Substitution (m) ange- 
wandt wird~ 

9 p  p 

s ,o 
o 3 

} O f , , ~ y , C p w . p . . ~ _  ( i , - z ) ; , ,  s i ( 2 ~ - 0 , , ,  s , = a Y /l  ~x,a gj ( zoP-z+  . . .  - -~-h(x ,a 'y )  

o 

oder endlich, wenn man beachtet~ dass aus den beiden Congruenzen 
(37) und (61) 

m~ ~- s • rood (2i0-[- 1) 
folgt, 

2 p  p 

o l 

h( } = (~)~ .~w~+(~) ,~ - , )~ .y ,~ - ,~g i (x ,  ~ y ) ~ , ~ - , + . . .  + t ; ( x , , ~ y )  , 
8 

0 

woraus zu erkennen, dass das Product eine symmetrisehe Function yon 

y ,  a y ,  a~'y, . . .  a~ 

ist und dasselbe somit eine gunze Function you w wird, deren Coeffi- 
cienten rationale Functionen yon x vorstellen. 

Beachtet man nun, dass die aus den Beziehungen (44), (62), (63) 
hervorgehende Gleichung des Abel ' schen  Theorems ais Coefficienten 
der hSchsten w-Potenz auf der linken Seite die GrSsse 

y.~,(p+z) 

hat~ wiihrend (63) als Coeffieicnten der hSchsten w-Potenz 

liefert, so wird der vermSge der Substitution (m) nueh Gleichung (44) 
fibrig bleibende Theil 

(u~w - z , )  ( y ~ w -  z ~ )  . . �9 ( y ~ w - z ~ )  

sein, worth ~ j ,  ~)Rz, " �9 " ~ rationale Functionen yon x bedeuten~ oder 
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( t - -  Z , ) .  . . ( t - -  Zp)-~-tp + 9XtyZt~ -1 + 93L)_y~lt~-~ + . . . + ~ys,~- 

d. h. die Gr5ssen Z1, Z2, �9 . .  Zp ,  welehe die Orenzen der 2) Additions- 
integrale der Gleiehung (40) sind, sind die Lbsungen einer algebraisehen 
Gleichung der Form 

(64) tso + ~ l y Z t P - 1  + ,~2y'2~tp-2 + . . . + ~,o?/p~. ~ 0 

in we]cher 
/ 2 p  + 1 Xr 

= t V R ( ; ) )  

is~ und 93"~1, 0)~_~, . - .  07~ rationale Functionen yon x siad. 
Endlich werden sich nach Gleichung (43) die zu den Z.Grenzen 

gehSrigeli Irr~tionalit~ten in der Form ergeben 

p(z~ ) 
]/Ze ")'~+I - -  1 ~--- q(Z,,) " 

Dieses hiermit erhaltene Resultat kSnnen wir auch so ausspreehen: 
die Gleiehung (40) ist so besehaffen, dass, wenn man  

(65) z,o = w ~ r  
setzt, worbt  

/ 2 p  q- 1 __ \~" 

y--~t~/_t~(X))  und 2~(:~+1) ~ I rood ( 2 p + l )  

ist, die GrSssen 

W,, W , . . .  W~ 
die LSsungen edger Gleichunfl 

(66) W~ + O)~ W p - ~  -[- . . . -{- O)~p_~ W + 9)~ -~- O 

s ind,  deren Coefficienten rational aus x zusammengesetzt sh~d, w~hrend 
die Irrationalitiiten 

oder 

(67) / / W e ~ + '  R(x) 2 " -  1 

sich als rationale f functionen yon W e dar~'tellen lassen, deren Coei'ficiet~- 
t ~  wiederum rational aus x zusammengesetzt sind. 

Es ist abet auch leicht zu sehen, dass alle dutch die Gleichungen 
(65), (66), (67) definirten Z-GrSssen auch wirktich eine l~eductions- 
forme] eines Abel'schen Integrales der angegebenen Art auf hyper- 
elliptisehe Integrale ~v t~ Ordnung liefern. Denn da aus (65) folg~ 

( ~ 2r(x) d w e  z~+ '  v z 
.2~--~ w~ - ~  + ~ ) tV-~(x)) d~, (6S) d Z e 

worin ~ nach Gleiehung (66) sieh als rationale Function yon W o  

und x darstellen l~sst, ferner nach (67) 
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V z d I ' + ~  - 1 = f (  w~,  x) ,  

worin f eine rationale Function bedeutet, so wird 

~Z t~'(x) _~ d W  e /~+1 \~(~+1) 

und da die rationale symmetrische Function der ]~-GrSssen sich aus 
der Gleichung (66) als rationale Function yon x ausdriicken liisst, 
ausserdem der Exponent der Irrationalit~it in Folge der Congruenz 
~ ( z - ~ - l ) ~  I mod ( 2 p + 1 )  r is~, so erhalten wir die Beziehung 

p ~x ~ F / 2 p + 1  "~r 

+ ' J  Yz7+'- i 
also eine Reductioasformel der betrachteten Art; in den obigen fi'ormdu 
(65), (66), (67)s ind  also s~immtliche Beziehungen'enthalten, welche 
derarlige Transformationen liefern. 

Ist p ~ - 2 ,  haben wir es also mit dem Reductionsproblem 

zu thun~ so werden~ wenn eine Zahl ~, aus der Congruenz bestimmt ist 

L ( ~ + I )  ~ 1 (rood. 5), 
und 

(69), z,  = w~ ( V ~ x ) ) " ,  z ,  = Hc ( V ~ ) "  
gesetzt wird, W~ und W~_ die LSsungen einer quadratisehen Gleichung 

(70) W'  + 9)h W + 9.)~ -= 0 

sein miissen, deren Coefficienten 93~t und 9~ 2 rationale Functionen 
you x sind, w~hrend 

l /W~a.R(x) a ' -  1 und / /W~/C(x)  z, - -  [ 

rationale Functionen yon W~ resp. W e und x sein solleu. 
Da aus (70) 

2 - - ' 2  

folg~, so wird, wenn 

gesetzt wird, worin ')~t und 0re rationale Functionen yon x bedeuten, 
welche sich aus 9)'~, ~9~2 und /~(x) zusammensetzen, 

f - 
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und 

} / ~ ,  - ~ y v ~  ~ 4 ~ 2  = ~ - ~ / ~  - 4 ~  

sein mfissen, wenn ~1 und ~2 wieder rational aus x zusammengesetzt 
sind, und daraus endlich 

V ~  - ~)~22 ('~-, 2 - -  4~))~) = ~ 2  _ ~32~ ( O ) ~ l ~  4 ~ 2 ) ,  

wonach die rationalen Functionen yon x O)~t, ~ 2  und 2~(x) so be- 
sehaffen sein werden, dass der Ausdruek 

~i 2 - -  ~ _ 3  (~)~l*" - -  4-q3~2) 
nur Doppelfactoren hat, alle diesen Bedlngungen genfigenden Func- 
tionen und nur diese werdea naeh Gleichung (68) auf x te hyperelliptische 
Fundamentalintegrale erster Ordnung reducirbare A bel'sehe Integ'rale 
der betrachteten Form liefern. 

Wie ffir hyperelliptische, Integrale h6herer Ordnung die Bedingungs- 
gleichungen herzustellen sind~ denen nach den Gleichungen (66) und 
(67) die Coefficienten der Substitutionsfunctionen ~J~l, 9-]~.*~ �9 " " 9:~ und 
des Polynoms des A bel'schen Integrales unterliegen mt~ssen, zeige ich 
in der schon oben erwfihnten~ demn'~chst im 3 t~n Heffe des 87 re" Bandes 
yon B o r e h a r d t ' s  Journal erscheinenden Arbeit ,,Erweiterung des 
Jacobi ' schen  Transformationsprincips" und ich behalte mir die An- 
wendung der dort gegebenen Methoden auf die oben behandelten Probleme 
his zur Ver5ffentlichung dieser Arbeit vor. 

Wir ffigen zum Schlusse noch ein Wort zur LSsung der allge- 
meinen, ursprtinglich gestellten Aufgabe hinzu, die durch die Glei- 
chung (35) ausgedrtickt war; nachdem die Summe (A~.) in die Form 
(40) gebracht worden, worin die GrSssen Zt, Z.~, . . - Z p  und die 
dazu gehSrigen Irrationalit'~ten den durch die Gleichungen (65), (66), 
(67) ausgedrfickten Bedingungen genfigen, werden wir die Gleichung 
(35) in die Form setzen kSnnen 

und die Grbssen Zl#~ Ze., �9 �9 �9 Z~# mit den dazu geh6rigen Irrationali- 
tiiten genfigen den (65), (66), (67) analogen Gleichungen. 

Da nun aber, wie oben gezeigt worden, sieh bei Erfiillung dieser 
Bedingungen stets 

{" z;.aze, P z ,+ '  ~ 

ergiebt, so folgt, dass 
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- - 1  p �9 r : e  

_~_./ t.2p%l ,~r 
Ao~fo(x ) + A t c f ~ ( x  ) --~- . . . -{- Ap_~q)p_~ Cx)) ( , l / R ( x ) )  dx  

wird~ d. h. dass dann die Reduction f[ir willkfirlieh gew~hlte AI~ A2, ...  
Ap mBglich ist und 

~(x) = Ao ~Oo(X) + AI ~,(x) + . .  - + A~_~p_~ (x) 

wird. Die LSsung des oben behandelten Problems giebt also auch die 
LSsung der allgemeinen Aufgabe. 

Wien.  


