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Elementare Theorie
der ganzen transcendenten Funktionen von endlicher Ordnung.

Von

ArLFRED PrmxasaemM in Miinchen.

In einigen kleineren Aufsitzen, welche im Laufe der letzten zwei
Jahre in den Miinchener Sitzungsberichten erschienen sind*), habe ich
den Versuch gemacht, gewisse Hauptsitze aus der Theorie der ganzen
transcendentenn Funktionen von endlicher Ordnung in vollkommen elemen-
tarer Weise zu begriinden. Dem aus diesem Anlafl von verschiedenen
Seiten, so auch von der Redaktion dieser Zeitschrift geduBerten Wunsche
nach einer elementaren, moglichst vollstindigen und systematischen Dar-
stellung dieser ganzen Theorie komme ich um so lieber nach, als es
hierzu lediglich der Uberarbeitung einer im Sommer 1902 von mir ge-
haltenen Vorlesung bedurfte. Von einer derartigen Darstellung wird man
selbstverstindlich nicht erwarten diirfen, daB sie wesentlich neue Resultate
zu Tage fordert. Liegt es ja doch vielmehr auf der Hand, daB die Be-
niitzung des Infinitesimalkalkiils und der komplexen Integration in mancher
Hinsicht weiter trigt, als die hier angewendeten rein elementaren Me-
thoden. Nichfsdestoweniger wird man, wie ich hoffe, ganz abgesehen von
der Einfachheit der aufgewendeten Beweismittel, auch in der Fassung und
Prizisierung der Resultate manches neue finden. Im tiibrigen verweise ich
beziiglich der Auswahl und Gruppierung des hier verarbeiteten Stoffes auf
die folgende ausfiihrliche Inhaltsiibersicht*¥).

*) Bd. 82 (1902), p. 163. 295; Bd. 33 (1908), p. 295.

**) Literatur: H. Poincaré, Sur les fonctions entidres, Bull. de la soc. math.
de France, T. 11 (1883), p. 142.

J. Hadamard, Etudes sur les propriétés des fonctions entidres etc., Journ. de
math. (4), T. 9 (1893), p. 171.

H. von Schaper, Uber die Theorie der Hadamardschen Funktionen etc. Dis-
sertat. Gottingen 1898.

E. Borel, Legons sur les fonctions entidres (Paris 1900).
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1. Koeffizienteneigenschaften der ganzen Funktionen G(v)
von endlicher Ordnung.

§ 1.

Definition der ganzen Funktionen G(x) von endlicher Ordnung. —
Ordnungszahl und Spezialtypus.

1. Fir eine ganze rationale Funktion »n*® Grades: g(x) = 26 x
besteht bekanntlich die Beziehung:
W Tim | g(&)| = oo,

lzl=w
und zwar kann das Verhalten von g(z) in der Nahe der ,Stelle z =

des ndheren in folgender Weise charakterisiert werden: Jedem & >0 IaBt
sich eine positive Zahl R, so zunordnen, daB:

@) lG(x)}{< W“} fiir alle 7, deren |2|> R,

Diese beiden Ungleichungen in Verbindung mit dem durchweg regu-
liren Verhalten im Endlichen sind dann fir g(z) in der Weise charak-
teristisch, daB dadurch g(x) unzweideutig als eine ganze rationale Funktion
n** Grades gekennzeichnet wird.

Aus dieser Krkenntnis erwichst naturgem#f die Frage: LaBt sich
nicht anch fiir ganze tramscendente Funktionen eine genauere Differenzie-
rung des Verhaltens vm Unendlichen beniitzen, um bestimmte Funktions-
klassen mit besonderen, wohldefinierten Eigenschaften eindeutig zu charak-
terisieren? Dabei wird man von vornherein festzuhalten haben, daB fiir

eine ganze framscendente Funktion G(z) = chx’ an die Stelle der Be-
ziehung (1) lediglich die folgende tritt: ¢
(3) A hm | G(x)| = (dagegen hm | G@)| = 0).

Versteht man also unter M, (r) > M2 (r) zwei je nach Umstinden
passend zu wihlende und einander zu nihernde, monoton ins Unendliche
wachsende Funktionen der positiven Veranderlichen 7, so konnen hier die
den Ungleichungen (2) entsprechenden Beziehungen nur in dem folgenden
Umfange bestehen:

4) |G()] { < M, (%zy)) fir alle hinlinglich grofien z,
> M,(|x|) fiir gewisse z, unter denen auch beliebig grofie

vorkommen. Zugleich erscheint die mogliche Auswahl von M, (r), M,(r)
B ¥
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nach unten hin durch die Uberlegung beschriinkt, daB nach dem Cauchy-
schen Koeffizientensatze:

éM‘&X i G(‘x)I > Cmyf"f%

wenn ¢, wgend einen von Null verschiedenen unter den Koeffizienten ¢,

bezeichnet. Daraus folgt also, daB M, (r) jedenfalls stdrker ins Unendliche

wachsen mu8, als jede noch so hohe Potenz von r. Andererseits zeigt ein
1

1
Blick auf einfache Beispiele, wie: ¢,  ?sin (aﬁ), daB es sicher ganze
Funktionen G(z) gibt, welche fiir alle hinlinglich grofien z einer Un-
gleichung von der Form geniigen:

(4) |G(@)| < eI

unter a irgend eine positive Zahl verstanden (welche, wie das zweite der
oben genannten Beispiele zeigl, eventuell anch <1 sein kann)., Wir
fiihren nun die folgende Definition ein:

Jede ganze transcendente Funktion, welche einer Relation
von der Form (A) geniigt, soll eine ganze (transcendente) Funk-
tion von endlicher Ordnung heillen.

Es wird sich dann zunichst darum handeln, aus der vorausgesetzten
Existenz von Ungleichung (A) fiir irgend ein (endliches) a > O bestimmte
Schliisse auf die genauere Prizisierung der oben mit M, (|z|), M,(|«|)
bezeichneten Funktionen zn ziehen. Dabei wollen wir im folgenden den
Umfang zweier Aussagen von der Form (4) ein fiir allemal durch den
etwas kiirzeren Ausdruck bezeichnen:

< M,(«|) fir alle [z|> R,
(4a) |G ()] { > M,(|2|) fir gewisse beliebig groPe x.

2. Angenommen nun, es gibt irgend eine positive Zahl a@,, derart,
daB Ungl. (A) erfiillt ist fiir a = o, und alle z, deren absoluter Betrag eine
bestimmte positive Zahl R, iibersteigt. Mdoglicherweise ist dann dieses g,
schon die Kleinste Zahl, welche die Existenz der fraglichen Relation nach sich
zieht. Wenn nichf, so steht es frei, a, noch zu verkleinern. In jedem
Falle wird man sagen konnen, daB die durch Ungl. (A) mit dem Zusatze
|« | > R, charakterisierten Zahlen a, eine bestimmte unfere Grenze «, be-
sitzen, d. b. es gibt eine bestimmte, dem Intervall 0 < «, < 4, angehérige
Zahl «, von der Beschaffenheit,” da bei belichig kleinem &> 0:

< e#1"F* fiir alle {z| > R,,

QIO R |
> el#17° fiiy mundestens ein x des Bereiches |z| > R,.
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Wird jetzt B, > R, angenommen, so gehdrt analog zn R, eine Zahl
¢y > 0, derart, daB bei beliebig kleinem &> O:

< ez®%* fir alle (2| > By,
> e2™7° fiir mindestens ein x des Bereiches |z! > R,.

con
Dabei kann nur «, < ¢, sein, da die erste dieser Ungleichungen wegen

R, > R, infolge der ersten Ungl. 5 sicher besteht, wenn o, = ¢, ange-
nommen wird, die zweife aus dem nimlichen Grunde #niemals bestehen

kann, wenn «, > «,. Bedeutet also

By, By --- B
eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender Zahlen,
so entspricht derselben eine miemals zunechmende Folge wnichi-negativer
Zahlen:
g 20y 2o 20, 2
von der Beschaffenheit, daB bei beliebig kleinem & > 0:
vt gy 1sl>R -1,2,3,---
(6) gG(x)‘{<e uralle}xl> v (Iv R B | )7
> ¢*1*7° fiir mindestens ein x des Bereiches x| > R,.

Die Folge der «, besitzt alsdann einen bestimmten Grenzwerf, etwa:

) lime, =a >0,

welcher offenbar von der besonderen Wahl der Folge (R)) vollig wnab-
hingig ist. Denn 138t man an die Stelle der Folge (R) irgend eine
andere monoton ins Unendliche wachsende Folge (R,) treten, so gehort
zu jedem p ein v, derart, daB:
“Rv é .R; < 'Rv+1
Wird also die nach Art dfr («,) gebildete Folge, welche der Folge
(R.) zugehort, mit («,) bezeichnet, so hat man nach dem oben gesagten:

. y
e, <o, < e, alsoauch: lime, = «.

MH=0
Die Zahl « erscheint also als eine fiir die betrachtete Funktion G(z)
charakteristische, deren endgiiltige Bedeutung sich in folgender Weise an-
geben LiBt. Wird & > O belichig Kein vorgeschrieben, so 1iBt sich eine
nattirliche Zahl »; so ﬁxieren, daB:

8
%ga»g- also: o, +5 < a+ 9,

und es besteht demnach, wenn man in der ersten Ungleichung (6) v = n,
] . .
¢ = o setzt, die Beziehung:

®) |G(z)| <=’ fir alle |z|> R,
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Andererseits bhat man fiir jedes- »:
8 —
a,,>oc~——g-, also: ¢, — 5 >« %0,

sodaB aus der zweiten Ungleichung (6) vermittelst der Annahme & = »—g~
sich ergibt:
(9) | G(@)|>e=""’ fir mindestens ein x des Bereiches |z|> R, .

Da hier v jede der Zahlen 1, 2, 3, - . - bedeuten kann und lim B = oo

ist, so besteht also die letzte Ungleichung fiir unendlich viele x, unter
denen auch beliebig grof3e vorkommen.

Schreibt man schlieflich noch R; statt R, oder, noch etwas prig-
nanter, bezeichnet man mit E, die unfere Grenze aller moglichen R, , so
LiBt sich das in Ungl. (8) und (9) enthaltene Resultat in folgender Weise
formulieren:

Jede ganze Funktion von endlicher Ordnung ist von ganz
bestimmier Ordnung o%); d. h. geniigt G(x) einer Relation
von der Form (A), so existiert eme**) bestimmie Zahl o> 0
von der Beschaffenheit, daf3 bei beliebig kleinem & > O stets:
fple+d oo i
() 6] { <e {a_a‘ f?fﬂ’ alle'{xg >P':a, |
> d®l*"° fiir gewisse beliebig grofie x.

3. In dem besonderen Falle ¢ = 0, dessen Moglichkeit nach dem bis-
her gesagten keineswegs ausgeschlossen erscheint™*), wird der Wert der
zweiten Ungleichung (B) offenbar illusorisch: dieselbe enthilt dann ledig-
lich die triviale Aussage, daB fiir gewisse belichig grofe x | G(z)| > 1 aus-
fallt. 'Will man hier eine wirklich brauchbare, d. h. mit |z | noch ins
Unendliche wachsende und daher zur Charakterisierung des Unendlich-
werdens von | G(x)| geeignete unfere Schranke fiir | G(z)| erhalten, so
muB man von vornherein statt des Exponenten |z|® eine Funktion ein-
fithren, die langsamer wichst, als jede noch so niedrige Potenz |x% da-
gegen immerhin schueller als jedes moch so grofle Multiplum von lg|z|
(wegen ¢*'8l#l =|z["), und die dann eventuell auch zur Herabminderung

der oberen Schranke ¢/*° dienen kann. Es wird hiernach -zweckmifig er-

*) Franzosische Autoren bezeichnen nach dem Vorgange von Borel das, was
hier schlechthin ,,Ordnung* genannt wird, (wie mir scheint, nicht sehr glicklich) als
wordre apparent”, wihrend dann ,ordre réel“ als gleichbedeutend mit der weiter
unten (s, § 8, Nr. 2, p. 293) einzufiihrenden Bezeichnung ,,Grenzexponent gebraucht wird.

*%) DaB es nur eine Zahl o geben kann, fiir welche die beiden Ungleichungen (B)
in dem angegebenen Umfange bestehen, ist unmittelbar einleuchtend.

#*¥) Beispiele fiir das wirkliche Vorkommen dieses Falles s. p. 316, Fufn. 1.
Vgl. auch p. 328, Fubn, 4.
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scheinen, den Begriff der Funktionen endlicher Ordnung noch dahin ein-
zuschrinken, daB man darunter nur Funktionen von endlicher, nicht ver-
schwindender Ordnung versteht. Dabei wird aber festzuhalten sein, daB
alle Resultate, welche von der in (B) auftretenden oberen Schranke her-
rithren, auch noch fiir den Fall ¢« =0, also fiir die Funktionen nullter
Ordnung giiltig und brauwchbar bleiben, wihrend dagegen die auf der
Existenz der wnmferen Schranke (B) beruhenden illusorisch werden*)

Im tbrigen wird offenbar die soeben angedeutete Einengung der
Schranken (B), welche bei den Funktionen nullfer Ordnung fiir eine ge-
nauere Charakterisierung des infinitiren Verhaltens sich geradezu als wot-
wendig erwies, auch bei den Funktionen von (nicht verschwindender) end-
licher Ordnung mdéglich und zur Verschirfung gewisser Resultate auch
witnschenswert erscheinen. Bei der Herstellung solcher emgerer Schranken
hiitte man offenbar in ganz analoger Weise zu verfahren, wie bei der suc-
cessiven Verschirfung der Kriterien fiir die absolute “Konvergenz und
Divergenz unendlicher Reihen. Doch soll von der Durchfiihrung dieses
Prinzips hier vollstindig abgesehen®*¥) und lediglich noch die folgende
besonders einfache und, wie sich zeigen wird, auch niitzliche Verschirfung
der Grenzbedingungen (B) in Betracht gezogen werden.

4. Bs sei G(x) von der Ordnung o. Dann ist offenbar der Fall
denkbar und, wie die oben schon erwihnten einfachen Beispiele

", x”%- sin (x%) i
unmittelbar erkenven lassen, auch tatsichlich vorhanden, daB fiir alle hin-
linglich groBen z nicht nur, wie die erste Ungleichung (B) es verlangt:
| G@) | <=,
sondern sogar fiir irgend ein ¢ > 0:

(C) | G(2)| < el=l®,
Hat man sodann speziell:
(10) |G (@) | <ewlel, fir |z|> R,

80 haben wiederum bei festgehaltenem R, die Zablen ¢, fiir welche diese
Ungleichung mdglich ist, eine bestimmte unfere Grenze y,, die sich keines-
falls erhbhen kann, wenn man R, successive ‘durch griflere Zahlen
By, B, - - - ersetzt. Man gelangt auf diese Weise durch Beniitzung der

¥) Analoge Bemerkungen gelten natiirlich fiir ganze Funktiouen von der Ord-
nung o0, d. h. solche, welche fiir gewisse beliebig groBe x stirker anwachsen, als

= g Jedes noch so grofe B> 0.
*9) Derartige Untersuchungen findet man bei E. Lindelsf, a. a. O.; vgl ins-
besondere p. 25. 45,
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nimbichen Schliisse, wie in Nr. 2, zuniichst zu einer Folge niemals zunehmen-
der, nicht-negativer Zablen y, (v =1, 2, 3, - - -) von der Beschaffenheit, daf
bei beliebig kleinem ¢ > 0 (vgl. Ungl. 6)):

,+9-121% £ =
(11) ]G(x)!{<e(y fir alle |2| > R, (»=1,23,---)
> dry=9-12 fiir mindestens ein x des Bereiches (2| > R,
und schlieBlich zu einer durch die Gleichung:
(12) y=1limy,

definierten, iibrigens von der Wahl der B, durchaus wnabhingigen und
fiir die Funktion G(z) charakteristischen nicht-negativen Zahl p, welche
die Eigenschaft besitzt, daB bei beliebig kleinem &> 0 (vgl. Ungl. (B)):

< er+a-121® fir glle (2] > R,
® 6w o atie lo1> R
> vr=a-.21" fiir gewisse beliebig grofie .
Ist hierbei y > 0, in welchem Falle man den Ungleichungen (D) durch

Substitution von pe fir § auch die Form geben kann:

@) Gy | AT
! l > di-a-y- izl

so soll gesagt werden, es gehdre G(v) dem Normaltypus y der Ordnung
a, kiirzer: dem Normaltypus (% y) an.

Ist dagegen speziell » =0, in welchem Falle die erste der Unglei-
chungen (D) die Form annimmt:
E) | G(x)| < e 1=* fiir jedes ¢ >0 und alle 2] > R,,
wihrend die Branchbarkeit der zweiten illusorisch wird und an ihre Stelle
lediglich die urspriingliche zweite Ungleichung (B) tritt, d. h.:
(By) |G@)| > =" fiir jedes 6 >0 und gewisse beliebig grofe z,
so soll gesagt werden, es gehdre G(x) dem Minimaltypus der Ordnung e,
kiirzer: dem Minimaltypus () an.

Hierzu sei noch ausdriicklich bemerkt, daf die Existenz von Ungl. (E,)
fir jedes noch so kleine &> 0 Fkeineswegs diejenige von Ungl. (B,) fiir

jedes noch so kleine & > O ausschlief3f. Denn, wie klein auch ¢>0, § >0

angenommen werden mogen, 50 hat man stets:
1

£}
(13) e-lef>1, wem:|z|>R=(3),
und sodann durch Multiplikation mit | }*—9:
(14) g-|zle>xled fir 2| > R,
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sodaB die gleichzeitige Existenz der Ungleichungen (E,) und (E,;) keinen
Widerspruch enthilt.

Als Resultat dieser letzten Befrachtung ergibt sich also:

Gewiigt eine ganze Funktion G(z) von der Ordnung « einer
Relation von der Form (C): |G(z) <e1* fir z] >R, so
gehirt G (x) entweder dem Normal- oder dem Minimaltypus
an; d. h.: Es gibt entweder eine bestimmite positive Zahl 9,
welche gestattet, die beiden definierenden Ungleichungen (B)
durch die priziseren Ungleichungen (D) oder (D7) zu ersetzen;
oder es laBt sich die erste Ungleichung (B) durch die sehr viel
stirkere (B,) ersetzen.

Es bleibt noch als zweife, ausschlieSlich vorhandene Moglichkeit der
Fall zu untersuchen, daB G(z) keiner Relation von der Form (C) gentigt.
Dann miissen offenbar, wie grof3 auch die positive Zahl ¢ angenommen
wird, unter belicbig grofien Werten von 2 immer wieder solche vorkommen,
fiir welche:

(15) 6y > ein

ausfillt. In diesem Falle 1i8t sich also die zweite Ungleichung (B) durch
die sehr viel stirkere (15) in dem Sinne ersetzen, daB es freisteht ¢ unbegrenst
2w vergréflern. Fir jedes nicht dem Normal- oder Minimaltypus angehdrige
G(z) von der Ordnung « bestehen demnach die charakteristischen Un-
gleichungen:

[ < d=** fir jedes 6 >0 und alle |z]> Ry,
® 6@ ) 1. . _
> et fiir jedes ¢ >0 und gewisse beliebig grofie x.

Alsdann soll gesagt werden, es gehore G(x) dem Maximaltypus der
Ordpung «, kiirzer: dem Mazimaltypus () an.
Hiernach lassen sich die Hauptergebnisse dieses Paragraphen sehlieB-
lich in folgender Weise zusammenfassen:
Ist eine gamze Funktion G(z) iberhaupt von endlichcr
Ordnung, so ist sie nicht nur von bestimmier Ordnung «, son-
dern sie gehort, sofern nur ¢ > 0, einem bestimmien von drei
wohldefinierien Haupttypen an. Mit anderen Worten: Steht
von vornherein nwr fest, daf3 fiir G(x) eime Relation von der
Form (A) existiert, so geniigt G (x) wicht nur den beiden Un-
gleichungen (B), sondern einem der drei spezielleren Un-
gleichungspaare (D), (B), (F).
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§ 2.

Eine Koeffizienteneigenschaft von G(x), welche aus der Existenz
einer oberen Schranke fiir | G(x)| folgt.

Hauptsatz 1. Geniigt die bestindig Fonvergierende Reihe Z:cvx” fiir
' 0

alle x, deren absoluter Betrag emme gewisse positive Zahl iibersteigt, eimer
Relation von der Form:

(&)

so hat man:

1
z 1/ 1
@® G (2) Vel =Tm V o) o < @)

Beweis. Aus (B folgt auf Grund des Cauchyschen Koeffizienten-
satzes: )

(1) g !cvxvééA'ey';xia (r=0,1,2,-- ix[>R)
etzt man:

o

Ev ¢,z

0

<4- er 2l (4>0, y>0, «>0),

1

o) =(2) >B dh v>ay B

o 4

so wird:

] v e ‘3;‘
@) icv{'(;,’,;) <4d-es,
anders geschrieben:
3) (%) -le <4 @)=

Erhebt man in die (—1—)“ Potenz, so folgt durch Ubergang zur Grenze

k4
P == 00

1
T (2)° Va1 < @),

-

d. h. man erhilt die erste Form der unter (cg) behaupteten Koeffizienten-
relation. Um auch die zweife zu gewinnen, konnte man sich der Stirling-

sehen Formel:
19‘1‘

12y 0<o,<1)
bedienen, welche ja fiir » = co die Beziehung liefert:

@ Volo o

1'-}-1

Bl VRS
vi=VY2x v 2.e
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Man kann aber diese letztere Beziehung und somit das gewiinschte Re-
sultat auch ohne dieses relativ komplizierte Hilfsmittel in folgender, duBerst
elementaren Weise herleiten. Man hat:

., i v v
(5) o= DI >0, alko: wl>(2).
0
Andererseits ist:

12.23.34. .. (p—1)" .o+

vi= 22.8%... (p—1)" 1.7
. ) v—1
SRR R T
und daher mit Beniifzung der bekannten Beziehung: (1 + —11—)2H> e:
(6) ! < prtl. (—;)v“l——: (%)v- ve.

Durch Zusammenfassung von (5) und (6) ergibt sich also die doppelte
Ungleichung:

(D (}v—) <l (;) - ve,
aus welcher dann unmittelbar die Beziehung (4) resultiert.

Im iibrigen findet man auch durch direkte Beniitzung der zweifen
Ungleichung (7) und Gleichung (3):

1 ¥

1
() @) -le, i <4 - (ve)® - (ap)°
und hieraus durch Erhebung in die (%)“ Potenz und Ubergang zur Grenze
v = oo die zweite Form der Behauptung (f):

L4 1

1
B V(o) 16,1 < ()",
8 3.

Eine Koeffizienteneigenschaft von G(x), welche aus der Existenz
einer unteren Schranke fiir gewisse |G (x)| folgt.

1. Dem Beweise des weiter unten zu formulierenden Hauptsatzes 11,
welcher das Analogon und die Erginzung zu dem zuvor abgeleiteten
Hauptsatze 1 bildet, schicken wir zunichst zwei Hilfssitze¥) voran.

*) Die Verwertung des Hilfssatzes I zur Abkiirzung eines frither von mir ge-
gebenen elementaren Beweises fiir den Houptsatz II (Miinch. Ber. 32 [1902] p. 165)
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Hilfssatz I. Bedeutet Dva,r" eine bestindig konvergierende Reihe mit

¢
reellen Koeffimienten und ist fiir unendlich viele positive r, unter denen
auch beliebig grofle vorkommen.:

]

6] Dra =0,

0
so gibt es unendlich viele Indices m,, fir welche:
(&) a,, = 0.
Beweis. Angenommen, die Behauptung wire unrichtig, so miifite
von einer bestimmten Stelle ab, etwa » > », bestindig

@) a, <0
sein. Andererseits konnte man eine positive Zahl R so fixieren, daB
fiir » > R:
n—-1 !
@ |0, -1 >] Dra ],

und daher, wegen: a,7" < O: °

n

3) va,r* <0 (fiir: r > R).
>

Da iiberdies fiir jedes positive 7

o

) Dlar <0

n+1
ausfallen miiBite, so hitte man schlieBlich:

(]

(O 2@,?’ <O fiir jedes r > R,

0

was der Voraussetzung widerspricht. —

Hilfssatz I Ist 26;5, wo x> 0, eine konvergente Reihe mit wicht-

0
negativen Gliedern, & eine beliehig anzsunchmende positive Zahl, so hat momn:
(&) Pir x> 1; 26’;<(236,),
0 4
© 1-2 ® 1 N\, %
mEwe<t g7 (Saral o))
0 - )

verdanke ich Herrn Liroth (vgl. ebendas. p. 295), von dem auch der Grundgedanke
zur Abkiirzung des von mir wrspriinglich gegebenen Beweises von Hilfssatz 11 hexriihrt.
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Beweis. Sefzt man:
Sh, -5,
0
so besteht fiir jedes v die Beziehung:
®) Z<t,
und daher auch, falls » > 1, die folgende:

<
also:

) @ <3

Substituiert man hier » =0,1,2,.-. %, so folgt durch Summation
und Ubergang zur Grenze % = oco:

(10) §%~ﬁlbz<%°§’by=1,
0 1)

also in der Tat, wie unter (a) behauptet:

(a) S bt < (Zw‘ z)v)x (x> 1).

Um die Richtigkeit von (b) zu beweisen, werde gesetzt:

(11) 26&,:-11, 2%%=S
0 0

wobel vorliufig Za,, Za,c, irgend zwei konvergenfe Reihen mit nicht-
negativen Gliedern bedeuten sollen. Ist sodann fiir x << 1 auch noch die
Reihe Xa c* konvergent, so besteht die Identitit:

a Staa=(8) Sta (4"

0

*) Hiermit wird also Xb, ohne weiteres als konvergent angesehen. Die Richtig-
keit dieser Annabme folgt in der Tat unmittelbar aus der vorausgesetzten Konvergenz
von YB3, falls »<C1. Ist dagegen x>1, so kinnte b, immerhin divergieren. In
diesem Falle wirde offenbar Ungleichung (a) etwas allemal richtiges, aber wertloses
anssagen: es komint also auch hier lediglich der Fall der Konvergenz von Xb, ernstlich
in Betraeht,
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Nun gilt aber fiir jedes a > 0, x <<1 die bekannte Beziehung®):

a* <1+ x(a—1),
also: —

(13) (§-e) <14z (56 -1).

Durch Multiplikation mit a,, Substitution von » =0, 1, 2,. .. und Sum-
mation ergibt sich hieraus:

(14) ja"' (g-cv)z<§v'av+x (g -Zq}'avey ——2 o;,,> =2wla,,,
0 0 0 6 0

und daher mit Beniifzung der Identitit (12):

S Su-($) (S

Setzt man jetzt noch:

(15) a,=(r15)» W& ="5
also: ’ .

2a7=3—'§ﬁ, ¢, =a, * b, -—(1—!—8)”-

0

so folgt, wie unter (b) behauptet wurde:

(b) Zb <(57?‘51_x' (2 a+a)t) ”) (x<1).

2. Hauptsatz II. Geniigt die bestindig konvergierende Reihe Zv C,x
1]

fiir unendlich viele x, unier denen auch beliebig grofe vorkommen, einer
Relation von der Form:

® %2%
0 .

so hat man:

@) N() V1G] = th @)%, 2 (@n)e.

Beweis. Es werde zuniichst ¢ = 1 angenommen. Setzt man sodann
|#]| =r, so resultiert aus der Voraussetzung Sﬁr)’ a fortiori die folgende:

24-erizl® (4>0, y>0, «>0),

*) Eine vollig elementare Herleitung dieser ffng:’lewhlmg 8. Miinch., Ber. 32
{1902) p. 176, 300,
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o

(16) SHe e —a. SIET

Tyl 2
[+ [\

sodaf also fiir unendlich viele », unter denen auch beliebig groBe vor-
kommen, die Beziehung besteht:

(17) DS @G| —4p) 7 20,
[i]

Man hat somit nach Hilfssatz I fiir unendlich viele m,:
(18) m1 G, | 24 y™
und, mit Beniitzung der ans Ungl. (7), p. 267 entspringenden Beziehung:

auch:

(19 ()" 11>

e

ey

Erhebt man die beiden Unglemhungen (18), (19) in die (m )‘e Potenz, so
liefern sie durch Ubergang zur Grenze die Beziehung:

(20) lim > V[C,| = = lim Vq;w 1>,

y=w

welche mit der unter (g) behaupteten fiir den Fall ¢ =1 zusammenfillt.
Ist jetzt @« von 1 verschieden, so bringe man die auf Grund der
Voraussetzung a fortiori bestehende Ungleichung:

(H] <
(21 2 |Cav| > A-e!1=®  (fiir gewisse beliebig grofle x)

0

durch die Substitution

x| =1r*
auf die Form:

® v ) 1
(22) DO re= D30, ) 2 Ao,
0 0

Man hat sodann im Falle « <<1 nach Ungl (a) des Hilfssatzes II (indem
man dort x——-=—i— b,=|C,|*v setzt):

(23) 2( ..pje < (Zwlw,w-w)%

o 0
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und daher, wenn man diese Ungleichung in die «” Potenz erhebt, mit
Beriicksichtigung von Ungl. (22):

®

(24) DG« > A= e (fiir gewisse belicbig grofe ),

0

sodaf sich mit Beniitzung des bereits gefundenen, in Ungl. (20) enthaltenen
Spezialresultates ergibt:

(25) fim 2 -¥[C[* =Tim V31[C,* > ay (e<1).

yP= v=

Im Falle « > 1 hat man analog nach Ungl. (b) des Hilfssatzes II:

1
1—= © 1

@ Sokrr<(F) " (Saroerjopr),

folglich, wenn man diese Ungleichung wiederum in die «* Potenz erhebt,
mit Beriicksichtigung von Ungl. (22):

@7) 2(1 ) 0v. O e > 1+o (Z( o g a)a

r——-—-———-—a “t @ Qkyr
; (1+6) - A% . exy ’
und, wenn man noch 7 durch (14 8)'~%-r ersetzt:
(28) V{C’? ga. > s . Ae. exv(1+9) -
;1 (1+ )

Hieraus wiirde sich mit Hilfe von Ungl. (20) zundchst ergeben:

(29) Tm 2 /]G, F = Tm V41 [C,FF = (14 0y ep.

Y=

Da aber 8 > O unbegrenzt verkleinert werden darf, so folgt schlieBlich:
(30) hm ]/ | = hm VG > ay («>1).

Durch Erhebung der Relationen (25) , (30) in die (a‘)te Potenz und Zu-
sammenfassung mit Ungl (20) ergibt sich also, wie behauptet:

®) Em (2)" 16, = T V(v*)«- 0,12 (@p)e.

fiir jedes positive .
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8 4.

Umkehrbare Beziehungen zwischen der Ordnungszahl von G(x)
und dem infinitiren Verhalten der Koeffizienten.

1. Die in § 2, § 3 bewiesenen Hauptsiitze sind in der gegebenen
Form micht ohne weiteres umkehrbar. Dagegen lassen sich die betreffenden
Voraussetzungen in verschiedener Art so erweitern, daB die entsprechenden
Sttze umkehrbar werden.

Satz L Ist bei beliebig Fleinen & > O:

w0

|
Ev ¢,z
)

!

€5 <L e+ riel® fir glle 'z| > R,

i

(1) iZny” > e1=9-7-12%  fir gewisse beliebig grofe x,
)

so bestehen die Beziehungm'

(ir) () Ve -hmV<v'>“ ¢, ()",
(iz) }L%(e)z'm=}§§ Vo 10,12 @,

und umgekehrt*).

*) Setzt man: 1
— o
(eye)* =%, also: 'y----g-e—,

so nimmt die fragliche Umkehrung die folgende Form an:
Aus den Voraussetzungen:
Lim »* V 1¢, | < %,

y=00
1
lim »“ - vV{C,,{;x
folgt allemal: T
o 1+4¢
— R

E,}, crmv <ea8 s
Q

wj E.:.f ixxla
270,,.1: >eae l

0

wn dem oben wiher bezeichneten Umfange.

Eine sehr kurze und verhaltmsmaﬁ:g elementare Herleitung dieser Beziehungen
gibt Herr E. Lindelsf in einer Note, welche mir withrend der Drucklegung dieser
Abhandlung zuging: ,,Surla détermmatmn de la croissance des fonctions entidres ete.
Bull. des sc. math. (2) T. 27 (1903). Eine vollkommen elementare Modifikation der

Mathematische Annalen. LVIIL 18
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Beweis. Aus der Voraussetzung (I,) wiirde auf Grund des Haupt-
satzes I (Ungl. (G), (@), p. 266) zuniichst folgen, daB fiir jedes &£ > O:

1 Y1 1
i (2% Vg =Tm V 0% - o, | < (4 B0

Da aber diese Grenzwerte, wenn sie iiberhaupt unter einer endlichen
Schranke liegen, eindeutig bestimmte Zahlen vorstellen und andererseits s
unbegrenzt verkleinert werden darf, so ergibt sich unmittelbar die Richtig-
keit der Behauptung (i,).

Das analoge gilt beziiglich der Herleitung von Ungl. (i,).

Die Umbkehrbarkest dieser Resultate 1iB8t sich sodann in folgender
Weise indirekt beweisen. Angenommen, es bestehe die Voraussetzung (i,)
und es sei wicht moglich, jedem beliebig kleinen ¢ >0 ein B, so zuzuordnen,
daB Ungl. (I) fiir |z| > R, bestindig erfillt ist: alsdann miiBte ein be-
stimmtes & > 0 existieren, derart daB unter beliebig grofer z immer
wieder solche vorkommen, fiir welche:

&L

Er C,,xv § g 3(1+E’)'y'2x»a.

0

Hieraus wiirde aber nach dem Hauptsatze II (Formel (H), ) p. 270)
folgen, daB:

Eﬁ(e) ==hmV(v')“- > @+an)F,

was der Voraussetzung widerspricht.
Analog wiirde die Annahme, daB die Beziehung (I,) wichi allemal
aus der Voraussetzung (i,) resultiere, die Existenz einer Ungleichung

von der Form:
N o
t Ev C,,x”
i "o

nach sich ziehen und somit schlieBlich im Widerspruche mit der Voraus-
setzung auf die Relation:

< =)y {z|*

1
Im () V10,] = hmhvoa 10, <A=& ap)*
fiihren.

Lindeltfschen Methode findet man in einem Nuchfrage am Schlusse der vorliegen-
den Abhandlung.
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2. Satz I Ist bes beliebig kleinem & > O:

S o o

(K,) Do

) i

<e'**  fir alle |z| > R,,

e i _]:. Ll &
(Xy) 20,90”2 >e* ' fiir gewisse beliebig grofe z,
0
so bestehen die Beziehungen:
1 v 1
(k) lim »¢ - ¥[¢,] =lim ¥ (@) |¢,| =0,
1 " 1
(k;) im v=- 9/, = Tm V (v)*- 1, = oo,

und umgekehrt.
Beweis. Aus den Voraussetzungen (K,), (K,) wiirde auf Grund der
Hauptsitze I, II zunichst folgen, daB:

v=m( ) F—hmt v'% < ( ae)“
m (7 ) & Vot

Da es aber freisteht, ¢ > O unbegrenzt zu verkleinern, so miissen die

fraglichen Grenzwerte geradezu = O bezw. = oo ausfallen. Infolgedessen
1

ist es auch gestattet, im ersten Gliede beider Relationen den Faktor (—:~)

einfach wegzulassen, auBerdem in der ersten Relation das Zeichen lim durch

Lim zu ersetzen, sodaB sich in der Tat die Ungleichungen (k,), (k,) ergeben.
Die Umkehrbarkeit dieser Resultate erkennt man dann wiederum

unmittelbar auf indirektem Wege, ganz analog wie bei Satz I —

3. Satz III. Ist bei belichig kleinem & > 0;

@0

(L) DV o | <e=** fir alle |z > Ry,
0

(L) 2 G| > el*“ % fiir gewisse beliebig grofe x,
1

18*
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so bestehen fiir jedes beliebig Fleine 8 > O die Bezichungen:

o AR
B tim 55735, = lim V (759 5, | =0,

1 > 1
(L) Lm v“+3'{/§0yf=ﬁmv(ﬂ)m'107f=°°>

Y= y=w

und umgekehrt.

Beweis. Denkt man sich 0 beliebig klein fixiert, so besteht auf
Grund der Voraussetzung (L,) fiir alle hinlinglich groBien z (nimlich
fiir {x{>Ria) die Beziehung:

2

o0

E‘B C,, xv

0

o -

Wie klein jetzt auch &> 0 vorgeschrieben werden mdoge, so kann man
)
2z
durch hinlingliche VergroBerung von |z| stets erzielen, daB H;—% <s
ausfallt. Dann ergibt sich aber aus Satz II (Ungl (k)), daB fiir dieses
und somit schlieBlich fiir jedes & > 0:

1 e 1
lim %9 1]g,] = lim V (017 || = 0,

wie unter (1,) behauptet wurde. Das analoge gilt beziiglich der Be-
hauptung (1,).

Auch hier erkennt man die Umkehrbarkeit der betreffenden Resultate
mit Hilfe des in Satz I beniitzten indirekten Beweisverfahrens. —

4. Ersetzt man in den vorstehenden Sitzen I, II, I die mit C,
bezeichneten Koeffizienten durch c,, so ergibt sich mit Beniitzung der in
§ 1 gegebenen Definitionen das folgende Haupiresultat®):

Ist G(x) =2:c,,x” von deyr Ordnumg o >0, so bestehen
0

bei beliebig FKleinem 0 > O die Beziehungen:

1 VR
(la) lim »=+¢. Y/ ¢, | = lim V(v?)“‘*"' 161=0,

1, V N
Ib) lim »4=%-Y]¢, | =lim V' (#))*~%-|¢,| = o0,

*) Literaturangaben s. Miinch. Ber. 32 (1902), p. 163, 164.
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Gehirt G(x) dem Minimal- beew. Maximaliypus (&) an, so
dorf man in der ersten bezw. zweiten Relation geradezu 6 =0

setzen, sodafl also:
- V :
(Ta) limwe-Yie|=Lm V (W)*-|¢,|=0 fiir den Minimaltypus,

1 A
Ib)  Tim »*.}'¢|=1im V(,,!)Ti, le,|= o0 fir den Maximaltypus.

Y=< k4

Gehort G(x) dem Normaltypus (o, y) an, so wird:
*1,; Y 1 1
@) Hm (%) Vie|=Tm V @) 1¢,i=(«)* (d h. endlich und von
vEe rEe Null wverschieden).
Alle diese Beziehungen sind umkehrbar®).
Man kann den wesentlichen Inhalt dieser Aussagen in folgender

Weise zusammenfassen:
Die Ordnung (einschlieflich des besonderen Typus) von

G (x) ==23 ¢, 2" d. h. das infinitire Anwachsen der Maximea
0

von | G(x)| ist umkehrbar-eindeutig mit der infinitiren Ab-
nahme der |c,| verkniipft.

Auch sei noch ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daf also
Ordnung und Spezialtypus von G (x) lediglich von den Absolutwerten der c,,
noch priciser ausgedriickt, von dem infinitdren Verhalten dieser Absolut-
werte abhiingig ist. Im tibrigen 148t sich selbstverstindlich das infinitire

*) Dabel bestimmt sich also, wenn:
1 p

v & »
lim (—) Ve, !

Y=o €
%

v ———

1
im ¥V (w)%le,]
= /
der ,,Typus* y aus der Gleichung:
1 2

(«7)—0‘- =1, also: y= —

Man bemerke noch, daf die drei Gleichungen (Ila), (Ib) und (III) alle Moglich-

1
keiten erschopfen, welche das Verhalten von Iim »“* f/f ¢, | darbieten kann. Da-

Y=
mit ist also zugleich ein neuer Beweis dafiir geliefert, daB jedes G(z) von der
Ordrung o einem jemer drei Spezialtypen angehoren muB.
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Verhalten der |c,| statt durch die oben angegebenen Grensgleichungen auch
durch entsprechende Ungleichungen fiir endliche v charakterisieren. Setzt
man der bequemeren Schreibweise halber durchweg:

1
& = ~—
[+4
und sodann in (la):
1 1 d ’ ’ / d
I3 % aary =40 ("“130 g= (a—;—a))’
desgl. in (Ib):
1 — 1 6 — I 4 V4 . '-—- a
«—8 o + ale—>0) «+ 0 (&ISO. &' = oc(a-——c?))’

sodaB also in beiden Fillen o' gleichzeitiy wmit & beliebig Flein wird, so
nimmt der zweite Teil der Gleichungen (Ia), (Ib) die Form an:

R

(K) Lm =0T ] =0, Tmypl@+ 9 ¢ =00 (fir jedes 6'>0).

Hieraus ergibt sich, daB zum mindesten:

W -0
()  |<(x) fiir alle hindinglich grofen v, etwa v > n,,,
. 1\« + . .
(1b) > (w) fiiy gewisse beliebig grofe v.

»!

Es 1Bt sich aber leicht zeigen, daB auch umgekehrt diese letzteren Un-
gleichungen stets die Existenz der Gleichungen (K') nach sich ziehen.*)
Aus (1la), (1b) folgt ndmlich, daB auch:

1 e 9

S

<) =@ s
!

} c‘l’ % , 6t
1 “t+3 g 1 a 43
\> (;T) = (¥)?. (;‘;) fiir gewisse beliekig grofe »,
also:
g &
. ) 1y2 . s . 2 .
()= e, | < “‘;) , (D91, > (w!)” (in dem angegebenen Umfange),

e
woraus dann unmittelbar die Grenzbeziehungen (K") hervorgehen.

*) Mit anderen Worten: Die Ungleichungen (1a), (1b) sagen infolge der Mog-
lichkeit, 0" beliebig zu verkleinern, nicht weniger ans, als die folgenden offenbar
gleichfalls aus (K') resultierenden:

S’I/

)% 9
1
& (p®

tey]

(wo 22> 0 beliebig klein).
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Gehort G(z) dem Minimal- bezw. Maximaltypus an, so ergibt sich
aus (IIa) bezw. (IIb) als Ersatz fir Ungl. (1a) bezw. (1b) die folgende

Ungleichung:

81’

(2a) e, i< = fiir alle v > n,
v!

1

& ()

(>0 beliebig Flein).

2b) c,i> fiir gewisse beliebig groffe v

Gehort endlich G(z) dem Normaltypus (&, y) an und setzt man (wie
1

p. 277, FuBn.) (ap)® =4, so liBt sich GL (III) durch die folgenden
Ungleichungen ersetzen:

<@ P gl v >,
o)
a—o
@)

Legt man den Zahlen ;—17 (als den Koeffizienten der einfachsten ganzen

3 el (6>0 belicbig Flein).

fiir gewssse beliebig grofe v

transcendenten Funktion ¢*) die Ordwungssahl 1, also den Zahlen ( ;1_'_ )a

und etwas allgemeiner einer Folge schlieBlich stets wnterhalb (;},—) ) , aber
o + 6 ’
mindestens zum Teil oberhalb (;17) bleibender Zahlen die Ordnungs-
zahl o bei, so wird man die vorliegende Funktion G'(z) auch durch die
Aussage charakterisieren kénnen: sie sei von der Koeffizientenordnung o .
Alsdann 158t sich das oben ausgesprochene Hauptresultat auch folgender-

mafen formulieren:
Fine ganze Funktion von der Ordnung e ist von der Koef-

fizientenordnung o = % und wmgekehrt.¥)

Zugleich ergeben sich im Anschlusse an die Ungleichungen (2a), (2b),
(3) auch fiir die Koeffizientenordnung o noch die dret besonderen Typen,
welche eindeutig-umkehrbar den betreffenden Typen der Funktionsordnung «
entsprechen und, wie der Inhalt der Ungleichungen (2a), (2b), (3) zeigt,
auch sinngem3f mit den nimlichen Ausdriicken bezeichnet werden konnen. *¥)

*) Funktions- und Koeffizientenordnung sind also immer gleichzeitig endlich und

von Null verschieden.
**) Daher entspricht also dem ,,Normal“-Typus (¢, ) der Koeffizientenordnung

o

der spezielle Funktionsordrnungs-Typus (&, y), Wo y == % (s. Ungl. 3)).
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Ferner sei noch hervorgehoben, daB die Koeffizientenordnung (ein-
sehlieBlich des besonderen Typus) erhalfen bleibt, wenn man die Maec

Laurinsche Entwickelung G(z) = D>»¢, 27 durch eine beliebige Taylorsche
2

G(z) = Zf ¢, (x—uxy)* ersetzt.*) Denn man hat fiir alle hinlinglich groBen z:
0

erl® = Bi -

= ia'§x-~’€o]“ <L plte)jr—m @
S -9 1z-2%

(wegen ini *m f% fa:- 1), und daraus folgt, daB die Ordnung von G(x)

(einschlieBlich des etwa vorhandenen besonderen Typus) unverindert bleibt,
wenn man G(z) als ganze Funktion von (x—z,) auffaft. Infolgedessen
miissen aber die ¢ genan denselben Grenzbeziehungen geniigen, wie die
urspriinglichen ¢,.

Wurde in dem eben betrachteten Zusammenhange die unmittelbar
ersichtliche Unverinderlichkeit der Funmkiionsordnung beniitzt, um die
gleiche Eigenschaft fiir die Koeffizientenordnung festzustellen®*), so fithrt die
umgekehrte SchluBweise unmittelbar zum Beweise des folgenden Satzes:

Die Funktionsordnung « von G(x) kommt (einschlieflich
des besonderen Typus) auch der Ableitung G'(x), und somil
schlieflich allen moglwhm Ablestungen von G(z) 2u.

Ist niamlich G(z) = 20 2¥, so folgh: z-G'(2) = 21} ¢,z’. Da

aber lim V7 = 1, so genugt Vv-le,| genau denselben Grenzbezxehungen,

V=

wie V]¢,|, sodaB also - G'(x) und daher auch G’(2) von derselben

Koeffizientenordnung, mithin auch von derselben Funktionsordnung wie
G(x) ist. Das nimliche gilt dann offenbar fir G”(z) usf — schlieBlich
fiir jedes beliebige G®)X(z).

* Vgl v. Schaper, a. a. 0. p. 14.
) Direkter Beweis fiir die Invarianz der Koeffiszientenordnung bei G. Vivanti:
Rend. Ist. Lomb. (2), Vol. 36 (1903), p. 1000.
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II. Ganze Funktionen, welche gar keine
oder endlich viele Nullstellen besitzen.
§ 5. g

v Gy TV
Orinung und Spezialtypus ven €% .

Eine ganze transcendente Funktion ohne Nullstelle ist stets von der
Form 7@, wo g(x) eine rationale oder transcendente ganze Funktion bedeutet.
Ist zunichst g(z) rational, etwa vom Grade g, so hat man fiir alle hin-
Iinglich groBen z: |g(x); <|z'¢** und daher:

0 @] < elotr < e,
sodaB & jedenfalls von endlicher Ordnung und zwar hichstens von der
Ordnung ¢ ist. Eine genauere Untersuchung fiihrt zu folgendem Resultat:

2
Ist g(x) -—=Zv' a, ", so ist @ von der Ordnung q und zwar

0
vom Normaltypus (g,|a, 1), d. h. man hat be! beliebig kleinem & > 0O:

(A) |9t < e+ 1=t fip glle 2] > R,

2 "
> et=9-taa' 1= g gewisse belichig groPe .

Beweis. Bezeichnet man den reellen Teil von g(x) mit R(g@), so
hat man:
@) || = R (),
sodas also zur Abschitzung von ¢/ eine genauere Untersuchung von
R(g@)) erforderlich ist. Bringt man g(z) auf die Form:

[ g—1
B) 9@ =(_0+ow)- a,2¢, wo also: ¢(z) = @ + “1“"’+aqxq+ G912 ,

so 1aBt sich zundchst zu beliebig kleinem ¢ >0 ein B, so fixieren, daB:
(4) lp(@)| <e fur |z{> R,

und somit:

) R@)Z|R@) <lg@)! <A+e)-|an| fir |z]> R,

Um auch eine passende, fiir gewisse beliebig grofe x geltende unfere Schranke
fir R(g@) festzustellen, werde gesetzt:

(6) x;—_;xi.gﬁi’ a’q=§ag§'eai'
sodaB also Gl (3) in die folgende iibergeht:
(D 9@ = (1+ow) - derei. g |,

Wird jetzt & = &, in der Weise fiziers, daB:
(8) &+ g9, = 2xm (wo « irgend eine der Zahlen 0, 1,---,(g—1) bedeutet),
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so hat man:

9) 9@) = (1+9®) - |a,27]

und daher mit Berticksichtigung von Ungl. (4):

(10) Rlg@) > (1—e) - la,a2| fir 2z=|z| %, [z|>R,.

Durch Zusammenfassung der Ungleichungen (5) und (10) mit GL (2)
ergeben sich also schlieBlich die gesuchten Beziehungen:

< et+a-lagl- 1217 fr glle lz, > R,,

(11) o)
> e~9-le' 12" fiir gewisse belichig grofe x

(ndmlich fiir alle x = |z!- %, wo |z| > R)).

§ 6.

Allgemeine Form aller ganzen Funktionen ohne Nullstellen und von
endlicher Ordnung. — Ganze Funktionen mit endlich vielen
Nullstellen.

1. Zur Vervollstindigung des soeben gefundenen Resultats bleibt
noch die Frage zu beantworten: Ist die Gesamtheit der ganzen Funk-
tionen ohne Nullstellen und von endlicher Ordnung durch die soeben unter-
suchte Kategorie vollstindig erschopft? Mit anderen Worten: Kann 7@
von endlicher Ordnung sein, wenn g(z) eine framscendente ganze Funktion
ist? Zur Beantwortung dieser Frage, welche wiederum lediglich auf eine
zweckentsprechende Abschétzung von R (g(x)) hinausliuft, schicken wir
den folgenden Hilfssatz voraus.

Hilfssatz. Ist (sum mindesten fir |z|=r < R):

€0

(1) f(él}) = 2“1 xl7 a, = o, + B4,

also: ’

(2) flrev)) = 2 (2, cos Ap—f, sin Ag) -7 -1—5271 (B,cos Lo + ¢ sin A )-7*
—ﬂ( 9)+ i),

so gelten aufer der bekamnten®), fiir A =0, 1,2, .- bestehenden Koeffizienten-
darstellung:

*) Vgl. Math. Ann. 47 (1896), p. 137. Daselbst steht an Stelle von » durchweg
N=2", da aus methodischen Riicksichten die Beniitzung von Exponential- und
frigonometrischen Funktionen vermieden werden sollte. Fillt, wie hier, dieser Grund
fort, so erscheint es natiirlicher und bietet selbstversténdlich auch nicht die geringste
Schwierigkeit, die fraglichen Mittelwerte auf den Fall eines belicbigen N = n aus-
zudehnen.
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z=|r

(3) a,= g'flli(x‘l-f(x)) = lim %-2}”{7’-6”%') eyt g Vignt (wo: P, =
n=w 1

fir 4 > 1 auch diwe beiden folgenden:

n
- 29{2[:0% ) Z:fl (73 '”q)n> =t 6"1,24’”5)
4 @, 4 !

1 X :
=2¢-lim—- Mvfy(r,ve,)  r* e rioi,
Beweis. Aus Gl (3) folgt durch Multiplikation mit r*:
1N :
6)) art=lim — . Dvf(r.eon’). e~¥9ni
Andererseits hat man®) fir 1=1,2, 3, -- -
— . .-.—_—}_ ny . evPnty . . eV Aient
0= M (& fa)) = lim Zf(r# @ 9n) - 1F. 20,
also durch Multiplikation mit #—*:

(6) 0= ilfii— . ng- . e"‘Pn’) . evl(pna'_
1

283

2x
7{)’

Wenn man diese Gleichung einmal zu Gl. (5) addiert, das andere Mal
davon subtrahiert, so folgt (mit Berticksichtigung von e~ 9% 4 %= 2cosg,

e 9 — 9= — 2¢sin @):
(

. 1 . ]
= 2 SH o) cosvig,
(D a,r* §

n
= —2?,3{12—%—. Ef(r .e”‘Pni) . Sin/y,{(pn’
\ - 1

und daher durch Trennung des Reellen und Imaginiren:

;

art = 2lim -:7 . Zfl (r,ve,) - cosvig,,
n=® 1

.1 c .
= 23112 - Evf;, (r,ve,) -sinvig,,
(8) < '

puir* = — 2ilim = Dy (g, -sinvig,,
=0 1

\

n
= 2¢lim %— . Evf;, (r,vp,) - cosvig,.
=R 1

*) Vgl a. a. O. p. 138, GL (4).

(*=21),
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Durch entsprechende Addition dieser Ausdriicke ergeben sich schlieB-
lich die Beziehungen:

( ’ n
. 1 .
(a') = 27?’=1j?0 o Eﬂ (7} ?,q,n) . 6—vl(pnz’
(9)“ az?'z< 1 (Ag 1),
.. 1 .
(b) = 221.}1—13; —’;’- . Zf; (r, fy¢n) . e—t‘l(pnt’
\ L = =

welche durch Multiplikation mit 7—* in die behaupteten Koeffizienten-
darstellungen (4) iibergehen.

2. Mit Benutzung der ersten dieser Beziehungen beweisen wir jetzt
den folgenden Satz¥):

Geniigt der reelle Teil g,(r,@) der ganzen Funktion
g9 (x) =g (r- e*) fiir unendlich viele beliebig groPe r und alle
miglichen @ (also, geometrisch gesprochen, auf unendlich wvielen
Kreisen mit beliebig grofem Radius) einer Ungleichung von der
Form™**):

(10) nne)<d-r (4>0,6>0),
so st g(x) eine rationale ganze Funktion vom Grade g < .

Ist die Beziehung (10) fiir jedes noch so kleine 4 = ¢ >0

erfiillt, so hat man allemal q << 6#%).

Beweis. Ist g(z) = 20, z%, so folgt aus Gl (9a), daB fiir jedes
noch so grofe r:

(11) )P L 2lim o g, (,v9,)], 3> 1).
n=®L 1

*) Der Satz riihrt von Hadamard her (a. a. O. p. 186). Der dort mit Hiilfe der
Fourierschen Iniegralform der Koeffizienten gegebene Beweis wird hier mit Bei-
behaltung des eigentlichen Grundgedankens auf die elementare Mittelwertdarstellung
iibertragen.

“*) Es wird also den Zahlen g, (r, ¢) lediglich nach der positiven Seite hin eine
Schranke gesetzt. Dabei Linmten zunichst unter den negativen Werten von g, (r, @)
immerhin solche vorkommen, deren absoluter Betrag jene Schranke A - r° beliebig
tibersteigt. Der vorliegende Satz lehrt dann eben, daB aus der Voraussetzung:

9 (’}‘, ‘P)<A Xad
(in dem gegebenen Umfange) geradezn foigt:
g (| <4-1°

(und zwar sogar fiir alle hinlinglich groBen r und beliebiges ¢).
** Diese Bemerkung findet sich bei E. Lindelsf, a. a. O. p. 15,
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Andererseits ergibt sich aus (3) fiir 4 = 0:

. 1 < . 1 - .
@ = lim — - Ev g (r-e¢+) =lim _ - Ev (9, (r,v@) +i- g, (r, vg)),
n=® 1 1
und daher:
. 1 .
(12) ¢ = lim —- - 2,’” 9, (1, v®,), wenn: ay=a,+ fy1,
n=wn 1

folglich, wenn man diese Gleichung mit 2 multipliziert und zu GL (11)
addiert:

(13)  |a]- 7+ 20 =2lm - D (19,6, v90 | + 911, v9,).
=W 1

Nun ist aber:

= 2¢, (r, v9,), wemn g, (r,ve,) >0,
4
(14) |g(rve,|+ 9 (r v,) { -0 , wenn g, (r,ve,) <O0.

Bedeutet jetzt r einen jener Werte, fiir welche die Voraussetzung (10)
gilt, so hat man unter allen Umstinden:

(15) L9, (r,v9,) | + 91 (r, v o,) <2477
sodaB also Gl. (13) die folgende Beziehung liefert:
(16) la,|-r* + 2ay < 44 -7°

d. h. man hat:

17 o <445 - 2%

fiir unendlich viele 7, unter denen auch beliehig grofe vorkommen. Mit-
hin ergibt sich, da es freisteht, » unbegrenzt zu vergréBern:

(18) la,} =0, falls 1> 6.
Es fehlen also in der Reihe g(z) = 2 a,z* alle Potenzen, deren
0

Grad A die Zahl ¢ iibersteigt, sodaB die hichste in g(x) vorkommende
Potenz 2 einen Grad ¢ < 6 besitzt: dabei kann offenbar nur dann g =6
werden, wenn 6 eine gamze Zahl, anderenfalls miifite immer ¢ < 6 sein.

Diese letztere Beziehung gilt aber auch im Falle eines ganzzahligen e,
wenn die Voraussetzung (10) fiir jedes moch so kleine positive A = & be-
steht. Denn aus Ungl. (17), welche nunmehr die Form annimmt:

2¢,

1
(19) l”’zi<48‘;2:‘6"“’;7>
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ergibt sich alsdann fiir 1 = 6:
2 0
(20) la,] <4e4+ 2%l an —0%).

3. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, daB ¢(2) stets eine ratio-
nale ganze Funktion sein muB, wenn /@ diberhaupt von endlicher Ord-
nung sein soll. FaBt man dieses Resultat mit dem in § 5 gefundenen
zusammen, so ergibt sich also der folgende Satz:

Ist die Funktion ¢¢@ diberhaupt von endlicher Ordnung,
so st sie stets von ganzzahliger Ordnung q und iberdies vom
Normaltypus (q,9), d. h. es gibt eine bestimmie Zahl y > 0,
derart, daf3:

(21) 9@ | { <o risd fir alle o] > R,
' > =712 fir gewisse beliebig grofe x.

q
Zugleich hat man alsdann g (x) = 2 a,x’, wo |a,|=yp.
Li]

Im iibrigen kommen die eben genannten Kigenschaften, wie leicht
zu sehen, auch jeder ganzen Funktion von endlicher Ordnung zu, welche
nur eine endliche Anzahl von Nullstellen besitzt und somit von der Form
ist: g,(x)-€¢'®@, wo g,(x) wiederum eine ganze rationale Funktion be-
deutet. Da n@imlich bei beliebig kleinem &>0 und jedem bestimmten

qg>0:
<erl#it} | C g o
(22) 90(%) > 1 fir alle hinlinglich groBen z,

so erkennt man ohne weiteres, daB gawnz allgemein das Hinzutreten eines
Faktors von der Form g,(x) die Ordnung und den etwa vorhandenen be-
sonderen Typus einer ganzen Funktion G(z) in keiner Weise alferiert.
Wendet man diese Bemerkung speziell auf Funktionen von der Form
90(%) - #® an, so folgt, daB der oben fiir Funktionen okne Nullstellen aus-
gesprochene Satz aunch fiir solche mit einer endlichen. Anzahl von Nullstellen
ohme jeden weiteren Zusatz giltig bleibt und daher auch in folgender Weise
formuliert werden kann:
Ist die Funktion G(x) von wicht-ganzzahliger oder, zwar
von gamzzahliger, aber wicht dem Spezialtypus amgehoriger Ord-
nung, so besitzt sie allemal unendlich viele Nullstellen

Beispiel: Ist0<11m1/§ | < oo, m>1, so ist 2 (m ),, wie
leicht mit Hilfe von Ungl. (7), p. 267 erkannt wird, von der Koeffizienten-

*¥) Selbstverstiindlich gilt ein ganz analoger Satz fiir den ‘magindren Teil von
g(x) (als reellen Teil von — ¢ . g(x) oder auch unmittelbar anf Grund der Relation (9b)).
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ordnung m, also von der Funktionsordnung —:-{ , muB somit stets un-
endlich viele Nullstellen besitzen. Das nimliche gilt dann offenbar auch

my ke e had 2
von 2 b, - (%—1—57 (z. B. cosz =2 (= 1y B cos hyp z =;"’ W)
0

§ 1.
EinfluB jedes einzelnen Koeffizienten auf die Existenz bezw. Nicht-
existenz unendlich vieler Nullstellen. — Der Picardsche Satz.

1. Nach dem Satze von Art. 3 des vorigen Paragraphen erscheinen
die Ganzzahligheit der Funktionsordnung und die Zugehdrigkeit zum
Normaltypus als notwendige Bedingungen dafiir, daB eine im fibrigen be-
liebig vorgelegte bestindig konvergierende Reihe X ¢, 2" von endlicher Ord-
nung hichstens eime endliche Anzahl von Nullstellen besitzt. DaBl jene
Bedingungen aber keine hinreichenden sein kdnnen, folgt schon aus dem
Umstande, dafl dieselben, wie oben (§ 4, Art. 4) ausdriicklich hervor-
gehoben wurde, lediglich von den Absolutwerten der ¢, abhingen, wihrend
fir die Existenz bezw. Nichtexistenz von Nullstellen offenbar die wirk-
lichen Werte der ¢, wesenflich in Betracht kommen. So unterscheiden
sich z. B. die Koeffizienten von G,(z) = ¢ und G,(x) = cos (%) — sin (22)
lediglich durch das Vorzeichen: beide Funktionen sind von der Ordnung ¢
und zwar vom Spezialtypus (g, 1). Nichtsdestoweniger hat nur die erste
keine, die zweite unendlich wiele Nullstellen (nimlich z —V/(% v + D z).

Es hiingen aber ferner jene zwei Bedingungen sogar nur von dem
wfinitdren Verhalten der |c,| ab, wihrend andererseits fiir die Existenz
bezw. Nichtexistenz von Nullstellen die Gesamtheit der ¢,, ja sogar jedes
einzelne ¢, maBgebend ist. Es gilt nimlich der folgende Sata:

Ist G(x) = Zc, 2" von endlicher Ordnung wnd héchstens
mit emer endlichen Anzahl von Nullstellen versehen, so geniigt
jede Abiinderung irgend eimer endlichen Amzahl von Koeffi-
zienten, um eine Funktion mit unendlich vielen Nullstellen zu
erzeugen.

Beweis. Andert man eine belichige endliche Anzahl von Koeffi-
zienten in irgend welcher Weise ab, so wird G(#) tibergefilhrt in
G(2) + g(x), wo g(x) eine rationale ganze Funktion bedeutet, die sich
eventuell anch auf eine einzelne Potenz von z oder eine von Null ver-
schiedene Konstante reduzieren kanm.

Andererseits hat man auf Grund der Voraussetzung: G (%) = g,(z) - &/®,
wo g,(), g(x) ebenfalls rationale ganze Funktionen, g,(x) von beliebigem
(d. h. eventuell auch nullten) Grade, g(x) vom Grade ¢ > 1 und, wie man
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen darf, ohne konstantes
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Glied, da man ja einen Faktor von der Form e¢% allemal zu g,(z) ziehen
kann. Die Behauptung besagt damm, daB g,(z) - e#@ + g(z) stets unend-
lich viele Nullstellen besitzt.

Angenommen, dies wire nicht der Fall, so hitte man:

(1) 9(z) - €9 + g(2) = p(z) - &,
WwWo y,(x) eine ganze rationale Funktion, eventuell eine von Null verschie-
dene Konstante, y(z) wiederum eine ganze Funktion vom Grade ¢ (da ja
9@ - 4@ von der Ordnung q) ohne konstantes Glied.

Bringt man diese Gleichung auf die Form:

5@ ey 1@ ey
@) s@ ¢ g T
so folgt durch Derivation und Multiplikation mit g(z)%:
3) 9:(#) - ¢ — 9, (2) - #@ =0,

wo ¢,(x), 7,(z) die folgenden zwei ganzen Funktionen bedeuten:
1 9:(2) = 9(2) - 9,'(2) — 90(») ('@ — 8@ - 9’ @)
@ TGN ) 8 T8
7:(#) = 6(2) - 70(2) — 7 (@) (§@ — (- ¥’ @),
welche, wie leicht zu sehen, keinesfalls identisch verschwinden kénnen.
Denn wire z. B. g,(x) =0, so hitte man:

%@ | @) = . 9@ e =
Dx(g(x) ¢ )..0, also: 90(-70) /@) = Konst.,

woraus mit Notwendigkeit g(x) = 0 folgen wiirde.
Aus Gl (3) ergibt sich sodann:

@-70) — (%)
©) T = @
was wiederum nur moglich erscheint, wenn:
(6) 9(@) —y(x) =0, also: y(z) =g(x).
Infolgedessen wiirde aber Gl (1) die Beziehung liefern:
(D (90@) — 7o@) - & = — g(2),
d. h. es miiBte sein emdweder: g,(z) — po(x) = — g(x) =0,
oder: g(z)=0,

was beides der Voraussetzung widerspricht. Damit ist also der oben
ausgesprochene Satz bewiesen.

2. Als ein spezieller Fall des soeben abgeleiteten Resultates erscheint
der bekannte ,Picardsche Safe“*) (hier freilich mit der Beschrinkung auf
ganze Funktionen von endlicher Ordnung), nidmlich:

*) Ann, de I'Ecole Normale, (2) T. 9 (1880), p. 146. Traité d’Analyse, I, p. 231.
(Beweis mit Hiilfe von Sitzen aus der Theorie der Modulfunktionen. Direkterer Beweis
vonBorela.a. 0. p. 103 [auch: Par. C. R. 122 (1896), p. 1045; Acta math. 20 (1897), p. 382].
Vollstindigere und schiirfere Fassung des Borelschen Beweises bei A. Kraft. Uber ganze
transcendente Funktionen von unendlicher Ordnung. Dissertat. Goettingen 1903).
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Eine ganze Funktion von endlicher Ordnung wimmt jeden
bestimmien Wert unendlich oft an, mit eventueller Aus-
nahme einmes einzigen Wertes a (den sie gar nicht oder nur
n mal ansunehmen braucht).

Denn bedeutet a eine beliebig angenommene Zahl, (G(x) — a) eine
ganze transzendente Funktion ohne bezw. mit nur » Nullstellen (sodaB
also G@) von der Form g¢,(x)- ¢#® 4 a), so besitzt nach dem obigen
Satze die Funktion: (G @) — a) ;E (b—a), d. b. (G@)—b) fiir jedes von
a verschiedene b umendlich viele Nullstellen, sodaB also G'(x) in der Tat
jeden von a verschiedenen Wert b unendlich oft annimmt.

Hieran kniipft sich naturgemdB die Frage, ob ein solcher Ausnahme-
wert a vmmer oder wenigstens ,in der Regel“ existieren miisse. Daf die-
selbe, auch in der zweiten, beschrinkteren Form zu verneinen ist, lehrt
indessen schon der Satz von Nr. 1. Denn bedeutet G (z) irgend eine
ganze Funktion, welche den Wert a gar nicht oder nur n mal annimmt,
sodaB also: G, () = g,(z) - #® + a, so folgt aus dem angefiihrten Satze,
daB G,(2) + g(x) — b fiir jedes b umendlich viele Nullstellen besitzt, falls
g(x) — b fiir kein b identisch verschwindet, d. h. falls g(x) sich nicht auf
eine Konstante reduziert. Jedes G,(x) wird also durch Addition jedes be-
liebigen nicht konstanten g(x) in eine solche ganze Funktion ibergefiihrt,
die jeden bestimmten Wert ohne Ausnahme wunendlich oft annimmt.

Weiter 148t sich aber zeigen, daB auch die Addition zweier oder be-
liebig vieler Funktionen G,(z) — mit Ausnahme des einzigen Falles,
da8 alle G,(x) den ndmlichen Exponentialfaktor /@ besitzen — stets
eine Funktion erzeugt, welche alle Werte unendlich oft annimmt. Zum
Beweise dient der folgende Hilfssatz.

3. Hilfssatz. Versteht man unter g,(z) (v=1,2, --- u)
lauter verschiedene ganze rationale Funktionen ohne konstantes
Glied, unter g,,(x) (v =1,2, - - - w) ganze rationale Funktionen,
die sich teilweise oder similich auch auf Komstanten reduzieren
diirfen, so kann eine Identitit von der Form:

(8) D 9,0(@) @ =0
1

nur bestehen, wenn:
) 9,0()=0, r=1,2,---n).
Beweis. Angenommen die g,,(z) wiren simtlich®*) von Null ver-
schieden. Bringt man dann Gl (8) auf die Form:

*) Wire fiir gewisse v:g,,(2)==0, so konnte man ja die betreffenden Glieder
aus der Relation (8) von vornherein weglassen, sodaB man immer nur mit der im
Text gemachten Annahme zu operieren hat.

Mathematische Annalen. LVIII, 19
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(1(}) y Jv0Y7 .‘Ivo( x) . g9y @~ 9@ +1=

so folgt durch Derivation und Multiplikation mit g, ,(z)%:

z—1
1) D 9,(@) - @ =0,
1
wo die g,,(z) (v =1,2,--- (n — 1)) ganze Funktionen, nimlich:
(12) 91(2) = 9,0(%) - 9,0(®) — 9,0(%) - G0(2)

+ 920(®) - 9,0(2) (9, — g,(®),
bedeuten, welche fiir kein » identisch verschwinden konnen. Denn wire
fir irgend ein ¥ <#m:g,,(x) =0, so hitte man:

D, (jyo( 2 . @—an (x)) 9@ - e @=m@® =0,

nO(w) nO(x)2

also:

9yl @~ 9@ = Konst.,
9,0@
d. h.
gv(w) - gn(x) =0 <I” < %),
was der Voraussetzung widerspricht.
Wendet man dasselbe Verfahren, welches von GL (8) zu Gl. (11)

fiihrte, auf GL (11) an, so ergibt sich analog:

%—2

(13) D7 9,(0) - @i =0,
1

und, so fortfahrend, schlieBlich:

(14) Yym-1(@) - OO =0,

W0 ¢, ,_1(x) nicht identisch verschwinden kinnte. In diesem Falle ist aber
offenbar eine Relation von der Form (14) wnmiglich, die gemachte An-
nahme somit unzulissig und der fragliche Hilfssatz bewiesen.
4. Nunmehr ergibt sich unmittelbar das folgende Resultat:
Sind die g, (x) (v=1,2,---n) lauter verschiedene ganze
rationale Funktionen ohne konstambes Glied, wihrend die g,,(x)
nur der Bedingung zu gewiigen haben, wicht identisch zu wver-
schwinden, und setzt man:

(15) G(@) = D7 9,0(@) - (%), n>=2),

so wimmt G(z) jeden bestimmien Wert ohne Ausnahme unend-
lich oft am.
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Denn nshme G(z) einen gewissen Wert a gar nicht oder nur » mal
an, so hitte man:

(16) D 9,0(@) - @ —a—p,(2) - 9,
1

we ,(2), y(2) ganze rationale Funktionen sind*). Hieraus wiirde sich aber
durch einmalige Derivation eine Beziehung von jener Form ergeben, deren
Moglichkeit auf Grund des oben bewiesenen Hiilfssatzes ausgeschlossen
erscheint.

Hiernach wird man sagen konnen, daB schon imnerhalb des Gebietes
der Funktionen von ganzzahliger Ordnung diejenigen, welche irgend einen
bestimmten Wert gar nicht oder nur »n mal annehmen, eine sehr spezielle
Klasse bilden. Fiigt man hinzu, daB jede Funktion von nicht ganzzahliger
Ordnung sicher alle Werte unendlich oft annimmt, da sie ja niemals von
der Form g,(x) - ¢® (das hiefe nimlich: von ganzzahliger Ordnung) sein
‘kann, so 148t sich der Inhalt des Picardschen Satzes, etwas ausfiihrlicher
- als in Art. 2, etwa folgendermaBen formulieren:

Eine ganze Funktion von endlicher Ordnung wimmt im all-
gemeinen jeden bestimmien Wert unendlich oft an, in be-
sonderen Fillen einen und nur einen speziellen Wert gar
nicht oder nur n mal.

In § 15 wird gezeigt werden, da8 sich dieses Ergebnis noch erheb-
lich prézisieren liBt.

III. Ganze Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen,
insbesondere primitive ganze Funktionen von
endlichem Range.

§ 8.
Definition: Rang und Grenzexponent. Primitive ganze Funktionen.

1. Es bedeute a, (v =1,2,8,--.) im folgenden ein fiir allemal eine
Folge verschiedener oder auch zum Teil unter sich gleicher Zahlen von
der Beschaffenheit, daB:

ey 0<ia,|<a,,,], lim|,| = oco.

¥
Y=

*) Die Rationalitit von y(x) folgt daraus, daB G(x) als Summe einer endlichen
Anzahl von Funktionen endlicher Ordnung offenbar selbst von endlicher Ordnung ist.

19*%
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Dann lassen sich bekanntlich®) stets Folgen niemals abnehxfender
1
natiirlicher Zahlen m, angeben, derart, daf die Reihe E_’ g— "7 De-

stindig konvergiert, und es liefert sodann das fiir jeden endlichen Bereich
absolut und gleichmiBig konvergente Produkt:

R(z) = 2* - I:EI (1 — éi) - I @my),
; y

(k eine nat. Zahl bezw. =0
) m,
&
WO < gﬂ(x,mv) == Zz% . (g—) (mv ___2__ 1)
1 v
| 9,(2, 0)=0

eine ganze transcendente Funktion mit den Nullstellen @, und der %-fachen
Nullstelle x=0 (d. h. im Falle k= 0: okne die Nullstelle = 0), wihrend
alle moglichen ganzen Funktionen mit den nimlichen Nullstellen in der
Form enthalten sind:

) G(x) = C~e9’(")-x’“-ﬁ(1 — 5”;) . (&™),
1

unter g(z) eine beliebige rationale oder transcendente ganze Funktion ohne
konstantes Glied verstanden (eventuell auch g() = 0).
Sind nun die Zahlen @, so beschaffen, daf fiir irgend ein ¢ > 0 die

Reihe > ig- i konvergiert, und ist 6 — p + 1 die Meinste ganse Zahl, fir

welche dies stattfindet (also p > 0), so steht es frei, m, = p zu setzen
(fiir jedes v), und es soll dann

G(z) = C-&#@-o* ﬁ (1 _%) @)

@ . |0@ p)=§?~}- (&) (rx1),
9,(#,0)=0

eine ganze Funktion vom Range p, generell von endlichem Range heiflen
(wobei also hier die Bezeichnung ,endlich“ den Fall p =0 mit einschlieft);
wihrend die einfachsie Funktion mit den betreffenden Nullstellen, nidmlich:

) L(z) = x*-H(lw.g. . @)
1
als primitive (ganze) Funktion vom Range p bezeichnet werden soll.

*}i Weierstraf, Abh. zur Funktionenlehre, p. 16 — Werke, Bd. 2, p. 92.
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Durch den Rang p wird offenbar das schlieBliche Awwachsen der |a, |
und damit die Dichtigkeit der Nullstellen bis zu einem gewissen Grade
charakterisiert. Aus der Kowvergenz von 2 73- }pﬂ

der |a,| folgt nimlich, daB: .

und der Monotonie

1
(6) lim fg— "0, dh la|> 0P

y=w

Da aber andererseits 2 ;} ?p divergent, so folgt, daB micht von irgend

elner bestimmten Stelle v ab bestindig:

Vy 1\1+ps }—
§_<—~) also: a, > v?

) 2 Vv =

+&

=y
@y |
sein kann, d. h. man hat bei beliebig kleinem &> 0:

1
(7) la,| < w2’ fir unendlich viele v.%)

2. Bei dem tiiberaus groBen Spielraum, welchen die in (6) und (7)
angegebenen Schranken fir das infinitire Wachstum der la,| noch zu-
lassen, erscheint es zweckmiBig, zur Herstellung engerer Schranken an
Stelle des Ranges p eine andere, dem Intervalle (», p+1) angehérige
charakteristische Zahl einzufiihren und zwar in folgender Weise:

Da 2 % ipH konvergiert, 2;-1— ;F divergiert, so haben die Bx-
ponenten g, fiir welche 2‘ z { konvergiert, eine bestimmte untere Grenze o,
welche offenbar dem Intervalle rLop < p + 1 angehort; d. h es ist als-
dann fiir jedes &> 0 zwar 2% o Lomyergmt 2 | — dz’vergent,
wahrend 2 711; ig konvergieren oder divergieren kann. Dxese Zahl ¢ soll

der Grenzexponent der Folge (a,) oder auch der Funktion G(z) bezw. L ()
mit den Nullstellen a, heiBen und nach Bedarf spezieller als Konvergenz-

bezw. Divergenzexponent bezeichnet werden, je nachdem 2
vergiert oder divergiert.*¥)

*) Diese Bedingung hat offenbar nur einen Sinn fiir p > 0; fiir p =0 versagt
sie: vgl. die analoge Erscheinung § 1, Nr. 3.

**) Man hat also:
p<eLr+t,
wenn o Konvergenzexponent; dagegen

prLe<p+1,
wenn o Divergenzexponent.
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Mit Hilfe des Grenzexponenten ¢ lassen sich dann die Schranken,
innerhalb deren sich die |, | fiir hinlinglich groBie v bewegen, in folgender
10+2
Weise fixieren. Aus der Konvergenz von 2 7}%9 fiir jedes & > 0, folgt
einerseits, daB:

(8) lim »-

VY=o

ote

1
=0, anders geschrieben: |a | > »e+2.
v

|

o—¢
Andererseits folgt aus der Divergenz von 2 1 , da fiir jedes ¢>0:

o 1
[N - oo, also fiir unendlich viele m,: |a,, | <20~%.%)

(9 limwv.

{a,

Denn hitte man fiir irgend ein ¢ > O:
Tim v -

YP=®

1" <4 (4. b endlich),

HRa 4

Beispiele:

1 2+ e ~—(1+—;—)
[
Ay |

la,|=V7», also: ,

! ¥

d. h. g =2, auch p=2, ¢ Divergenzexponent. Dagegen:

2 i 2z —f1-L
1 - - Pl 2
?a,,}z]/;-lgv, “"‘; =y l(lgv) 2, ——-§ = ( ‘)).ag,,)—(‘o'-e)’
av a‘vl
d. h. o=2, p+1=2, o Konvergenzexponent. Ferner:
3 3
2 —_— —+te &
, B (112 4 J1§? ’(‘*'2’)
1@, 1 = ls : i-——— = — =
] vi vy , &aiso {“v! v, avi v
3 .
d. h. e=r5 Divergenzexponent, p==1.
3 3
—_ 3 ——2 2 3
= 112 - 2 —f{1-= —f -
a =.=v3-1gv, also: o =91 (g2 2, g_;' = ( 3 )-(Igv) (2 ),
Y Y

d. h. 9-——-—;- Konvergenzexponent, p=1.
Ist endlich:
=)
a,}” \2/°

¢ = 0 Divergenzexponent, p==10.

la,]=2% also:

so hat man:

Der Fall ¢ = 0: Konvergenzexponent ist offenbar ein fiir allemal ausgeschlossen, sofern
die Anzabl der @, iiberhaupt unendlich ist.

¥ Die letzte Umformung ist offenbar nur erlaubt, wenn ¢>>&>0: in der Tat
st
wird im Falle ¢ = 0 schon die Bedingung, da8 E' 73— = E’Ia,,,{’ divergieren
Vi

solle, wertlos. Der Fall ¢ =0 wird daher im folgenden auszuschlieBen sein: dabei
kann immerbin p =0 sein.
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so wiirde durch Erhebung in die Potenz:

&

2 S 1 — I3 [4
. z’:‘}"’xl“f"m—"l'{"f (WO$>O)
sich ergeben:
e
mrT el <o

1

2
woraus sofort die Konvergenz von 2 E— folgen wiirde.
[3ae 4

Man kann hiernach auf Grund der Beziehungen (8) und (9) den
Grenzexponenten ¢ auch geradezu definieren als die wmfere Grenze der
(positiven) Zahlen ¢, fiir welche eine Beziehung von der Form:

(10) lim » -
besteht. B

1 o
a,|

§ 0.

Endlichkeit des Ranges jeder ganzen Funktion von endlicher Ord-
nung. — Die Ordnungszahl als obere Schranke des Grenzexponenten.

1. Um den Zusammenhang zwischen der Ordnumg und dem Range
bezw. dem Grenzexponenten einer ganzen Funktion festzustellen, beweisen
wir zundchst den folgenden Satz¥):

Ist fiir alle |z| > R:
(&) G@)| <4 12" (4>0, y>0, «>0)*),
so ist, wemn G(z) tiberhaupt “unendlich wviele Nullstellen a,
(wo: 0 < a,| <L @, ) besitat:
(a) Ew-{%gag v-(e+1).
y=0w [ Bt 4

Beweis. Da G(z) die Nullstellen @, besitzen soll, iiberdies mnoch
die Stelle # = 0 zur k-fachen Nullstelle haben kann, so muB G(z) jeden-
falls in der Form (3) des vorigen Paragraphen enthalten sein®**¥). Man
hat also, wenn » eine belicbige natiirliche Zahl bedeutet:

*) Modifikation eines bekannten Satzes von E.Schou (Par. C. R., T. 125
[1897], p. 763) und elementarere Darstellung der von jenem beniitzten Beweismethode.

**) Man bemerke die wollstindige Ubereinstimmung dieser Voraussetzung mit
der Voraussetzung (F) des Satzes § 2, p. 266.

**) Uber die Beschaffenheit der m, wird hierbei keinerlei Voraussetzung gemacht:
dieselben kdnnien immerhin mit » ins Unendliche wachsen. DaB dies lediglich auf
Grund der Voraussetzung (A) tatsichlich wicht der Fall ist, ergibt sich schlieBlich als
eine Folgerung aus dem vorliegenden Satze.
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9@+ 2 9y (,m,)

O 6@= axkn(l_._) T (—2)-eem

n41

C.
- m 'I:T(“r’x) - Gy(2), (:=0)

wo G,(x) eine ganze transcendente Funktion, die wegen: G,(0) =1 durch
eine bestindig konvergierende Reihe von der Form:

G (x)=1+4 Dvea”

1

darstellbar sein muB. Hiernach ergibt sich:

(2) G(x) al a:- (1 + -;cvx‘v) ,

C.-a H(a — ) !

somit, auf Grund des Cauchyschen Koefﬁzientensatzes, fiir jedes r > O:
(3) 1 | < Max ¢ |
R S T
G o H(a wx)I

und fir » > B> 1, mit Berﬁoksxchtxgung von |a,! < a,,, und Ungl (A),
a fortiori:

@ ‘L'g - ;- Max. G(x)g% ! LT
jo1- [ ir—1e ol " Fllir—1a]
1 1

Wird jetzt noch &> 0 beliebig klein angenommen und sodann R, > R
so fixiert, daB:

() % <e” fir r>R,
so folgt weiter: (

(6) Y e+ fir > R,
iy

Setzt man ferner:

(T r={+1)-a,,

also: -1




Ganze Funktionen endlicher Ordnung. 207

und nimmt » grof genug, daB:

1

(8) (6+ 1) ’ gani > Re? d h %ant > m ) Rs’
so geht aus Ungl. (6) die folgende hervor:

1= 1 o a

it Loy +8 e+ 1% oy
(9) a" e”.laﬂ in e
oder auch:

< T+ TV |anl®
also:
1 " 1

10 I <G+ -+ fir fo|> 7R

Man hat somit zunichst:

(11) Em w2 < (r+2)- e+ 1),

Y=

und schlieBlich, da ja & unbegrenzt verkleinert werden kann, wie behauptet:

(a) lim » - %&1—% y - (e+ 1)

V=

2. Tritt an die Stelle der Voraussetzung (A) die folgende:
(B) |G ()] < 6*°F° fiir jedes 0>0 und |z|> R;,
so findet man nach Analogie von Ungl- (10) zunichst:

(12) no | 1< et et

Schreibt man hier % statt ¢ und multipliziert die betreffende Ungleichung
s
B

mit ;3; , so folgt durck Ubergang zur Grenze:

(b) mw- |20 fir jedes 8> 0.

Ersetzt man andererseits die Voraussetzung (A) durch die folgende:
(C) |G(2)] < e 1= fiir jedes 6>0 und |2|>R,,

so gewinnt man nach Analogie von Ungl. (10) zunichst die Beziehung:
(13) we| L <elet1f

und hieraus durch Ubergang zur Grenze:

1«

(e) moy.|l—

Y=o 14

= 0.
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Schreibt man in GL (b) nochmals o statt & und erhebt in die Potens

=140 =1+ so folgt:
a+—~ —
2 lim 2 2+¢. [ L% _ o,

i let+

woraus die Konvergenz von 2 - ’ fiir jedes 0 >0 hervorgeht. Das

gleiche Resultat (aber auch kein weiter gehendes) ergibt sich aus den Grenz-
beziechungen (a) und (c).
Im iibrigen kann man das Hauptergebnis dieser Untersuchung zunichst
generell folgendermaBen aussprechen:
Jede gamze Funktion von endlicher Ordnung ist auch
von endlichem Range.
3. Eine speziellere Formulierung der in den Beziehungen (B), (A),
(C) und (b), (a), (¢) enthaltenen Ergebnisse fithrt zu den folgenden Aussagen:
Besitat eime ganze Funktion G(z) von der Ordnung o un-
endlich wviele Nullstellen a,, so hat man z2um mindesten:

51;"‘” =0 fir jedes &> 0.

(b) hm v-

Gehirt insbesondere G(x) dem Normal- bezw. dem Minimal-
typus an, so ist schon:
(a) hmv ] t < g (wo g endlich) bezw. (c) hmv I

a

= 0.

Anders ausgesprochen.

Die Relation:
(b) Tom v ] "0, besw. (a) I v~}%—ia_§_g,
bezw. (c) hm v - =0

bildet eine notwendige Bedingung dafur, dap fir alle hinldnglich
grofen x eine Ungleichung von der Form besteht:
® |G@)| <=, bew.  (A) |G@)] <,
bezw. (C) G(z) < et 19%,

i ] let+d

Auf Grund der erwiesenen Konvergenz von 2 i—‘;
schlieBlich noch:
Ist ¢ der Gremzexponent einer ganzen Funktion von der

Ordnung e, so kann nur:
[’

ergibt sich

sem.
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Umgekehrt ist also die Ordnungszahl o einer ganzen Funk-
tion mindestens gleich dem Grenzexponenten.

Wir gehen nunmehr darauf aus zu zeigen, daB die Ordnung einer
primitiven ganzen Funktion auch nur hichstens gleich dem Grenzexponenten
sein kann, sodaB sich also schlieflich fiir primitive ganze Funktionen die
Beziehung ¢ = « ergeben wird.

§ 10.
Eine vorliufigze obere Schranke fiir das Anwachsen einer
primitiven Funktion.
1. Hilfssatz I Ist:

»

1 o
® E,(u)=(1~u) ¢’ (r21),
so hat man fir jedes von Null verschiedene w und fir 0 <a<1:
@) | By(u)] < e 17
wo ¢, , eme-lediglich von p und o abhingige positive Zohl be-

deutet

Beweis. Fiir |u| <1 ergibt sich zunichst:

[~ ]

1 i
% — ¥ 4 x—;-w"
Eﬁ(u>=e 1 r ° = £ 1
also fiir 0 <lul<<1:

o0

Sx—‘}—-iu)” 1 Sz}u{” 1 jup*l

B <on < L p T
Ist jetzt |u] < +1, also 1 — |u| > 1-7%-_1’ so wird:

B, )] < e
und, wegen |u| <1, a fortior::

(3) E,(w)] < e fir: 0<a< 1.
Andererseits hat man fiir jedes u:
P
1

23<,, 4 e
1B ()] < (L+[uf)-e P
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. » 1l_p+1 :
Ist jetzt 1uf>p+1, also M< 5> 80 wird
N e Aylpte
4) | B,(w)] < eme T
wenn gesetzt wird:
r
__(pA1\pte-d 11 (pl\pre-x
(42) CP’“”( P ) +Zu ( P )

Da hiernach stets Cp, o > 1, s0 ergibt sich mit Riicksicht auf die fiir

u < ?;_1 geltende Ungleichung (3) a fortiori die Giiltigkeit von Ungl. (4)
fiir jedes von Null verschiedene w.
Zusatz. Eine Ungleichung von der Form (2) gilt, wie man sich

leicht iiberzeugt, auch noch fiir den Fall p =0, d. h, fiir:

®) E,uw) =1 —u,

jedoch mit Ausschluf3 des Wertes & =0 (in der Tat wird ja Ungl @)
fir p =0, « =0 hinfillig). Man operiert indessen in diesem Falle ein-
facher mit den ohne weiteres evidenten Ungleichungen:

(6) {(a) | Ey(w)| < (14 |u)) = 8+ »)
®) <e'=e» (@b Co1=1).
2. Hilfssatz 1. Ist:

E, (-;f-) 1— g—

N 2,.(x :HEP (g;), wo: | o 1

I

1
5@)-(-2F Y pr
und 0 << B <1, so hat man ber belicbig klein vorgeschriebenem
d>0:
(8) [2@)] <127 fiir 2| > R,

Beweis. Man hat zuniichst im Falle p = O:

Suelz) o)

2@ L et Le ,
und im Falle p > 1:
™ P
Cp, t; (—f— , -z ;
g@m(x),<e"°‘1§ PP 3

Wird also R; in der Weise fixiert, daB fiir |2| > R;:
m,lg(l-i—igo [#|# < 8 bezw. Cp0 " Ta ] Szl <,
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so ergibt sich (wenn man die Fille p=0 und p >1 wieder zusammenfa8t):

2, @) <& =" fir |z > R,
3. Die beiden eben bewiesenen Hilfssitze liefern zunichst unmittelbar
den folgenden, zuerst von Poincaré®) (in etwas anderer Form) aus-

gesprochenen Satz:
Ist:

) 2@ 5 (%)

eine gamze Funktion vom Range p 2> 0, so hat man fir jedes
£§>0 und (x| > B
(10) R (@) < eIl
Beweis. Ist €(z) vom Range p, also Zfaigpﬂkonvergent, so liBt
sich zu beliebig vorgeschriebenem &> 0 ein m so fixieren , daB:

* 1 |p+1 P
Ev ———& ' ,
@y, 2{3191
m+41 ?

wo ¢,, fir p >1 durch GL (4a) definiert ist, wihrend (s. Ungl. (6b))
G,y =1 sein soll. Man hat alsdann mit Beniitzung von Ungl. (2) bezw. (6b):

HEz© e

<e my1'’”
m+1

?-3—1.**)

+1
i ;"3zxp+1

<e

(11)

fiir jedes von Null verschiedene z. Andererseits kann man nach Hilfs-
J
satz Il ein B, so fixieren, daB:
n 3 Lo yzip+l
(12) [TE(E) <& ™ fir |o/>E,
1 i

a

Aus der Zusammenfassung der Ungleichungen (10) und (11) resultiert
dann unmittelbar die behauptete Beziehung (9).

*) A. a. O. p. 142. Der Beweis ist dort nur fiir die Fille p=0 und p=1
durchgefiihrt.
**) Man erkennt leicht, daB dieser Satz, sowie auch die Ergebnisse der beiden

folgenden Paragraphen unverindert giiltig bleiben, wenn zu % (z) noch ein Faktor
von der Form z* (¢ >>1) hinzutritt (wegen fm)k<ei’"d\ fir jedes noch so kleine >0
und alle hinlinglich groBen z).
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§ 11.
Bestimmung einer exakteren oberen Schranke fiir das Anwachsen
einer primitiven Funktion.

1. Um eine Herabminderung der zunichst durch Ungl des
vorigen Paragraphen statuierten oberen Schranke fiir | € (z)| zu erzielen,
beweisen wir zundchst den folgenden Satz¥):

Ist

(19) @)~ || B, (r20)

vom Range p, und hat man fiir irgend eine dem Intervalle
p<e6<p-+ 1 angehirige Zahl 6:

(14) la,|°>», zum mindesten fir v > m,
so st fir olle hinlinglich grofen x:
(15) | L) | < eforl=l?,

wo C, eine lediglich von & abhingige positive Zahl bedeutet.
Beweis. Zerlegt man £(x) in die beiden Teilprodukte:

2(2) =HEﬂ (Z?") 'HEP (&@')’

so 148t sich zunichst nach Hilfssatz II des vorigen Paragraphen zu be-
liebig klein vorgeschriebenem & > O eine positive Zahl fixieren, die wir,
um ihre Abhingigkeit von m kenntlich zu machen, mit #, bezeichnen
wollen *¥), derart, daB:

a7 |La(@)| <EEL, fir |2 >7,.

Es moge nun % zu beliebig angenommenem z diejenige ganze positive
Zabhl bedeuten, welche eindeutig durch die Bedingung bestimmt ist:

(18) n—1<|ep <n,
und es werde |z| bezw. die soeben mit 7, bezeichunete untere Schranke

*) Bez. der Literatur dieses Satzes s. Miinch. Ber. 38 (1903), p. 102 ff. Der Satz
erscheint hier in noch etwas allgemeinerer Fassung, als ich ihn a. a. O. p. 111, 117
formuliert habe.

*¥) r,, hiingt natiirlich anch von & und ¢ ab, doch erscheint es nicht notwendig,
dies ansdriicklich in die Bezeichnung aufzunehmen.
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der {#| von vornherein so groB angenommen, da n > m¥). Setzt man

SOdann:
n@- 5@ %),
mtl n+1
(19) =R, (@) R, (2),
so folgt zunichst fir p > 1:
n px._l_ ‘_:_t_ b 4
B <L (1] 2])- 6T =
mE¥1
ﬁ{—;— 2% 2 21—2 n |
=t ),

wihrend im Falle p = 0 der gesamte Exponentialfaktor durch die Einheit
zu ersetzen ist. Da sodann nach Voraussetzung (14) und Ungl. (18):

1
o 1
1 1\° " -
SIZG), @ e>m), |z(<ne,
so folgt weiter:
2o = 1% 1
x ~ ”0'2’, (-v— n N
| R, (@) | S €7 L LI+ (2) ),
m+1
n £
o s ey

WwWO:

@1) 8P = 2,, = 0. 2 (%)?, (p=1), speziell: 8 = 0.
1 1

*) Diese Annahme ist durchans unwesentlich und wurde nur gemacht, um
Weitliufigkeiten zu vermeiden. Wiren nimlich unter den z, welche der Bedingung
|2]>r,, geniigen, auch solche, fir welche ném ausfallt, so wiirde fiir diese das in
Gl (19) mit R, ,(2) bezeichnete Teilprodukt einfach wegfallen, wibrend R, (x) zu-

nichst in l lEP( ) iibergehen wiirde und in der Folge @ fortiori durch

l l Ey (~—) ersetzt werden kdnnte.

n+1
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Nun ist fir O<x<p<e:

S <t

1 1——
also:
& 6
(22) 8 < D = (1),
1
wo:
»
(22a) Sy —-2 —;7—&6—:;‘—), (p = 1)*), speziell: s5” = 0.
1

Fir das in (20) auftretende Produkt ergibt sich:

o [ @))<I-(0)<d 7

sodaB mit Benutzung von (22), (23) die Ungleichung (20) in die folgende
iibergeht:

+ — 1 .20).n

@4) B ) <o UF T

*) Man hat bekanntlich:

n

2 (71;)1‘"< >, <1<y,

1
wie gewdhnlich mit Hilfe der evidenten Integralbeziehung:

Sy < [
1 0

gezeigt wird, aber auch leicht rein elementar erkannt werden kann. Man hat nim-
lich (s. Miinch. Sitz.-Ber. 32 [1902], p. 177):

V>0 (b —a) 0< A< 1),
und daher: = O<a<n

i-12

woraus durch Substitution von »=1,2,-..% und Summation die fragliche Be-
ziehung hervorgeht.
*¥) Man hat iibrigens:

p—-1
""‘2( ) < et D <gemp e
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Da aber nach Ungl. (18): #» < |z|® 4 1, so folgt:
(9 + 2 2) n< (s + 5 20)- (1 +-35) - Jale

(25) <(+5-240)-Jal fur 21> R,

wenn R so bestimmt wird, da8:

1 o\ ¢
3(0')_]-__..2
~ ) 1 a 1 P G
(25a) (8%>+~6-2).—-—_<_a d. h R><-__.§—_.->.

Somit findet man:
3(0) + i . 2G+6\) . izto
(22

(26) (R )] < ol far Jo]> R.
Zur Abschitzung des in Gl (19) mit R, (z) bezeichneten Restproduktes
hat man (mit Beniitzung von Ungl. (2), p. 299 und (6b) p. 300:

® 4, p+1

?12i

R, (@) <e =

241
¢p,1° |z|P+1. 2 (—i—)
(27) <e 7+l (nach Ungl. (14)).
Nun ist aber wegen ¢ <p + 1:
26) <@
n+1 —1

o

#* Man hat nfimlich fir 2>>0:

® 1+2 2
1 1 1
>6) <6
n+1
wie wiederum mit Hilfe der Integralbeziehung:

i 14-2
7 '— <f 1+

ﬂ+1
oder auch rein elementar in folgender Weise sich ergibt. Man hat (vgl. FuBn. 1 der
vorigen Seite):
B — ot {>2~bl"1-<b-—a> 0<iy

>i-d" p—a) > 1),

und daher:
2
0211
Oy >y O<A<
v v41 1
>m @>1),

Mathematische Annalen. LVIIL 20
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also:
- 2 pt1_,
1\ ° 6 2%\ ° "
izl (L) <p+1__6.(“°) |z
n+1
<1—3—_*~_—§—:; e (Wegen: “;‘i‘ag 1 nach Ungl. (18)),

und daher:
(28) R, (2)] <6”+1"".cp’1.'xig (fiir jedes x).

Durch Zusammenfassung der Beziehungen (16), (17), (19), (26), (28) ergibt
sich, wenn man noch mit E, die gréBere der beiden Zahlen 7, und R
bezeichnet, die gesuchte Ungleichung:

(@420 T ., Jz}0
(29) f@(x)f < e(p T3 z +p+1—a P +23) i
— ¢lo1=1° fir || > R,.

2. Das eben gewonnene Resultat in Verbindung mit dem Satze in
Nr. 8 des vorigen Paragraphen (Ungl. (10)) fithrt nunmehr zu dem folgenden
Hauptsatz: Ist

@ (2) _—-]f]Ep (%) (p20)

vom Range p, und bestehé fiir irgend ein 6 des Intervalls
<6< p-+ 1%) die Bezichung:

(30) limy. | =<y, wog>0)

1o
@

also schlieBlich fiir jedes 2 > 0:

1\2 1 \2 1 \1+4
(77) ”(v-}- 1) >4 (v—i- 1) ’
woraus durch Substitution von »=n, (n-}1),--- und Summation die fragliche Be-
ziehung resultiert.
*) Man bemerke, daB hier der Wert 6 = p -} 1, welcher bei dem zuvor gefiihrten
Beweise ausgeschlossen wurde, als zulissig auftritt.
*) In dem Falle g =0 lautet die Voraussetzung (30) zunichst:

o
lim »- 3—-; =0,
Y= v
d. h. schlieBlich:
ag
(303) lim » - —1.1 —0,
VY=

wihrend die Behauptung (31) dann die Form annimmt:

10

(312) (D @) <e'2%,
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so hat man fir jedes ¢ >0 und || > R,:
(31) R ()] < Ot
wo C, eine nur von 6 abhingige positive Zahl bedeutet.
Beweis. Ist zunichst 6 =p + 1, so fillt der vorliegende Satz mit
demjenigen von Nr. 3 des vorigen Paragraphen zusammen. Aus der Kon-

vergenz von 2 —E;IPH und der Monotonie der |a,| folgt nimlich allemal:

1 ip+1
v |

m» -

= &L

und die Beziehung (31) wird dann identisch mit Ungl. (10), nimlich:

=0, also: ¢g=0,

1L(2)] < e icl” fir |z|> R,

Es sei jetzt: p<e<p+ 1. Wird dann &> 0 beliebig klein vor-
geschrieben, so liBt sich auf Grund der Voraussetzung (30) eine natiir-
liche Zahl m, so fixieren, daB:

[ A

vl <g+—(—§;=g+6 fir »>m,,

anders geschrieben:

1 a
(32) ((9—3—8)" . 661,:) >wv fir »>m,.
Macht man die Substitution:
o=,
g+°
so besitzt ﬂi( Y 1) als Funktion von y aufgefaBt die Nullstellen
G+°

1
y=(9+8)7-la]. Da aber diese letzteren der Beziehung (32) geniigen,
so folgt aus dem zuvor bewiesenen Satze, daB:

*Q( y 1);<e%'!yio fir ly, > R,,,

9+37) |

1

1 ]
sodaB sich durch Riicksubstitution von y = (g +0)%. 2 =(g + 5—) -z die
oben behauptete Relation ergibt: ’

(31) @(@) < ¢

Corg+e)iz® -Rm,

fir |z|>

-=R,.
G+8°
3. In dem Falle 6 = p, welcher bisher ausgeschlossen wurde, ver-

lieren die Sitze von Nr. 1 und Nr. 2 im allgemeinen ihre Giltigkeit. Dies
20*
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findet offenbar bedingungslos statt, wenn 6 =p =0, da in diesem Falle
die Aussage (15) bezw. (31) sinnlos wird. Ist jedoch 6 =p > 1, so 148t
sich eine hinreichende Zusatzbedingung angeben, unter welcher jene Sitze
noch giiltig bleiben. Es besteht hier zunfichst der Satz von Nr. 1 in der
folgenden Form:

Ist L(z) vom Range p >1 und:

(33) lao v fir v>m,
auperdem: |
P p
1 5 1
(39 5 - Im 21 o) =4, (420,

so st fir alle hinlinglich grofen x:

(35) 2(2)| < 4+ 1=
wo C, eime lediglich von p abhingige positive Zahl bedeutet.
Beweis. Infolge der Voraussetzung (34) 148t sich zu beliebig kleinem
0> 0 ein %’ so fixieren, daB fiir n > »":

sl
= LS
Bedeutet jetzt wiederum # diejenige ganze Zahl, welche durch die Be-
dingung bestimmt wird (ef. Ungl. (18)):
(371) n—1<|z|p < n,
wobei von vornherein |z| so groB angenommen werden mag, daB »n > #’
und zugleich auch # > m*¥), und zerlegt man L(z) in die drei Teil-

| 20 ~[]5(2) []5() FT5(),

m+1 n+4+1

< A-+94.

anders geschrieben:

n

o ew-c W [ImL ) Fm@) FEE),

WOl
-1

S
1 @y, @ x
(38a) ?,1( ) (1——-——) el (p>1)beZW‘EP*1(E)=1“E (p=1),
1 .
* Da E E—! auf Grund der Voraussetzung, daB P (x) vom Range p sein
(4
P
soll, divergieren muB, so besagt die Bedingung (34), daB E (g—) noch bedingt

konvergiert oder zum mindesten inmerhalb endlicher Grenzen oszilliert.
) Vg. Fubn. p. 303,




Ganze Funktionen endlicher Ordnung. 309

so folgt zunichst mit Beriicksichtigung von Ungl. (36):

FEE_ e

<o

el
< o4 +9)- [x{p.

(39)

Fiir das erste der in Gl. (38) auftretenden Teilprodukte ergibt sich wiederum
nach dem Hilfssatz II des vorigen Paragraphen (Ungl. (8), p. 300: man
bemerke, daB jefzt p — 1 an Stelle von p steht):

(40) ; [l2-.(5)
Vo1
Fir das zweite Teilprodukt hat man zunichst mit Beniitzung von

Ungl. (33), (37):

(41) IlE (&) <H(1+( )’ ) 612"‘3‘(‘3‘)%’

wobel im Falle p =1 der Exponentialfaktor wegfillt. Man findet nun
genau wie frither (s. Ungl. (23), p. 304):

(42) ﬁ(1+(n);)<e; 27".%’

und andererseits:

< =® fir ozl >r,  (cf. Ungl (17), p. 302).

10 p-1

p—-1 — —1 Ed *
2 2*3--1“’ 2’/%"2”
(43) Fl & &) e 1 &) (p>1).

Nun ist fiir « <p (s. p. 304, Fubn. 1):

also:
ay S 30 < (St s
1 1 1
-(SiEt)r<inn
1

sodaB die Ungleichung (41) mit Beniitzung von (42)—(44) in die folgende

tibergeht: ) 1
(45) [IZ-.(5) i < fuerrgow)
m+1
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und zwar gilt diese zunichst unter der Voraussetzung p > 1 abgeleitete
Beziehung auch noch fiir p =1, da in diesem Falle lg p = 0 wird, was
genau dem Wegfallen des Exponentialfaktors in (41) entspricht.

Wegen n < |z/”+ 1 (Ungl. 37)) hat man sodann:

1 ¢ 1 o
(46) (21g1)+}7'2")”'3<(21gp+}3—-2?)-(1+]x§ 7). lgip
<(2lgp+L-2+40)-laf fir 2> R,

wenn B so bestimmt wird, daB:
1

2p-lgp 4 2F 2p-1gp+2p)5
(46a) S =% 4 Rx(FIFE)

Somit findet sich schlieBlich:

@ e

m+1

1
21gp+——-2p+§) i
<e( » .

Aof das lefzte der in Gleichung (38) auftretenden Teilprodukte, welches
kein anderes ist, als das in Nr. 1, GL (19), p. 303 mit R, (z) bezeichnete,
188t sich ohne weiteres die zur Abschitzung des leizteren entwickelte Un-
gleichung (28) anwenden (welche, wie unmittelbar zu sehen, noch fiir ¢ = p
giiltig bleibt) sodaB sich also ergibt:

=

z+1

Durch Einsetzen der Beziehungen (39), (40), (47), (48) geht dann aus
Gl. (38) die behauptete Ungleichung hervor:

. Jx?
<ep Cp’l 1, .

(48)

(49) @) < 4= g @SR
wenn gesetzt wird:

1
(49a) C’p=21gp+~5'21’+p-cp,1+36

und B, die groBere der beiden Zahlen 7, und R (s. Ungl (40), (46)
bedeutet.
4. Mit Hilfe der Substitution

x::: - i
g+051-9?7

gewinnt man (analog wie den Satz Nr. 2 aus Nr. 1) aus dem eben be-
wiesenen Satze den folgenden:

Y
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Ist €(x) vom Range p und besteht aupPer der Beziehung:

(50) Bmv- |2 <y (w0 g20)

noch die folgende:

/1
2@
1
so hat man fir jedes £ >0 und |xz| > R,:
(52) §§:(x>i<8(A+Cp-g+e)lzlzp.*)

5. FaBt man den Inhalt der Sitze von Nr. 2 und Nr. 4 mit den
Resultaten von § 9, Nr. 3 p. 298 zusammen, so ergibt sich, daf die Be-
dingung:

- i -1'-—‘* ?
(01) F‘ m

nR=mw

=4 (wo 42>0),

(a) Tm » - )?Hg g (4 h. nickt unendlich), bezw. () lim v - :-2;".—;0,

Y= V=0

welche dort als notwendig fiir die Existenz einer Beziehung von der Form:
A) 1R(@) <=, beaw. (©) [R(s) < el
erkannt wurde, im allgemeinen, d. h. allemal, wenn p <6 <p-+ 1, sich

auch als hinreichend erweist. Die im Falle 6 = p > 1 noch hinzutretende
Bedingung (s. Ungl. (51) und FuBn.), nimlich:

(@) l Z( ) = G (d. b. nicht unendlich), bezw. (¢') Z( ) 0,

ist zwar in Verbmdung mit (a) bezw. (¢) gleichfalls hinreichend fir das
Zustandekommen der Beziehung (A) bezw. (C): ihre Notwendigkeit bleibt
indessen zweifelhaft. Immerhin wird man sagen diirfen, da8 sie sicherlich
nahezu den Charakter einer notwendigen Bedingung besitzt oder, etwas
genauer ausgedriickt, daB zum mindesten eine Bedingung von ganz dhn-
licher Art za der jedenfalls notwendigen (a) bezw. (¢) hinzukommen miisse,
wenn Ungl. (A) bezw. (C) fiir 6 =p moglich sein soll. Da nimlich

*) Man findet also speziell:
Y

(@ <el=h,

1 1]P

=290

@©
»
v (i) ==0.
Z Gy
1

Vgl. P. Boutroux, Comptes rendus, T. 184 (1902), p. 83.

‘wenn:

und:
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schon jeder einzelne Primfaktor E, (~——) einen Beitrag von der Form

x
ay,
1 x »
er (=) liefert, so kamn die Beziehung:
(A,) {@(ﬁ){ < 63"133;?, beZW. (C’) i@(x)i < ee-{z}p

nur dadurch zu Stande kommen, daB jene unendlich vielen Beitrige sich

entweder gegenseitig hinlinglich kompensieren, oder daB sie durch die
x

Gesamitheit der Fakioren E, (—d:) in entsprechendem MaBe kompensiert

werden. Das erstere wird, da 2 H—%p divergiert, ausschlieflich durch die

Bedingung (a") bezw. (¢") ermoglicht; ob die zweite Eventualitit wberhaupt
eintreten kann, ist fraglich, wenn auch kaum wahrscheinlich. Aber auch
wenn irgendwelche Bedingungen das Eintreten jener zweiten Eventualitdt

nach sich ziehen konnten, so viel ist klar, da8 dieselben, wegen der
Divergenz von 2 }-{Hp, geradeso wie die Bedingung (a’) bezw. (¢') ganz
wesentlich von den Argumenten der a, (nicht blo8, wie die im allgemeinen
Falle 6 > p geltenden Bedingungen von den absolufen Betrigen) abhingen
miiBten.

Fassen wir noch insbesondere den Fall der Ungleichung (C') néher

ins Auge. Hier muB eine wollstindige Kompensation der von den ein-

1 z\?
zelnen Primfaktoren herriihrende Betrige e? (“) stattfinden. Eine solche
i 2
wird, wie ja unmittelbar ersichtlich, in der Tat erzielt, Wen:nZv (7:—) =0
1

(Ungl. @)), ob noch durch irgendwelche andere Bedingungen, bleibe
wiederum dahingestellt. Jedenfalls aber miiften derartige Bedingungen,

geradeso wie die Bedingungz (Zi;) = 0, auBler durch die bereits kon-
1

statierte Abhingigkeit von den Argumenten der a, noch durch eine zweite
spezielle Figenschaft sich von den gewshnlichen Bedingungen (a) bezw. (c)
unterscheiden. Wihrend diese letzteren ndmlich lediglich infinitérer Natur
sind, also einer beliebig groBen endlichen Anzahl der @, keinerlei Be-
schrinkung auferlegen, so miiBten die fraglichen Bedingungen (wie eben

o Y (1)’
die Beziehung _S_;' (7“;) = 0) in geeigneter Weise auf die Gesamtheit aller
1

a, sich erstrecken. Denn offenbar wird hier (im Gegensatze zu dem all-
gemeinen Fall 6 > p) jeder einzelne Primfaktor E, (-‘5) auf das Zustande-

Ay,

kommen der Beziechung |2(z)| < ¢*'1="" einen derartigen Einfluf ausiiben,
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daB schon durch Weglassung oder Ab#nderung eines einzelnen Primfaktors
jene Beziehung zerstort werden mub.

6. Wir wollen schlieBlich das Auftreten der Beziehung |2 (z)| < 12"
fiir den Fall, daB € (2) vom Range p, durch einige Beispiele illustrieren.
. BRrEE! f1lp . . .

Es sel 2 }wbli konvergent, 2 %—5—;{0 divergent, immerhin
. 19
fim v 5= 0%)
1
(z. B. b, = (v-Igv)? fiir v > 2, b, beliebig, etwa = 1), sodaB also p als
Grenzexponent (natiirlich Divergenzexponent) erscheint. Setzt man sodann:

ni

(53) Byyey = bw gy = e? . bv (’”:‘ 1,2, 3})
oder auch im Falle eines ungeraden p:
(54) 4,y =b, Uy, =—b,,

so ist offenbar £(x) SHE? (%) eine ganze Funktion p** Ranges, deren
1
Nullstellen den Bedingungen geniigen:
NP

1P N
limv- |~ =0, 2(_,) =0,
¥ = co »“Vi 1 Gy,

sodaB also in der Tat fir alle hinlinglich grofien |z
ausfallen muB.
Ebendasselbe gilt, wenn man setzt:

2@ < et

— =y 1. = ym—P. 2ni
a  =b oty =yrbca, =0 ey
Uy =by G =t byt ,=n?-byf O T
pre = Oy Upis =19 2 2p+2 U )
allgemein:
(55) 4 i v=0,1,2,--. 90 wnf.
p+Dv+i+r = N v+1 s

1"":0;1;"')27
P

sodaB also (Wegen:Zogi”l=0 fiir lgxgp):
1]

Zw!(%)”co fir x=1,2--p,

1

1.7 0
5. =g>

*) Nimmt man in den folgenden Beispielen die b, so an, da8 Tim»-

Y=o

1
(z. B. b, = p?), 80 gentigen die betreffenden @ («) nach Ungl. (52) nur der Beziehung:

| R ()| < eCp 912",
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und sodann: ,
L L (=)
(56) @ (z) ...”H(1-f- 6‘12‘ = (%)

P “z
® RIS 12"’}(;%) "02“"1
- (I—b’m) e
1 k4

:H(I - xp+1)'
1 b"

Ein derartiges €(z) p** Ranges mit dem Divergenzexponenten p ge-
niigt dann genaw derselben charakteristischen Relation®):

(©) |L(@) | <el=F,

wie ein € (x) (p — 1)* Ranges mit dem Konvergenzexponenten p: in der
Tat ist ja auch in dem letzteren Falle p die kleinsie Zahl, fiir welche die
zur Existenz von Ungl. (C) notwendige (und hier auch hinreichende) Be-

dingung Lmw - :g—r.—_- O erfiillt ist (s. p. 295, Gl (10)), sodaB also jede

weitere Erniedrigung des in Ungl. (C") auftretenden Exponenten p aus-
geschlossen erscheint.

Im iibrigen 138t gerade das Beispiel (56) deutlich erkennen, wie hier
Jede einzelne Nullstelle fiir das Zustandekommen der Beziehung (C”) wesent-

2z

lich ist. Man setze z B. p =2, also y =¢ * und somit:

71 1 )2 @
M‘ ety T3 (T)=H(1 ~_fzﬂ_’_).
b,*
i

Entfernt man Jetzt aus L(z) lediglich die zwei von den Nullstellen
%~ by, 72 b, herriithrenden Faktoren, so entsteht:

*) Das erste schon von Poincaré (a. a. O. p. 139) bemerkte und durch direkte
Vergleichung mit:

o
Tyt
SIN¢EX == 18X - (1—}— )

konstatierte Beispiel dieser Art, nimlich:

Q(x): E] (1 —_ ‘fﬁ?’?‘)

gehort offenbar den drei durch Gl (83)—(55) charakterisierten Typen gleichzeitig an,
da die definierenden Bedingungen fiir p = 1 zusammenfallen,

oow

[
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o me=(-g) &),

k2

und es ergibt sich, falls man 2 = —» (wo » > 0) setzt und die b, reell
und positiv annimmt:

@, (— ¢)=(1 + i){.).g—{; +”;T(3§)21:°T(1 +£,:;3),

(_L-}_).i.,a
(59) >e¥h fiir jedes r > 0,
i - a
> e\ , fir r > —-
§ 12.

Zusammenhang zwischen Ordnung, Rang und Grenzexponent einer
primitiven Funktion.

1. Bedeutet wiederum ¢ >0 den Grénzexponenten von <L(z)¥), so-
daB also zum mindesten fiir jedes noch so kleine § > 0 die Beziehung
besteht:

(60) limy - 1_‘- f’ =0, (s p. 294, GL @®),

so folgt aus dem Ha,uptsatze § 11, Nr. 2 (p. 306), daB fiir alle hinlinglich
rofen x:

grop R(x) | < et 9+‘9

(61) < eix'e'*'a**)'

* Dabei mag jetzt unter L (x) eine Funktion verstanden werden, die sich von
der bisher so bezeichneten eventuell noch um einen Faktor z* (k eine natiirliche Zahl)
unterscheidet (vgl. p. 301, FuBn. 2), also allgemein:

@(x)zxk-ﬁEv (gv—), (k= 0).
1

**) Man bemerke, daB die zweife dieser Ungleichungen niché mehr und wichi
weniger aussagh, als die erste. Das erstere ist ohne weiteres klar, demn die zweite
Ungleichung besteht a fortiori, wenn die erste erfiillt ist. Aber auch wmgekehrt: be-
steht Ungl. (61) fir jedes 6 >0, so hat man fir hinlinglich groBe x auch:

4
1 2
+5d L%, 00
EI PR R
und kapnn sodann bei beliebig klein vorgeschriebenem J>>0 durch eventuelle Ver-
groBerung von | x| stets erzielen, daB:
J

2
%% <&, also schlieBlich: ﬂf(fv) <l

?

ze+3
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Hieraus ergibt sich aber, daB fiir die Ordnung « von £(z) die Be-
ziehung besteht:
(62) «<e,
wie bereits am Schlusse von § 9 (p. 298) angekiindigt wurde. Durch Kow-
bination dieses Resultates mit dem dort abgeleiteten findet man also, daB
geradezu:
(63) 0=«
sein muB, in Worten:

Eine primitive Funktion von der Ordnung « ist auch vom
Grenzexponenten o = « und umgekehrt®).

Gehort €(x) dem Normal- bezw. dem Minimaltypus der Ordnung «
an*¥) so geniigen die Nullstellen a, nicht nur der Beziehung (60), son-
dern der engeren (s. p. 298, Gl (a) und (¢)):

(64) Tmw .| & “g g, (wo g endlich),
(65) bezw. Tmw-| | =0.

Ist « keine gamze Zahl, so 1aBt sich die Beziehung (64) durch die
etwas prazisere:

(64a) Lim v -

ersetzen. Denn unfer Voraussetzung eines nicht-ganzzahligen « wiirde aus

g=0, d. h. aus der Existenz der Beziehung (65) nach dem Hauptsatze

§ 11, Nr. 2 (p. 306), allemal folgen, daB €(z) dem Minimaltypus angehort.
Man kann dieses Resultat auch folgendermaBen aussprechen:

Ist &> 0 keine ganze Zahl, so bildet die Gleichung (642)

bezw. (65) die notwendigé und hinreichende Bedingung da-

fiir, daf € () dem Normal- bezw. Minimaltypus angehort*).

1«
a"i =g>0

£ 4

# Dies gift offenbar auch noch fiir « = 0 (vgl. die Bemerkung p. 263, Absatz 1
am Ende). Man gewinnt also Funktionen nullter Ordnung, wenn man die a, so wihlt,

daB 0 als Grenzexponent erscheint, d. h. daB E ® fiir jedes & >0 Lkonvergiert,

1

a,

z. B. 5—- =¢q% wo |q|<1. (Uber das Vorkommen derartiger Produkte bei Euler,
¥

Jacobi, Cauchy vgl. Encyklop. d. math. Wiss. I, p. 116, 117).

*¥) Hier ist unter « stets eine Zahl > 0 zu verstehen.
#¥ Daraus folgt noch, daf die Bedingung:
lim»-
als notwendig und hinreichend. exscheint fiir die Zugehérigkeit von € (2) zum Maximal-
typus.

1 la
Ex L~
a.

£ 4
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Ist dagegen « eine gomze Zakl und L(zx) gehort dem Normaltypus
an, so hat es bei Ungl. (64) sein Bewenden, d. h. es kann hier der be-
treffende Grenzwert eventuell auch wverschwinden, sodaB also schlieBlich
GL (65) besteht. Anders ausgesprochen: Ist « eine ganze Zahl, so ist
die Bedingung (65) noch keine hinreichende fiir die Zugehorigkeit von
L(z) zum Minimaltypus. Die letztere findet allemal dann statt, wenn «
Konvergenzexponent ist (nach § 11, Nr. 2, Hauptsatz); dagegen nur mit

der Zusatzbedingung 2 (El»)a-—-—— 0 (§ 11, Nr. 4, p. 311), mdglicher-, wenn
1 k4

auch nicht wahrscheinlicherweise noch unter anderen geeigneten Spezial-
bedingungen (vgl. § 11, Nr. > am Ende), wenn « Divergenzesponent ist.

Ebensowenig bildet G (64a) oder sogar (65) im Falle eines gamz-
zahligen o« eine hinreichende Bedingung fiir die Zugehorigkeit von £(x)

aum Normaltypus: hier muB noch die Zusatzbedingung lim % 2 (—})a } =G
nERTY v

(und zwar G >0, falls (64a) besteht; G > 0, falls (65) besteht) hinzu-

kommen (§ 11, Nr. 4, 5)%).

2. Da zwischen dem Eange p und dem Grenzexponenten ¢ von L(z)
bezw. der damit nunmehr als identisch erkanunten Ordnung « die Be-
ziehung besteht:

pLalp+1, (p. 293, Fuln. 2),

so ergibt sich, falls « weder Null, noch ganzeahlig, daB:

(66 a’) p= [“]7
wo [«] die grofite in « enthaltene ganze Zahl, bezw. im Falle ¢ < 1 die
Null bezeichnet. Ist o eine ganze Zohl und gehort R(z) wicht dem

1 fe

a, |

definitiv aus-

Minimaltypus an, so erscheint die Konvergens von 2
geschlossen, sodaB also auch noch in diesemn Falle:
(66b) p=ua={a].

Gtehort dagegen (bei ganzzahligem o) L(x) dem Minimaltypus an, so
wird, nach dem in § 11, Nr. 5 gesagten, ¢ der Regel o Konvergenz-
exponent und daher
(66¢) p=J[e}—1
sein. Nur in besonderen Fillen, nimlich bei ganz spezieller Verteilung dex

*) Hieraus erklart sich z. B., waram sin 7-5253, cosft—; dem Normaltypus der Ord-
nung 1 angehdren, dagegen (I'(x))~! dem Maximaltypus, obschon fiir alle drei

Funktionen: lim .- 1

Y=

=1,

&y
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a,, ms besondere, wenn Z (i)a= 0, ist die betreffende Voraussetzung
1

ay

la

mit der Divergenz von E’ 3—% vereinbar, sodaf dann also wiederum p
¥

durch Gl (66b) sich bestimmdt.

Will man umgekehrt vom Range p auf die Ordnung bezw. den Ord-
nungstypus von L(z) schlieBen, so 1iBt sich auf Grund der obigen Re-
sultate folgendes aussagen: Eine primitive Funktion £(z) vom Range p
ist hochstens vom Minimaltypus (p + 1), mindestens vom Minimaltypus
(p). Dabei gehdren dem Minimaltypus (p + 1) tatséichlich alle diejenigen
@(2) an, fir welche p + 1 Konvergenzexponent ist; dagegen dem Minimal-
typus (p) tiberhaupt nur solche £ (2), fiir welche p Divergenzexponent ist

[ 1P

und zugleich die @, der infinitiren Relation lim v -

Y=

=0 (anders ge-

4
1

schrieben: |a, | > vf’), sowie ganz speziellen, auf jedes einzelne a, sich er-

streckenden Bedingungen (ms besondere: Zz (—5—)?: O) geniigen.

1

IV. Ganze Funktionen von endlicher Hohe.

§ 18.

Definition der ganzen Funktion von endlicher Hohe. — Endlichkeit
ihrer Ordnung.
1. Ist:
) gx) G(x) = @ - L(2),
wo g@) eine ganze rationale Funktion vom Grade ¢%), €(z) eine pri-
mitive Funktion vom Range p, und bedeutet h die grifere der beiden
Zahlen p und ¢, bezw. jede der beiden Zahlen p und ¢, falls p=g¢, so
soll & die Hohe**) von G(x), G(z) selbst eine ganze Funktion von end-

*} Zur Abkirzung werde ich gelegentlich diese Zahl ¢ schlechthin als den ,,Grad‘
von G(x) bezeichnen.

**) Die Bezeichnung ,,Hohe zur Verdeutschung des von E. Laguerre (Oeuvres
compl. 1, p. 167) eingefiihrten Begriffes ,,genre* wurde von H. von Schaper (a. a. O.
p. 24) vorgeschlagen, da die wortliche Ubersetzung ,,Geschlecht® seit Clebsch und
Riemann bereits eine andere typische Bedeutung in der Funktfionenlehre gewonnen
hat. Manche Autoren (z. B. O. Biermann, Theorie der analyt. Funktionen, p. 320)
bedienen sich dafiir des (von mir in “etwas anderem Sinne gebramchten) Ausdruckes
nBong (analog auch ,rango“ bei G. Vivanti, Teoria delle funzioni analitiche,
p- 179).



Ganze Funktionen endlicher Ordnung. 319

licher Hohe h heiBien. Reduziert sich g(z) auf eine Konstante, bezw.
@ (2) auf die Einheit oder eine rationale ganze Funktion, so fillt also der
Begriff der Hohe mit demjenigen des Ranges p von £ (z) bezw. des Grades
g von g(x) zusammen.

Man erkennt leicht, dafl jede ganze Funktion von endlicher Hohe auch
von endlicher Ordnung sein muB. Es gilt nimlich offenbar der all-
gemeine Satz:

Ist G,(x) von der Ordmung «,, G,(x) von der Ordnung
@y = oy, S0 ist G(x) = Gy(x) - Gy(x) hiochstens von der Ord-
nung o, *).

Denn aus der Voraussetzung folgt, daBl fiir jedes 6 > 0 und |z| > Ry

' : a1+i6‘ a2+_1.6‘
@) |G| <e=1"T T, Gy @)]| <el= T
und daher, wegen o, < a:
1
3 |G@)| < ;x§a2+~2-6‘< elzi®td

woraus die Richtigkeit der fraglichen Behauptung unmittelbar hervorgeht.

2. Der eben ausgesprochene Satz li8t sich aber noch weiter dahin
prizisieren, daB G, () - G,(z) mit Ausnahme eines einzigen ganz speziellen
Falles genau von der Ordnung «, sein muB.

Angenommen, man habe zunichst:

(4> G‘({L‘) = eh (=), €92 ) — én )+ 9. (-’t),

b4 pi
wo g,(x) = 2 a2, gy(2) = 2 b, und g, > ¢q,, so ist offenbar
0 0

9, (%) + g5 () allemal vom Grade ¢,, also G (z) von der Ordnung g, (s. § ),
aufler wenn: ¢y = g, und zugleich: b, = — a, . Alsdann findet in der Tat
eine Erniedrigung der Ordnung von G(x) statt, und zwar ist, wie sich
zeigen wird, dieser Fall auch der einzige dieser Art.

Hat man ferner:

(®) G(2) = L, (2) - £, (),

wo €,(x), €,(x) primitive Funktionen mit den Grenzexponenten o, und
Qs = 0, SO hat offenbar G'(2) unter allen Umstéinden den Grenzexponenten
s, also auch die Ordnungszahl g,.

¥ Der analoge Satz gilt offenbar fiir G'(x) = G, (x) + G,(x) mit dem Zusaize,
daB im Falle o, > o, G (x) nicht nur hichstens, sondern genau von der Ordnung e, ist.
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Es bleibt noch der Fall zu betrachten:
(6) G(z) = ¢@- L(2),

wo g(x) eine ganze ratiorale Funktion vom Grade ¢, €(«) eine primitive
Funktion vom Grenzexponenten o. Ist hierbei ¢ > ¢, so hat man nach
Nr. 1, wenn ¢ die Ordnung von G(z) bezeichnet:

« X Q.
Andererseits hat man nach dem letzten Satze von § 9, Nr. 3 (p. 298):
«2 0
sodaB sich also schlieBlich
(D “=g

ergibt.
Diese SchluBweise versagt jedoch im Falle ¢ > ¢. Hier folgt aus

Nr. 1 nur soviel, daB:
e < ¢

sein muB. Um aber zu erschlieBen, daB geradezu:

«=4q,
miiBte erst feststehen, daB der Faktor € (x) nicht etwa eine Erniedrigung
der von dem Faktor ¢#@ herrithrenden Ordnungszahl ¢ herbeifiihren kann.
Hierzu bedarf man aber einer fiir |£(x)| in geeignetem Umfange giiltigen
unteren Schranke bezw. einer oberen Schranke fiir | €(z)~1|, deren Existenz
nunmehr zunichst festgestellt werden soll.

§ 14.

Existenz einer auf beliebig groBen Kreisen giiltigen oberen Schranke
fiir den reziproken Wert einer primitiven Funktion.

Satz. Konvergiert 2}51-}6 fir wgend ein 6 <1, so-
daf3 also ¥

(0 @(2) = f[ (1- g;)

eine primitive Funktion vom Range O darstellt, so gibt es zu
jedem & > O unendlich viele beliebig grofe r, derart, daf3

@) |2y < erlel”
fiir alle x mit den absoluten Betrigen x (also, geometrisch ge-
sprochen, auf unendlich vielen Kreisen mit beliebig grofiem Ra-
dius r).
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Beweis. Infolge der Konvergenz von 2

1o ae
- hat man zunidchst:
¥ i

(3a) lim "> =0, (3b) lim 2287~

1/:001”’1'}6 = ka”’*a

Nun besteht die Identitdt:

sodaB sich mit Beriicksichtigung von (3a), (3b) ergibt:
(4) tim 2o 18180 _ o

r=w |®|°

Wird also 6 > O beliebig klein vorgeschrieben, so gibt es eine un-
begrenzte Folge natiirlicher Zahlen #, (i = 1,2,3, - - -) von der Beschaffen-
heit, daB:

78! < 6.

(5) T2 _Timi
Ferner folgt aus (3a), daf (wegen. 6 < 1) in jedem Falle:

hm—--fa] <.

Es 148t sich also eine positive ganze Zahl m, so fixieren, daf:

ia"uﬁ>85‘; fir p > m,,
und daher:

6) S la )~ la]>2s, fir p>m,.

oy

a }ay+1}g}a,,t}>—;--]a [, so konnen hichstens |a,|, | oy

12 l ,u—-l

unterhelb —;- -|a,| liegen, und um so mehr kdnnen hichstens diese y-—l Zahlen

*) Aus
Slgw
hm ? g == C > 0
Y= Wvla
wiirde n#mlich folgen, da8 fiir beliebig kleines # >0 und alle hinliinglich grofen »
v-lgw
o >°~

divergieren miiBte.

s0da8 also 2’ L—:- ’
v

Mathermatische Annalen. LVIIL 21
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in das Tnnere des Zahlintervalls (; |a, |, + |a,) fallen, sodaB also dieses

Intervall auf solche Weise in hichstens p Teilintervalle zerlegt wird. Da
die Summe dieser letzteren nach Ungl. (6) grifer als 2p ist, so muB
also mindestens ein Teilintervall grifler als 2 sein. Bedeutet daher » die
n der Mille oder auch nur eine n hinldnglicher Nachbarschaft der Mitte
jenes Teilintervalls liegende Zahl, so enthilt das Intervall (»r — 1, » + 1),
einschlieBlich seiner Grenzen, keine einzige der Zahlen |a, |, sodaB also:

(7 —i_}ayf<r<—;-]aﬂ§ und zugleich: “a_,j—r{>1 fiir jedes v.

Da hierbei g nach Ungl. (6) lediglich an die Bedingung u > m, ge-
kniipft ist, so erkennt man, daB es unendlich viele und insbesondere auch
belichig grofe Zahlen r der bezeichneten Art gibt.

SchlieBlich 148t sich wegen der Konvergenz von 2
liche Zahl m, so annehmen, daB:

®) e

Myt 1

e
eine natiir-

1
ay

Bedeutet jetzt » irgend eine der Reihe der Zahlen w, angehorige Zahl,
die zugleich den Bedingungen geniigt:
>
n { == ml’
= My,

so bestehen die Beziehungen (5), (7), (8) gleichzeitiy, wenn man die da-
selbst mit %,, u, m, bezeichneten Zahlen durch » ersetzt. Dabei steht
es offenbar frei, ein auf obige Weise ausgewihltes » auch durch jede
groPere der Reihe der », angehtrige Zahl zu ersetzen und damit auch »
unbegrenzt zu vergrofern. Man hat also fir unendlich viele n bezw. be-
liebig grofe r:

[ (a) n-lgla,|<d-|a,l,

(b) -i—- {an]<r<}2—{a”[ und zugleich: (c) “a,,j -¢i > 1 fiir jedes ».

@ >

\ n+1

Wir zerlegen nun £(z)~! in die beiden Teilprodukte:

(10) @(x)"=Hafi$:ﬁafix‘
1

n+43

) |
‘<o,

1
aﬁ
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Fiir das erste derselben ergibt sich alsdann, wenn |z | = r gesetzt wird:

|a, | -
j[]raw-x ,lil-“t%?‘“r _li1~§a@¥? (nach tﬁ%ﬂ.(gg»,

<l = slen
< &9 lealo, (nach Ungl. 9a)),
(11) < et’?.7° (nach Ungl. (9b)).
Zur Abschitzung des sweiten Teilprodukts hat man zunichst:

F 2|~ | 6 +552) < F (4 =)

n41 n4+1 n4+1

Da hier, wegen » > », aof Grund von Ungl. (30Db) durchweg |a,|>27,
so folgt weiter:

r T 1 r
llaj—r) l&l—r— [ 7 ‘Tal’
‘ [ )
<2 “:”i, (Wegen:( 1<~21—~,1 ﬂ%i>%)’
<2- () (wegem: o<1, 6 < 1)
und daher: ’
21-0-2”‘11 &{;6
na-a: <H(1+2 ( )/)< " ?
n41 ©~41

(12) < e297°, (nach Ungl (164).

Durch Zusammenfassung der Resultate (11) und (12) ergibst sich
somit:

(13) [L(2)f ] < 87+ fiir |z] =1
Wird also ¢ zu beliebig klein vorgeschriebenem &> 0 so fixiert, daB:
(4 +2)-0<¢
so findet man schlieBlich, wie unfer (2) behauptet:
[Rx)~1] < e 12l fiir (2] =17
2. Der eben bewiesene Satz gestattet sofort die folgende Ubertragung
aof primitive Funktionen von beliebigem Range p:
Komvergiert 2 lg;r fiir irgend ein & des Intervalls

p<Le<p+ 1, sodaf also:
F4

(14) Q(x)aﬁ(l—»;) < &

21*
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eine primitive Funktion vom Range p dorstelll, so gibt es zu
Jedem & > O unendlich wviele beliebig grofe v, derart, dafi:

(15) | L @)t <el=t?

fiir alle x mit den absoluten Betrigen r¥).
Beweis. Bezeichnet man mit n eine primitive (p + 1)* Einheits-
wurzel, etwa:

2_7_2"
=€+l
so ergibt sich (vgl. p. 314, Gl (566)):
p »
» © ? 2 Zx% 2. Sapt
oo -FI\FI0-2)-= %
0 1

(16) =1;7(1~Z§:I).

Setzt man sodann:

(17 [l 20io) =Ti@), [] 20fa) =,2),

so wird zunichst:

(18) L(@)y ! =T(@)* ().
Transformiert man ferner I7(x) durch die Substitution:
(19) oy,  apr—b,

in eine Funkfion von y:

20) n@=L] (-2,

1

also eine primitive Funktion vom Range O, und beriicksichtigt, daB
o
t lo
2laf-2

g pFI
5,

*) Der Satz rithrt im wesentlichen von Hadamard her (a. a. O. p. 204). Doch
beweist H. nur, daB unter den gemachten Voraussetzungen:

| R @yt | <=l

Die hier gegebene schirfere Fassung stammt von Lindelsf (a. a. O. p. 11).
Die Verwertung der schon von Laguerre bemerkten und zu analogen Zwecken be-
niitzten Relation (16), um den Beweis in der Hauptsache aunf den Fall p = 0 zu redu-
zieren, findet sich bei Borel a. a. O. p. 76 (vgl. auch ebendas. p. 27).

auf Grund der Voraussetzung konvergiert, so folgt
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aus dem eben bewiesenen Satze, daf fiir jedes & > 0 und wunendlich viele,
auch beliebig grofle R eine Beziehung von der Form besteht:

g

L. +1
(21) 'TI(x) ! <e? e , fiir alle y mit dem absoluten Betrage |y| = R.
1
Fithrt man wieder z?+! an Stelle von y ein und setzt R +! =7, so
b
findet man also:

@2) |TM@)y <ot

Andererseits hat man, wegen limw» -

Y =0

von § 11, Nr. 2 (s. p. 306, Fufinote), wenn man die dort mit ¢ bezeichnete
Zahl durch _2£_ ersetzt:
p

[
', fir alle z mit dem absoluten Betrage |z ' = r.

2 ;G—-—:— 0, nach dem Hauptsatze
Gy |

| R (') | <e‘7ﬁ'lxlo, fir alle |z| > R,

also:

(23) M (2)' <e* Y, fir alle o> R,

und schlieflich durch Zusammenfassung von (18), (22), (23):
(24) | Lz < e ' fiir alle || = und r > R,.

3. Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, daB das vorstehende Re-
sultat wiederum keine Anderung erleidet, wenn @ () noch einen Faktor
von der Form 2*(k >1) enthdlt: in diesem Falle muB nimlich, sobald
nur |x| > 1 ist, die Ungleichung (24) a fortior: bestehen, sobald sie ohne
Hinzunahme jenes Faktors richtig war.

Ist o Grenzexponent von L(z), so besteht offenbar die Beziehung:
(25) R (@) 1| < el
in dem angegebenen Umfange, sofern ¢ Konvergenzexponent ist. Wenn
dies jedoch wicht der Fall oder zum mindesten nicht festgestelll ist, so er-
scheint nur soviel sicher, daB 2 51— §e+5 fiir jedes 0 = O konvergiert und
daher fiir die Ungleichung (25) die folgende eintritt:

(26) | @yt < el=er

welche schlieBlich wegen der Moglichkeit, 6> 0 unbegrenzt zu ver-
kleinern, nicht mehr und nicht weniger aussagt®), also die folgende:
@7) O A

(fiir alle z auf unendlich vielen, auch beliehig grofen Kreisen).

*) Vgl. die analoge Bemerkung p. 315, Fufn. 2.
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§ 15.

Allgemeinste ganze Funktion von endlicher Qrdnung: Zusammenhang
zwischen Ordnung, Grad, Grenzexponent und Hoéhe.
Vervollstindigung des Picardschen Satzes.

1. Es sei jetzt G(z) eine im iibrigen beliebige ganze Funktion, von
der nur soviel feststeht, daB sie von der Ordnung « (eine Voraussetzung,
die ja lediglich gewisse infinitire Eigenschaften der Taylorschen Reiben-
koeffizienten erfordert, nimlich [s. p. 276, (Ia), (Ib)]:

1 1
lim »+9.9]¢,[ =0, Tim »*=%.[¢,| = o).

Bringt man G(z) auf die jedenfalls mégliche Form:
(1) G(z) =@ - L(x)

(wobei sich g(x) eventuell auf eine Konstante, L(x) auf die Einheit oder
eine ralionale ganze Funktion reduzieren kann), so entsteht die Frage:
Welche Aussagen lassen sich auf Grund der Voraussetzung, daf G(z) von
der Ordnung «, tiber den Grad von g(x) und den Grenzexponenten von
@ (x) machen?

Bezeichnet man den letzteren wiederum mit ¢, so besteht nach dem
SchluBergebnis von § 9 (p. 298) die Beziehung:

&) g2

Dieses Resultat in Verbindung mit der Voraussetzung gestattet aber auch
unmittelbar, einen Schluf auf den rationalen Charakter, bezw. den Maximal-
grad von g(x) zu ziehen. Aus (1) folgt nimlich:

C)) O] =1G(@)] - [2(2)7Y,

und da:

) |6@)| <e="*"  fir alle |s] > By,

IR ()1 < e =®F® < d=1®FY  fiir alle |#] =7 und un-
endlich viele, auch beliehig grofe r, so ergibt sich:
(5) 0@ < e 121°%° 4y alle |z] =7 > Ry
also:
(6) 8%(9(39)) <2. §$§a+a » » P N »

woraus nach dem Satze von § 6, Nr. 2 (s. p. 284, Ungl. (10)) resultiert,
daB g(x) eine rationale ganze Funktion, deren Grad ¢ zunichst der Be-

ziechung gentigt:
R
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Da aber & unbegrenzt verkleinert werden darf, so folgt schlieBlich, daB,
in voller Analogie mit Ungl. (2), auch:

M g«
Der Inhalt der Ungleichungen (2) und (7) kann mit Berticksichtigung

der Beziehung p <o zuniichst generell folgendermaBen ausgesprochen
werden:
Jede ganze Funktion von endlicher Ordnung o ist auch
von endlicher Hohe h < «.
2. Aus dem Satze von § 13, Nr. 1 (p. 319) folgt, daB « hichstens
gleich der groBeren der beiden Zahlen ¢ und ¢ sein kann, mit anderen
Worten: Es konnen keinesfalls gleicheeitiy die beiden Ungleichungen:

g<ea, o<«

bestehen. Kombiniert man dieses Resultat mit der erwiesenen Existenz
der Relationen (2) und (7), so folgt:

Ist G(2)=e'® - () von der Ordnung «, so bestehen fiir
den Grad q von g(x) und den Grenzexponenten o von X (z) die
Beziehungen :

®) ¢, oXa
in dem Sinne, daf mindestens in eimer derselben das Gleich-
heitszeichen gilt.
Hieraus erkennt man, daB umgekehrt die Ordnung « von

Gx) =@ . L(z)

stets genau gleich der griferen der beiden Zahlen ¢ und ¢ bezw. a=g=p
sein muB: das am Schlusse von § 13 (p. 320) zunichst fiir den Fall ¢ < o
konstatierte Resultat gilt somit allgemein. Zugleich ergibt sich damit die
Richtigkeit des ebendaselbst am Anfange von Nr. 2 ausgesprochenen
Satzes, wonach die Ordnung von G,(7)- G,(x) = ¢2®@. &, () @ . L, (2)
mit Ausnahme eines einsigen, dort niher spezifizierten Falles, allemal genau
gleich o, sein muB, wenn ¢, >« und e, o, die Ordnungszahlen von
G, (x), G;(2) bedeuten.

3. Ist « keine ganze Zahl, so folgt, da q nur eine ganze Zahl oder
Null sein kann, aus (8), daB:
9 g <o und somit: o =«,
Zugleich ist dann p <o <p+ 1 (mit Ausschlup jeder Gleichheit), also:
p=lo]=[e]. Da andererseits ¢ <[], so ergibt sich fiir die Hohe %
die unzweideutige Bestimmung:
(10) b= [d].

Im tibrigen 158t sich der wesentliche Inhalt der aus der bloBen Voraus-
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setzung einer nichi-gamzzahligen Ordnung e gewonnenen Beziehung o = «
ausfiihrlicher folgendermaBen formulieren:
Eine ganze Funktion von wichi-ganzzahliger Ordnung o

besitzt stets umendlich viele Nullstellen, deren Dichtighkeit bezw.
1 la+d

infinitires Anwachsen durch die Relation: lim v- i—m =0
charakterisiert wird.*)

Besonderes Interesse verdient noch der Fall ¢ < 1. Hier mu8 nach
Ungl. (9) geradezu g =0, auBerdem ¢ =« <1, also auch p =0 sein,
d. b. G(z) reduziert sich auf eine mit einem konstanten Faktor multiplizierte
primitive Funktion vom Range 0, also:

Ist G(x) von eimer Ordmung o < 1%%), so hat man:

(11) G(x)=0-x"~ﬁ(1—%) und: a,,>—v5}‘r‘§.
1

Durch Substitution von 2? an Stelle von # und eventuelle Multipli-
kation mit z ergibt sich hieraus noch der folgende Satz:

Ist G (x) eine gerade oder unger ade Funktion von niedrigerer
als der 2%* Ordnung, so ist G(x), abgesehen von einem kon-
stanten Faktor, eine primitive Funktion.

Darnach erkennt man z. B. ohne jede Rechnung, daB die Produkt-
entwickelungen von sin zz, cos wx die Form haben miissen:

sm“x=0'”'ﬁ(1“§)’ cos mo = O [ [ (1~ g Fag) )
1

4. Weniger einfach sind die Ergebnisse fiir den Fall, daB « eine
ganze Zahl.)

Einen brauchbaren Anhaltspunkt zur Beurteilung von ¢ und ¢ gibt
hier der Satz von § 6, Nr. 3, wonach ¢#® allemal dem Normaltypus (g, )
angehort; d. h. es gibt eine bestimmte Zahl y > 0, derart daB (s. p. 286,
Ungl. 21)):

PR R P S
12)  |o®| {< iir alle || > R,,

> e-aviel? fiir gewisse beliebig grofe x und zwar fiir

*) Der erste Teil des Satzes ergab sich schon § 6, Nr. 3 am Schlusse (p. 286).
Das wesentlich neue liegh in dem zweiten Teile.
**) Der Satz gilt insbesondere auch noch fiir o = 0.
*) Hadamard, a. a. O. p. 209.
1) Im Falle « = 0 hat man offenbar =0, ¢ =0, d. h. G(2) ist bis auf einen
konstanten Faktor eine primitive Funktion vom Gremzexponenten 0 (picht blof vom

Range 0).
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alle xz, welche gewisse Strahlen x = |z, - €”%, von |z| > R, anfangend, voll-
stindig erfilllen (s. p. 282, Ungl. (11)).
Kombiniert man diese Ungleichungen mit den beiden folgenden*):

13) |2() {<61x;9+6 fir alle |z] > B,
> e 120 fiir alle x auf gewissen, beliebig grofen Kreisen,
so folgt zunichst:

a9 6@

(némlich diejenigen z, welche den Schnittpunkten der ad (12) und (13)
genannten Strahlen und Kreise entsprechen). Ist jetzt: ¢ < e, also zugleich
nach (8): g = «, so ergibt sich aus (14):

< ity lzittizetd gp omo hanlinglich grofen x,

x9+6

> el—a - izi-te fiir gewisse beliebig groPe x

g <L 1+ r 2 fiir alle hinliinglich groPen x
1) 6 | ’

> - v 12 fiir gewisse beliebig grofe x,
d. h. G(x) gehdrt in diesem Falle dem Normaltypus (e, p) an, sodaB

also die Koeffizienten der Potenzreihe: G'(x) = >v¢,a” der Relation ge-
niigen (s. p. 277, GL III): 0

1 1
(16) Tm »%.V]¢,| = (eye)® (d. h. endlich und von Null verschieden).

Hieraus gewinnt man aber sofort das folgende Resultat:
Ist G(z) von ganzzahliger Ordnung e, ohne dem Normal-
typus anzugehiren, d. h. ohne einer Koeffizientenrelation von der
Form (16) 2w geniigen, so ist allemal ¢ = « (wihrend fiir ¢

noch der Spielraum 0 < g < « bleibt).

5. Gehirt also G(z) dem Minimal- oder Maximaltypus der ganz-
zahligen Ordnung ¢ an, so besteht fir den Grenzexponenten ¢ die Be-
ziehung @ = « geradeso, wie im Falle eines wnichi-ganzzahligen «. Auch

*) Kombiniert man die zwesite der Ungleichungen (13) mit der folgenden (welche
sich aus der ersten Ungl. (11), p. 282 ergibt, wenn man g(x) durch — g(x) ersetzt und
zam reziproken Werte iibergeht):

|7@] > =@+ 7 121 g5r ol |2]> B,
so folgt zundchst:
(G@)| > U+ 7 |22—|20td

und, wegen ¢ <«, ¢ < «, schlieBlich:

[G@)|>e
fiir alle x aunf gewissen, beliebig grofien Kreisen. (Vgl. v. Schaper, a. a. Q. p. 53).

mxa-{-&’
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wird hier noch p =« und somit % = «, wenn o JDivergenzexponent ist,
was offenbar mit Sicherheit dann eintritt, wenn G'(z) dem Mawimaltypus
angeh6rt (da in diesem Falle offenbar @€(r) diesem letzteren angehéGren
muB). Ist dagegen ¢ Konvergenzexponent, so wird allemal p=9¢ —1=a—1
und daher auch b=« —1 dann und nur down, wenn ¢ < «. Da in diesem
Falle €(z) dem Minimaltypus («) angehoren muB (s. § 12, Nr. 1, p. 317)
und, wegen g < «, das gleiche fiir G(2) gilt, so folgt zunichst:

Die Zugehorigkeit von G(z) aum Minimaltypus (&), also

die Existenz der Koeffizientenrelation (p. 277, Gl (la)):

1
(17) lim % -[¢,| = 0
ist eine notwendige Bedingung dafiir, daf G(x) von der Hohe
h=a-—1.
Wir zeigen:

Diese Bedingung ist auch hinreichend, sofern nur ¢ = o
Konvergenzexponent ist.*)

Mit anderen Worten: Wenn die eben genannten Voraussetzungen

erfilllt sind, so wird allemal schon von selbst ¢ < «. Man hat nimlich:

|G(z)] < e 12 fiir alle |z] > R, (nach Voraussetzung)

IR (x)~Y < e 1=l fiir alle |2 = und gewisse beliebig grofe r
(nach p. 324, Ungl (15)
und daher:

(18) |¢®|=|6(@@)| |2@) <= fir alle |z| =r> R,

*) Diese Bemerkung riihrt von E. Lindel&f her, welcher zugleich auch hinreichende

Koeffizientenbedingungen dafiir angibt, da8 E -017 ® mit Sicherheit konvergiert
i 4
(a. a. O p. 47), z. B.:

1
lim (v - (g »)** %)% Ve =0,

Y=

allgemein :
1
lim (vclgq;.lgzv-..(lgxw)l”"’)“- Viesl =0,

=0
d. h. die Zablen 1’i/ |¢y| miissen einem der bekannten logarithmischen (,,Berirandschen')

Kriterien geniigen, welches die Konvergenz von Z(V }c,,%)a nach sich zieht. Die
hiernach scheinbar nahe liegende Vermutung, daB iberhaupt die Konvergenz von

2 (vl/ {c,,}) sich als hinreichend oder gar als notwendig wnd hinreichend fir die Kon-
vergenz von ‘ 1 erweisen diirfte, ist nicht stichhaltig, wie schon Lindelsf in

oy
hohem Grade wahrscheinlich gemacht (a. a. O. p. 79), E. Fabry (Bull. Soc. math. de
Fr. 30 [1902], p. 163) wirklich bewiesen hat.
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sodaB also:
(19) R(g@) <2¢- zj*  fir alle |z} =r> R,

und somit nach dem Satze von § 6, Nr. 2 (s. p. 286, Ungl. (20)), wie be-
hauptet:
g <.

Nimmt man hierzu noch die in § 12, Nr. 2 (p. 317) gemachte Be-
merkung, daf, bei ganzzahligem o und Zugehorigkeit von £(x) zum
Minimaltypus, « ,in der Regel“ (in einem a. a. O. niher prizisierten Sinne)
Konvergenzexponent sein muB, so wird man das vorliegende Resultat
geradezu in folgender Weise aussprechen kénnen:

Ist G(z) von der gamzzahligen Ordnumg e, so ist die Zu-
gehorigkeit zum Minimaltypus eine notwendige und ,im
allgemeinen® auch hinreichende Bedingung dafiir, dafi G(x)
die Hohe h = a — 1 besitzd.

Gehort schlieflieh G (z) bei ganzzahligem o« dem Normaltypus an,
so 1iBt sich zundchst iiber den Wert von o dberhaupt keine definitive Aus-
sage machen. Natiirlich mu nach dem Satze von Nr. 2 auch hier p=«
werden, falls ¢ << & ist: man besitzt aber keinerlei Kriterium dafiir, um

eventuell diese letztere Tatsache aus der Darstellung G (z) = 2 c, %
0

erschlieBen zu konnen. Ist nun aber ¢ =«, und setzt man wiederum
G(z)=e"®-2L(2), so kann offenbar L(z) jeden belicbigen Grenzexponenten
0 < « besitzen, eventuell sich auch auf eine rationale ganze Funktion oder
eine Konstante reduzieren. Nichtsdestoweniger 146t sich zeigen, daB auch
hier ,im allgemeinen® (in einem sogleich genauer zu prizisierenden Sinne):
o=« sein muB. Um die Richtigkeit dieser scheinbar paradoxen Be-
hauptung einzusehen, ist es notwendig, den Begriff des Gremzexponenten
unter einem etwas allgemeineren Gesichtspunkte, als bisher, ins Auge zu
fassen.

6. Wir betrachten hierbei zunichst nochmals die bereits zuvor
erledigten Fille eines G(x) von wicht-ganzzahliger Ordnung ¢, bezw. vom
Miwimal- oder Mazximaltypus einer ganzzahligen Ordnung e« Bedeutef
dann b eine ganz beliebige komplexe Zahl, so ist (G'(z) —Db) eine ganze
Funktion von derselben Ordnung und auch vom nimlichen Spezialtypus
wie G (2)*): daraus folgt aber, daB auch (G@)—b) unendlich viele Null-

# Dies kann unmittelbar mit Hilfe der (Ordnung bezw. Spezialtypus) definieren-
den Ungleichungen oder noch einfacher aus dem Umstande erkannt werden, daf ja
Ordnung und Spezialtypus lediglich von infinitiren Eigenschaften der Potenzreihen-
koeffizienten abhiingen: vgl. § 4, Nr. 4 (p. 277).
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stellen b, mit dem Grenzexponenten o besitzt, d. h. man hat (s. p. 294,
GL (®), (9)) fiir jedes ¢ > O:

§1a+e |1 le—e

(20) hmv % =0, }17_ fbv, =00,
anders geschrieben:
(5, > Jie_ ya?  fir alle hininglich grofen v,

(21)

1

bl < po—8 = po

i’l’&

240 fir unendlich viele v.

Diese Ungleichungen besagen, daf die |b,] mit wachsendem Index »
um so langsamer zunehmen, die b, selbst also wm so dichier liegen, je
grofer « ist, sodaB also die durchschnittliche Hdufigkeit der b, in be-
stimmter Weise mit dem Werte von « zusammenhiingt, insbesondere
gleichzeitig mit o zsumimmi. Wir wollen hiernach die Bezeichnung ein-
fithren, den Termen b (»=1,2,3,--) einer Zahlenfolge mit niemals ab-
nehmenden, schlieflich ins Unendliche wachsenden absoluten Betrigen,
komme die Hiufigkeit H(e) zu, wenn jene Folge den Gremzexponemiten «
besitzt, sodaB also H(«) als mit « in gewisser Weise zunehmend an-
zusehen ist. Mit Bentitzung dieser Ausdrucksweise liBt sich die oben
beziiglich der Nullstellen von G(z) —b gemachte Bemerkung jetazt
folgendermaBen formulieren:

Fine ganze Funktion von nicht-ganzzahliger Ordnung «,
bezw. vom Minimal- oder Maximaltypus emer ganzzahligen
Ordnung o« wimmt geradeso, wie den Wert O, auch jeden be-
liebigen endlichen Wert mit der Hdiufigkeit H(e) an: sie nimmi
also jeden bestimmten Wert wicht nur unendlich of't, sondern
m dem ndher bezeichneten Sinme gleich oft an.

7. Wenden wir nun die nimliche Betrachtungsweise auf eine Funk-
tion G(z) vom Normaltypus einer ganzzahligen Ordnung o an, so folgt
zundchst wieder, daB (G (x)—b) (wo b jede beliebige Zahl einschlieflich
der Null bezeichnen soll) gleichfalls dem Normaltypus der Ordnung o
angehtrt, sodal also iiber die Verteilung der Nullstellen bezw. den Grens-
exponenten von (G () —b) a priori keinerlei Aussage gemacht werden kann.
Es gilt nun aber der folgende merkwiirdige Satz:

Die Funktion (Gx)—Db) besitet fiir alle moglichen
Werte von b, hichstens mil Ausnolme eines einzigen den
Grenzexponenten e.

*) Dabei bestehen wegen der Konstanz des Ordnungstypus fir die b, nicht blo8
die Beziehungen (20), sondern auch die fiir die a, bestehenden spezielleren Relationen,
welche den betreffenden Spezialtypus charakterisieren (s. p. 298, p. 316).
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Beweis. Angenommen, es sei b, eine solche Zahl, da (G(x)—¥,)
nicht den Grenzexponenten ¢ besitzt, so muB, wenn gesetzt wird:
(22) G (2) — by = - Ly (2),
@, {x) von niedrigerer Ordnung e, < « (eventuell auch eine ganze rationale
Funktion oder eine von Null verschiedene Konstante) sein, wihrend
dann mit Sicherheit ¢® von der Ordnung «, also g,(z) vom Grade e« ist.

Bedeutet jetzt b irgend eine von b, verschiedene Zahl, und setzt man:
(23) Gz) ~b=e®. L(z),
so ist zu zeigen, daf €(x) allemal den Grenzexponenten «, d. h. schlieflich
die Ordnungszahl o besitzt. Das letztere ist aber sicher der Fall, wenn
der Grad von g(x) die Zahl ¢ nicht erreicht. Somit braucht der frag-
liche Nachweis iiberhaupt nur unter der Voraussetzung gefiihrt zu werden,
dab g(x) vom Grade o.

Aus (22), (23) folgt zunichst:

(24) #@ . B(z) = en® . L (2) + (b, — b).
Bringt man diese Gleichung auf die Form:
(25) @ () = 0961 @,(z) + (by— 1) - 71,

so erkennt man unmittelbar, daB der rechts stehende Ausdruck und somit
auch £ (z) von der Orduung « sein muB, wenn ¢,(z) — g(z) vom niedrigerem
Grade, als @ (Nach dem Satze tiber die Ordnung der Summe zweier Funk-
tionen, p. 319, Fufin.).

Ist dagegen g,(x) —g(«z) vom Grade &, so bilde man durch Derivation
von GL (24):

@ (g @) - @) + D @) = (g, @) - L) + Ly (@)
und sodann durch Multiplikation mit e—9@:
26)  T9'(®) - L(2) + (@) = OO (g @) - Ty @) + Ly @)-
Da die Ableitung einer ganzen Funktion von der nimlichen Ordnung ist,
wie diese selbst (s. § 4 am Ende, p. 280), so folgt wieder mit Beniitzung
des Satzes iiber die Ordnung einer Summe, daB die rechte Seite dieser
Gleichung, also auch die linke und schlieBlich £(z) von der Ordnung «
sein mub.

Somit ist, wie auch b <=5, gewihlt werden mdge, (G&)—5b) vom
Grenzexponenten e.

8. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, daB auch eine dem Normal-
typus der gamzzahligen Ordnung o angehdrige ganze Funktion G(x) jeden
bestimmten Wert b mit der Hiufigheit H(x) annimmté, mit eventueller
Ausnahme eines einzigen Wertes b, welcher dann mit wnternormaler
Hiiufigkest (also mit einer Haufigheit H(e'), wo & < a bezw. nur n mal
oder auch garwicht) angenommen wird. Nur, wenn gerade der speeiellc
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Fall b, = 0 eintritt (mit anderen Worten, nur, wenn das kownstante Glied
der Entwickelung G(z) =——2 ¢,x” einen ganz speziellen Wert hat), wird
0

also G(x) nicht den Grenzexponenten « besitzen. Damit gewinnt aber
schon die am Schlusse von Nr. b gemachte Aussage, daf auch in dem
vorliegenden Falle der Grenzexponent von G (z) ,im allgemeinen” den Wert «
habe, einen wohldefinierten Sinn.

Die Bedeutung jener Aussage liBt sich indessen noch ganz erheblich
durch den Nachweis verschirfen, daB jener mdglicherweise vorhandene
Ausnahmewert b, wiederum ,im allgemeinen® gar wicht existiert. Es 138t
sich ndmlich mit denselben Hilfsmitteln, welche zum Beweise des Satzes
von Nr. 7 dienten, der folgende allgemeinere Satz*) beweisen:

Es sei G (x) eine gomze Funktion vom Normaltypus der
ganzzahligen Ordnung «. Bedeuten ferner =(x), y(x) will-
Eiirlich 2u wihlende ganze Funktionen von niedrigerer Ord-
nung, und zwar =(x) eine primitive Funktion, die sich eventuell
auch auf eine ganze rationale oder auf die Einheit reduzieren
kann; y(x) eime im ibrigen belicbige ganze Funktion, die mit
nw(x) keinen Linearfaktor gemein hat, eventuell eine von Null
verschiedene Konstamte: damn gibt es unier allen miglichen
Funktionen von der Form:

27) 6() = (@) - 6(2) + 7(2)
hiochstens eine einzige, welche nicht den Grenzexponenten e
besitzt.

Beweis. Man bemerke zuniichst, daf offenbar = (z) - G(x), also auch
& (x) stets dem Normaltypus der Ordnung o angehort*¥). Hiernach ist
in der Tat die Moglichkeit vorhanden, daB zunichst irgend eine bestimmte
unter den Funktionen &(r), etwa:

¥) Prizisere Fassung eines Borelschen Satzes: a. a. O. p. 95. Der dort ge
gebene Beweis enthiilt einen Rechenfehler, durch welchen ein Teil der Deduktion
hinfallig wird. In den neuerdings von Borel publizierten Legons sur la théorie des
fonctions méromorphes (Paris 1903) p. 59 findet sich der Satz reproduziert: hier ist
zwar jener Rechenfehler vermieden, doch sind Fassung und Beweis des Satzes un-
vollstindig.

**) Genauer: Gehort G (x) dem Normaltypus (y, &) an, so gilt dasselbe auch fiir
®(z). Man hat, um dies zn erkemmen, auf x(z) auBer der Ungleichung:

@+5
jm(@)] <el®! fir |2|>Rs
(wo o' <« die Ordnung von =(x) bedeutet) noch die auf unendlich vielen, beliebig
groBen Kreisen giltige (s. p. 325, Ungl. (27):

(@) > e i=e T
anznwenden.
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(28) By (2) = 7 (2) - G(2) + »,(®)

nicht den Grenzexponenten ¢ besitzt und daher in die Form gesetzt

werden kann:

(29) (%) - G (@) + 3o (%) = €% - Zy(2),

wo g,(2) vom Grade ¢, £ (x) von einer Ordnung, die Kleiner als e.
Versteht man jetzt unter wx(x), y(z) zwei beliebige der niher be-

zeichneten Funktionen, von denen wmindestens eine von my(z) bezw. p,(x)

verschieden ist, und setzt man:

(30) #(z) - G(2) + 7(2) = ¢® - L(2),

so kommt es wieder nur darauf an zu zeigen, daB €(x) von der Ord-

nung o sein muB, auch wenn g(z) vom Grade « (denn andernfalls ist

das ja ohne weiteres ersichtlich).

Durch Elimination von G(z) aus Gl (29), (30) ergibt sich zunichst:
(1) ¢ - L(@) - 7,(2) = @ - £y (2) - 2(2) + 9 (),

e ¢ (@) = 7,(2) - #(2) — 7(2) - 7 (@),
sodaB also ¢(x) keinesfalls identisch verschwinden kamm. Denn aus:

70(®) - m(2) — 7 (@) - My(2) =0
wiirde folgen, daB jeder Linearfaktor von #(x) in p(x) - my(2), also schlieB-
lich in =,(#) enthalten sein miiBte und umgekehrt. Da aber die Natur
dieser Linearfaktoren auch die Form der in =(z) bezw. z,(z) etwa vor-
kommenden Exponentialfaktoren vollig eindeutig bestimmt, so hiitte man
hiernach geradezu: z(z)= =,(x) und somit auch y(z)=y,(»), was der
Voraussetzung widerspricht.
Bringt man nun Gl (31) auf die Form:

(32) D (2) - 7(0) = 990 2, (2) + ¢ - 9(2),
so erkennt man zunichst wieder ohne weiteres, daB der rechts stehende
Ausdruck, also schlieflich auch €(x), von der Ordnung &, wenn g,(z) — g(z)
von wnsedrigerem Grade als «.

Es bleibt also nur noch der Fall zu behandeln, daB g,(z) — g(2)
vom Grade «. Fiihrt man die Abkiirzungen ein:

(33) L@) @) =T(), L(2) z(2) =T, (2),
soda§ also Gl. (31) in die folgende iibergeht:
(39 O -T(2) = © - Ty(2) + ¢ (),

so folgt durch Derivation:
(36) &#@(d @) - TT@) + T @) = =@ (g, @) - My @) + T/ @) + ¢’ ().

Sollte hierbei ¢'(x) =0 sein (was nicht ausgeschlossen erscheint), so
findet man:

(36) (@) M(@) + (@) = @@ . (9/@) - Ty(@) + TTy' @)
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und da der erste Faktor rechts von der Ordnung e, der zweite von
niedrigerer Ordnung, so folgt zunichst, daf der links stehende Ausdruck,
somit auch TT(z) und schlieBlich (mit Riicksicht auf Gl (33)) auch L(z)
von der Ordnung e.

Wenn dagegen ¢'(x) nicht identisch verschwindet, so multipliziere
man Gl (34) mit ¢'(x), GL (85) mit @(2) und bilde durch Subtraktion
und Multiplikation mit ¢~ 9@):

37) 9@ 9@ T2)+ o) () — ¢'(@) - T

= OO (g @) - @) - Thy@) + 9@) - T’ @) — ¢'@) - TTy(),
woraus sofort wieder folgt, daB die linke Seite, also schlieBlich €(z) von
der Ordnung «, sofern nicht etwa die rechte Seite (und dann eo ¢pso auch
die linke) identisch verschwindet. Hitte man nun aber:

9 @) - 9(®) - Th() + ¢(2) - Ty (2) — ¢'(w) - Ty (z) = 0,
so wiirde sich ergeben:

e @
M ~ ew =9 @

also:

(@) = 9 (@) - #©*C,
was unmdglich ist, da die rechte Seite von der Ordnung «, wogegen TTy(z)
von niedrigerer Ordnung.

Damit ist aber der ausgesprochene Satz bewiesen.

9. Bezeichnet man wiederum mit b eine beliebige komplexe Zahl
(einschlieBlich der Null), so folgt aus dem eben bewiesenen Satze, daB
iitberhaupt unter allen moglichen Funktionen =(z) . G () + y(2) (wo also
G () eine beliebig gewihlte, aber fest zu haltende Funktion vom Normal-
typus der gamzzahligen Ordnung e« bedeutet) hichsfens fiir diejenigen von
der Spezialform my(z) - G(x) + (y,@) — b) ein mit wunternormaler Hdiufig-
keit angenommener Ausnahmswert b existiert. FaBt man dieses Ergebnis
mit demjenigen von Nr. 6 zusammen, so gelangt man zu der folgenden
Vervollstindigung des Picardschen Satzes (vgl. den Schluf von § 7, p. 291):

Eine gomze Fumlktion G (x) von der Ordnung o wimmi
Jeden bestimmten Wert mit der Hiufigkeit H(e) an. Nur wenn
« eine ganze Zahl und zugleich G(x) dem Normaltypus an-
gehort, kann ein einzelner Wert b existieren, welcher von G(x)
mit unternormaler Haufigkeit bezw. gar nicht angenommen
wird. Aber selbst unter den iber Ordnung und Typus von G(x)
gemachten beschrinkenden Voraussetzungen ist die Existenz eines
solchen Spezialwertes b als ein Ausnahmefall anzusehen.

Miinchen, April 1903.
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Nachtrag.

Wir lassen noch die in FuBnote p. 273 bereits angektindigte Modifi-
kation der Lindelofschen Methode®) folgen, welche eine etwas kiirzere
und dabei wiederum vollkommen elementare Herleitung des in § 4, Nr. 4
(p. 276) formulierten Hauptresultates gestattet.

1. Dem Haupisatze I (p. 266) stellen wir anstatt des Hauptsafzes 11
(p. 270) die folgende (nicht ganz vollkommene) Umkehrung gegeniiber:

Ist:

1

et Py S

1

@ — X =
(1) Iim (7) ¥/ =Tm V @)% le,) < (@),

so hat man bei belichig kleinem & > 0:

-]

| <
2

0

(2) <Lér+a 2% fiy glle 2| >R

F

*) Herr Lindeldf geht von derjenigen Form der Voraunssetzung aus, welche
in der hier akzeptierten Schreibweise lauten wiirde:

1 1

o P ;‘ . -67

E (3) Ve <’

Der Beweis des Satzes von Nr. 1 fordert alsdann die Bestimmung einer oberen
Schranke fiir eine Reibe von der Form:

als Funktion von » — eine Aufgabe, welche die Heranziehung der Differentialrechnung,
also eines nicht im Rahmen der ,elementaren Funktionentheorie liegenden Hilfs-
mittels erheischt. Dies wird, wie ans dem Texte ersichtlich ist, vermieden, wenn
man, wie hier, von der Voraussetzung:

(/1 1
i J @)* e, L @)

Y=
ausgeht, da die in diesem Falle lediglich erforderliche Maximumsbestimmung von:
7.‘!/
1
H“

sich ohne jede Rechnung vollzieht.
Mathematische Annalen. LVIL
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Beweis. Wird ¢ > O beliebig klein vorgeschrieben, so hat man anf
Grund der zweiten Form von Voraussetzung (1) fir » > n,:

1
1 [+4

V(’V!)?i_. le,} < (oc~ (7-!—%))"‘—’ also: ¢, | < (M_) .

Setzt man also allgemein:

1
P

e, =k, ("‘? . (y"+7_§)y)

und bezeichnet mit K die groBte der Zahlen k, k;,---, k, und 1, so hat
man fiir jedes v

1

) tcyzng(ﬂ}?—")—)

(wobei das Zeichen < zum mindesten fiir alle » > n, gilt) und daher:

—1— o0
@ 1295 <& S [(elp+5) o[ =& Sh,
0 (v,) 0
Setzt man zur Abkiirzung:

1
o 1

®  (efp+D) lal=0% (dso: e=e(ptL)-lal?),

so wird:

Die #, nehmen also zu, solange v < ¢, sie nehmen ab, sobald v > o.
Das Maximum von r, tritt daher ein fiir » = [g], sodaB also:

1

Max. 7, = ({ {93)

Wegen: ;}- < (—:—)v (s. Ungl. ®), p. 267) ergibt sich dann:

O < ()= (14 ). o

<L e lel. elol — g0
und daher:

1
(6) Max. 7, <e* °,
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Ferner hat man:

(%)a < —;—, wemn: v > 2% 9,
und somit:
® (2.0l ®
() 27‘,, =er,, +21wv
° o [2¢ .0l +1

<t (14 3 GY)

1
<(2¢-0+2) e ©.
Hiernach geht also die Ungleichung (4), wenn man noch fiir ¢ seinen
Wert aus Gl (5) einsetzt, in die folgende iiber:

) ,

Ev c,x
)

und, wenn jetzt B, so fixiert wird, daB:

<K-(a(r+) 1221 +2)- Sr+3) =

jo %

9) E-(a(y+4) |22 +2) <e®
schlieBlich, wie behauptet:

- 3

Ev ¢,z

0

Zusatz. Man erkennt unmittelbar, daB der vorstehende Beweis und
sonit auch der oben ausgesprochene Satz noch giiltig bleibt, wenn y=0; d. h.:
Ist:

o, 1’/ 1
(10) lim o /]6,] = lim ¥ (w)* - [¢,] =0,

fir |o|> R,

< er+0- 12 fir g > R,

50 hat man bei beliebig kleinem & > 0:

[

Ev ¥

[1]
Daraus folgt weiter:
Ist fiir jedes & > 0:

1 it 1
(12) Lim »*+8. 9]¢, ] = lim l/(m)m. le,] =0,

y==wL

(11 <e=*  fur alle |z| > R,.

30 hat man:

d

Ev ez

i ©

(13)

<e=**9 gy alle |z| > R,.
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2. Die Voraussetzung des Hauptsatzes I (p. 266) 1aBt sich nun wieder
leicht so umformen, daB die genauen Umkehrungen der in Nr. 1 ab-
geleiteten Sitze zum Vorschein Eommen.

Zundchst ergibt sich (s. p. 273, 274):

Ist bei beliebig kleinem & > 0:

(14) }% 2«» ¢,z

<Lertd =S fuy glle |z| > R,,

so hat man:
. v, __.__V I 1
(15) Iim (%) Ve, =Im V ()% ¢,| < (ap)*.

Und analog (s. p. 275):
Ist be: bdiebz’g Kleinem & > O:

<0

(16) 220 x” < e =% fiir alle |2 > R,
Y |
so hat man:
y 1
(17) lim w Vie, hm y (w)e.le,| =0

SchlieBlich (s. p. 275, 276):
Ist bei beliebig kleinem 0 > 0:

} @

Ev c,x |

0 |

(18) @t+d

< e fir alle z' > Ry,

so hat man auch:

(19) lim “”1/ V(wwﬂ" | =0.

Y=o

3. Die Umkehrbarkeit des ersten Satzes von Nr. 2 bezw. Nr. 1 liefert
sodann noch den folgenden Satz:
Ist bei beliebig Kleinem & > O:

i -
(20) Z?c,,x’ > elr=a'21% iy gewisse beliebig grofe z,
0
so hat man:
1 1
1) 5 () Vo= V oy%-0) 2 @,

und umgekehaﬂt.
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Beweis. Angenommen die Beziehung (21) folgte nichké aus der

Voraussetzung (20), so hitte man:
1

i (2) Ve <@,

sodaB also gesetzt werden konnte:

i

m (2)"-7/e,] - (wlr =%,

Y= e

wo ¢ eine bestimmte positive Zahl bedeutet. Hieraus wiirde aber nach
dem ersten Satze von Nr. 1, wenn man fiir die dort mit ¢ bezeichnete

Zahl & setat, folgen, dab:

Zvc,x”% < e(y—?) e fir alle |z; > B,
| o ! 2
was der Voraussetzung (20) widerspricht.

Umgekehrt: Besteht die Voraussetzung (21) und es wire die Be-
ziehung (20) nicht erfiillt, so miifite ein bestimmtes & > 0 existieren,
derart, daB:

Z-'acvx”! <Ler==12% fir alle lz| > R,.

0

Daraus wiirde aber nach dem Hauptsatze I (p. 266) unmittelbar
folgen, daB:

1
« *
iim (2) Ve < (eor—)<,

was wiederum der Voraussetzung widerspricht.
Zusatz. Aus dem eben bewiesenen Satze erschlieBt man ohne
weiteres den folgenden:
Ist bei beliebig Eleinem & > O:

ok 1

(22) %20}” > gewisse beliebig grofe x,
{0
so hat man:
1, __V I
(28) lim »*-Vl¢,| =hm ¥ (v))*-|¢,| = o0,

und umgekehrt.
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Daraus folgt weiter:
Ist bei beliebig kleinem 6 > O:

2 !
&9 12%%‘”> e*1*=%  fiir gewisse beliebig gropfe z,
0
so hat man auch:
1, V 1
(25) lm »#=9.y/l¢,| = m V (»))*~9. [¢,' = o0,
VEES yE=0

und umgekehrt.
Durch Zusammenfassung der in Nr. 1—3 ausgesprochenen Sitze
ergibt sich dann schlieBlich wiederum das in § 4, Nr. 4 (p. 276) formulierte
Hauptresultat.

Miinchen, Janunar 1904.




