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Elemenfare Theorie 
der ganzen transcendenten Funktionen yon endlicher 0rdnung. 

Von 

ALFRED P~n~r in Mfinchen. 

In einigen kleineren Aufsi~zen, welche im Laufe der letzten zwei 
Jahre in den Mfinchener Sitzungsberichten ersehienen sind*), habe ieh 
den Versueh gemacht, gewisse Haupts~i~ze aus der Theorie der ganzen 
transcendenten Funktionen yon endlicher Ordnung in vollkommen e/e~en- 
tater Weise zu beg~inden. Dem aus diesem Anla$ yon verschiedenen 
Seih~n, so auch yon der Redaktion dieser Zeitschrif~ ge'~ul~er~en Wtmsche 
nach einer elementaren," mSgliehs~ vollstiindigen und systematisehen Dar- 
stellung dieser ganzen Theorie k6mme ich um so lieber nach, als es 
hierzu ledigl/ch der l~berarbeitung einer im Sommer 1902 yon mir ge- 
haltenen Vorlesung bedurffe. Yon einer derarCigen Darstellung wird man 
selbstverst~indlich nicht erwarten diirfen, dal~ sie wesent]ich neue ~sultale 
zu Tage f6rdert. Liegt es ja doch vielmehr auf der Hand, da$ die Be- 
niiizung des Iufinitesimalkalktfls und der komplexen Integration in mancher 
Hinsich~ welter triage, als die bier angewendeten rein elementaren Me- 
thoden. Nichtsdestoweniger wird man, wie ich hoff% ganz abgesehen yon 
der Einfachheit der aufgewendeten Beweismittel, auch in der Fassung und 
Pr~zisierung der Resultate manches neue finden. Im iibrigen verweise ich 
beziiglieh der Auswahl und Gruppierung des bier verarbeiteten Stoffes auf 
die folgende ausftihrliche Inhaltsiibersicht**). 

*) Bd. 32 (1902), p. 163. 295; JBd. 33 (1903), p. 295. 
**) Literatur: H. P o i n c a r d ,  Sur les fonctions enti~res, Bull. de la soc. math. 

de France, T. 11 (1883), p. 142. 
J. t t a d a m a r d ,  ]~tudes sur les propridtgs des fonctions enr etc., Journ. de 

math. (4), T. 9 (1893), p. 171. 
H. yon S c h a p e r ,  ~ber die Theorie der Hadamardschen Funktionen etc. Dis- 

sertat. G~it~ingen 1898. 
E. Bore l ,  Legons sur les fonctions enti~res (Paris 1900). 
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I. K o e f f i z i e n t e n e i g e n s c h a f t e n  der  gan~.en l ~ l n ~ t i o n e n  G@) 
y o n  end! i cher  Ordnung.  

w 

Definition der ganzen Funktionen G(x) yon endlieher Ordnung. 
Ordnungszahl und Spezialtypus. 

1. Fiir eine ganze rationale Funktion n ~ Grades: g ( x ) = ~ c , x  ~ 
besteht bekanntlich die Beziehung: o 

lira fg (x )  l = 

und zwar kann das Verhalten yon g(x) in der N~Lhe der ,,SLelle c~ x ~ oo 
des niiheren in folgender Weise c-harakterisierL werden: Jedem ~ ~ 0 l~Lt~t 
sich eine positive Zahl /~  so zuordnen, dag: 

{ < ix !~+~  } fiir a/le x, deren (2) l G(x) t _ _ >  Ix "-~ t x i > ~ , .  

Diese beiden Ungleichungen in Verbindung mit dem durehweg regu- 
ltiren Ver-halten im Ead~ichen sind dann fiir g(x) in tier Weise eharak- 
teristisch, dag dadurch g(x) unzweideutig als eine ganze rationale Funktion 
n te~ Grades gekennzeictmeL wird. 

Aus dieser Erkenntnis erwiichst naiurgem~g die Frage: Liigt sich 
nicht auch fiir ganze transcendente Fun__k~ionen eine genauere Differenzie- 
rang des Verhaltens im Unendlichen be~atitzen, um bestimmte ~Funktions- 
klassen mit besonderen, wohldefinierten Eigenschaften eindeutig zu charak- 
terisieren? Dabei wird man yon vornherein festzuhalten haben, dag ffir 

O0 

eine ganze transcendente Fnn~ion  G(x)=  L~c~x  ~ an die Stelle der Be- 
ziehung~(1) lediglich die folgende tritt: o 

(3) lira I e (x) f  = oo (dagegen: lira l G(x) l ---- 0). 

Versteht man also aaier Ml(r ) > M~(r) zwei je nach U m s ~ d e n  
passend zu w~hlende and einander zu n~Lhernde, monoton ins Unendliche 
wachsende FQn_ktionen der positiven Ver~derliehen r~ so kSnnen bier die 
den Ungleiehungen (2) entsprechenden Beziehungen nut in dem folgenden 
Umfange bestehen: 

(4) l G(x)]{ < M~(l~ix}I) ftir edle hinlh'naflich gr@en x, 
> M~([ x l) ~2r gewisse x~ ~mt~r denen auch be2/dr/9 grofle 

vorkommev. Zugteich erscheint die mSglAche Auswahl yon Ml(r), M2(r) 
17" 
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nach unten bin durch die ~Tberlegung besc-hri~nl~, dab nach dem Cauchy- 
schen Koeffizientensatze: 

[ x l = r  

wean c~, 6"gend einen yon Null verschiedenen unter den Koeffizienbn G 

bezeichnet. Daraus f o ~  also, da$ M~(r) jedenfalls stiirker ins Unendliehe 
waehsen runS, als jede noch so hohe t )ot~z yon r. Andererseits zeig~ ein 

n 2 Bliek atff einf~ehe Beispiele, wie: e ~ , x sin , dab es sieher ga~e 
Funk~ionen G(x) gib~ welche fiir alle hinl~inglich groflen x einer Un- 
gleichung yon der Form geniigen: 

under a irgend eine ~ositive Zahl verstanden (welche, wie das zweite der 
oben genannten Beispiele zeig~, eventuell auch < 1 sein kann). Wir 
fiihren nun die folgende Definition ein: 

Jede gauze transcendente FankCion, welche einer Relation 
yon der Form (A)geniig~, soll eine ganze (transcendente) Funk- 
tion yon endlicher Ordnung heigen. 

Es wird sich dann zuniichst datum handeln~ aus der vorausgesetzten 
E~stenz yon Ungleichung (A) fiir irgend ein (endliches) a > 0 bestimmte 
Schliisse auf die genauere Prizisierung der oben mit M~(lx l )  , M~([xl)  
bezeichneten Funldionen zu ziehen. Dabei wollen wit im folgenden den 
Umfang zweier Aussagen yon der Form (4) ein ffir allemal dutch den 
e~was kiirzeren Ausdrnc-k bezeictmen: 

la(x)i  ~ < M l ( t x l )  far ~ e  i * l > n ,  
> M~(l x I) ~r  gew~se bdiebig g~ot~ x. 

2. Angenommen nun, es gib~ irgend eine positive Zahl ai, derart, 
dab Ungl. (A) erftillt ist ftir a =-- a 1 und alle x, deren absolubr Betrag eine 
bes~immb positive ZaM R i tibersteig~. M~iglieherweise ist dana dieses t h 
schon die k/e4~ste Zabl, welehe die Existenz der fragliehen Relation naeh sieh 
ziehk Wean nicht, so sbh~ es fr@ a 1 noeh zu verkleinern. In jedem 
Falle wird man sagen kSnaen, da$ die dureh Ungl. (A) mit dem Zusatze 
Ix l > / ~  dnaraktedsierten Zahlen a 1 eine bes~immb unto'e Grenze r b e  
s i t . n ,  d. h. es gib~ eine best, immte, dem Inbrvall 0 =~ eq ~ a 1 angehiirige 

~i yon ~ Beschaffenheit~da~. !~ei beliebig k/e/nero e > O: 

(5) f < ~t-t ~ ~ a ~  t~t > ~,  G(x)[ 
t > ei ~t~'-" fiir m ~  e/n x des Bereiches Ix ] > ~ .  
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Wird je~zt /~2 > / ~  angonommen, so geh~ir~ analog z u / ~  eino Zahl 
a~ >= O, deraz% dal~ bei beliebig kleinem , > O: 

$ < e~, ~+* f~r aZte lxt > ~,  
IG(xDt ! > el xl ~-~ for mindestens ein x des Bereiches Ix l : > / ~ .  

Dabei kann nur ~ ~_ a 1 sein, da die erste dieser Ungleichungen wegen 
R~ > / ~ l  i~folge der erst, en Ungl. 5 s/chef bestehl, wenn e~ ~-a l  ange- 
nommen wird, die zweite aus dem ni4mlichen Grtmde n/ema/s bes~ehen 
kann, wenn a s ~> e a. Bedeuiet a/so 

eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender Zahlen, 
so entsprich~ derselben eine niemals zunehmende Folge nicht-negativer 
Zahlen: 

cr ~ ~ "" > e , > " "  

yon tier BeschaffenheR, dab bei beliebig kleinem ~ > 0: 

! a (x)  t I < e ~  ~'+" f ~  ,tl~'l x I> ~,  (~ = 1, 2, 3 , . . . ) ,  (6) 
! e:xff ~-~ fiir mindestens ein x des Bereiehes ix l > / ~ .  

Die Folge der ~ besRz~ alsdv.nn einen bestimmten Grenzwert, e~wa: 

(7) lira ~, ~- e > 0, 

welcher offenbar yon der besonderen Wahl der Folge (/~,) vSllig unab- 
hgngig is~. Dema l ~ t  man an die Stelle der Folge (/t,) irgend eine 
andere monoton ins Unendliche wachsende Folge (R~) treten, so gehiirt 
za jedem /~ ein ~, derar~, daB: 

Wird also die nach Ax~ d~r  (e,) gebildete Folge, welche der Folge 
(/t~) zugehSr~, mi~ (a~) bezeieh~xe~, so ha~ man naeh dem o-ben gesagten: 

a , ~ a ~ = < a ~ + x ,  also auch: " .' = . 

Die Zahl a ersehein~ also als eine fiir die betrachtete Ftmk~ion G(x) 
charakteristische, deren endgiiltige Bedeu~m~g sich in folgender Weise an- 
geben l~$t. Wird ~ > 0 bdiebig ~ n  vorgesehrieben, so 1~t~ sieh ei~e 
na~iirliche ZaM n~ so fixieren, dat~: 

also: + 6 

and es bes~eh~ demnach, wenn man in der ersten U~gleichung (6) v = n~, 
# 

-~-~ se~zl, die Beziehung: 
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Anderersei~s ha~ man ~ir jedea. ~: 

~, :> r --  V,  also: ~. -- ~- > ~ ~ ~, 

sodaB ans der zweiten Unglelchung (6) vermi~elst der Annahme ~ ~-~- 
sich ergib~: 

(9) I G ( x ) l >  e~t ~-~ fiir mindestens ein x des Bereiches l xl > / ~ , .  

Da bier v jede dec Zahlen 1, 2, 3~ . . .  bedeuten kan- und lira/t ,  = c~ 

ist, so besteht also die letzte Ungleichung ftir unendlich vide x~ unter 
denen auch betiebig groDe vorkommen. 

Schreibt man schlieBlich noch / ~  s t a t~ / t~  oder, noch etwas priig- 

nan~er~ bezeichnet man mi~ ~t~ die untere Grenze aller mSglichen / t~ ,  so 

l~l~t sich das in Ungl. (8) und (9) enthaltene Resultat in folgender Weise 
formulieren: 

Jede ganze Funktion yon endlicher Ordnung ist yon ganz 
bes t immter  Ordnung a*); d. h. geniigt G(x) ~iner t)~elation 
yon der Form (A), so existiert eine**) bestimmte Zaht ~ ~ 0 
yon dec Beschaffenheit, clap bei be~iebig k~einem ~ ~ 0 stets: 

iG(x)] i <e~ i  ~+~ fiir alle [ x i >  R6, (~) 
~ I  ~-~ fiir gewisse beliebig grofle x. 

3. In dem besonderen Falle a ----- 0, dessen MSglichkeit nach dem his- 
her gesagten keineswegs ausgeschlossen erscheint***), wird dec Wer~ dec 
zweiten Ungleichung (B) offenbar fllusorisch: dieselbe enth~il~ dann ledig- 
lich die ~riviale Aussage, dat~ fiir gewisse beliebig grofle x I G(x)] > 1 aus- 
f~llt. Will man bier eine wirklich brauchbare, d. h. mi~ i xI noch ins 
Unend~iche wachsende und daher zur Charakterisie~ng des Unendlich- 
werdens yon !G(x)l  geeignete untere Schranke f'tir IV(x)] erhal~en, so 
muB man yon vornherein stat~ des Exponenten Ix ]~ eine Funlrtion ein- 
ffihren, die langsamer w~ichs~ als jede noch so niedrige Potenz Ix t ,  da- 
gegen immerhin schnetler als jedes noch so grope Muliiplum yon lg ]x  t 
(wegen e~'~sl ~1 = l xl ') ,  und die dann eveniuell auch zur Hera-bminderung 

dec oberen Schranke ei~t 6 dienen kann. Es wird hiernach-zweck-m~il~ig er- 

*) Franz6sische • bezeichnen nach dem u yon Bore l  das, was 
bier schlechl~hin ,,Ordnung" genann~ w[rd, (wie mir scheint, nicht sehr gl(icklich) als 
,,or&re aloparent", w~h_rend daun ,,or&re ~'del" als gleichbedeu~end mit~ der weiter 
unten (s. w 8~ Nr. 2, p. 293) einzuf~zenden Bez~ictmung,Grenzex$onen$" gebruucht wird. 

**) DaB es nut  eine Zahl a geben l~nn, fill" welche die beiden Ungleichuugen (B) 
in dem angegebenen Umfange best~ehen, ist unmit~elbar einleuch~end. 

***) Beispiele f~r das wirktiche Vorkommen dieses Falles s. p. 316, Y~n. 1. 
Vgl. au~h p. ~28, FuBn, 4. 
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scheinen, den Begrq_ff der Funktionen endlicher Ordnung noch dahin ein- 
zuschr~ken~ dab man darunter nut Funktionen yon endlicher, nicht ver- 
schwindender Ordnung versteht. Dabei wild aber festzuhalten sein, dal~ 
alle Resultate, welche yon der in (B) auf~retenden oberen Schranke her- 
riihren, auch noch flit den Fall ~-~ O, also fiir die Funktionen nullter 
Ordnung giiltig and brauchbar bleiben~ wiihrend dagegen die auf der 
Existenz der u ,  teren Schranke (B) beruhenden illasorisch werden*) 

Im iibrigen wircl offenbar die soeben angedeutete Einengung der 
Schranken (B), welche bei den Funlr~ionen nu//ter Ordmung fiir eine ge- 
nauere Charalrgerisierung des infini~iiren Verhaltens sich geradezu als no# 
wendig erwies, auch bei den Funktionen yon (nicht verschwindender)encL 
l/chef Ordnung mgglich und zur Versctg4rfung gewisser Resaltate auch 
wiinschenswert erscheinen. Bei der Herste]lung solcher engerer Schranken 
hi~tte man offenbar in ~ analoger Weise zu verfahren, wie bei der suc- 
cessiven Verschi~ffmag der Kriterien fiir die absolute "Konvergenz trod 
Divergenz tmendlicher Reihen. Doch soil yon der Durchfithrung dieses 
Prinzips hier vollst~indig abgesehen**) und lediglich noch die folgende 
besonders einfache und, wie sich zeigea wird~ auch nfitzliche Verschiiriimg 
der Greazbedingungen (B) in B&racht gezogen werden. 

4. Es sei G(x) yon der Ordnung e~. Dann is~ offenbar der Fall 
denkbar and, wie die oben schon erwi~hnten einfachen Beispiele 

fg ~ f 

e ~ , x - sin 

unmittelbar erkennen lassen, auch tatsiichlich vorhanden, dab fiir aUe hm- 
]iinglich grol~en x nicht nut, wie die erste Ungleichung (B) es verlang~: 

t G(x) < Y 

sondern sogar fiir irgend ein c ~ O: 

Hat man sodann spezielh 

so haben wiederum bei fest~gehalienem /i~ die Zahlen cl, ffir weldhe d;,ese 
Ung]eichung miiglich ist~ eine bestimmte untere Grenze 71, die sich tre/nes- 
falls erhiihen kann, wenn maza R 1 successive "durcll grgpere ZaMen 
/~,  ~ ,  - . -  ers&zk Man gelangg auf diese Weise dutch Beniitzung der 

~) inaloge Bemerkungen geli~en natti~lich ~ ganze Funk~iouen yon dot Ozd- 
nung o~, d. h. solche, wetche ffir gewisse beliebig g~ol~e x s~rker ~nwachsen, als 

el x~ far jedes noch so grofle ~ 2> O. 
*~) Der~rt3ge Un~ersuchungen fmde~ man bei E. LindelSf, a. a. 0.; vgl. ins- 

beso~dere p. 25. 4,5. 
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n~!~chen Schliisse, wie in Nr. 2~ zun~chst zu einer Fo]ge niz~r~als zunehmen- 
tier, n ieh~at iver  Zahlen 7~ (v = 1, 2, 3~-- .)  yon der Beschaffenhdt, dal~ 
bei beliebig kleinem �9 > 0 (vgI. Ungl. (6)):. 

I < dr~+0"lxia ffir a//e ix [ > / ~ , ,  (v ~-- 1, 2, 3 , - . - )  
(11) I G (x) ! ( > e(r~-0I*~ ~ ~ir mind,  tens ein x des Bereiches lxt > / ~ ,  

und schlieillich zu einer dutch die Gleichtmg: 

(12) 7 = lira 7, 
45 

defiriJerten, iibrigens yon tier Wahl der /7~ durchaus unablUingigen und 
fiir die Fuaktion G(x) charakteristischen nicht-negativen Zahl ~,, welche 
die Eigenscha~ besitzi~, dab bei beliebig kleinem e > 0 (vgl. Ungl. (B)): 

l c,.(x), t < ~>'+~)~:'~<< rut a l~  lx! >-~. ,  (D) 
' I > e4~-,)-:~l" fiir gewisse beliebig groi~e x. 

Ist hierbei 7 > 0~ in welchem Falle man den Ungleichtmgen (D) dutch 
Substitution yon 7e flit ~, aueh die Form geben kalm: 

[ <:  e(i + 0" r" ix 1 a, 

(e')  t G(x)! 1 :> d*-o~'" :~l a 
Y 

so soU gesagt werden, es gehSre G(x) dem Normaltylms 7 der Ordnung 
a, kiirzer: dem _~orm~/~us (ai 7) an. 

Ist dagegen speziell 7-----0, in welchem Fallo die erste der Unglei- 
chungen (D) die Form annimmt: 

(1711) f G(x) l < e'i*l~ fiir jedes e > 0 und alle l xi > t~,, 

w~xend die Brauchbarkeit der zwdten i!lusorisch wird und an ihre SteRe 
ledig!ich die urspriingliche zweite Ung!eichung (B) tritt, d. h.: 

(E~) I G(x) I > ef*i~-~ fiir jedes ~ > 0 und gewisse beliebig grope x, 

so soft gesagr werden, es gehSre G(x) dem Minimalty2us der Ordnung a, 
kiirzer: dem Minimaltypus (a) an. 

Hie~u sei noch ausdrficklich bemerk~, da.l~ die Exisf~enz yon Ungl. (El) 
far jedes no& so kleine e > 0 k e / ~ s  diejenige yon Ung]. (E~) fiir 
jedes noch so klehm r > 0 ausschlieflt. Denn, wie klein auch e > 0, ~ > 0 
angenommen werden mSgen~ so hat man stets: 

1 

d 
 -f*t t*I > = ( } ) ,  (1~) 

und sodann durch Mul~ip!ikation mit I xt"-~: 

(14) ~ . l . l ~  
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sodaB }lie gleichzeitige Existenz der Ungleichungen (El) und (E~) keinen 
Widerspruch enth'al~. 

Als Resulta~ dieser letzten Bet~ch~ung ergib~ sich also: 
Geniigt eine gan~e Funktian G(x) van tier Ordnung a drier 

t~elation van der Fo~m (0): 1G(x) I < e~" ~ 1~ fiir i x I > It, so 
gehi~ft G(x) entwedzr dem ~ o r m a l -  oder dem M i n i m a l t y p u s  
an; d. h.: :Es g~t entweder eine bestimmte positive Zahl 7, 
welche gestattet~ die 5eiden definierenden Ungleichungen (B) 
dutch die priiziseren Ungleichungen (D) oder (D~ zu ersetzen; 
oder es liit~ sich die erste Ungleichung (B) durch die sehr viel 
stiirkere (El) ersetzen. 

Es bleib~ noch als zweite, ausschlle~tich vorhandene MSglichikeit der 
F'all zu untersuchen, dal~ G(x) ke4ner Relation yon der Form (C) gentigr 
Dann miissen offenbar, wie grofl auch die positive ZaM c angenommen 
wird, un~r beliebig grotgen Wer~en yon x immer wieder solche vorkommen~ 
ftir welche: 

ausfiillt. In diesem Falle liil~ sich also die zweite Ungleichung (B) durch 
die sehr viel st~kere (15) in dem Sinne erseizen~ dat~ es freisteh~ c unbegrenzt 
zu vergr6/gern. Fiir jedes nicht dem ~ormal- oder Minimaltypus angehSrige 
G(x) yon der Ordnung a bes~ehen demnach die charakteristischen Un- 
gleichungen: 

et~l ~+~ ffir jedes ~ ]> 0 und alle l xl ~ t~,  
(F) f G(x): • i~l~ 

e" fiir jedes ~ ~ 0 und gewisse beliebig gro/~e x. 

Alsdann soll gesagt werden, es geh5re G(x) dem Maximal~ypus der 
Ordnung a, kiirzer: dem Maxima~tylms (a) an. 

Hiernach lassen sich die Haup~ergebnisse dieses Paragraphen schliei~- 
lich in folgender Weise zusammenfassen: 

1st eine ganze _F~tnktion G(x) iiberhau2t van endlichcr 
Ordnu~g, so ist sie nicer nur van best immter Ordnur~g a~ son- 
dvrn sie gehSrt, sofern nut a ~ O, einem best immten van drei 
wohldefinier~n Hau2?tty~en an. Mit  mu~'en Worten: Steht 
yon vorn~rei~ nut fest, dap fiir G(x) eine t~elatian van tier 
~orm (A) existiert~ so geniigt G(x) nicht nut den baiden ~v- 
gleichunge~ (B)~ sondern einem der drei ss Un- 
gleiehungs2aare ~D), (E), (F). 



w 

]line Koeftizienteneigenschaft yon G(x) ,  welche aus der Existenz 
einer o b e r e n  Schranke f i i r  l G(x) l  folgt. 

H a u p t s a t z  I. Geniigt die bestiindig konvergierende t~eihe ~ c,x" fiir 
0 

alle x,  deren absoluter Betrag eine gewisse l~ositive Zahl i~ersteigt, einer 
1Mation yon der 2"orm: 

@) 

so hat man: 
" l 

~ c , x ,  < 
0 

1 

Beweis.  Aus (t~) folg~ 
satZeS: 

(1) 
Setzt man: 

so wird: 

(~) 

anders geschrieben: 

(3) 

Erheb~ man in 

A " er" ,=! ~, (A > O, 7 > O, a > 0), 

V 1 1 
= lira' (v0 ~. '~,i=< (aT)". 

auf Grund des Cauchyschen Koeffizienten- 

! c , x ' i ~ A . e r : = l  ~ (v ---- 0,1, 2, . . . ; [ x t > B  ). 

1 

:>It ,  d. h. v > a T .  B ~, 

(~7) -J le,,[. < A . e - '  

(e)  �9 l~,t < A .  (~r)~. 

die (1)~ Potenz, so folgt durch Ubergang zur Grenze 

1 
- -  I 

�9 V I%i = 

d. h. man erh'~l~ die erste Form der under (~) behaupte~en Koeffizien~en- 
relation. Um aaeh die zweite zu gewinnen, kS~mlte man sieh tier S~irl ing- 
schen Formeh 

v! =V-2~.  v '+T.  e '=~ ( 0 < i f , <  1) 

be~ene~, weldne ja fdr ~ = o0 die Beziehtmg liefer~: 

- - -  e 



Ganze Funk~onen endticher Ordnung. 267 

Man kann aber diese letztere Beziehung und somit das gewiinschte Re- 
sultat auch ohm dieses relativ komplizielCe ttilfsmittel in folgender, guBerst 
elementaren Weise herleiten. Man hat: 

2 2 ~v 
(5) e~ ---- V., > v-Y' also: 

0 
Andererseits ist: 

1 ~. 23 . 3 4 . . .  ( v - - l )  ~. v ~+i 

2"~- 3 3 . . .  (v -- 1) ~-  i .  v" 
v--1 

1 

2+1 
Benatzang der beka~Dten Beziehung: (1 + ~)  > e: und daher mi~5 

*,--1 v 

Durch Zusammenfassung yon (5)und (6) ergibt sich also die doppelte 
Ungleichung: 

(7) (e)" < v! < (e)~- re, 

aus weIcher dann unmit~elbar die Beziehung (4) resuItiel~. 
Im iibrigen finder man auch durch direkte Bentitzung der zweiten 

Ungleichung (7) und Gleichung (3): 
: i it" 

(s) (,,,)~ lc,,i < A . (,.,~)~ . (,~,),~ 

und hieraus dutch Erhebung in die (1)  t~ Pobnz and ~:bergang zur Grenze 

v----oo die zweite Form der Behauptung (f): 

t im , , . , ) : .  ~ ~, ~ __< ( ~ , ) : .  

w 

Eine Koeffizienteneigenschaft yon G(x), welche aus der Existenz 
einer un~eren Schranke ffir gewisse }G(x)l folgt. 

t. Dem Beweise des welter unten zu formulierenden ttauptsatzes II, 
welcher alas Analogon und die Erg~nzung zu dem zuvor abgeleiteten 
Hauptsatze I bildet, schicken wir zun~ichst zwei Hilfss~tze*) voran. 

*) Die Verwerhmg des Hilfssatzes I zur Abkfirzung eines fritter yon mix ge- 
gebenen eleanent~ren Beweises ffir den tlau_~tsatz II (Mfinch. Ber. 32 [1902] p. 165) 



268 /~m~  P ~ ~ .  

Hi l fssa tz  I. Bedeutet ~ a,r" eine bes~ndig konvergierende Reihe mit 
0 

reellen iKoeffizienten und ist fiir unendlich viele ~ositive r, unter denen 
auch bd@big grofle vorkommen: 

a9 

(1) 0, 
0 

so g~t es unendlich viete Indices m,, f~r welche: 
(~) a~ > o. 

Beweis. Angenommen, die Behauptang w~ire unrichtig, so mfil~te 
yon ether bestimmten Stelle ab, e~wa ~ _~ n, best~ndig 

(3) a , < O  

seth. Andererseits k5mlte man eine positive Zahl /~ so fixieren, dag 
far r > / t :  

(4) la.t.,-- > 
und daher, wegen: a~r ~ ~ O: 

n 

(5) ~ a , ~ "  < o  
0 

Da fiberdies Ftir jedes positive r 
o0 

n-t-1 

ausf~llen mfigte, so h~tt~ man sehlieBlieh: 

0 

(fiir: r > / ~ ) .  

(a) F ~  ~> ~; ~ <  b , 
0 

(b) Ffir z < l :  ~ ( lq-#)  " .b . 

verd~ke iah H ~  Lfiroth (vgl. obendas, p. 295), yon dem aueh der Grundgedanke 
zur A b ~ n g  des yon mix ursprfmg~dch g~gebenen Beweises yon J ~ [ ~ t ~  H hen~Rhr~. 

(7) ~ a,r" < 0 fiir jedes r > t~, 
0 

was der Voraussetzmag widersprieht. 

Hitfssa~z II. Ist ~ b~, wo ~ > O, dne konvergente l~eihe mit nicht- 
0 

negativ~n Gliedern, #eiue bdie~;g anzunehmende positive Zaht, so hat man: 
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Bewe i s .  Se~z~ man: 
a@ 

. ~ .  = n*),  
0 

so besteht f~ir jedes v die Beziehtmg: 

b~ 
(8) ~ < ~, 

und daher auch, falls x > 1, die folgende: 

(~) ~-1 < 1~ 

a l s o :  

b, (0) (-~)~ < ~-. 

Substituiert man bier v = O~ 1, 2 , .  �9 n~ 
und lJbergang zur Grenze n = ~ :  

(to) ~ �9 b: < ~ .  b, = 1, 

so folgt dutch Summation 

0 0 

also in der Tat ,  wie unter (a) behauptet: 

(a) . ~ b ~  • b• 
0 

(z> 1). 

Um die Richtigkeit yon (b) zu beweisen, werde gesetzt: 

(11) 

@r r 

~ a,, ~ A, ~ a,,c~, = S, 
0 0 

wobei vorlgufig Za,, Za, c, irgend zwd t ~ v ~ g ~ e  Relhen mit  nichf, 
negativen Gliedern bedeuten sollen. Is t  sodann ffir x ~ 1 auch noch die 
Reihe ~a,~ konvergent~ so besteht die Ident i~t :  

ao Qo 

0 0 

*) Hiermit wird also ~75~ otme weif~res als ~ v e r g ~  augesehen. Die Richtigo 
kei~ dieser Annahme folgt in der Ta~ unmi~f~lbar aus tier vorausgesetz~en Konvergenz 
yon 27b~, falls z <~ 1. Ist dagegen u ~ 1, so/cSn~te ~'b~ ~mmerhin divergier~ tn 
diesem Fatle wOrde offenbar Ungleichung (a) et~vas allemal r/e~/ges, abet wertZosea 
auss~ge, n: es kommt also auch bier lediglich tier Fall dot K o ~ r ~ r ~  yon ~?b~ erns~ch 
in Beh~h~. 



Nun gil* aber fiir jedes a > 0, x < 1 die bekannte Beziehung*): 

a ~- < 1 + ~(a--  1), 
also: ~ -  

Durch Multiplikation mit a~, Substitution yon v = 0, 1, 2 , .  -- und Sum- 
mation ergib~ sich hieraus: 

0 0 0 0 

und daher mi~ Beniitzung der Identi~i~ (12): 

(15) 
also: 

oO oO 

0 0 

= (~o~a,)  1-~'. (~o~a~c~) ~" 

Setzt man jetzt noch: 

a,= , a,c~=b" 

x + z  - -  _ 

a~-- ~ , G = a ~  ~ - -b ,= ( l+e$ )~ .b~ ,  
0 

so folgt, wie unter (b) behauptet wurde: 

(b) ~ b ~ <  �9 (1+~)  .by) ( ~ <  1). 
0 2 

oO 

2. H a u p t s a t z  II. Geniigt die bes•iindig konvergierende Reihe ~ C~x" 
0 

fiir unerMlich vide x, unter denen auch bdiebig grofle 
B21at~ yon der Form: 

(H) 

so hat man: 

vorkommen , einer 

0 

(A>O, 7>0, a>O), 

Beweis.  Es werde zun~ehs~ a =  1 augenommen. Se~zt man sodann 
lx t -~  r ,  so resut~ier~ aim tier Vorausse~ung ~ a fortiori die folgende: 

*) Eine v6lJig etemenimre Herleit~g dieser  eichung s. Mfinch. Bet. 32 
41902) p. I76, ~00. 
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2"" (16) 1 c~l . ,  -~ > A . ~ -  = A .  
0 0 

sodas also far unendlieh vide r, unier denen auch beliebig groge vor- 
kommen, die Beziehung besteht: 

0 

Man hat somit nach Hilfssatz I far unendlich vide m.: 

(18) m,! ! O,,, l > A .  7 ~"~ 

trod, mit Bentitzung der ans Ungl. (7), p. 267 entspringenden Beziehung: 

auch: 
> ~-~8 " m,! 

" " T/b~,e  ~ 2 m v  * 

Erheb~ man die beiden Ungleichungen (18), (19) in die (~_~t~ Potenz, so 

liefern sie durch Ubergang zur Greaze die Beziehung: 

(20) lira e "  V! C~,t = lira [ / ~ t  C,,l ~ ?, 

welche mi~ der unter (g) behaupf~ten fiir den Fall a = 1 zusammenf~llt. 
Ist jetz~ a~von 1- verschieden~ so bringe man die auf Grand der 

Voraussetzung ~ )  afortiori bestehende Ungleiehung: 

O 

dutch die Substitution 

auf die Porto: 

(22) 

1 

!xl = r  

0 0 

Man hat sodann im Falle ~ < 1 nach Ungl. (a) des Hilfssatzes II (indem 

(23) ,~"  (f e ,  t"','gz < IQI'-~" u 
0 
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trod daher, wena man diese Ungleidaung in die a s Po~enz erhebt, mit 
Beriieksiehtigang yon Ungl. (22): 

( ~ )  ~ l c ,  1 ~ ~" > a ~. ~ -  (fa~ ge~sse bd/eb0 ~oZ~ ~), 
0 

sodalS sich mit Beniitzung des bereits gefundenen, in Ungl. (20) enthaltenen 
Spezialresultates er~bt;: 

(25) lira L .~ / t  C,.i" = I i m  ~/V!tC,,i '~>e.r ( a < l ) .  

Im Falle a ~ 1 hat man analog naeh UngI. (b) des ttilfssatzes II: 

1___ 1 
_<.<o. 

0 

folglich, wenn man diese Ungleichung wiederum in die a ~ Po~enz erhebt, 
mit Berficksich~igung yon Ungl. (22)- 

(27) ( 1 +  ~)(~-1) , .  i c , l - .~" > t ~ )  . (! c, i- .~-)  ~ 
0 0 

$ " e t - - 1  
eo-, 

und, were1 man noeh r dureh (1 +~)t- ,~.  r ersetzt: 

(28) f v, i ~. ~, > . A~. e~l+~)~-~,.~, 
0 

Hieraus wiirde sich mit Hiffe yon Ungl. (20) zun~ehst ergeben: 

(29) l i m ~ p i C , , ! " = l i m  }/v! tC, , t '~ ' (1-+-d)l-~ ' .a~ , . 

Da aber 6 > 0 unbegrenzt ~erkleiner~ werden dart', so folgt; seMieglieh: 

(30) l~m ~ ~/I C,i ~ =  lira i/~,.v I t ,  t" > '~r ( a >  1). 
e 

Duxch Erhebung der Relationen (25), (30) m die (~)~ Po~enz und Zu- 

sammemVassmag mii~ Ungl. (20) ergibt sieh also, wie behauptet: 
1 

~" ~ positive ~z. 
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w 

Umkehrbare Beziehungen zwischen der Ordnun~zahl yon G(x) 
und dem infinit~ren Verhalten der Koeflizienten. 

1. Die in w 2, w 3 bewiesenen ttaupts~itze sind in der gegebenen 
Form nicht ohne weiteres umkehrbar. Dagegen lassen sich die betreffenden 
Voraussetzungen in verschiedener Art so erweitern, daft d~e entsprechenden 
Sii~ze umkehrbar werden. 

Satz I. Ist bei beliebig kleinen e > 0: 

12 ' d~+')y:~'~'o c'x't< 

so bestehen die Beziehungen: 
1 

1 

und umgekehrt*). 

fiir alle i xi > R,,  

fiir gewisse  beliebig grofle x, 

~/(  i 
= lira vl) u ~ c,, 

= lim ~!)g'i C. 

1 

1 

~ 

*) Setzt man: 1 

(~,e) a ~-~u, also: ~ , ~ ,  
~ e  

so nimmt die fragliche Umkehrung die folgende Form an: 
Aus den Voraussetzungen : 

f olgt allemal : 

1 

1 

% x ~ 
0 

(1 

in dem oben r~her bezeichneten Umfange. 

d e  ~ e  

. ~ l  a 
~ e  ae 

Eine sehr kurze und ver-h~l~nism~d~ig element~re Herleihmg dieser Beziehungen 
gib~ Herr E. L i n d e l 6 f  in einer Note, welche mir w~hrend der Drucklegung dieser 
Abhandlung zuging: ,,Sur ]a d~termination de la croissance des fonctions enti~res etc..' 
Bull. des so. math. (2) T. 27 (1903). Eine vollt~m~me~ e lemen~e  Mod~_fikation der 

Mathematische Annalen. L V I I ~  18 
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Beweis. Aus der Vorausse~ung (I 0 wiirde auf Grund des Haupt- 
satzes I (Ungl. (G), (g), p. 266) zun~chs~ folgen, dab fiir jedes t > 0: 

1 ~ / i  1 1 

Da aber diese Grenzwer~, wen~ sie iiberhaupt unter einer endlichen 
Schranke liegen, eindeutig bestimmte Zahlen vors~lten und audererseits 
unbegrenz~ verkleinert werden darf, so ergibt sich umnittelbar die Richtig- 
kei~ der Behauphmg (i 0. 

Das analoge gfl~ beztiglich der Herleitung yon Ungl. (i~). 
Die Umkehrbarkeit dieser Resultate liiBt sich sodann in s 

Weise indirekt beweisen. &ngenommen, es bestehe die Voraussetzung (il) 
und es sei nicht mSglich, jedem beliebig kleinen e > 0 ein t~  so zuzuordnen, 
dat~ Ungl. (I~) f'fir t xl > .R~ bestii.ndig effiillt ist: alsdann mtiBte ein be- 
stimmfes t'> 0 existieren, derart dab unter beliebig groflen x immer 
wieder solche vorkommen, ffir welche: 

c~ 

o 1 
Hieraus wiirde aber nach dem Hauptsatze II (Formel (H), (It)p. 270) 
folgen, daB: 

1 

l{m (~) ~ " = �9 V] c,t lira vl) u  t c, ((1 + t ' ) . a~ ) ; ,  

was der Voraussetzung widersprich~. 
Analog wfirde die An-ahme, dab die Beziehung (I~) nicht allemat 

aus der Voraussetzung (i2) resultiere, die Exis~nz einer Ungleichung 
yon der Form: 

C,x" <= e(~-*')',"l~l ~' 
t o 

aach sich ziehen und somit schlieBlich im Widerspruche mit der Voraus- 
se~mg auf die Relation: 

1 

~ ..i/l C..,I =~-'~ ~/0,).? -lO, l o lira 

~en. 

Liadel~fschea Me,ode findet; man in einem Nad~trage am Schlusse der vorliegen- 
.den hbtumdlvmg. 
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2. Satz IL Ist bei beliebig kleinem e > 0: 

(K~) 

(K~) 

~ c,x, 

0 1 

e ~ . ' z t  a 

1 ~ . l ~g 6f 

fiir alle Ix} > R,, 

fiir gewisse beliebig grofle x, 

so bestehen die Beziehungen: 

I_ ~ I V( I 

1 v ]~ (  .... 1" 

und umgekehrt. 
Beweis. ins den Vo~usse~ngen (~) ,  (KD wt~rde auf arund aer 

Haupts~tze I~ II zuniichst folgen, dag: 

1 

"P ~ O0 

-•( ' 1 ' 1 

-- lira , ,!); .  Ir < ( ~ ) ~ ,  

1 1 

 :V-IQi_  ~ 

Da es abet freisteht, ~ > 0 unbegrenzt zu verldeinern, so miissen die 
fragliehen Grenzwerte geradezu = 0 bezw. = ~ ausfal]en. Infolgedessen 

1 

is~ es aueh gestattet, im ersten Gliede be/tier Relationen den Faktor (1 )  ~ 

einfaeh wegzulassen~ auBerdem in der ersten Relation das Zeichon 1~1 durch 
lira zu ersetzen, sodaB sieh in der Tat die Vngleiehungen (k,), (k~)ergeben. 

Die Umkehrbarkeit dieser Resultate erkennt man dann wiederum 
tmmit+oelbaa- aug indirektem Wege, ga, z analog wie bei Satz L 

3. Satz  HI. Ist bei beliebig ldeinem d > 0; 

0 I 

(L~) 

el  X l c' + '~ fib" alle I xl > t~,  

fiir gewisse beliebig gro~e x, 

iS* 
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so ~estehen fiir jedes ~ i e~g  ldeine 6 > 0 die Beziehungen: 

(11) !im ~ + a .  ~/} e,, I =  lira v!) ~u I e,,I = o, 

(1;) lira ~,~-~. i/l 6, 1 = ~ " i  V (  v!)c'+e- ( Ql--- oo, 

und  umgekehrt. 
Beweis .  Denk~ man sich 5 beliebig klein fixiert, so besteht auf 

Grund der Vorausset-zv_ng (I~) ftir alle hinl~inglich grogen x (n'imlich 
fttr t xt > / ~ 4 e  ) die Beziehung: 

~ c~x ~. < elXl ~ e 
0 

Wie klein je~z~ auch e > 0 vorgesehrieben wet:den mSge, so katm man 

dutch hLnl~ngliche gergrggertmg yon l~xl stets erzielen, dab x .  < s 

ausfi~ll~. Daxm ergibt sich abet aus Satz II (Ungl. (kl)), dab ftir d/eses 
trod somit" sch!ie$1ich ffir jedes ~ > 0: 

1 _ ~/ / /  1 

wie mater (11) behauptet wurde. Des analoge gilt beztiglieh der Be- 
l~a~p~mg (1.~). 

Auch bier erkennt man die Umkehrbaxkeit der betreffenden Resultate 
mi~ Hilfe des in Satz I benfitzten indire~en Beweisverfahrens. 

4. Ersetzt man in den vorstehenden Siitzen I, II, FIT die mit Q 
bezeichneten Koeffizienten dutch c,, so ergibt sieh mit Bentitzung der in 
w 1 gegebenen Detlnitionen das folgende Hauptresultat*): 

OD 

Ist G (x) = ~ c, x" yon der Ordnung r > O, so bestehen 
O 

bei beliebig kleinem ~ > 0 die Beziehungen: 

~//(v 1 

*) Liter~h~rangaben s. Mfmch. Ber. 32 (1902), p. 163, 164. 
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(IIa) 

(IIb) 

Geh6rt G(x) dem Min imal -  bezw. Maximaltypus (a) an, so 
darf man in der ersten bezw. zweiten t~elation geradezu d~-O 
setzen, sodafl also: 

.... ~// i 
Jim ~ -  ~/! c~i --~ lira __(v!) u 161= 0 fiir den Minimaltytms, 

l im ~ -  ~ / : ~  = lira v!) ~ .  [c, != ~ fiir den Maximattypus. 

Geh6rt G(x) dem Normaltypus (a, 7) an, so wird: 
1 

- 1 " /  1 I 

= V (  �9 (d. h. (HI) lira ~/', c,,{ l lm v!) z I c, = 
~== Null verschieden). 

Alle diese Beziehungen sind umkehrbar*). 
Man kann den wesenflichen Inhalt dieser Aussagen in folgender 

Weise zusammenfassen: 
Die Ordnung (einschliefllich des besonderen Typus) yon 

= ~ ' , c , x  d.h. das infinit~re Anwachsen der Maxima G (x) 
0 

yon I G(x)l ist umkehrbar-eindeutig mit do" infinitiiren Ab- 
nahme der I c~ I verkniipft. 

Auch sei noch ausdriicMich darauf aufmerksam gemaeh~, dal~ also 
Ordnung und Speziat~jpus yon G(x) lediglich yon den Absolutwerten der 6 ,  
noch priiciser ausgedriict~, yon dem i n f i n i t i r e n  Verhalbn dieser hbsolub 
werte abhiingig is~. Im iibrigen l~igt sich selbstverst~ndlich das infinit~ixe 

*) Dabei bestimm~ sich also, wenn: 

/~,\~ ~ ' / ~  

~--~i~, "v ~'  -i . . . .  Iim .) ~ c,, 1 

d e r  r n  US,~ ,,lyp 7 aus tier Gleichang: 
1 

(~7)~=I ,  also: 7 = ~ "  

Man bemerke noch, dab die drei Gleichungen (Ha), (IIb) mad (IH) a//e M6glich- 
1 

mi~ ia~ also zugleich ein neuer Beweis daffir ge!iefe14, da~ jede~ G(x) yon tier 
0rdmmg a e/nero jener drei Spezialtype~ a~gehSren mul~. 



Verhal~en der l c, f s~at~ dutch die oben angegebenen Greazgleichungen auch 
dutch enf~prechende Ungleichungen far endliche v chaa~l~erisieren. Setzt 
man der bequemeren Schreibweise halber durc~weg: 

1 
gg ~ " -w  

und sodana in (Ia): 

i ~ = d - ~ '  ( t~' (-+~)) = -g - ~(~+---~ also: = ~ , 

~ g ~ .  ~ (r~): 

sodas also in beiden Fiillen $' gleichzeit~ mit t~ beliebig klein wird, 
nimmt der zweite Tell der fileichungen (Ia), (Ib) die Form an: 

(K9 ~ f ~ :  ~-~-  l~,I = o, 

Hieraas ergib~ sich, da6 zum 

, \V.] 

Es IES~ sich aber Ieich~ zeigen, 
gIeiehungen stets die Existenz 
Aus (la) ,  ( lb)  folg$ a~m!ich, da]~ auch: 

k~,'/ 

> (~) -- (~.~)~. x~.] 
also: 

mindesten: 

SO 

(far jedes ~' > 0). 

ffir alle hinlgnglich groflen v, etwa v > n~., 

fiir gewisse beliebig grofle v. 

dag auch umgekehrt diese letzteren Un- 
der Gleichungen (K') nach sich ziehen.*) 

ffir alle ,, > n ~, , 
2 

f~r gewisse be~iebig gro~e v,  

(~:)~'- -I~i <~ , (~.')~'+~.Ic~i > (~!)~ (~ d~m ~ n g ~ g ~ b ~ C ~ f ~ g ~ ) ,  

woraus dann un~ittelbar die Grenzbeziehmlgen (R") hervorgehen. 

*) Mit ~ndexen Worten: Die Ungleichungen (la), (tb) s~gen infolge der MOg- 
lichkei~, o v tmliebig zu verkleinern, ~/r weniger aus, als die folgenden offenb~r 
glea'e2ffatls aus (K') resulfierenden: 

t o , , }  (~:).,-6, 
1 

g ,  @.,)~ +x 
(wo ~ ::> o ba/zbig ~ n ) .  



Ga, nze Funk~oaea endlicher Ordnung. 279 

Geh~ir~ G(x) dem Minimal- bezw. Maximaltypus an, so ergib~ sieh 

Ungleiehung: 

1 > 

fiir a//e v > n~ t (~ > 0 
bdiebig k~in). 

fiir gewisse beliebig grofle v I 
GehSrt endhch G(x) dem Normaliypus (a, ~,) an trod se~zl man (wie 

1 

p. 277, FuSn.) (aT)~ = Z, so l~gl sich G1. (III) dutch die folgenden 
Ungleiehangen erse~zen: 

(3) 
(~!)~' ft~r aZ/e v > n. t @> 0 

beli~ig klein). 

t fiir gewisse bdiebig grofle v 

1 (als den Koeffizienten der e/nfachsten g~zen  Leg~ man den Za]aten 

~mnscendenten Ftmktion e ~) die Ordsungszah~ 1, also den ZaMen k~U 

and  e~was a l l gememer  e iner  Folge scMieBlich stets unterhalb [1~ "-~' \~: ] ~ aber 

(1~-'+ ~' mindestens zum Tell oberhalb \~] bleibender Zahlen die Ordsungs- 

zahl a" bei, so wird man die vorliegende Funktion G(x) anch durch die 
Aussage charal~erisieren kSnnen: sie sei yon der Koeflqzientenordnusg a'. 
Alsdann 1~$t sich das oben ausgesprochene Haup~resulta~ auch folgender- 
maSen formulieren: 

~ine ganze Funktion yon der Ordnung a ist yon der Koef- 

fizientenordnung d =  1 und umgekehrt.*) 

Zugleich ergeben sich ira Anschlusse an die Ungleichungen (2a), (2b), 
(3) auch f'tir die Koeffizientenordnung a' noch die drei besonderen Ty2en, 
welche eindeutig-umkehrbar den betreffenden Types der 2~'unktionsordnu~g a 
entspreehen mad, wie der Inhalt der Ungleichumgen (2a), (2b), (3) zeig~ 
auch sinngem~$ mit den n~rnliehen Ausdriicken bezeichnet werden kSnnen.**) 

*) Funkr and Koeff~ientenordnung sind also immer gleichzeitig endlich und 
yon :gall verschieden. 

**) Daher entspricht also dem ,,Normal"-Typns (d, 1) der Koeffizientenordnumg 
la  
- -  (s. Ungl. (3)). der spezielle Funktionsordnungs-Typus (a, ~), wo y -~ a 
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Ferner sei noch hervorgehoben, dab die Koeffiziente~ardnung (ein- 
scMieglich des besonderen Typus) erha~ten bleib~, wenn man die Mac  

Laur insc~e  Entwiekelung G ( x ) = ~ c ~ x "  dutch eine beliebige Taylorsehe  
0 

0 

c, (x--xo) ersetzt.*) Denn man hat fiir alle hi~liinglich groBen x: 

i x ~ ~ {~d~+,).i=-~o; ~ 

e(~-~).IX-~ol ~ 

~=~ x ~ l  - - i  , und daraus folg~, dab die Ordnung yon G(x) 

(einschlieBlich des e~'wa vorhandenen besonderen Tytms) unver's bleibt, 
wenn man G(x) als gauze Funktion yon (x--Xo) auffaBt. Infolgedessen 
miissen abet die c~ genau denselben Grenzbeziehungen genfigen~ wie die 
arspriinglichen ~,. 

Wurde in dem eben betrachteten Zusammenhange die unmi~elbar 
ersichttiche Unveriinderlichkei~ der t~unktionsordnung beniiizt, um die 
gleiche Eigenschaft fiir die Koeffiz/entenordnung fesizust~llea**), so fiihr~ die 
uragekehrte SchluBweise unmittelbar zum Beweise des folgenden Satzes: 

1)ie Funktionsordnung a yon G(x) kommt (einschlieflZich 
des besonderen Typus) auch der Ableitung G'(x), und somit 
schliefllich allen m6glichen Ableitungen yon G(x) zu. 

o 1 

aber lira ] /~ ,=  1, so geniigt ]/~-,.le, i genau denselben Grenzbeziehungen, 

wie ~ ,  soclaB also x .G ' (x )  und daher auch Cx'(x) yon derselben 
aKoeffiz/entenordnung, mifitin aueh yon clerselben lrunktionsorduung wie 
G(x) ist. Das n{ianliche gilt dann offenbar ftir G"(x) u s f . -  schliet~lich 
fib-jedes beliebige G(')(x). 

VgL v, Schaper, a. a. O. p. 14. 
**) Direkter B~weis fOx die Invari~nz der Koeffizientenordnung bei G. Vivanti: 

Rend, Isg, Lomb. (2), Vol. 36 (1903), p. 1000. 
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IL G a n z e  F u n k t i o n e n ,  w e l c h e  gar k e i n e  
o d e r  e n d l i c h  v i e l e  N u U s t e l l e n  bes i tzen .  

w  q 
~ a~wx v 

O r d n u n g  u n d  S p e z i a l t y p u s  y o n  e o 

Eine ganze transcendente Funk~ion ohne Nullstelle ist stets yon der 
Form e g(~), wo g(x)  eine rationale oder transcenelente gauze Funktion bedeu~et. 
Ist zvmiichst g(x)  rational~ etwa yore Grade q, so hat man ftir alle him 
~:~:~h gro~e~ x: 'g(x)~ < i~:~+. ~ d  da~er: 

sodaB e~(~) jedeafaUs yon endlicher Ordnung und zwar h6chstens yon der 
Ordnung q isl. Eine genauere Untersuchung fiihrt zu folgendem Resultat: 

q 

Ist  g(x)  - ~  a ,x  ~, so ist e ~(~) yon der Ordnung q und zwar 
0 

vom ~ormalty2us (q, l aq i)~ d. h. man hat bei beliebig kleinem ~ ~ 0: 

(A) I aq(~)' t <  e( '+') ' :~:l~, q fiir a l le  !xi > 17,, 
i { -i ' '  fl 

e (~-') ~ ,~  fiir gewisse beliebig grofle x .  

Bezeichnet man den reellen Teil yon g(x)  mi~ ~t(g(x)),  so Beweis. 
hat man: 
(~) 

so lii~t sich 
(4) 
und somit: 

sodas also zur Absch~itzung yon e~(~)i eine genauere Untersuchung yon 
~(g(x ) )  erforderlich ist. Bringt man g(x)  auf die Form: 

(3) g(x)=(l+~(x)).a~x~, wo ~ o :  ~ ( x ) =  ~ + ~ + + ~ - ~ - ~  aqxq 

ztm~ehst zu beliebig klei~em e > 0 ein //,  so fixieren, daB: 

(5) ~(g(~)) < f~(g(~))l =< !g(~)! < (~ +~). l ~ I  ~ Ixl > ~.. 
Um auch eine passende, ffir gewisse bdiebig grofle x geltende untere Sc.hraniee 
f'ar ~ ( g ( x ) )  festzuslellen, werde gesetzt: 

(6) x = 'i x ! . e a~, a = ] a~ i . e .~. 

sodaB also G1. (3) in die folgende libergeht: 

(7) g(x) = (1 + ~cx)). ~ §  i ~ l .  
W i r d  j e ~  @ ~-@~ in der Weise fix/err, daB: 

(8) a Jr q ~ =  2 u ~  (wo ~ irgend eine der Za-hlen 0, 1 , - - ; (q--I)  laedeuUt), 
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so hat man: 
@) = 

und da~er mit  Berficksich~ignng yon Ungk (4): 

(10) ~(g(x)  > ( l - - e ) -  laqx~ 1 ftir x = Ix i . ea~  [xl > / t . .  

Dutch Zusammenfassung der Ungleichungen (5) und (10) mR 
ergeben sich also schliet~lich die gesuchten Beziehungen: 

(11) l~(~)f f'dr alle Ix I :> ~ , ,  

e(~- ~). l ~ .  I ~ q fiir gewisse belie~ig grofle x 

(n~mnr f~r ~ x = l x i . ~ %  wo !x t > ~)"  

(2) 

w 

Allgemeine Form aller ga~zen Funktionen ohne Nullstellen und yon 
endlicher Ordnung. - -  Ganze Funktionen mit endlich vielen 

Nullstellen. 

1. Zur Vervollst~indigung des soeben gefundenen l~sultats  bleibt 
noch die Frage zu bean~worten: Ist die Gesamthei~ der ganzen Funk- 
tionen ohne NulIs~ellen und yon endlicher Ordnung dutch die soeben unter- 
suchte Ka~egorie vollst~indig erschSpf~? MR anderen Worten: Kann e g(~) 
yon endlicher 0rdnung sein, wenn g(x) eine transcendente ganze Funktion 
is4? Zur Beantwor~ung dieser Frag% welche wiederum lediglich aus eine 
zweckentspredhende Absch~tzung yon ~(g(x))  hinausl~ufl, schicken wit 
den folgenden Hflfssatz voraus. 

Hi l f ssa~z .  Ist (zum mindesten fiir I x l - - r  < R): 

(1) f (x)  = ~ a z  x ~, 
O 

a/so: 

az =- at + ~.i, 

(a~ cos/-r fit sin/.r ~ + ~  (fit cos ~t9 + ec t sin Zg)- r  z (2) 
0 0 

= + 

so gelten aufler der bekannten *), fiir ~ = O, 1, 2 , . . .  bestehenden Koeffizienten- 
darstel~ung : 

*) Vgl. Math. Ann. 47 (1896), p. 137. Daselbsg s~eh~ an S~elle yon n durchweg 
2r ~, da aus meghodischen Rficksichten die Benfitzung yon Exponential- and 
/~igonomet~-ischen Funk~ionen vermieden ~erden soll~e. F~tlt, wie bier, dieser Grand 
fort, so erschein~ es na~r]icher und bietet selbstvers~ndlich auch nicht die gerings~ 
S~hwierigkei~, die fraglichem MiY~elwerte auf den Fall eines beZiebigen _~7= n aus- 
madehnen. 



Gauze Funk~ionen endlicher Ordnung. 283 

(~) as= ~ (x-~'f<x)) = lim •  - ' * " `  (wo: ~,,=~) 
x=lrl n=lq~ ~1 

fiir Z ~ 1 auch die beiden folgenden: 
II  

=21 i ra  1 ~ f l  . = ~ -  - (r, ~ . ) .  r -~  �9 e - ' ~ -  ~, 

(4) ~ ~ . 

= 2 i .  l ira 1 .  ~ f~ (r, vq~,) �9 r-  ~. e- "~ ~.~. 
~ = o o  n 

1 

Beweis .  Aus ~1. (3) folgt dureh Multip!ika~ion mit / :  

(5) a~r ~ = lira 1 .  ~ f (r . e ' ~  9 �9 e - ' ~  i. 
~ z = o o  T~ 

1 

_~dererseits hat man*) Nr  ,l = 1, 2, 3 , . . . :  

0 = ~ ( x  ~. f(x)) = lira --1. ~ f ( / l  " e ~"~) �9 r~ �9 e " ~ "  
1 

also durch Multiplikation mi~ r -  ~: 

( 6 )  0 ]~m 1 ~ f ( e,(Pn~ ) e,2~ni 

1 

We, m1 man  diese Gleiehtmg e inmal  zu G1. (5) addier~, das ~ d e r e  MM 

davon sub,rabieS, so fol~ (mit~ Berfieksieht;ig'm~g yon e-~ '~ + e~~ 2 c o s %  
e-~ ~ -  ~ = -  2isinq~).- 

= 2 lira __1. f ( r .  e"~.~), cos vZq~., 

(7) ~ (a > ~), 
=- --  2 i lira 1 .  ~ f ( r .  e ~ ' ) .  sin vX ~. ,  

n = ~  ~ 1 

und daher dureh Trennung des Reellen und Imagin~xen: 

a~r ~ = 21ira - g .  f~ (r, ~,~p~). cos v ~ , ,  

(8) 

1 

= 21ira 1 ~ f ~  ( .=| ~-.  r, v~.) �9 shi v;t~.,  
1 

l i  

.=| (r, vq~.) . sin v~,~. ,  
1 
I I  

= 2 i l i m ! . ~ ( r , ~ , q o , ) . e o s v , t o p , ~ .  
1 

*) Vgl. a. a. O. p. t38, G1. (4). 
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Dureh entspreehende Addition dieser Ausdrtieke ergeben sieh schlieB- 
lich die Beziehungen: 

(9) 

l n 
(a) = ~ lira --1..~'~ f~ (,~ .q , , ) .  e-'~'~,,; 

a~r  ~ ~=~ I 

(b)  ~-- 2 i l i m  1 ~ f ~  . ~-- (r, v,~.),  e-~'~- ', 
n = ~  i 

( ~  1), 

welche durch Multiplikation mit r -~" in die behaupteten Koeffizienten- 
dars~ellungen (4) iibergehen. 

2. Mi~ Benutzung der ersten dieser Beziehungen beweisen wit jetzt 
den folgenden Sat;z*): 

Geniigt der reelle Te l l  gl(r,  r der ganzen Funktion 
g (x)=---g (r .  eel) fiir unendlich viele beliebig grofle r und alle 
mgglichen q~ (also, geometrisch gesprochen, auf unendlich vielen 
Kreisen mit beliebig 9roflem l~adius) ether Ungleichung yon der 
/~orm**): 

0 o )  el (~, r < A .  r~ (A > 0, ~ > 0), 

so ist g(x)  eine ra t iona le  ganze Funktion yore Grade q ~ a. 
Isr die JBeziehung (10) fiir jedes noch so kleine A = e > 0 

erfiillt, so hat man allemal q < ~***). 

Beweis.  Isi g ( x ) - = ~  a;~x ~, so folgt aus G1. (9a), dab fa~ jedes 
noch so grofle r: o 

n 

I 

*) Der Satz riihr~ von H a d a m a r d  her (a. a. O. p. 186). Der dor~ mit Hfi~e der 
Four i e r schen  Integralform der Koeffizien~en gegebene Bowels wird bier mit Bei- 
behaltung des eigenflichen Gnmdgedankens auf  die elementare Mittelwertdarstellung 
iibezt~gen. 

**) Es wird also den Zahlen gl (r, r lediglich nach der laositiven Seite bin eine 
Schxanke gese~z~. Dabei kSnnten zuni~chst~ unter den negatlven Werten von g~ (r, r 
immerhin solche vorkommen, deren absoluter Betrag jene Scl~-anke A - r  a beliebig 
fibers~eig~. Der vorliegende Sa~z lehrb dann eben, da$ aus der Voranssetzung: 

gl (r, @ < A .  r ~ 

(in dem gegebenen Umfange) geradezu f o i l :  

[gl (r, ~) t < A . r  ~ 
(und zwar sogar ffir alle hinl~glich groSen r und beliebiges cp). 

***) Diese Bemexktmg frade~ sich bet E. L i n d e l S f ,  a. a, O. p. 15, 
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Andererseits ergibt sieh au~ (3) ffir Z = 0: 

a o = lira W" g (r .e '~  ~) = lira -~. (g~ (r, v~.) + i.g~ (r, vq~)), 

und daher: 

02) ao = lira -g-- 
1 

folglieh, 
addiert: 

g~ (r, v~.), we~.: ao= ~o + &i, 

wenn man diese Gleiehung mit 2 multiplizier~ und zu G1. (11) 

03)  [azl- r~ + 2,~o 
~ O O  

N u n  ist aber: 

(14) fe~ (~, "~,~i + g~ (~, ~'~.) { 

n 

. ~  (l g~(~', ,',p.) 1 + n~r, ,,~.)). = 2 lira ~-.  
1 

= 2g, (,., ,,,~,,), w e n .  gl(", ,,q,.) > o ,  
= 0 , w e n n  gl  (r, yep,) < O. 

Bedeutet jetzt r einen jener Wert% fiir welehe die Voraussetzung (10) 
gilt, so hat  man unter allen Umstiinden: 

(15) 

sodas also G1. (13) 

(16) 
d. h. man hat: 

Ig, (G vg.) ] + g~ (r, vcp~) < 2Ar  ~, 

die folgende Beziehung liefert: 

!a~t �9 r ~ + 2a  o < 4 A .  r ~, 

~ < 4 A . -  ~.~-~ ~.~ 

ftir unendlich viele r, unter denen auch beliebig grofle vorkommen. 
kin ergibt sich, da es freis~eht~ r unbegrenzt zu vergrSBern: 

(is) 

Es fehlen also 

Mit- 

] a z l = O  , falls , t > a .  

in der Reihe g ( x ) = ~  a~x ~ alle 
0 

Po~enzen, deren 

Grad Z die Zahl a fibersteigr sodas die h6chste in g(x) vorkommende 
Pobenz xq einen Grad q <: a besitzt: dabei kann offenbar nut  dann q = a 
werden~ wenn a eine ganze Zahl, anderenfalls miiBf~ immer q < a sein. 

Diese le~tere Beziehung g~t aber auch im Falle eines ganzzahligen a, 
wenn die Voraussetzung (10) fur jedes noch so kleine positive A = e be- 
s~eht. Denn aus Ungl. (17), welche nunmehr die Form annimmt: 

2~o 
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ergib~ sich alsdann ffir ~-~ ~: 

(20) la~[ < 4~ + 2Za~ d.h. =0") .  

3. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dab g (x) stets eine ratio- 
r~le ganze Funktion sein mug, wenn e g(*) iiberhaupt yon endlicher Ord- 
nung sein soU. Fa$~ man dieses Resul&at mi~ dem in w 5 gefundenen 
zusammen, so ergibt sich also der folgende Satz: 

Ist die Funktion e g(~) iiberhaupt yon endlicher Ordnung, 
so ist sie stets yon ganzza.h~iger Ordnung q und i~berdies vom 
l~ormal typus  (q, ~,), d. h. es gibt eine bestimmte Zahl I' > O, 
derart, daft: 

!eg(,)l l < e(l+,).r.l,~ ~ fiir alle ixi > t~,, 
(21) 

t > e(~-')7l*i q fiir gewisse beliebig grofle x. 
q 

Zugleich hat man alsdann g (x) = ~ a,x~ we 1 aq ] 
0 

!m iibrigen kommen die eben genannten Eigenscha~n,  wie leicht 
zu sehen, auch jeder ganzen Funktion yon endlieher Ordnung zu, welche 
nur eine endliche Anzahl yon Nullstellen besitzt und somit yon der Form 
ist: go(x)-e g(x), wo go(x) wiederum eine gauze rationale Funktion be- 
deutet. Da n~m!ieh bei beliebig kleinem e > 0 und jedem bestLmmten 
q > O :  

(22) go(x){ < e~''~iq } > 1 fiir ed/e hinMnglich groflen x ,  

so erkeunt man olme weiteres, da$ ganz allgemein das Hinzutreten elves 
Faktors yon der Form go(x) die Ordnung und den etwa vorhandenen be- 
sonderen T~Tus einer ganzen Fnnl4ion G(x) in keiner Weise alteriert. 
Wende~ man diese Bemerkung spezieU auf F~nl4ionen yon der Form 
go(x). ~q(~) an, so folgr dab der oben ffir FunkCionen ohne Nullstellen aus- 
gesprochene Satz auch fiir so!che mit einer endlichen hnzahl yon NullsteUen 
ohne jeden weiteren Zusatz giiltig bleibi und daher auch in folgender Weise 
formulier~ werden kann: 

Ist die Funktion G(x) yon nicht-ganzzahliger oder, zwar 
veto gan~zaIdiger, abet nicht dem S~ezialbypus angeh6riger Oral- 
hung, so besitzt sie allemal unendl ich  viele ~ullstdlen. 

Be i sp ie l :  Is~ O <  li__mVtb.f < c~, m >  l, so isi ~ b..(m~)v, wie 
~ ~ 

Iaicht rail Hfilfe yon Ungl. (7), p. 267 erkanat wird, yon der Koeffizient~n- 

*) ~lb~ers~4~dlida gil~ ein g~nz a~loger SaCz fiir den iraaginSxen Tefl yon 
g(x) (alS ~.~ellen Tell yon -- i. g(x) oder aueh unmit~Ibax auf Grand der Relation (gb)). 
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1 ordnung m, also yon der Funktionsordnung m'  muB somit stets un- 

endlich viele Nullstellen besitzen. Das niimliche gilt dann offenbar auch 

z 2 yon b,- (~h;,)! z .B .  c o s x ~ -  (--  1) ,.(GS~).T, c o s h y p x =  - - -  
o o (2v) ! /  

w 

Einflufl jedes  e inzelnen Koeff izienten auf  die Ex i s tenz  bezw. Nieht- 
ex i s tenz  unendl ich v ie ler  Nul lste l len.  - -  Der P i e a r d s c h e  Satz. 

1. Nach dem Satze yon Art. 3 des vorigen Para~aphen erscheinen 
die Ganzzahlig~it der Funktionsordnung und die ZugehSrigkeit zum 
~ormaltypus als notwendige Bedingungen dafiir, dab eine im iibrigen be- 
liebig vorgelegte besti~ndig konvergierende Reihe 2Jc~x" yon endlicher Ord- 
hung h6chstens eine endliche Anzahl yon NullsteHen besitzt. DaB jene 
Bedingungen abet ~eine hinreichenden sein kSnnen, folgt schon aus dem 
Umstande, daB dieselben, wie oben (w 4, Art. 4) ausdriicklich hervor- 
gehoben wurde, lediglich yon den Absolutwerten der c, abhii~lgen, wi~hrend 
fiir die Existenz bezw. Niehtexistenz yon Nullstellen offenbar die wirk- 
lichen Werte der c, wesentlich in BeOracht kommen. So unterscheiden 
sich z. B. die Koeffizienten yon G 1 (x) = e ~q und e~ (x) ---- cos (xq) - sin (xq) 
lediglich dutch das Vorzeichen: beide FunkCionen sind yon der Ordnung q 
und zwar yore Spezialtypus (q, 1). Nichtsdestoweniger hat nut die erste 

Es hiingen aber femer jene zwei Bedingungen sogar nut yon dem 
i~finitiiren Verhalten der ]c~lab , w~]lrend andererseits fiir die Existenz 
bezw. Nichtexistenz yon Nullstellen die Gesamtheit der c~, ja sogar tides 
einzelne c, maBgebend ist. Es gilt n~mlich der folgende Satz: 

�9 y Ist G(x )=  21c~x yon endlicher Ordnung und hSchstens 
mit ether endlichen Anzald yon s versehen, so geniigt 
jede Abiinderung irgend ether endlichen Anzahl yon Koeffi- 
zienten, um eine Funlction mit unendlich vielen Nullstellen zu 
erzeugen. 

Beweis .  &ndert man eine beliebige e n d l i e h e  Anzahl yon Koeffi- 
zienten in irgend welcher Weise ab, so wird G(x) fibergefiihrt in 
G(x) + g(x), wo !~(x) eine rationale g~nze Funk~ion bedeutet, die sich 
evenhxelt anch uuf eine einzelne Potenz yon x oder eine yon 2Yull ver- 
schirdzne Konsk'mte reduzieren kann. 

Andererseitshat man auf Grand der Voraussetzung: G(x)=go(x).eg(~) , 
wo go(x), g(x) ebenfalls rat/ona/e gauze Funktionen, go(x) yon beliebigem 
(d. h. eventueI1 auch nullten) Grade, g(x) yore Grade q _~ i uud, wie man 
ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit voraussetzen daft, ohne konsiantes 
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(]lied~ da man ja einen Faktor yon der Form e ~o allemal zu go(X) ziehen 
kavm~ Die Behaupt~ang besag4 dann~ dab go(X), eg(~)+ g(x) stets unend- 
//ch v/e/e /gullstellen besitzt. 

Angenommen, dies w~ire nicht der Fall, so h~itte man: 

(1) go(X). ~(~) + g(x) = n(x)-e~(~),  
wo 7o(x) eine gauze rationale Funkfion, eventue]l eine yon Null verschie- 
dene Kons~ante, 7(x) wiederum eine ganze Funktion yore Grade q (da ja 
go(x), e g(~) yon der Ordnung q) ohne konstantes Glied. 

Bringt man diese Gleichung auf die Form: 

go (x). eg(~) -- ~~ (x) er(~) = --  1, ( 2 )  g(x) ~(x) " 

so folg~ dutch Derivation und Multiplikation mit g(x)~: 

(~) gl(x)  - r - rl(~) - r = o, 
wo gl(x), ~'l(x) die folgenden zwei ganzen Funk~ionen bedeuten: 

(4) { -e.(x)  - 
r ~ ( x ) =  g(x) n ' (x )  - n ( x )  (g'(x) - ~ ( x ) . r  (x)), 

welche~ wie leicht zu sehen~ keinesfaUs identisch versehwinden kSnnen. 
Denn w~e z. B. g~(x)~--O, so h~it~e man: 

D/go(x) . (~)) i ,g-~ e~ ~ 0, also: g~ ea(~) ----. Konst. ~(x) 

woraus mi~ Notwendigkeit g ( x ) - ~  0 folgen wtirde. 
hus G1. (3) ergibt sich sodann: 

(5 )  e~(~)_y(~) = 7~ ~x) g~ (x) , 

was wiederum nut mSglich erscheint~ we)m: 
(6) g(x) - r(~)  -= o,  ~ o :  ~(x) = g(~).  

Infolgedessen wtirde abet G1. (1) die Beziehung liefern: 

( 7 )  ( g o ( X )  - n ( x ) )  . ~ ( ~ )  = - ~(~), 
d. h. es miiBtm sein entweder : go(X) - -  70 (x) = --  !~ (x) - -  O, 

oder: g(x)  - -  O, 

was beides der Voraussetzung widerspricht. Damit ist also der oben 
ausgesprochene Satz bewiesen. 

2. his ein spezielIer Fail des soeben abgeleiteten Resultates erscheint 
der bekannte ~rPieardsche Satz"*) (bier freilich mit der Beschr'~nl~ung auf 
gauze Funlr~ionen yon ena~/cher Ordnung)~ n~mlich: 

*) Ann. de l']~cole Normale, (2) T. 9 (1880), p. 146. Tr~ih~ d'hnalyse, H, p. 231. 
(Beweis mi~ Hfilfe yon S~t~n aus der Theorie der Modu t f l l~onen .  Direlr~rer Beweis 
yon B or e 1 a. a. O. p. 103 [auch: Par. C. R. 122 (1896), p. 1045; Acta math. 20 (1897), p. 382]. 
Volts• und sch~rfere Fassung des B o r e 1 schen Beweises bei A. Kr  a fk  ~ber ganze 
t r ~ n d e n b e  Funk~onen yon unendlicher Ordnung. Dis se r~ .  Goetkingen 1903). 
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Eine ganze Funktion yon en~icher Ordnung nimmt j e d e n  
bestimmten Wef t  u n e n d l i c h  oft  an, mit even tue l l e r  Aus- 
nahme eines e i n z i g e n  Wertes a (den sie gar  n i ch t  oder nut  
n real anzunehmen braucht). 

Denn bedeutet a eine beliebig angenom~ene Zahl, ( G ( x ) -  a) eine 
gauze transzendente F,ml~tion ohm bezw. mit nut  n iVullstellen (sodaB 
also G ( x ) y o n  der Form go(x)-eq(~)+ a), so besitzt nach dem obigen 
Satze die F~mktion: (G(x) --  a) ~ (b --  a), d .h .  (G(x) --  b) ffir jedes yon 
a verschiedene b unvndlieh vide l~ullstellen, sodaB also G(x)  in der Tat 
jeden yon a verschiedenen Wer~ b unendlich oft annimmt. 

Hieran kniipft sich nahlrgemiiB die Frage, ob ein solcher Ausnahme- 
weft a immer oder wenigstens ,,in der t~egel" existieren miisse. DaB die- 
selbe, auch in der zweiten~ beschr '~ te ren  Form zu verneinen ist, lehrt 
indessen schon der Satz yon BIr. 1. Denn bedeutet G~(x) irgend eine 
ganze Fun~ion,  welche den Wert a gar nicht oder nut  n real annAmmt, 
sodaB also: G ~ ( x ) =  go(x),  e g(~) + a, so folgt aus dem angefiihrten Satze, 
dab G~(x) + g ( x ) -  b ff~r jedes b unendlich vide Nullstellen besitzt, fans 
g ( x ) -  b ftir kein b identisch verschwindet, d. h. falls !~(x) sich nicht auf 
eine Konstante reduziert. Jedes G~(x) wird also dutch Addition jedes be- 
liebigen nicht konstanten fi(x) in eine solche gauze Funktion tibergefiihr~, 
die jeden bestimmten Weft ohne Ausnahme unend~ich oft ~ m t .  

Weiter l~iBt sich abet zeigen, dab auch die Addition zweier oder be- 
liebig vieler Panlr~ionen G~(x) - -  mit Ausnahme des einzigen Falles, 
dab ane G~(x) den nemlichen Exponentialfak~r eg(~) besitzen - -  stets 
eine Funktion erzeug~, welche alle Werte unendlich oft annimmt. Zum 
Beweise dient der folgende Hilfssatz. 

3. Hi l f ssa tz .  Versteht man unter g,(x)  (v = 1, 2 , . . .  n) 
lau~er v er sc h iedene ganze rationale Funktionen ohne "konstantes 
Glied, unter g,o(x) (v = 1, 2, . . .  n) ganze rationale Funktionen, 
die sich teilweise oder siimtlich auch auf  Konstanten reduzieren 
diirfen, so kann eine Identit~t yon der Form: 

(s) g,o r  o 
1 

nut  bestehen, wenn: 
(9) a,o(~) = O, (~ = 1, 2, . . . ~). 

Bowels.  ~genommen  die g~o(X) w'~ren s~.mtlioh*) yon Nun ver- 
schiedem Bringt man dan n G1. (8) auf die Form: 

*) Wii~e ffir gewisse v:g~o(x)~---O , so kSnnte man ja die bet~effenden Gliedez 
aus tier Relation (8) yon vomhe~ein wegtassen, soda& man immex nut mit tier im 
Text gemach~en Annabme zu operieren hat. 

Mathemat~che Annalen. L ~ L  19 
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g'~ eg,, 0,)-~,,~0,) -k 1 ---- O, (t0) ~ g,,o(X)" 
1 

so folgt durch Derivation und Multiplikation mit g~o(x)~: 

(11) ~ g,1 (x). eg,(~)- g~(~) ~- 0, 
1 

we die g,~(x) (v = 1, 2~.. .  (n--1))  ganze F~nktionen, n~imlich: 

(12) g, l (x)  = g ,0(x) ,  go (~)  - g ,0(x) ,  g:o(X) 
+ g.o(~) �9 g,o(X) (g~(x) - a:(~)), 

bedeu~en, welche ftir ke/n v identisch verschwinden kSnnen. 
fiir irgend ein v ~ n : g~,l(x) -~ O, so hs man: 

D~ ( g~ oq,(=)-g-(~)) ---- g'l (x). o%(~)-g-(~) _ 0, 
~%o(,~) a.o(x)' 

also: 

g*~ - e g,(~)-g~(~) --  Konst., 

&h.  
g , ( x ) -  g~(~) = o 

was der Vorausse~zung widerspricht. 
Wendef5 man dasselbe Veffahren, welches yon G1. 

f~ahrte, auf G1. (11) an, so ergibt sich analog: 
~t--2 

(13) ~ g,,~(x) �9 r  o,  
1 

Denn wKre 

@ <n), 

und, so for~fahrend, schlieBlich: 
(14) g,,,,~_ ~(x) �9 e~(~)- ~(~) ~ o ,  

we g,,~_l(x) nicht identisch verschwinden kimnte. In diesem F~.lle ist aber 
offenbar eine Relation yon der Form (14) unm6glich, die gemachte An- 
nahme somit nn~dKssig und der fragliche Hilfssa~z bewiesen. 

4. Nunmehr ergib~ sich unmit~elbax das folgende Resultat: 
Sind die g,(x) @ = 1, 2 , . . .  n) lauter verschiedene ganze 

rationale $'unktionen ohne konstantes Glied, wiihrend die g,o (x) 
nut der Bedingung zu geniigen ~atben, nicht identisch zu ver- 
schwinden, und setzt man: 

~(x) = , ~  g,o(~). ~'~(9, (~ ~_ ~), (15) 
1 

so ~i.m~rd G(x) j ed~  bestimmten Weft ohne Ausnahme unend- 
lich oft a~. 

(8) zu G1. (11) 
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Denn niihme G(x) einen gewissen Weft a gar nicht oder nur n real 
an, so h~tte man: 

(16) ~ g~,o(X) . e g,(:~) --  a = ~o(X) . er(~), 
1 

w~ ~o (x), 7 (x) ganze rationale Funk~ionen sind*). Hieraus wiirde sieh aber 
durch einmalige Derivation eine Beziehung yon jener Form ergeben~ deren 
MSglichkeit auf Grand des oben bewiesenen Hiilfssatzes ausgeschlossen 
erscheink 

Hiernach wird man sagen kS~nen, dat~ schon innerhalb des Gebietes 
der Funktionen yon ganzzahliger Ordnung diejenigen, welche irgend einen 
bestimmten Weft gar nicht oder nur n real annetnnen~ eine sehr spezielle 
Klasse bilden. Ff i~  man hinzu, dab jede Funktion yon nicht ganzzaIdiger 
Ordnung sicher ed/e Werte unendlich oft annimmt, da sie ja n~ma/s yon 
der Form go(x). ~(~) (das hiel~e ni4mlich: yon ganzzahliger Ordnung) sein 

"kann, so liiBt sich der lnbalt des Picardschen Satzes, etwas ansf~tihrlicher 
als in Art. 2, etwa folgendermaBen formulieren: 

Eine ganze Funktion yon endlicher Ordnung nimmt im al l -  
geme inen  j e d e n  bestimmten We~  u n e n d l i c h  of t  an, in be- 
sonderen  F i i l l en  e inen  und nur  einen speziellen Wef t  gar  
n i c h t  oder nut  n real. 

In w 15 wird gezeigt werden, dab sich dieses Ergebnis noch erheb- 
lieh priizisieren liiBt. 

IH. Ganzo l ~ mk t i on en  mit  unondlioh v ie len  Nullstel len,  
insbosondere  pr imit ive  ganze Fun~rtionon yon  

endl ichem Range.  

w 

Definition: Rang und Grenzexponent. Primitive ganze Funktionen. 

1. Es bedeute a~ (v ~ 1, 2, 3 j . . . )  fin folgenden ein ffir allemal eine 
Folge verschiedener oder auch zum Tell unter sich gleicher Zahlen yon 
der Beschaffenheit, daB: 

(1) O<ia , , I~ ta~ ,+ i [ ,  lira ] a,,i _ (x~. 

*) Die ~ t ~ i ~ t  yon 7(x) folgt daraus, daft G(x) als Summe einer endtichen 
Anzaht yon Funkt~ionen endlicher Ordnung offenbar selbst yon endlicher Ordnung ist. 

19" 
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Danu lassen sich bekan_nflich*) s~etm Folgen niemals abnehmender 

st'~indig konvergiert, und es liefert sodann das ffir jeden endlichen Bereich 
absotu~ mid gleichm{iBig konvergent~ Produkh 

1 

k eine na~. Zahl bezw. = 0 
(2) ~, 

wo: g,(x,m,,) = -E " 
1 

adx, o)=- o 

e/he ganze transcendente F u ~ i o n  mit den Nulls~ellen a, und der k-fachen 
Nulls~elle x ~-0 (d. h. im Falle k-~ 0: ohne die Nulls~elle x = 0), w~ihrend 
alle miiglichen ganzea Funkgonen mit den nimlichen Nullstellen in der 
Form enthal~en sind: 

a o  

1 

unier g(x) eine beliebige rationale oder transcendence ganze Funktion ohne 
konst~n~es Glied verstanden (even~uell auch g(x)~-0) .  

Sind nun die Zahlen a, so beschaffen, dab i~ir irgend ein a ~> 0 die 
21 i ~ Reihe ~1 konverg~rt, und ist a = p + 1 die kleinste ganze ZaM, ftl'r 

welche dies stattfindet (also p :> 0), so steht es irei, m, = 2  zu seLzen 
(ffir ]edes v), und es soll dann 

oO 

i x 

1 

(4) a,(x,p)= (p >_ i), 
W O :  

(g,@,o)= o 
eine ganze Fun]rtion yore ~ange p,  generell yon endlichem Range heitien 
(wobei also bier die Bezeichnung ,endlich" den Fall p = 0  mi~ einscMieBt); 
w~hread die einfachsCe Funk~on mit den be~reffendea N,flls~ellen, n~mlich: 

~O 

1 

als ~rimitive (gauze) Funktrion yore /~ange io bezeichne~ werden soil. 

*~; WeiorstrM~, Abh. zur Funk~onenlel~e, p. 16 - ~ -  Werke, Bd. 2, p. 92. 
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Durdn den l~ang p wird offenbar das sohlieBliche Anwachse~ der l a~l 
und damit die 1)ichtigIxit tier Nullstellen his zu einem gewissen Grade 

charakterisiel4. Aus der Konvergenz 
der l a, I folgt n~mlich, daft: 

! i I'+" (6) lira v- --  = O, 
~ a~ 

~I i I ~+1 und der Mono~onie VOI1 ~ t " 

1 

d.h.  la, i >-  vp+~. 

~ I I P divergent, so folgr dab nicht yon irgend Da aber andererseits a-~ 

einer besfimmien Stelle v a b  bestiindig: 

i p~ \ ~ /  , 1 

also: a~ >= v~ 

sein kann, d. h. man hat bei beliebig kleinem e :> 0: 

1 

(7) la~! < v p fiir unendlich vide v.*) 

2. Bei dem iiberaus groBen Spielraum, wetchen die in (6) und (7) 
angegehenen Schranken f/it das infini~iixe Wachstum der !a~} noch zu- 
lassen, erschein~ es zweckmiiBig, zur Herstellung engerer Schra~l~en an 
Stelle des Ranges 20 eine andere, dem IntervaUe (p, p +  1) angeh6rige 
charakteristische Zahl einzufiihren und zwar in folgender Weise: 

ponen~en e, 
welche offenbar dem Intervalle 2 ~ 0 ~ v  + 1 angehSrt; d. h. es ist als- 

I 1 a ,  , 1 , o - ,  dann fiir jedes ~ ~ 0 zwar 

wiihrend 2 t ~  .i r konvergiere~ oder divergiere~ k~-n. Diese Zahl 0 soll 

der Grenzexponent der/~o/ge (a~) oder auch der Funktion G(x) bezw. ~(x)  
mit den NullsteIlen a~ heiBen und nach Bedarf spezieller als Konvergenz- 

i lie kon- bezw. 1)ivergenzexponent bezeic;bnet werden, je nachdem ---~'la-~ 

vergiert oder diverg~ert.**) 

*) Diese Bedingung ha~ offenbar nur einen Sinn ffir p ~ 0; ffir ~v--~--0 versag~ 
sie: vgl. die analoge Erscheinung w 1, Nr. 3. 

**) Man hat also: 

wenn 0 .Konvergenzexponen~; dagegen 
p__<, <p + ~, 

wenn e .Divdrg~zexponent. 
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Mit  Hilfe  des Grenzexponenten 0 lassen sich dann die Schranken,  

innerhalb  deren sich die t a ,  l ftir hinl~ugl ich groBe u bewegen, in  folgender 

~ ' t -  ~ 1 ~+' ~ j~a~ �9 > 0, ~o~ Weise  iixieren. Aus der Ko~vergenz yon ~..~!a,t  

einerseits,  dab: 

(8) l ira v .  l a~ te+~-  O, anders geschrieben:  la~! ~ -~e+~ .  

,~'-~1 1 1~-~ 
Anaerersei~s folg~ ~us aer 1)iver~en. -~o~ . ,~ ' }EI  , aa~ fiir jeae~ . > 0 :  

• 
(9) ~ / " "  I~.~ = ~ '  ~so fiir ~d~ic~ viae ~,: I%1 < ~-"*)  

Denn h ~ t e  man  fli t  i rgend ein e :> 0: 

1�88176 (d. h. endlich),  

B e i s p i e l e :  

d. h. O~-2, auch 1o~ 2, 0 Divergenzexponent. Dagegen: 

d. h. 0 ~- 2, 2 Jr- 1 ~--- 2, Q Konvergenzexponenk 
3 

2 

3 
d. h. 0 ~ "~ I)ivergenzexponent, ~ ~-. 1. 

3 

-~ _~ 0g~) -~ ,  I_11 ~ a ~ - - ~ ,  -~- �9 
!a,l  

d. h. 0--~--~ Konverge~zexponen~, ~---1. 

Ist endlich: 

Ferner: 
3 

11 iY+' 

�9 ( lg  ~ ) - ( ~ - . ) ,  

so ha~ mau: 
Q ~- 0 D@ergenzexponent, 1~ -~- O. 

Der Fall Q ~--O: Konverye~zexponen~ ist offenbar ein ffir atlemal ausgeschlossen, sofern 
die An~ahl tier a v iiber-h~up~ unendlich isk 

*) Die let~e Umformung is~ oifenbar nut erIaub~, wenn Q ~ ~ ~> O: in der Ta~ 

~ d  im Falle 0 ~---0 sehon die Bedingung, da~ ~ _~ %t e divergieren 

sotle, we rt/os. De~ Fall 0-~-0 wird daher im folgenden auszuschliei~en sein: dabei 
k ~  ffo_~erhin ia ~ 0 seim 
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so wiirde dutch Erhebung in die Potenz: 

sich ergeben: 

Q 2 1 
= 1 + 2(~--~) = 1 + (wo g >  0) 

Ill _ 

~=~ a, ~ g l + , '  

l l i e - u  
woraus soforL die Konvergenz yon ~ !~-~ i folgen wiirde. 

Man kann hiernach auf Grund der Beziehungen (8) und (9) den 
Grenzexl)onenten Q aueh geradezu deflnieren als die untere Grer~e der 
(posi~iven) Zahlen a, fiir welche eine Beziehung yon der Form: 

(10) lira v .  I ---- 0 

bes~eh~. 

w  

E n d l i e h k e i t  des Ranges  jeder  ganzen  F u n k t i o n  yon end l i cher  Ord- 
hung .  - -  D ie  Ordnungszah l  als  obere Sehranke  des G r e n z e x p o n e n t e n .  

1. Um den Zusammenhang zwischen der Ordnung und dem /~ange 
bezw. dem Grenzexponenten einer ganzen Funktion festzusbllen, beweisen 
wit zun~hs~ den folgenden Satz*): 

Ist /iir alle I xl > R: 

(A) (A>O, ,,>0)**), 
so ist, wenn G(x) iiberhaupt "unendlich viele 2Vullstellen a~ 
(wo: 0 < ]a,t ~ la,+~!) besitzt: 

Beweis .  Da G(x) die Nullstellen a~ besRzen soll, iiberdies noch 
die S~elle x ~ 0 zur ~fachen Nullstelle haben kann, so mug G(x) jeden- 
falls in der Form (3) des vorigen Paragraphen en~halten sein***). Man 
hat also, wenn n e i n e  beliebige nattirliche Zahl bedeutet: 

*) Modifika~ion eines bekann~en Satzes yon E. Schou (Par. C. R., T. 125 
[1897], p. 763) lind elemen~arere Darstellung tier yon ~enem benfitzten Beweismet~hoele. 

**) M~n bemerke die votlstiindige ~bereinstimmung dieser Vorausse~zung mit 
der Voraussetzung (F) des Sa~zes w 2, p. 266. 

***) t~ber die Beschaffenhei~ tier m~ wird hierbei keinerZei Voraussetzung gema~cht- 
dieselben k~nten immerhin mit ~ ins Unendliche wachsen. Da$ dies lediglich auf 
Grund tier Voraussetzung (A) tm~hl ich  ~/cht der Fall is~, ergibt sich schtie~Iich als 
eme Fo~gerun9 ~us dem vorliegenden SaCze. 
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1 
.n 

r x~' . ~ ( a , , - - x )  . G~ ( x ) ,  a~ . a~ . . . a~ 
1 

0O 

1 x 

n+I 

(k~_o) 

i a l " ' " ' a n l - - " l = r i O l } C , . x ' .  (al,--x) 

and ftir r > t3 > 1, mit Beriieksichfigung yon [a.i ~ a.+~ 
a f o r t i o r i :  

--~ ~ .Max. G(x) ~ A 
(4)  ~ = " 1 ~ = ,  = f c I" 

Wird jetzt noch ~ > 0 beliebig klein angenommen 
so fixier~, dab: 

A e~.  r a  (5) i:~i < f~r r > J~., 
so folg~ welter: 

(6) :~!~t'~< ,, I .e(r+0.~ fiir r > R ~ .  

~) 

c .  x ~ �9 H ( a , -  x) 
I 

auf Grtmd des Cauchyschen Koeffizient~nsatzes, 
a(x) ! 

fiir jedes r > O: 

u n d  Ung l .  (A) ,  

S e f ~  man femer: 

(7) 
also: 

,=(~+1). :~,  

1 
. e 7 .  r ~ 

1 

und sodann R, > R 

- t  

J 

wo G l(x) eine ganze transcendence Funk~ion, die wegen: G I ( 0 ) =  1 durch 
eine besi~indig konvergierende Rei_he yon der Form: 

ao 

G1 (x) = 1 + ~:~ c,x, 
1 

darsh~llbar sein muB. Hiernach ergibt sich: 

(s:.) (2)  a (z )  1 �9 1 + x ,  , 
~ a x . a ; . . . a  n 1 
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und nimmt n grot~ gonug, daB: 
1 

(8) ( e+  ~). 1~.I > ~, ,  a. ~- l~I > ~+~1 

so geh~ aus Ungl. (6) die folgende hervor: 

Ill " 1 . e ( r + . ) . ( ~ + l ) " - , . , ~  (9) ~ < ~".ta,~l" 

oder auch: 
e n <: e~r+~)'(e+l)~-l~l a, 

aJ~o: 

Man ha~ somit zun'~ehst: 

- & ,  

1 �9 R e .  

~ Ixl ~ (11) = ~ .  ~ < (r + ~). (~ + 1)~, 

und scblieBlich, da ja ~ unbegrenzt verkleiner~ werden kann, wie behaup~t: 

....... l •  (~+ 1)~. (a) vli=mV.la~l = ~ "  

2. Tl'it~ an die S~;elle der Vorausse~zung (A) die folgende: 

(B) ]G(x)l < eI~!~+~ flit jedes ~ > 0 und ixl > B~, 

so finde~ man nach A.alogie yon Ungl- (10) zun'~chst: 

(is) . .  f~f~ (~+ 1)~+~. 
# 

Schreibt man bier -~ sta~ 6 und mul~iplizierg die be~reffende Ungleichung 

mi~ ~ , so folg~ dutch ~bergaug zur Grenze: 

o (u) l im~.  ~ = 

Ersetz~ man andererseit~ die Voraussetzung (A) dutch die folgende: 

so gewinn~ man nach Analogie yon Ungl. (10) zun~chst die Beziehung: 

(13) ~.  t -}  < ~. I~+ 1[ ~ 
la~ i 

mid hieraus dutch ~bergang zur Grenze: 

f�88 o 
(e) lira v -  = O. 
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Schreib~ man in G1. (~b) nochmals -~ s~at~ ~ und erheb~ in die Po~enz 

- -  2,~ + ~' ~- 1 + 6' so folgr 

lira ~l+x. ~ O, 

woraus die Konvergenz yon x .~  I~t  flit jedes 6 > 0 hervorgeh~. Das 

g/e/che Resultat (aber auch kein we#er gehendes) ergibt sich aus den Grenz- 
beziehungen (a) and (c). 

Im fibrigen karat man das Hauptergebnis dieser Untersuchung zuniichst 
generell folgendermal~en aussprechen: 

Jede ganze Funktion yon endlicher Ordnung ist auch 
yon endl ichem t~ange. 

3. Eine speziellere Formuliertmg der in den Beziehungen (B), (k), 
(C) und (b), (a), (c) enthaltenen Ergebnisse fi]hr~ zu den folgenden Aussagen: 

Besitzt eine ganze Eunkt~on G(x) yon der Ordnung a un- 
endlich viele ~ullsteUen %, so hat man zum mindesten: 

I 1 'a+4 (b) =o 

GehSrt insSesorMere G(x) &m Normal- bez~. dem Minimal- 
typus  an, so ist schon: 

(a) ~m= v . ~_~g (wo g endlich) bezw. (c),=~limu- ~ = 0 .  

h~ders ausgesprochen: 
Die t~elation: 

(b)  lira v .  ]a,l = O, bezw. (a) lim v .  --  g, 

~ w .  (e) iim ~,. [a,[ ----- 0 

kmr Grand 

sehIieBlich noch: 

bildet eine notwendige Bedingung dafiir, daft fiir aUe hinlSnglich 
groflen x eine Ung~ichung yon der Form besteht: 

~B) I G(x)} < d ~,~+~ , bezw. (A) t G(x)l < e~",~i ~, 
bezw. (C) G(x) < e ~" t ~1% 

der erwiesenen Konvergenz yon ~ i  
i i~-~. ! ergib~ sich 

Ist ~ der Greazexponen t  einer gan~e~ ~'unktion yon der 
Ordnu~g u~ so kann nut: 

sein. 
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Umge~hrt ist also die Ordnungszahl a einer ganzen Funk- 
tion m i n d e s t e n s glvich dem Grenzex~onenten. 

Wit gehen nunmehr darauf aus zu zeigen, dab die Ordnung einer 
wimit ivcn ganzen Fnnk~ion auch nur ]~6chstens gleich dem Grenzexponen~en 
sein kann, sodag sieh also schlieglieh fiir primitive ganze Fun~ionen die 
Beziehung 0 = a ergeben wird. 

w 10. 

E ine  vorl~iuiige obere  S e h r a . k e  f i ir  das A . w a e h s e n  e iner  
p r i m i t i v e n  F unkt ion .  

1. H i l f s s a t z  Z Ist: 

~r 

(1) . E , ( u ) = ( 1 - - u ) . e '  ( .p~ 1), 

(2) 

so hat man fiir j edes  yon Null v e r s c h ~ e  u und fiir 0 ~ a ~ 1: 

l~(~)i < ~,~ ~ '+.  

wo %~ eineolediglich yon p und a abhiingige positive Zahl be- 
deutet. 

Beweis.  Fiir lui ~ 1 ergib~ sich zuniichs~: 

/ ~ ( . ) = ,  I 1 = C  p + l  , 

also flit 0 < !u! < 1: 
Ov 

p + l  ~ e 

Is~ jetzt Iut < also i -  i-I_>- p -t- l '  so wird: 

und, wegen lu! <2 1, afort iori:  

(~) I~(~)I < ~ ' + ~  ~ :  o =< ~ =< 1. 
Andererseits ha~ man Fttr jedes u: 

P 

z ,u,+ . .[ul z 
IEAu)I < (1 + T~i)- ~ ' < ~ 

e 
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p 
Is~ jetzt lul > ~-+ i, 

(~) 
wenn gese~t wird: 

(~a) 

I i !  p + l  also u < ~ '  so wird: 

iE~6,)l < e ~ 1 7 6  

1 

Da hiernach stets %,~ > 1, so er~bt  sicb mit Rficksicht auf die fiir 

geltende Ungleichung (3) afortiori die Gfiltigkeit yon Ungl. (4) u=<p+ 1 
ffir jedes yon :Null verschiedene u. 

Zusatz .  Eine Ungleichung yon der Form (2) gilt, wie man sich 
leieht tiberzeugt, auch noch f(ir den Fall p = 0, d. h. F~: 

(5) ~o(U) = 1 --  u, 

jedoch mit AusscFdufl des Wertes a ~ 0 (ia tier Tat wird ja Ungl. (2) 
ffir p ~ 0, a----0 hinf~illig). Ma~ operiert indessen in diesem Falle ein- 
facher mi~ den ohne weiteres evidenten Ungleichungen: 

t(a) !Eo(u)i=<(l+l~i)=~ "(~+~'). 
(6) ((b) < eI~!= e<~ ' ' ~ '  (d. h. Co,~= 1). 

2. H i l f s s a t z  II. 1st: 

(7) 

(s) 

E o ~ = l  x 

�9 ~ ( ~ ) - -  ~ , wo: ~ ,  •  ~ 

_E~, ~ = 1 - ~  .e 

und 0 < ~ ~ 1, so hat man bei belieblg klein vorgeschriebenem 
~ > 0 :  

l ~ ( x ) l  < e ~ ~ + ~  f//r lxl > ~ .  
B ew eis. Man hat zuniiehst im Falle p = 0: 

m 

mid ira F~!e  p ~ 1: 

l gg 
~ 

e 

/ t t  

*~,o "~-~" I~i p 

Wird also R~ in tier Weise fixiert, da~ ftir }xl > ~ :  
Ix !\ tn 
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so ergibt sich (wenn man die FEIIe p = 0 mid p ~ 1 wieder zusammenfaBt): 

[~m(x)i < e ~ '* f+ f l  ffir Ix! > 1~. 

3. Die beiden eben bewiesenen ttilfss~tze liefern zunKchst unmi~telbar 
yon Poincard*)  (in etwas anderer Form) aus- den folgenden~ zuerst 

gesprochenen Satz: 
1st: 

1 

eine ganze Funktion yore l~ange p >_ O, so hat man fiir jedes 
> 0 und txl > 

(10) 'j ~(x) l  < e"I*P+l. **) 

Beweis. Ist ~(x)  yore Range p, also ~ ~ konv 'gent, so l~g~ 

sich zu beliebig vorgeschriebenem ~ > 0 ein m so fixieren, daB: 
o~ 

p + l <  2c~,i, 
m + l  

wo %~ ffir io ~> 1 durch G1. (4a) definier~ is~, wiihrend (s. Ungl. (6b)) 
co, ~ = 1 sein soil. Man hat alsdann mit Beniitzung yon Ungl. (2) bezw. (6b): 

(li) x < e ~+t < e 

ffir jedes yon Null verschiedene x. 
satz II ein R, so fixieren, daB: 

(12) x I e ~ i < fiir: 

Aus tier Zusammenfassung der Ungleichungen 
dann unmii~elbar die behaupbte Beziehung (9). 

Andererseib kann man nach Hills- 

t 

(10) und (11) resultiert 

*) k.  a. O. p. 142. Der Beweis is~ dor~ nut fox die F~lle p-~-0 und 29 = 1 
durchgefi:ihrt. 

*'*) Man erkenn~ leicht, dab dieser Sa~z, sowle anch die Ergebnisse der beiden 
folgenden Paxagraphen unverindert gfiltig bleiben, wenn zu ~(x)  noch ein Faktor 

yon der Form x ~ (k>_ 1) hinzutrritt (wegen Ivr txla fOx jedes noch so kleine $ > 0  

mid alle hinI~nglich gro~en x). 
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w 11. 

Bestimmung einer exakteren oberon Schranke fdr das Anwachsen 
einer primitiven Funktion. 

1. Um eine Herabminderung der zuniichst durch Ungl. ~ des 
vorigen Pm.~agraphen st~tuierten oberon Schranke ftir f~(x)  l zu ~'erzielen, 
beweisen wir zun~chsf5 den folgenden Sate*): 

Ist 
oo 

1 

(14) 

(15) 

Beweis. 

(16) 
so l ~ t  

yore t~ange p,  und hat man fiir irgend eine dem In~va l l e  
~2 < a < p + 1 angehSrige Zahl a: 

l a. I ~ ~_~ v ,  zum mindesten f'dr ~ > m, 

so ist fiir alte hinliinglich groflen x: 

t ! < 

wo C. eine lediglich yon ~ abIdingige positive Zatd bedeutet. 

Zerleg~ man ~(x)  in die beiden Teilprodutd~e: 

1 m + l  

sich zuniichst nach Hilfssatz II  des vorigen Parag~raphen zu be- 
liebig klein vorgeschriebenem 5 > 0 eine positive Zahl fixieren, die wir, 
um ihre Abhii.ngigkeit yon m kenntlich zu machen, mit r~ bezeichnen 
wollen**), derazr da$: 

(17) t i>r . 
Es mSge nun n zu beliebig angenommenem x diejenige gan~e positive 

Z a ~  bedeuten, welche eindeutig dutch die Bedingung bestimmt ist: 

(18) n - - l  < I x ] " s  

mad es werde l xl  bezw. die soeben mi~ r~ bezeietmef~ untere Sch.~nke 

*) Be~ 4or Lit~ra~_r dieses Sat~es s. Mfinch. Bet. 33 (1903), p. 102 ft. Der Satz 
erscheint bier in noch e~vas ~gemeinerer Fassung, als ich ihn a. a. O. p. 111, 117 
formuliert httbe. 

**) ~'~ h~ng~ nah~lich auch yon 8 und 6 a-b, doch erscheint es nicht notwendig, 
dies ausdrficktich in die Bezeichnung aufzunehmen. 
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d~r l z l yon 
sodann: 

vornherein so groB angenommen, dab n ~ m*), 

aD 

m + l  n + l  

(19) -~ ~P~,~(x).  ~P~(x), 

so folg~ ztmiichst f a r / )  => 1: 
to 

n 

m + l  

Io n 
- ~  " t x t " a-~ 

e 1 m + l  . + a~ 

x f x  

r a + l  

Setzt man 

w~hrend im Fatle p ---- 0 der gesamte Exponentialfaktor durch die Einheit 
zu erse~zen ist. Da sodann nach Voraussetzung (14) und Ungl. (18): 

1 

1 < , ( f ~ , - , > ~ ) ,  ! z t < n o  

so folgt welter: 

(20) 

W O :  

~g 

z n ~ -  

1 + ~v] / ,  
m + l  

( = ~ e p -  i d - w }  j ,  

(21) s ; , = N z . ; ~ . N ( ~ )  ~  , (~ ) , _  ~p~.ion. s~o,---o. 
1 1 

*) Diese Annahme is~ durctmus nnwesentlich and wu~de nur gema~ht, nm 
Weitl~ffigkeiten zu vermeiden. W~ren namlich ~nter den x, welehe der Beding~ng 
[ x ] > ~ gentigen, aueh solche, fax welehe n ~ ~ ausf~t, so warde fax diese aas in 
G1. (19) mit ~ , = ( x )  bezeichnete Teilprodukt einfach wegfallen, w'~hrend ~ . (x )  zu- 

m + l  

n - t - 1  
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a ] ~ o :  

WO;  

( ~ a )  

Nun is~ flir 0 < g ~ p < ~: 

.• ~ ~ ~_~ 

1 1 ~ - -  

P 

1 

~- (E--"~) ' (v _>- i)**), 

C~_~ i),  

spezielh s~ ~ = O. 

Ffir das in (20) auftretende Produkt  ergibt sich: 

(23) i + < T = <. e 
1 1 ~ #  

sodas mit  Benutzung yon (22), (23) die Ungleichung (20) in die folgende 
iibergeht: 

1 

(24) i ~,, , , .(x) ~ < e '~ 

*) Man hat bekanntlich: 

i 

1 

wie gew~hnlich mit Hilfe der eddenten Int~gra~beziehung: 
9g ~g 

1 0 

gezeigt wird, abet ~uch leieh~ rein elementar erkannt werden kann. 
lieh (s. M~ch. 8itz.oBer. 3~ [190~], Io- 17~)- 

b~ _ aZ > t . b Z -  l (b _ a" ) 
und daher: 

( _ ~ _ ) i -  ,t 
i_ O' -- i) i > i. ~- i _-- I. 

woraus dutch Substitution yon ~-~-I, 2,..-n und Summation 
ziehung hervorgeht. 

**) Ma~ hat ~ibrigens: 

p p - -1  

t I 

( o < z  < 1), 

Man hat h im-  

die fragliche Be- 
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Da aber nach Ungl. (18): n < ]xla-] - 1, so folgt: 

(s(,g) -t- ~"  2~ "n < (s(D + + .  2,).  ( 1 - k - ~ ) .  !xl ~ 

wean /~ so bestimmt wird, dat~: 

(25a) ) + --~. . - - _ _  

Somit; fmdet; man: 

d. h. 

1 - 
R > (  

(,(a) + i . ~ a + a  ) . i~a 
(~6) I $ . , . ( ~ ) t  < e '~  " ~ lxl > / ~ .  

Zur Abschiitzung des in G1. (19) mit ~ ( x )  bezeichnebn Restprodukfms 
hat man (mi~ Beniitzung yon Ungl. (2), p. 299 und (6b) p. 300: 

(27) 

o~,i~', it. t 
i ~ . ( x ) ]  < e .,+i 

p+l 

e n+I 

Nun is~ aber wegen 6 </o  + 1: 
/~+1 p+l 

1 . ( 1 )  

n+l 1 

(nach Ungl. (14)). 

,*) 

*) Man hat; nimlieh ffir it > 0: 

2 ( 1 )  1+)" 1 ( 1 )  ). 
<T" 

n+'l 

wie wiederum mit Hilfe der Integralbeziehung: 

X I+2 
~+1 

oder auch rein elementar in folgender Weise sich ergib~. 
vodgen Beite): 

und daher: 

Mathematiache Amlalen. L~III, 

bi a 1 { > i t - b  i - l "  ( b - - a )  

> it a i-  I. (b-- a) 
1 

,,~.(j+ 1) 
;t >,.(,+ 

Man hat (vgl. Fulin. 1 der 

O < i t < l )  
(it> 2), 

(o<it<l) 

(it> 1), 

20 
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a l s o :  
p + l  l~+l 

aO --I 

1 - E -  a (txt % a 

n + l  

. . , (  ,. )) < 1 0 + 1 - - 6  !xt~ wegen: !xt~<ln = nach Ungl. (18 
trod daher: 

(28) I~(x)l < e ~'+~-'~'e~'l"'zi'~ (f'fir jedes x). 

I)urch Zusammenfassung der Beziehtmgen (16), (17), (19), (26), (28) ergibt 
sich, wenn man noch mit /tin die grSt~ere 
bezeichnet, die gesuchb Ungleichung: 

I .2a_ ~ a 

(29) I~(~)l < ~ (4~ +~ "+~-~ 

= eva-ix] a 

2. Das eben gewonnene 
Nr. 3 des vorigen Paragraphen 

H a u p t s a t z :  

1 

der beiden Zahlen r mund  

- -  �9 5,,1 + ~a) -Ix{ ~ 

Resultat in Verbindung mit dem Sa~ze in 
(Ungl. (10)) fiihr~ nunmehr zu dem folgenden 
/st 

oo 

@__>o) 

yore Range p, und besteht fiir irgend ein a des Intervalls 
p < a ~ p  + 1") die Beziehung: 

(~o) J~m " t-~l <~ g' ~o g >= o,**) 

also sckliel~lich ffir jedes ~ > 0: 

woraus dutch Subsidization yon ~ - -n ,  (nuL 1),--- und Snmrnation die fragliche Be- 
zie~ang resulf~ier~. 

*) Man bemerke, dab hiex der Wer~ a--~o-~ 1, welcher bei dem zuvor geffihrten 
Beweise ausgeschlossen wurde, als zulissig au~rii~t. 

**) In dem Falle g =  0 laut~t~ die u (30) zun~chs~: 

d.  h.  s c h l i e B l i c h :  

(~oa) 

]�88176 lira ~,. = O, 

1�88 ~ limv- -~- O, 

wihrend die Behauphmg (Sl) dann die Form ~,~.~rnmr 
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so hat man  fiir jedes ~ > 0 und lxl > t~.: 

(31) !~(~)i < ~ (~a~+' )~~  
wo C a eine nu t  yon el abh~ingige positive Zahl bex~tet. 

Beweis.  Ist zun/ichst a = p  + 1, so fiillt der vorliegende Satz mit 
demjenigen yon :Nr. 3 des vorigen Paragraphen zusammen. Ans der Kon- 

flip +' yon ~ t~I mid der ]~onobnie tier la, t folg~ nimlieh allemal: verge l l z  

l im v I avi -~- O ,  a lso :  g = 0 ,  

and die Beziehung (31) wird dann identiseh mit UngL (10), n'~mlieh: 

I~(x)I < e ;~a  r ~  ix! > ~.. 
Es sei jetzt: iv < a < p  -4-1. Wird dann e > 0  beliebig klein vor- 
gesehrieben, so l~iBt sieh auf Grund der Voraussetzung (30) eine natiir- 
liehe Zahl m, so fixieren, d ~ :  

I1 ~a 
t v.,--iav! < ~t -t- -Oo = g + $  far v > m , ,  

auders gesehrieben: 

(32) ((g + ~) -~- . 

Macht man die Substitution: 

a~,, > v f-fir v > m,. 

y X ~  

so bosi z  Fok ion yon die 

/ 
1 

y =  ( g +  5)a. la~I.  Da aber diese letzteren der Beziehung (32) gentigen~ 
so folgt aus dem zuvor bewiesenen Satze, daB: 

t( ) .@ Y- ~ < e va'l~l~ ffir ,y! > R ~ ,  
~ + ~)-~ 

1 
1 

sodaB sieh dutch RficksubstRution yon y = (g + ~)~--x (g + ~ )  -~ = �9 x die 
oben behauptete Relation ergibt: 

(3i)  i~(x)l  < fa~ Exl > ~ = R,. 

3. In dem FaUe a = p, weleher bisher ausgesehlossen wurde, ver- 
lieren die Si~ze yon Nr. 1 und INTr. 2 im a//geme~nen ihre Gfiltigkeit. Dies 

20* 
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fiudet offenbar bedingungs~os start, wenn e = p = O, da in diesem Falle 
die Aussage (15) bezw. (31) sinnlos wird. Ist jedoch e = p ~ 1, so li~t 
sich eine hinreichende Zusatzbedingung angeben, unter welcher jene Si~tze 
noch gal~ig bleiben. Es besteht bier zun'~chst der Satz yon Nr. 1 in der 
folgenden Form: 

Ist ~ (x )  yore lgange p ~ 1 und: 

(33) ]a,l~ :> ~, fi~r ~, > m,  
auflerdem : 

1 @4) ~ .= 

so ist fiir alle hinliingtich groflen x: 

(35) {~@)1 < ~(~+ ~)  ~'~ 
wo C~ eine lediglich yon ~ abMingige l~ositive Zahl bedeutet. 

Beweis. Infolge der Voraussegzung (34) l~g  sich zu beliebig kleinem 
6 > 0 ein n' so fixieren, dab fiir n ___ n': 

(36) 1 1 p 

1 

Bedeutet jetz~ wiederum n diejenige gauze Zahl, 
dingung best.immt wird (cf. Ungl. (18)): 

(37) , ~ -  i < lxt, =< -,  

welche dutch die Be- 

wobei yon vornherein 
mid zugleich 
produkte: 

{x! so groB angenommen werden mag, dab n ~ n '  
auch n >  m**), und zerlegr man ~(x)  in die drei Teit- 

m n r 

m + l  n + l  1 

anders geschrieben: 

(3s)  e ( x ) - -  e~ �9 x 
1 m 4 - I  ~+I 

WO: 

x 1 

la-- 1 

-e~ (p>l)bezw.E~_l  [ x--}= 1 - ~  

*) Da ~ auf Grund der Voraussoi~zung, dab ~(x)  vom Range 1o sein 

soil, divergieren muB, so besagg die Bedingung O&), dab noch bedingt  

~ g i e r t  oder zum v.i~_desten ~ e r h a l b  ena~lid~er Grenzen oszilliert. 
**) Vg. ~ n .  p. 303. 
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so folgt zuniichst mit Berticksichtigung yon Ungl. (36): 

~ ' 7  t_ e7 l<~ 
(39) e 1 i <  < e(~+~) I< ~ 

Ffir das erste der in G1. (38) auftretendea Teilprodukte ergibt sich wiederum 
nach dem Hilfssatz II des vorigen Paragraphen (Ungl. (8), p. 300: man 
bemerke, daft jelzt p -- 1 an SteRe yon p steht): 

" I 1 

Fiir das zweite Teflproduk~ 
Ungl. (33), (37): 

(41) 

fiir Ixl > r~ (el. Ungl. (17), p. 302). 

hut man zungchst mit Beniitzung yon 

/ /  1 "\ p - - 1  - -  

-I E < 1 +  �9 , 
ra+ l I 

Falle 2 = 1 der Exponentialfaktor wegfiillt. Man finder nun 

1 2 p n 

< e p  

wobei im 
genau wie friiher (s. Ungl. (23), p. 304): 

_ _  n - -  

1 

1 

(42) 

u:nd andererseits: 
p - - I  - -  p - 1  

(43) M "  e l  = e l  
1 

Nun is~ fiir x < p (s. p. 304, Fugn. 1): 

n 

<p--x 
i 

also: 

~ ' n  P 

M 

(44) 1 .rip �9 < P ~- ~. (~:_ ~) �9 n 
1 

( p >  1). 

n < 2 lg  p - n ,  

sodas die Ungleichung (41) mit Beniitzung yon (42)--(44) in die folgende 
tibergeht: 

{~lgp+• r 
m+l 
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und 
Beziehung auch noch ffir p = 1, da in diesem Falle lgto =--0 wird, 
genau dem Wegfallen des ExponentL4falr~ors in (41) entspricht. 

Wegen n < Ixl~+ I (Ungl. (37)) hat man sodann: 

(46) 

zwar gill diese zun'~chst untmr der Voraussetzung p > 1 abgelei~ete 
w a s  

+ < ( ,  + 

1-. 2p + (~). !xt ~ < (2 lg io + .p 

wean /~ so besfimmt; wird, da$: 
1 ,,.,,,+,, (? ,) p.hr  < ~ ,  d .h .  R >  p . ] g p + 2  ~- 

f i i r  I ixl > / ~ ,  

Somit findei sich schlie$1ich: 

(47) 

Aaf das /etzte der in Gleichung (38) auft-retenden Teilprodukte, welches 
kein anderes ist, als das in Nr. 1, GL (19)~ p. 303 mi~ ~ . (x )  bezeichnete, 
l'~J~t sich ohne weiteres die zur Abschi~tzung des let~zteren entwickelte Un- 
gleichung (28) anwenden (welche, wie unmittelbar zu sehen, noch fiir ~ = p 
gfiltig bleibt) soda$ sich also er~bt: 

(48) 

Dutch Einsetzen der Beziehungen (39), (40), (47), (48) geht d~n aus 
G1. (38) die behauptete Ungleiehung hervor: 

(49) [~(x)I < e(~+% )'f*;~ fiir Ixi > Rm, 

wenn gese~zt wird: 

1 .2J ,+p.%, l  + 3~ (49a) C,, = 2 lg ~ + ~- 

und .~,~ die grSSere der beiden Zahlen r m 
bedeutmt~ 

& Mit Hilfe der Substihl~ion 
y 

1 

und /~ (s. Ungl. (40), (46)) 

gewinnt man (analog wie den Satz Nr. 2 aus Nr. 1) aus dem 
wiesenen Satze den folgenden: 

eben be-- 
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Ist ~(x )  yore t~ange p und besteht aufler der Beziehung: 

noch die folgende: 

�9 = A  (wo e t > 0 ) ,  (51) ~ ~=~ ~ _ 

so  hat man fi& jedes ~ > 0 und txl > R,: 

(5~) i~e(x)i < ~(~+% '+')~C*) 
5. FaSt man den Inhalt der Siitze yon Nr. 2 und Nr. 4 mi~ den 

Resultaten yon w 9, Nr. 3 p. 298 zusammen, so ergibt sich, dal~ die Be- 
dingtmg: 

! l l a  .. 

y = ~ o  

l i " =  O, (d. h. nicht unendlich), bozw. (c) lira v-ia~l 

welche dort als notwendig ftir die Exis~enz einer Beziehung yon der Form: 

(A) i~(~)~<e ~~,~, bezw. (C) i~(x), < ~ ~  
erkannt wurde, im allgemeinen, d. h. a l l em~ wenn p < a ~_~ p + 1, sich 
auch als hinreichend erweist. Die im Falle ~ = 2  ___> 1 noch hinzutretende 
Bedingung (s. Ungl. (51) und FuSn.), ni~mlich: 

42(a; (a') li = G (d. h. nicht unendlich), bezw. (c O -~ 0, 

is~ zwar in Verbindtmg mi~ (a) bezw. (c) gMchfalls hinreichend fiir das 
Zustandekommen der Beziehung (A) bezw. (C): ihre Notwendigkeit bleibt 
indessen zweffelhafK Immerhin wird man sagen dtirfen, da$ sie sicherlich 
nahezu den Charak~er einer notwendigen Bedingung besitzt oder, ebwas 
genauer ausgedrtickt, dal~ zum mindes~en eine Bedingung yon ganz tihn- 
~/cher Art zu der jedenfalls notwendigen (a) bezw. (c) hinzukommen mfisse, 
wenn Ungl. (A) bezw. (C) far a---p m(iglich sein soil Da n~tmlich 

*) Man finder also speziell: 

W r  

mad: 

l~(x)l < e"l~?, 

l i l y .  ~ 0  

\ a r ]  

Vgl. P. Boutroux,  Compf~s rendus, T. 134 (1902), p. 83. 
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sehon jeder einzelne Primfak~r JEp(-~) einen Beitrag yon der Form 

eP liefert, so "l~ann die Beziehung: 

(x3 te(x)i < be w. (c'3 t (z)l < e 
nut dadureh zu Stande kommen, dab jene unendlieh vielen Beitriige aieh 
entweder gegenseitig hinl~nglieh kompensieren, oder dab sie durch die 

eesamtheit der Fakloren E~_ I (~...) in entsprechendem MaBe kompensier~ 

werden. I)as erstere wird, da X1 l.l p divergiert, aussehliefllich dutch die 

Bedingung (a3 bezw. (e3 ermiiglieht; ob die ewate Eventualitii~ iiberhaupt 
ein~reten kann, ist fraglieh~ wenn aueh kaum wahrseheinlieh. Aber aueh 
wenn irgendwelehe-Bedingnangen das Ein~e~en jener zweiten Eventualit~t 
nach sieh ziehen k6nn~en, so viel ist klar, dab dieselben, wegen der 

Divergenz yon 2 11 [~[, geradeso wie die Bedingung (a 3 bezw. (e') ganz 

wesentlich yon den Argumenten der a, (nieht bloB, wie die im allgemeinen 
Falle ~ >19 geltenden Bedingungen yon den absoluten t~etr~gen) abh~ugen 
mtiBten. 

Fassen wir noeh insbesonderd den Fall der Ungleichung (C') nKher 
ins Auge. Hier muB eine vollst~ndige Kompensation der yon den ein- 

zelnen Pri_w_f~ktoren herrtihrende Betr~ge e~ stattfinden. Eine solehe 

wird, wie ja u_mnigtelbar ersiehflieh, in der Ta~ erziel~ wenn = 0 
1 

(Ungl. (d)), ob noch dutch irgendwelche andere Bedingungen, bleibe 
wiederum dahingestellt. Jedenfalls abet miiB~en derartige Bed~ngxmgen~ 

, 

geradeso wie die Bedingung ~ = 0~ auBer dureh die bereits kon- 
1 

s~a~ier~ Abh~mg~gkeit yon den Argumenten der a, noch dureh eine zweite 
s_pezielle ~'gensehaft sieh yon den gewSh,liehen Bedingungen (a) bezw. (e) 
un~rseheiden. W~iJarend diese le~zteren n~mlich lediglieh infinittirer Natur 
sind, also einer beliebig groBen enaT/chen Anzahl der a, keinerlei Be- 
se-hrfinlnmg auferlegen, so miiB~en die fraglichen Bedingungen (wie eben 

die Beziehung ~ (~)  = 0) in geeignet~r Weise auf die Gesamtheit aller 
1 

a~ sieh ers~reeken. Denn offenbar wird bier (ira Oegensatze zu dem all- 

Fall ~ > 1o)jeder einzelne Primfaktor /!~ (~)  auf das Zusfande- gemeinen 

kommen der Beziehung I~(z)i < e ~ ' l ~  einen dera~igen EinfluB ausiiben, 
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da$ schon durch Weglassung oder Ab~nder~ng eines einzelnen Primfak~ors 
jene Beziehung zerst6rt werden mug. 

6. Wi t  wollen schlie$1ich alas Auft~ref~n der Beziehung l~(x)l < e~'txl ~ 
fiir den Fall, da$ ~ (x )  yore Range _~, durch einige Beispiele illustrieren. 

Es sei ~i!~ll~,+i i i !~ I~I immerhin 

= o , )  

z. B. b, =-(v .  lg v)~ ffir ~ ~> 2, b~ beliebig, e~wa = 1 , soda$  also ~ als 
Grenzexponeni  (natiirlich Divergenzexponenf,) erschein~. Setzt man sodann: 

( 5 3 )  a . ~ , _ l  = b,,, a~, 
oder auch im Falle eines ungeraden 2:  

e :~ �9 b~ (v = 1, 2, 3,.--) 

(54) ~ - 1  =- b,, a:~ = -- b,, 

so ist offenbar ~ ( x ) = / ~ E ,  ( ~ )  eine ganze Funktion ~v ~ Ranges, deren 
1 

NuIlsteUen den Bedingungen geniigen: 

o, 

~od~ ~1~o i .  d~  T~  f ~  ~n~ ~ . g I i e ~  ~ o ~  !~i: ie(~)i < e '~'~" 
ausfaUen mu$. 

Ebendasselbe gilt, wenn man se~t: 

ai _.~ bi a2 ~__ ~ - i .  bi . . .  a~+l _~. ~ - , .  bi ~ ~Tt__j_i 
a~+~=b~ %+a ~-1 b. 2 a2p+~ ~-~ b~ wo: r / = e  ~+x 

allgemein: 
~-  ~ . b~ + ~ ( v  = O, 1, 2, . . . in  inf . )  

(55) a(~+l)'+~+~ = t = O ,  1 , . . . , p  ' 

soda$ also egen: ~+ ~-~ = 0 fiir 1 <: ~ ~_ p : 
0 

11i p *) N i m m t  man in den folgenden Beispielen die b~ so an,  da~ ~ ~. -~ -~-g> 0 

�9 B. by =-: v , so gen~igen die be~reffenden ~ ( x )  nach Ungl. (52) nut  der Bezie'hung: 

I E ( ~ )  f <:e~%-g+~)-lxf  p . 
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und sodann: 

(56) 

( ~  

1 0 

P p 

b~ ~ ] "  

Ein derar~ges ~(x)  p~" Ranges mi~ dem Divergenzexponen~n 2 ge- 
niigt daam genau dersdben charakterisfischen Relation*): 

(c') (~(x)  1 < e "~i~, 

wie ei~ ~(x)  ( / o -  1) t~ Ranges mit dem IConvergenzexponenten p: in der 
Ta~ ist ja auch in dem letzteren FaUe p die k~inste Zahl, fiir welche die 
zur Existenz yon Ungl. (C') notwendige (and bier auch hinreichende) Be- 

dingung lira v " i - -  = 0 erffillt ist (s. p. 295, G1. (10)), sodaB also jede 

weitere Eraiedrigtmg des in Ungl. (C~ auftretenden :Exponenten p aus- 
geschlossen erseheint. 

Im iibrigen liigt gerade da~ Beispiel (56) deutlieh erkennen, wie bier 
jede einzelne/qullstel]e fiir das Zustandekommen der Beziehung (C') wesent- 

lich ist. Man setze z. B. p = 2, also ~-~ e 3 and somit: 

(5:) ~ ( x ) =  t ~:  �9 e b,~ " 
1 @ 1 

Enffernt man je~;zr aus ~(x)  lediglich die zwei yon den NuUstellen 
~-I .  bl ' ~2~2. bl herriihrenden Fak~oren, so entsteht: 

*) Das erBt~ schon yon Po inca r6  (a. a. O. p. 139) bemerkCe mid durch direk4e 
Vergleiehang mi~: 

sin i ~ x  = i e x .  

konsta~iezCe Beispiel dieser Art, n"amlich: 
oO 

r 

2 

g6h.~  offe~ba~ den drei d~eh (31. (5&)--(55) chaxa~er/sierf~m Type~ gZeichzeitig a~a, 
da die definierenden Bedingungen ffir p ~-1 zusammenfaUen. 
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x . ~ + ~ b . .  1 - -  (58) fl~ (x) -~ 1 --  ~ 
.'2 

and es ergibt sich, falls man x = -  r (wo r > O) setzt and die b, 
und positiv annimmt: 

r - -  +-~" ~ 1 +  , ~g~(- - r )=  1 + ~  .e ~, 
2 

> e ~ -  "V "~ 
(59) 

> e(~-V; - - , ) .~ ,  ) 

reell 

fiir tides r > 0, 

ffir r >  b~. 

w 12. 

Zusammenhang zwischen Ordnung, Rang mad (~renzexponent einer 
primitiven Funktion. 

1. Bedeute~ wiederum 0 ~ 0 den Grenzexponenten yon fl~(x)*), so- 
dab also zum mindes~en f~ir jedes noeh so kleine $ > 0 die Beziehang 
bes~eht: 

• i o, (s. p..994, (s)), (60) ]im v .  I ~  ~ = -  

s o  folg4 aus dem Itauptsatze w 11, Nr. 2 (p. 306), dab fiir alle hinl~nglich 

groflen x: ~(x) i < e~.!~,o+~ 
y 

(61) < 

*) Dabei mag je~zt under ~(x)  eine Fuak~ion verst~nden werden, die sich yon 
der bisher so bezeiclmeten evenguell noch nm einen Faktor x ~ (/r eine naNxliche Zahl) 
mlterscheidet (vgl. p. 301, Fugn. 2), also allgemein: 

1 

**) Man bemerke, daft die zweite dieser Ungleichungen nicht mehr und nicht 
weniger aussug4, als die erste. Das ers~ere ist ohne weiteres Mar, dean die zweite 
Ungleichung besf~h~ a fortiori, wenn die erste erffffit ist. •  auch umgekekrt: be- 
steh?5 Ungl. (61) ffir jedes 8 > 0, so hat man ffir hial~nglich grol~ x auch: 

d 

und ka~n sodann bei beliebig MeN vorgesehriebenem d > 0 dureh eventuelle Ver- 
grSl3ermag yon I zl  s ~ s  erzidea, daft: 

$ 
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]~eraus ergibl sich aber, dab fiir die Ordnung a yon !~(x) die Be- 
ziehtmg best~h~: 
(62) =< q, 

wie bereRs am Schlusse yon w 9 (p. 298) angekiindig~ wurde. Durch Kom- 
bination dieses Resultates mR dem dort abgeleReten finde~ man also, dab 
geradezu: 

= 

sein muB, in WorSen: 
Eine primitive ~'unktion yon der Ordnung a ist auch yore 

Grenzex~onenten  0 = a und umgekehrt*) .  
Gehiir~ ~ ( x )  dem ~ormal- bezw. dem Minimaltypus der Ordnung a 

an**), so genfigen die Nullstellen a, nicht nur der Beziehung (60), son- 
dern der engeren (s. p. 298, G1. (a) und (c)): 

(64) 1 

(65) bezw. l i m v .  I l i a =  O. 
y =  ~o a ,  

Is~ a kvine ganze Za]d, so liiiR 
etwas priizisere: 

(wo g endlich), 

sich die Beziehung (64) durch die 

(64 ) t i ~ 
ersetzen. Denn lmter Vorausse~zlmg eines nichVganzza]~gen a wtirde aus 
g = 0, d. h. aus der Exis~enz der Beziehung (65) nach dem Hauptsa~ze 
w 11, Nr. 2 (p. 306), allemal folgen, clat~ !~(x) dem Minimaltypus angeh61~. 
Man kanfi dieses Resulta~ auch folgendermaBen aussprechen: 

Ist a > 0 keine game Zahl, so 5ildet die Gleichung (64a) 
bezw. (65) die notwendige  und hinreichende Bedingung da- 
fiir, daft ~ (x) dem l~ormal-  5ezw. Minimal ty~us  angehgrt***). 

*) Dies gil~ offenbar auch noch ffir a ~ 0 (vgt. die Bemerlmng p. 263, Absa~z 1 
~m Ende). Man gewinn~ also Funktionen ~ullter Ordnung, wenn man die a~ so w~hlt, 

dag 0 als Grenzexponen~ ersehein~, d. h. dab ~ for jedes ~ ~ 0 konvergiert, 

1 z. B. m_~_q~ wo ] q l ~ l .  ([Tber das Vorlrommen derar~iger Produkfe bei Euler,  
a~ 

Jacobi ,  Cauchy vgl. Encyklop. d. maEa. Wiss. I, p. 116, 117). 
*~ Hier is~ under ec stets eine Zahl ~ 0 zu verstehen. 

***) Daraus folg~ noch, dab die Bedingung: 
o 

�9 .~___. ( ~ )  

als ~otwendig und hinreiv.hend erschein~ ffir die Zugehgrigkeit; yon ~(x) zum Maximal- 
typus. 
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Is~ dagegen a eine ganze Za~ und ~(x)  gehSrt dem ~ormaltypus 
an, so hat es bei Ungl. (64) sein ~ewenden, d.h.  es kaun bier der be- 
~effende Grenzwert even~ueU auch verschwinden, sodaB also schlieBlich 
Gl. (65) besteh~. Anders ausgesproehen: Ist a eine ganze Zahl, so ist 
die Bedingung (65) noch .briny 7dnreichende f'fir die Zugeh~irigkei~ yon 
~(x)  zum Minimaltypus. Die letztere finde~ allemal dann start, wenn a 
Konvergenzexponent ist (nach {} 11, Nr. 2~ Hauptsa~z); dagegen nut mit 

a o  

der Zusatzbedingung ~ 1 ( g )  = 0 (w 11, Rr. 4, p. 311), mSglieher-, wen,  
1 

auch nieht wahrseheinlieherweise noeh under anderen geeigneten Spezial- 
bedingungen (vgl. w 11, t~r. 5 am Ende), wenn a Divergenzexponeni ist. 

Ebensowenig bfldet G1. (64a) oder sogar (65) im Falle eines ganz- 
zahligen a eine hinreichende Bedingung fiir die ZugehSrigkeit yon ~(x)  

zum Normaltypus: bier muB noch die Zusatzbedingung lira = G 
n = ~ t  1 

(und zwar G > 0, falls (64a) besteht; G > 0, falls (65) besteht) hinzu- 
kommen ({} 11, l~r. 4, 5)*). 

2. Da zwischen dem P~ange ~ und dem Grenzexl~onenten 0 yon ~(x) 
bezw. der damit nunmehr als identisch erkannten Ordnung a die Be- 
ziehung bes~eht: 

p =< =< p + 1, (p. 29a, 2), 

so ergibt sich~ falls a weder 2~ull~ noch ganzzahlig~ daB: 

(66 ) = 

wo [r die gr6flte in a enthal~ene ganze Zahl, bezw. im Falle a <1 1 die 
Null bezeichnet. Ist a eine ganze Zahl und geh~irt ~(x) nicht dem 

Minimal~ypus an, so erschein~ die Konvergenz yon ~ I  defl, i~iv aus- 
geschlosse% sodaB also auch noch in diesem Falle: 

(665) I~ = a ---= In]. 

Geh6r~ dagegen (bei ganzzahligem a) ~(x) dem Minimal~rpus an, so 
wird, nach dem in {} 11, Nr. 5 gesag~n, in der t~gel ~ Konvergenz- 
exponent und daher 

(66~ p = In] -- 1 

sein. l~ur in besonderen z~tg/en, n~mlich bei ganz spezid~ Kerteilung der 

*) Hieraus erkI~r~ sich z. B., warum sin y ,  c o s y  dem Zror~z/~ypus tier Oral- 
hung 1 angehSren, dagegen (P(x)) -1 dem Ma~imaltypus, obschon ffir atle drei 

Fuak~ionen: ~=| t 1 1-a. = 1. 
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2 @  ~ a~, ins besondere, wenn = 0, ist die betreffende Voraussetzung 
t 

l !a--~ ,I ~ vereinbar, sodaB dann also wiederum mi~ der Divergenz yon 

durch G1. (66b) sich bestimmt. 
Will man umgekehrr yore /~ange p auf die Ordnung bezw. den 0rd- 

nungsty~us yon ~(x)  schliel~en, so 1Rl~t sich auf Grund der obigen Re- 
sul~te folgendes aussagen: Eine primitive Funk~on ~(x)  yore t~ange p 
ist h6chstens yore Minimaltypus (p + 1), mindestens yore Minimaltypus 
(p). Dabei gehSren dem Minimaltypus (p + 1) tatsiichhch age diejenigen 
~(~) sv~ fiir welche p + 1 Konvergenzexponent ist; dagegen dem Minimal- 
typus (p) iiberhaupt nut solche ~(x), fiir welche/o Divergenzexponent ist 

i l i "  0 (anders ge- und zu~eich die a~ der infinitiiren Relation lira v-  a-~ = 

sehrieben: l a,, 1 ~" v , sowie ganz s~ezielten, auf tides einzdne a, sich er- 

strec-kenden ~,edingunge~ ins besondere: ~ 1 ( ~ ) = 0  geniigen. 
1 

IV.  Ganze  ~ m ~ t i o n e n  y o n  e n d l i c h e r  H 6 h e .  

w 13. 

Definition tier ganzen Funktion yon endlicher H~he. 
ihrer 6rdnung. 

1. ISt: 

- -  Endlichkeit 

(:) ::u2 = e(x), 
wo ~ eine ganze rationale Funlrtion yore Grade q*), ~(x) eine pri- 
mitive Funt~ion yore 17~nge p, und bedeutet h die grgflere der beiden 
Zahten p und q, bezw. jede der beiden Zahlen p und q, falls/o = q, so 
soil h die H~ihe**) yon G(x), G(x) selbst eine ganze Funkfion yon end- 

*) Zur &b~rzung werde ich gelegentlich diese Zahl q schlechthin als den ,,Grad" 
yon G(x) bezeichnen. 

**) Die Bezeichnung ,,HbT~e" zur Verdeu~schung des yon E. Laguer re  (Oeuvres 
eompl. 1, p. 167) e i n g e ~ n  Begriffes ,,genre'' wurde yon H. yon Schaper  (a. a. O. 
p. 2~)vorgeschlagen~ da die wSrfliche Ubersetzung ,,GeseMechV' seit Clebsch und 
Riemann berei~s eine andere typische Bedeutung in der Fuuk~onenlehre gewonnen 
imP. Manc!m Au~oren (z. B. O. Biermann,  Theorie der aualyt. Fnv~ionen, p. 320) 
bedienen sich daf~ des (yon mir in %~as  anderem Sinne gebrauchten) Aus&mckes 
, ~ u j ' -  (~nalog auch ,,~'ango" bei G. Vivant i ,  Teoria delle funzioni anali~iche, 
p. 1~9). 
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licher H6he h heil~en. Reduziert sich g(x) auf eine Kons~ante~ bezw. 
�9 (x) auf die Einheit oder eine rationale ganze Funkfion, so f~llt also der 
Begriff der H~dhe mit demjenigen des Ranges io yon ~(x)  bezw. des Grades 
q yon g(x) zusammen. 

Man erkennt leicht~ dal~ jede gu.n~e Funktion yon endHcher H6he auch 
yon endlicher Ordnung sein muB. Es gilt ni~mlich offenbar der all- 
gemeine ~atz: 

]st Gx(x) yon der Ordnung ~ ,  G~(x) yon d~r Ordnung 
~ >= ~ ,  ~o ist ~ (~)  = a~(x ) ,  e~(x)  ~ t ~ , s  ~o~ ~ O~d- 
hung a~*). 

Denn aus der Voraussetzung folgt, dal~ ftir jedes (? > 0 und ix :, ~ R,~: 

(~) 
1 1 

~ G~(x) i < e'~l ~ + ~  ~ e~(x) t < el ~ l~§  

und daher~ wegen al < a~: 

woraus die Richtigkeit der fraglichen Behauptung unmiff~elbar hervorgeht. 

2. Der ebea ausgesprochene Satz l~iBt sich abet noch weiter dahin 
pr~zisieren, dab G~ (x) .  G2(x ) mit Ausnahme eines einzigen ganz speziellen 
Falles genau yon der Ordnung a~ sein muB. 

Angenommen, man babe zun~chst: 

(4) G (x) ----- e g~ (~) . e g~ (~) ~ e ~, (~) + g~ (~), 

ql q~ 

wo gl(x) = ~ a,x ~, g2(x) = _ _ ~  b ,x  ~ und q~ ~ ql, so ist offenbar 
0 0 

g~(x) + g~(x) ane~,l ~o~ Grad~ q~, ~ o  a(z)  ~o~ d~ O r d ~  q~ (s. ~ 5), 
aufler wenn: q.2 ~ ql und zug~:ch: bq = -  aq. Alsdann finder in der Tat 
eine Erniedrigung der Ordnung yon G(x) statt~ und zwar ist~ wie sich 
zeigen wird~ dieser Fall uuch der einzige dieser Art. 

Hat man ferner: 

(5) a(x)  = ~ l ( x ) - ~ ( x ) ,  

~o ~1(~), -%(~) primitive F ~ i o n e n  ~ t  den ~ r e ~ p o n e n U .  ~ und 
~ ~-~ r so hat  offenbar G(x) unter allen Ums~nden den Grenzexponen~n 
0~, also auch die Ordnungszahl ~ .  

*) Dex an~loge Sa~z gil~ offenbar fur G(x)= G 1 (x)=~= G• mit~ dem Zusa~ze, 
dab ira Falle ~ ~ ~1 G (x) nich% nut h 6 c ~ ,  sondern ge~mu yon der Ordnung ~.~ ist. 
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Es bleibt noch der Fall zu betrachten: 

(6) G(x)  = 

wo g(x) eine ganze rationale Funktion yore Grade q, ~(x) eine primitive 
FunkCion vom Grenzexponenten ~. Ist hierbei q :> 0~ so hal man nach 
Nr. 1, wenn a die Ordnung yon G(x) bezeicbnet: 

Andererseits hat man naeh dem letzten Satze yon w 9, Nr. 3 (p. 298): 

a~e,  

Hier fol~ aus 

sodafl sieh also schlieBlieh 

(7) q 
ergibt. 

Diese SchluBweise versagt jedoch im FaUe q > 0- 
Nr. 1 nur soviet, daB: 

a ~ q  

sein muB. Urn aber zu erschlieBen, dab geradezu: 

miiB~e ers~ fest~tdnen, dab der Fa_ldor ~(x)  nieht e~wa eine Ern/ed~gung 
der yon dem Fak~or e q(~) herriihrenden Ordnungszahl q herbeifiihren kaun. 
Hierzu beda~-~ man aber einer fiir [~(x) [ in geeignetem Umfange gifltigen 
unteren Sehranke bezw. einer oberen Schranke ffir l!~(x )- 1 I, deren Existenz 
nunmehr zu_u~iehst festgestellt werden soil. 

w 14. 

Existenz einer auf beliebig groflen Kreisen gfiltigen oberen Schranke 
fiir den reziproken Wert einer primitiven Fnnktion. 

~ 1 1  t~ fiir irger~t ein ~ < 1 ,  so- Satz. Konvergiert ~ _ 
dap aZso 

ao 

(1) 
1 

eine primitive Funktion yore t~nge 0 darstellt, so gibt es zu 
j ~ m  ~ > 0 unendlich viele beliebig grofle r, derart, dap 

{ ~ ( x ) - l [  < e,-l~J ~ 

fiir alle x mit den absoluten Betr54]en x (also, geome~risch ge- 
sproche% auf une~i~h vielen Kreise~ mit beliebig gropem 
dius r). 
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(3a) 

Beweis. Infolge der Konvergenz yon 

lira ~--d~ = O, 

Nun besteht die Identit~t: 

(~b) . = ;  la,,f~ = 0"). 

= - ~ "  [a/t + ~ - "  la ,  J" ' 

so(laB sieh mi~ Be~cksichtigung yon (3a), (3b) ergibt: 

(4) lhn ~ ~g I~,l = o. 

Wird also ~ > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so gibt es eine un- 
begrenzfe Folge natiirlicher ZaMen n~ (Z = I, 2f'3~---) yon der Besehaffen- 
heir, daB: 
(5) nz. lg lanzl < 5. 

i%i" 
Ferner folgt aus (3a), dab (wegen: a s 1) in jedem Falle: 

Iim •  la,  I = ~ .  
qJ 

Es l~Bt sich also eine positive ganze Zahl m~ so fLvAeren~ daB: 

und daher: 

(6) 

t a ~ I > 8 / ~ ,  fiir # ~ m , ,  

1 1 

Da la~+~l ~__ }a~l >-~- .  lab, I, so kiinnen hSchstens la~l, la~l,.., la~_~! 
1 unterhalb -~. last liegen, und ~m so mehr kSnnen hb'chstens diese/z-- 1 Zahlen 

*) Aus 
hm" v - I g v  -7-~-~ ~- c > 0 

wfirde n ~ ] i c h  folgen, dab ffir beliebig kl~ines s > 0 und  all~ hinl~nglich grouch v: 

~.  l g ~  

i ~  > ~ - ~ '  

Mathemat i s~e  ~ n a l e n ,  LV~[L 21 
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t 
/~ alas l ~ r e  des Zah!i-~rvalls (-~}a s t, ~ia~, l) fallen, sodaB also dieses 

In'rervaU aug sol$~ae Weise in /~ehst~ns tt Te~lintervalle zerleg~ wird. Da 
die Sum~ne dieser letzteren nach Ungl. (6) gr~/fler a/s 2~ ist, so muB 
also ~ninde~ns dn  Teilintervall grSfler a/s 2 sein. Bedeute~ daher r die 
in d~r Mitte oder auch nur eine in hinl~inglicher ~achbarschaft der Mitre 
jenes Teilin~ervalls liegende Za~,  so enth~t das Intervall ( r -  1, r + 1), 
einschlieBlich seiner Grenzen, ~eine einzige der Zahlen I a~l, sodaB also: 

1 I lla, I- l>l 
Da hierbei ~ nach Ungl. (6) lediglich an die Beding~mg ~ ~ m 1 ge- 

~ f ip f t  is~ so erkennt man, dab es une~ich vide und insbesondere auch 
bel /e~ grofle Zahlen r der bezeiehneten Ar~ gibK 

Schliegheh l~g~ sich wegen der Konvergenz yon - -  eine na~tir- a. 
liche Zahl r~s so annehmen, daB. 

m~+ 1 

Bedeutet jetzt n irgend eine der/~e/he der Zahlen n~ angd~6rige Zahl, 
die zugleich den Bedingungen geniig~: 

n > = 4 ,  

so bestehen die Beziehungen (5), (7), (8) gleichzeitig, wenn man die da- 
selbst mi~ n~, ~, ~n~ bezeichne~en Zahlen dutch n ersetzt. Dabei steht 
es offenbar @ei, ein auf obige Weise ausgew~tes  n auch dutch jede 
grSflere der Reihe der n~ angehSrige Zahl zu ersetzen und dami~ auch 
unb~renzt ~u vergr~flern. Man hat also ftir uner~//ch v/de n bezw. be- 
l ing  gro~e r: 

(9) 

(a)  'lgL .l 
1 1 

• (d) ~ ] a .  

Wit  zerlegen nun ~(x)  - I  in die beiden Teilprodul~: 

CO 

1 ~-1-1 



Ganze Faa~ionen endlicher Ol-cl~m~g.. ~23 

(il) 

FOx das erste derselben ergib~ sida atsd~nn, wenn t x l =  r gese~z~ wirel: 

H a, ~ { a ,  t < t a, t, 0 aeh Ungl. (9c)), 
~-= ~ - l ls 1 1 

< 1 <,p, = e'-~l<',,i, 
< ee'(:-l ~, (hath Ungl. (9a)), 

< e ~'~'~.~'~, (na~h Ungl. (9b)). 
Zur Abschiitzuag des zweiten Teilprodukis hat man zungchs{: 

to( )I o( x < 1 +  r . 

Da hier, wegen v 2> n, auf Grund yon Ungl. (14~'b) aurehweg t a,,l > 2r, 
so folg~ weiger: 

r i r 

ta,  f 
r ( e 1 

< 2- la;i '  wegen: ~ <: ~-, 1 - la-'-i > , 

(~) (~ , ) __<2- r ~ egem: t - ~ t < 1 ,  r  

trod daher: 
ol~io 

a , - - x  < :  i + 2 .  e .+i , 

(12) < e ' a ~ ,  (hath Ungl. (JGS). 
Durch Zusammenfassung der Resul~ate (11) und (12) ergibst 

somit: 
sich 

( la )  }r  < ~(~~ r ~  1 - f - , ' .  
Wird also 8 zu beliebig klein vorgesehriebe~em ~ ;> 0 so fixierr daB: 

(c  + ~). ~=<~, 
so finde~ m~n schlieBlich, wie anter (2) behauptet: 

2. Der eben bewiesene Sa~z ges~tbt  sofor~ die folgende "[Tbe~ragung 
auf primitive FuakCionea voa bdiebigem Range/~: 

�9 :o~,~.~,~ 21�88 r~, ~ , ~  ~ ~ ~, ~ . a ~ ,  
"p , (  ~ <~ p 4;- 1, sodafl also: 

. (14) ~ ( x ) ~  1 --~-~, 
1 



eine ~rimitive ~unkt~on vo~n t~ange p darstelgt, so g~t es zu 
~dem ~ > 0 unendlich vide beliebig grofle r, derart~ da~: 

(1~) i ~(x)-~ I < ~"~ "  

fiir alle x mit den absoluten J~e~r~igen r*). 
B e w e i s .  Bezeic~bnet man mi t  ~ eine primit ive 

wurzel~ etwa: 
(to -{- 1) ~ Einhei~s- 

so ergib~ sich (vgl. p. 314, G1. (56)): 

0 1 0 

~ ~) 
e 1 

Os)  = 1 a~  + . 

1 

Se~zt man  sodann: 

P 

(17) 
0 

so wird zun~chst:  

( is )  

e ( ~ x )  = rrlx), 

e ( x ) - I  = rT(x)-l. ~ l ( x  ) . 

Transformier t  man ferner H(x)  dutch  die Subst ih l t ion:  

x ~ + l =  y, ~ + l  = b, (19) 

in eine Fun]r~ion yon y:  

(2o) 
I 

also eine primit ive Funkt ion  vom Range 0,  und berficksichtig~, dab 

1 a 1 f p§  auf  Grund der Voraussetzung konvergiert~ so folg~ 

*) Der Satz rfihr~ im wesenflichen yon H a d a m a r d  her (a. a. O. p. 204). Doch 
beweist H. nur~ da~ unter den gemachten Yoraussetzungen: 

Die bier gegebene sch~ere  Fassung s~r-mt yon L i n d e l ~ f  (a. a. O. p. 11). 
Die V e r w e r ~  der schon yon L a g u e r r e  bemerk~n und zu analogen Zwecken be- 
n ~ e n  Relation (16), um den Beweis in der Haupt~ache auf den Fall i~ = 0 zu redu- 
zieren, finder sich bei Bore l  a. a. O. p. 76 (vgt. auch ebendas, p. 27). 
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aus dem eben bewiesenen Satze, da~ fiir jedes e > 0 und unendlich vide, 
auch bdiebig gro/ge Z~ eine Beziehm~g yon der Form bestseht: 

6 

, fiir alley mi~ dem absolu~n Beh-age {Y t-----R. 
1 

F~r t ;  man wieder ~ + I  an Stelle yon y ei~ m~.d setz~ /~,+1 ~ r, so 
finder man also: 

(22) iH(x)-~! < e -~''~'~, ffir alle x mi~ dem absolu~n Re,rage !x!-=r.  

i l 1~ 0, naeh dem Hauptsatze Andererseits hat man, wegen "__l~v. a-~- l 

yon w 11, Nr. 2 (s. p. 306~ F~not~e), wem~ matt die dort; mit; ~ bezeiehne~ 

Zahl dutch ~-~ ersetz~: 

$ 

also: 
$ 

(23) IY[I(X)' < e -~'i~l~ fiir alle Ixi > 1~,, 
mid schlieglich dttrch Zusammenfasstmg yon (18), (22), (23): 

(24) i~(x)-l~ < e  ~, ~  , ~ r  ~ ixi = ~  o~a ~ >  n, .  

3. Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dab das vorstehende Re- 
sultat wiederum keine _g~ndertmg erleide~, wenn ~(x)  noch einen Faktor 
yon der Form x~(k _~ 1) enthiil$: in diesem Falle muB ngmlich, sobald 
mtr ! x ! >  1 ist, die Ungleichtmg (24) afortiori bestehen, sobald sie ohne 
Hinzunahme jenes Fak~ors rich~ig war. 

Is~ O Grenzexponent yon 2(x), so besteht offenbar die Beziehtmg: 

(25) ! ~(x) -  I t < e-~-~r 
in dem angegebenen Umfange, sofern q Konvergenzexponent ist. Werm 
dies jedoch nicht der Fall oder zum mindesten nicht festgestellt ist, so er- 

sehein~ . u r  so"el sieher, dab ~ 1  la., ie+~ fiir jedes ~5 = 0 k~vergi~rt und 

daher ~ r  die Ungleiehung (25) die folgende eintri~g: 

(26) t ~(x)-~ 1 < e.~,~ ~+~, 
welche schlieBlich wegen der MSgliehkei~, ~ > 0 unbegrenz~ zu ver- 
ldeinern, nich~ mehr trod nicht weniger aussag~*), also die folgende: 

(27) i ~ (x ) -  1 t < eI,te+~ 

(fiir alle x auf unendlich vielen, auch beliebig gropen K.reisen). 

*) Vgl. die analoge Beraerkung lo. St5, ~'m~n. 2. 
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w 15. 

AHgemeinste ganze Funktion yon endlicher 0rdnung: Zusammenhang 
zwischen Ordnung, Grad, Grenzexponent und H~he. 

u des Picardschen Satzes. 

1. Es sei jeizt G(x) eine fin fibrigen behebige gauze Funl~tion, yon 
tier nur soviel feststeht, dab sie yon der Ordnu.ug a (eine Voraussetzung, 
die ja lediglich gewisse infini~'~xe Eigenschaften der Taylorschen Re~en- 
~oe~ienU. e~orae,~, n ~ . ~ o h  [~. p. 276, (I~), (Ib)]: 

1 1 

Bring~ man G(x) auf die jedenfalls mSgliche Form: 

(~) G(~) = ~(~). e ( , )  
(wobei sich g(x) eventuell auf eine Konstante~ ~(x) auf die Einhvit oder 
eine rationale ganze ~'unktion reduzieren kann)~ so ents~eht die Frage: 
Welche Aussagen lassen sich auf Grand der Voraussetzung~ dab G(x) yon 
der Ordnung a~ fiber den Grad yon g(x) mad den Grenzexponenten yon 
~(x) machen? 

Bezeichnet man den letzteren wiederum mit p, so besteht nach dem 
Schlu~ergebnis yon w 9 (p. 298) die Beziehung: 

(~) q =< ~. 

Dieses Resulta~ in Verbindung mi~ der Voraussetzung gestattet aber auch 
unmi~telbar~ einen ScMuB auf den rationalen Charakter~ bezw. den Maximal~ 
grad yon g(x) zu ziehen. Aus (1) folg~ n~mlich: 

(3) 
und da: 

Ji~(x)J < e ~  ~247 tar a~e txf > ~ ,  (~) / l r  < el~l ~§ =< el~l ~§ far a l e  Ix] = r una un- 

endlich viele, auch bdiebig grofle r~ so ergibt sich: 

(5) t~(~)i < e~m~ ~+~ ~ r  aU~ fxt = ~ > R~ 
also: 

(8) ~(g(x)) < ~ . ! ~ I . .  ~ , ,  , ,  , ,  , ,  , , ,  

woraus nach dem Sat~e yon w 6, Nr. 2 (s. p. 284, Ungl. (10)) resul~ier~, 
daft g(x) eine rat/onale ganze Funl~ion, deren Grad q zun~ichs~ der Be- 
ziehung gentig~: 

q _ _ < a + ~ .  
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Da abet 6 unbegrenzt verkleinert werden duff, so folgg schlie$1ich, da$, 
in roller Analogie mit Ungl. (2), auch: 

(7) q < ,~. 

D.r ~ l t  a~r U. ,gl~i~h~.n (2) ~ d  (7) k~nn mit B~ck~i~h~ig~g 
der Beziehung p ~ Q zun~ehst generell folgendermal3en ausgesprochen 
werdea: 

Jede ganze Funktion yon endl icher  Ordnung  a ist auch 
yon endl icher  Hghe h ~ er 

2. Aus dem Satze yon w 13, Nr. 1 (p. 319) fol~,  dab a h6chstens 
gleich der grSSeren der beiden Zahlen q und Q sein kann, mit anderen 
Worten: Es kSnnen keinesfalls gleichzeitig die beiden Ungleichungen: 

q < e ,  Q < a  

bestehen. Kombiniert man dieses Resultat mit der erwiesenen Existenz 
der Relationen (2) und (7), so folgt: 

:[st G(x )=-e  g(~). ~ (x )  yon tier Ordnung t~, so bestehen fiir 
den Grad q yon g(x) und den Gren~exponenten O yon ~ (x )  die 
Beziehungen : 

(8) ~Z ~ '~ ,  e =  < ~  

in dem Sinne, daft mindestens in einer derselben das Gleich-  
hei tszeichen gilt. 

Hieraus erkennt man, dab umgekehr~ die Ordnung a yon 

e (x )  = eg(~). ~(x)  

stets genau gleich der griJfieren der beiden Zahlen q und Q bezw. a = q = ~  
sein mug: das am Schlusse yon w 13 (p. 320) zun~chst fiir den Fall ff ~ O 
konstatierte Resultat gilt somit allgemein. Zugleich ergibt sich damit die 
Richtigkeit des ebendaselbst am Anfange yon Nr. 2 ausgesprochenen 
s ~ t ~ ,  wo~oh ~ O ~ u ~ g  ~on G~(x)-a~(x) ~_ e~(~). ~:~(~). eg~(~). ~ ( . )  
re_it Ausnahme eines einzigen, dort n~her spezifizierten Falles, allemai genau 
gleich a 2 sere mug, wenn ~ ~ ~ and ax, ~ die Ordnungszahlen yon 
V~(x), G~(~) b~a~ut~n. 

3. Ist t~ keine ganze Zahl, so folg~, da q nut eine ganze Zald oder 
Nu/~ sein ka , - ,  aus (8), da~: 

(9) ~ / < ~  und somit: Q = a .  

Zugleich ist elann 2 < ~ <io  + 1 (mit Aussc~u/3 jeder Gleichheit), also: 
io ~-[0] ~ [a]. Da andererseits q ~ [a], so ergibt sich fiir die H~he h 
die unzweideutige Bes~immnng: 

(10) h =- [a]. 

Im iibrigen 1N~t sich der wesenfliche In]aalg tier aus der blogen Voraus- 
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se~zung einer nicht-ganzzahligen Ordnung a gewonnenen Beziehung ~ = a 
aus~hrticher folgendermaBen formulieren: 

~ n e  ganze Funktivn yon nicht-ganzza]~liger Ordnung a 
besitzt stets unendlich vide 2~utlstellen, deren Dichtigkeit bezw. 

t i la+~ 

charakterisiert wird.*) 
Besonderes Interesse verdient noch der Fall a ~ 1. Hier mu$ nach 

Ungl. (9) geradezu q ~ 0, aui~erdem e = a ~ 1, also auch p = 0 sein, 
d .h.  G(x) reduzier~ sich auf eine mit einem konstanten ~aktor multiplizierte 
primitive t~unktion vom t~ange O, also: 

Ist  G(x)  yon ether Ordnung a ~ 1"*), so hat man: 

<11) G(x) = C - ~ . / 7 " / - ( 1 - - ~  und: a,>- v 'u 
1 

Durch Substitution yon x 2 an Stelle von x und eventuelle Multipli- 
kation mit x ergibt sich hieraus noch der folgende Satz: 

Ist G ( x) eine g e r a d e oder u n g e r a d e lXunktion yon niedrigerer 
als der 2 ~ Ordnung, so ist G(x),  abgesehen yon einem kon- 
stanten t~aktor, eine primitive _Funktion. 

Darnach erkennt man z. B. ohne jede Rechnung, dab die Produkt- 
entwickelungen yon sin ~x ,  cos gx  die Form haben miissen: 

") s i n ~ x =  C . x .  1 - - ~  , 
1 

cos z x  = C , . H  (1 - ~x" ~ ***. 

4. Weniger einfach sind die Ergebnisse fiir den Fall, dat~ a eine 
ganze Zahl. t )  

Einen brauchbaren Amhaltspunlr~ zur Beur~eflung yon q und Q gibt 
bier der Satz yon w 6, Nr. 3, wonach e g(~) allemal dem 17ormaltypus (q, ~) 
angeh~irt; d. h. es gibt eine bestimmte Z a ~  7 :> 0, derart dab (s. p. 286, 
Ungl. (21)): 

te(  l < {xl > (12) ! d 1-~)'y'>lq f ~  gewisse bdiebig grofle x und zwar ftir 

*) Der erste Tefl des Sa~zes ergab sich schon w 6, Nr. 3 am Schlusse (lO. 286). 
Das wesen~lich neue lieg~ in dem zwei te~ Teil6. 

**) Der Sai~ gill insbesondere auch noch fiir ~ __~ O. 
***) H a d a m a r d ,  a. a. O. p. 209. 

t) Im Falle a~-0  ha~ man offenbar q--~0, 0-~0, d. h. G(x) is~ his auf einen 
kons~tez~ Faktor eine primitive Fn~kt~on vom Grenzexponenten 0 (nicht bloi~ vom 
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alle x,  welche gewisse Strahlen x = ixl . e ~ ,  yon Ixl > .R. anfangend~ voU- 
stii~dig erfii]len (s. p. 282, Ungl. (11)). 

Kombinier~ man diese Ungleichungen m i~ den beiden folgenden*): 

< e~  ~+~ f ~  ~ e  Ix! > ~,  
(13) ~(~)~ ! > e- 1~ ~e + ~ fiir alle x auf gewissen, beliebig groflen Kreisen, 

so folg~ zun'~chst: 

/ < e(l+~)7"I~iq+i~r far alle hinliinglich grofien x,  
(14) 

IG(x)!, / > e(1-~)7"I~ ~-'~''~ far gewisse beliebig grofle x 

(n~imlich diejenigen x, welche den Schnittpunkten der ad (12) und (13) 
genannten Strahlen und Kreise entsprechen). Ist jetzt: Q < a~ also zugleich 
nach (8): q = r so ergib~ sich aus (14): 

I <  e(1+~')7"~! ~ fiir alle hinl~nglich groflen x,  
(15) ~V(x)~ ( e(~-~')r'i ~,~ far gewisse beliebig grofle x,  

& h. G(x) gehSrt in diesem Falle dem Normaltypus (a, 7) an, sodas 
o o  

also die Koeffizienten der Potenzreihe: G ( x ) = ~ c ~ x  ~ der Relation ge- 
ntigen (s. p. 277, G1. HI): o 

1 1 

(16) ~ ~ . ~ / l ~ t  = (~re)~ (d. h. ~ d l i ~  ~ d  vo~ ~ull ~rs~hi~d~n). 

tIieraus gewinn~ man aber sofor~ das folgende Resulta~: 
1st G(x) yon g a n z z a h l i g e r  Ordnung r ohne dem N o r m a l -  

t ypu s  anz~tgeIWiren, d. h. ohne viner Koeffizientenrelation yon tier 
Form (16) zu geniigen, so ist allemvd e =-a (wiihrend fiir q 
noch der Spielraum 0 _~ q _~ a bleibt). 

GehSrt also G(x)  dem M i n i m a l -  oder M a x i m a l t y p u s  der ganz-  
besteht far den Grenzex2onenten e die Be- 
im Falle eines nichbganzzahligen ~. Auch 

~ 

z a h l i g e n  Ordnung a an, so 
ziehung Q ~ - a  geradeso, wie 

*) Kombiniert man die zweite der Ungleiehungen (13) mit der folgenden (welehe 
sich aus der ersten Ungl. (11), p. 282 ergib~, wenn man g(x) dutch --g(x) ersetzt und 
zum reziproken Wer~e iibergeht): 

so folg~ zuni~ohst;: 
i G(x) I > e -(~ +') 7. i~Iq-t~te+~ 

und, wegen q < ,~, r _~ a, schlie$1ich: 

la(x)t>e-l~,~+e' 
fiir alle x auf gewi~en, bdiebig groflen Kreisen. (Vgl. v. Schaper,  a. a. O. p. 53). 
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wird bier noch 1o = a und somit h = u, wenn 0 1)ivergenzexponen$ isi~ 
was offenbar mit  Sicherheit dann ein~riit, wenn G(x) dem Maxima/typus 
angehSr~ (da in diesem Falle offenbar H(x) diesem le~teren angeh5ren 
mu$). Ist  dagegen 0 Kc~vergenzexponeni, so wird allemal p = 0 --  1 = a --  1 
und daher auch h = a -  1 dann und nut dann, wenn q < a. Da in diesem 
~ e  H(x) dem Mini~a~ty~u~ @) angeh~ren mu~ (s. w 12, N~. 1, ~. 31~) 
und, wegen q < a,  das gleiche fiir G(x) gilt, so folg~ zun~chst: 

Die ZugehVrigkeit yon G(x) zum Minimatty2us (a), also 
die ~xistenz d~r Koeffizientenrdation (p. 277, G1. (Ha)): 

I 

(17) lim v -J- ~/t c,,---~ --~ 0 
' y - - ~ o o  

ist eine notwendige Bedingung dafiir, daft G(x) yon der tt6he 
h = ~ - - l .  

Wi t  zeigen: 
Diese Bedingung ist auch hinreichend, sofern nut ~ = a 

Konvergenzex2onent ist.*) 
Mi'b anderen WorSen: Wenn die eben gena.nn~en Voraussetzungen 

erfiillt sind, so wird allemal schon yon selbst q < t~. Man ha~ n~mhch: 

'a(x)l < e  "f'l~ t 

l~(x)-~i < e ~~'t~ 

und daher: 

0 8 )  

ffir alle ix! > / ~  (nach Voraussetzung) 

fiir a ~  lxl = r und gewisse beliebig grofle r 
(nach p. 324, Ungl. (15)) 

Koeffizientenbedingungen 

(~. a. 0 p. 4 D ,  z. B.: 

*) Diese Bemerkung rfihr~ yon E. Lindeliifher, welcher zugleich auch hinreichende 

dafffr ~n~b~, dal~ ~ mit Sicherheit konvergiert 

allgemein: 

1 

(-. PIc,i = 0 ,  

1 

d. h. die Zahlen ~ mfissen einem der bekannten Ioffari~hmischen (,,Bertram~sche~") 

welches  die yon ~ = o h  sich zieh . Die 
hiernach sc-heinbar n~he liegende Yezxnu~ung, dafi fiberhaupt die Konvergenz yon 

vergenr v o n Z I ~ {  erweisen dfirf~, ist ~icht s~chhaltig, wle schon L lnde lS f in  

hohem Grade ~ e ~ n H c h  gemach~ (a. a. O. p. 79), E. F s b r y  (Bull. Soc. ma~h. de 
lh-. ~m [19o~], 1 x 1~) wirkl/r bew~sen ha*. 
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sodat~ also: 

(19)  < ixi o txl = > 

und sorer nach dem Sa~ze yon w 6, Nr. 2 (s. p. 286, Ungl. (20)), wie be- 
haup~e~: 

q ~ a .  

Nimm~ man hierzu noch die in w 12~ Nr. 2 (p. 317) gemach~e Be- 
merkung~ dal~, bei ganzzahligem a und ZugehSrigkei~ yon ~(x)  zum 
Minimaltypus, a ,,in der t~egel" (in einema, a. O. n~her pr'~zisierten Sinne) 
Konvergenzexponent sein muB~ so wird man das vorliegende Resutta~ 
geradezu in folgender Weise aussprechen kSnnen: 

1st G(x) yon der ganzzahligen Ordnung a~ so ist die Zu- 
gehgrigkeit zum Minimaltypus eine notwendige und ,ira 
altgemeinen" auch hinreiehende Bedingung dafiir, daft G(x) 
die HShe h = a -  1 besitzt. 

GehSrt schliefilieh G(x) bei ganzzahligem a dem Normalty~ts an, 
so l~iBt sich zuniichst tiber den Wer~ yon 0 iiberhau2t keine definitive Aus- 
sage machen, l~attirlich mut~ nach dem Satze yon Nr. 2 auch bier 0 = a 
werden, falls q < ~ ist: man besitzt abet keinerlei Kri~erium dafiir, um 

even~uell diese le~ztere Ta~sache aus der Darstellung G ( x ) = ~ c ~ x  ~ 
0 

erschlieBen zu kSnuen. Ist nun aber q ~ r und setzt man wiederum 
e(x)~-eq(~) �9 ~(x),  so ]~ann offenbar ~(x)  jeden beliebigen Grenzexponen~en 

~ a besitzen~ eventuell sich auch auf eine rationale ganze _Funktion oder 
eine Konstante reduzieren, l~ichtsdestoweniger l~iB~ sich zeigen, dab auch 
bier ,im allgemeinen" (in einem sogleich genauer zu pr~zisierenden Sinne): 

~ a sein mul~. Um die Rich~igkeit dieser scheinbar paradoxen Be- 
hauptung einzuse'hen, is~ es notwendig, den Begriff des Gr~azex~onenten 
unter einem etwas allgemeineren Gesichtspunl~e, als bisher, ins Auge zu 
fassen. 

6. Wir be~rach~en hierbei zuni~chst nochmals die bereRs zuvor 
erledig~en F~lle eines G(x) yon nieh#ganzzah~iger Ordnung a~ bezw. veto 
Minimal- oder Maximaltypus einer ganzzahligen Ordnung a. Bedeu~e~ 
dann b eine g an~ beliebige kompiexe Zahl, so ist (G(x)--b) eine ganze 
Funk4ion yon derselben Ordnung und auch veto n~ml~chen Speziat~y~s 
wie G(x)*): daraus folg~ aber, da~ auch (G(x)--b) un~aTich vide ~ u ~  

*) Dies kann unmit~elbar mit Hitfe der (Ordnung bezw. Spezial~ypus) defmieren- 
den Ungleichungen odex noch einfaohex aus dem Ums~ude erk~nn~ werden, dab ja 
Ordnung und Spezial~ypus tediglich yon ~nfinitSren Eigenschaften der PoCenzreihen- 
koeffizien~en abh~ngen: vgL w ~, Mr. 4 (p. 277). 



332 Arrrr~ Par~as~. 

stetlen b, mit dem Grenzexponenten a besitzt, d. h. man hat (s. 13. 294, 
G1. (8), (9)) ffir jedes a > 0: 

= o ,  

anders geschrieben: 

(2i) 

lira v �9 =~ = ~  

t - !b ~ < r  +~ 

ffir alle hinl~nglich groflen v, 

ffir unendlich vide v. 

Diese Ungleichungen besagen, da/i die ibm! mit wachsendem Index v 
um so langsamer zunehmen, die b, selbst also um so dichter liegen, je 
p~rSfler a ist, sodaB also die durchschnittliche Hiiufigkeit der b, in be- 
sf.immter Weise rail dem Werte yon a zusammen_hii~g~, insbesondere 
gh~ichzeitig m i t a  zunimmt. Wit wollen hieraach die Bezeichaung ein- 
ffihren, den Termen b, (v-~ 1,2~ 3,-..) einer Zahlenfolge mit niemals ab- 
nehmenden~ sch!ieBlich ins Unendliche wachsenden absoluten Betr~gen, 
komme die Hiiufigkeit H(a) zu, wenn jene Folge den Grenzexponenten a 
besitzt, sodas also H(a) als mit a in gewisser Weise zunehmend aa- 
zusehen isi. Mit Beniitzung dieser Ausdrucksweise liil31 sich die oben 
bezfiglich der ~ullstellen yon G(x) - -b  gemachb Bemerkung jetzt 
folgendermaSen formulieren: 

Eine ganze Funktion yon nicht-ganzzahliger Ordnung a, 
bezw. yore .Minimal- oder Maximaltytras einer ganzzahligen 
Ordnung a nimmt geradeso, wie den Weft O, auch jeden be- 
liebigen endlichen Weft mit der H~ufigkeit H(a) an: sie nimmt 
also jeden bestimmten Weft nicht nut unendlich oft, sondern 
in dera niiher bezeichneten Sinne gleich oft an. 

7. Wenden wir nun die nimliche Betrach~ungsweise auf eine Funk- 
tion G(x) yore 2r einer ganzzahligen 0rdnung a an, so folgt 
zun~ichst wieder, da~ (G(x ) -  b) (wo b jede beliebige Zahl einschlie$tich 
der Null bezeictmen so]l) gleichfalls dem Normaliypus der Ord~ung 
angehiirt, sodag also fiber die Vexbiltmg der Nullstellen bezw. den Grenz- 
ex~menten yon ( G ( x ) -  b) a ~ keinerlei Aussage gemach~ werden kann. 
Es gilt; nun aber der folgende merkwiirdige Satz: 

Die E~nktion (G(x)--b) besitzt fib" alle m6glichen 
Werte yon b, hSchstens mit Ausnahme eines einzigen den 
Grenzexponenten a. 

"3 Dabei bes~hen wegen der Kons~nz des 0 r d n u n g s ~ s  ~ die b~ nich~ blo$ 
die Beziehungen (20), sondern auch die for die a~ besbhenden spezielleren Rela~ionen, 
welehe den beL~effenden Spezial~ypus chaz~kbrisieren (s. p. 298, p. 316). 
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Beweis. Angenommen, es sei b 0 eine solehe ZahI, dab (G(x)--bo) 
nicht den Grenzexponenten a besitzt, so mut~, wenn gesetzt wird: 

(22) G(~) - bo = ~o(~)- ~o(X), 
~o(x) yon niedrigerer Ordnung a o ~ a (eventuell aueh eine ganze rationale 
Funktion oder eine yon Null verschiedene Kons~ante) sein, w~hrend 
dann mit Sicherheit ego(*) yon der Ordnung a, also go(X) yore Grade a ist. 

Bedeutet jetzt b irgend eine yon b~ verschiedene Zahl, und setzt man: 

(23) V(x)  - b = eg(~). ~ ( x ) ,  
so ist zu zeigen, dab ~(x)  allemal den G~*enzexponenten a, d. h. schliel~lich 
die Ordnungszahl a besitzt. Das Ietztere ist aber sicher der Fall, wenn 
der Grad yon g(x) d~e Zahl a nicht erreicht. Somit braachi der frag- 
liche Nachweis fiberhaupt nut unter der Voraussetzung gefiihrt zu werden, 
dab g(x) yore Grade a. 

(24) e ~ ) .  ~ ( x ) =  ~o~*). Co(x) + ( b o -  b). 
Bri~gt man diese Gleichung auf die Form: 

(25) ~ ( x )  = ~o(~)-g(~) �9 ~o(X) + ( b o - b ) .  ~-~(~), 
so erkennt man unmit~elbar, dat~ der rech~s stehende Ausdruck und somit 
anch ~(x)  yon der Ordnung a sein muir, wenn go(X) -- g(x) vom niedrigerem 
Grade, als a (~ach dem Satze fiber die Ordnung der Summe zweier Funk- 
tionen, p. 319, Fut~n.). 

Is~ dagegen go(x)--g(x) vom Grade a, so bilde man durch Derivation 
yon G1. (24): 

eg(~) (g" (x) . ~(x) + ~" (x)) = ego(~)(go" (X) . ~o(z) + ~o'(X)) 
und sod~nn durch Multiplikation mit e-g(~): 

(26) ~g'(x) �9 .~(x) + ~ ' ( x )  = e~o(~)-~(~)(go'(X) - ~or + ~o'r 
Da die Ableitung einer ganzen FunkCion yon der niimlichen Ordnung ist~ 
wie diese selbst (s. w 4 am Ende, p. 280), so folgt wieder mit Benfitzung 
des Satzes fiber die Ordnung eider Suture% dab die rechte Seite dieser 
Oleichung, also auch die linke and schIie~lich ~(x) yon der Ord~ung a 
sein muB. 

Somit ist, wie auch b + b  0 gew~Llt werdea miige, (G(x)--b) yore 
G r e n z e x ~ t e n  a. 

8. Aus dem eben bewiesenen Satze folg~, da{~ auch eine dem 2~ormal- 
typus der ganzzahligen Ordau~g a angehSrige ganze Funk~ion G(x) jeden 
besfimmten Wer~ b mit der tt~ufigkeit t t(a) a~oimm~, mit eventuel~r 
Ausnahme eines einzigen Wextes bo, welcher dann mit unterrwrma/o- 
Hiiufigkeit (also mig einer Hiiufigkeit H(a'), w o a ' <  a bezw. nut n real 
oder aueh garnicht) angenommen wird. Nut,  wenn gerade der spezie~ 
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Fall bo= 0 ein~itt (mit~ anderen WorSen, nur, wenn das konstante Glied 
CO 

der En~wic~elung G ( x ) ~ c , x  ~ einen ganz soeziellen Wer~ hat), wird 
0 

also G(x)nicTzt den Grenzexponenten a besitzen. Damit gewinn~ aber 
schon die am Schlusse yon Nr. 5 gemachte Aussage, dal~ auch in dem 
vorliegenden Fatle der Gre~zexponent yon G (x) ,,ira allgemeinen" den Weft 
habe~ einen wohldefinierten Sinn. 

Die Bedeutung jener Aussage l~t~t sich indessen noch ganz erheblich 
durch den Nachweis versch~rfen, dab jener m6glicherweise vorhandene 
Ausnahmewert b o wiederum ,ira allgemeinen" gar nicht existiert. Es lii~t 
sich n'~mlich mit denselben HflCsmitteln, welche zum Beweise des Satzes 
yon ]~{r. 7 dienten, der folgende allgemeinere Satz*) beweisen: 

Es sei G(x) eine ganze Funktion yore Norraaltypus der 
ganzzahligen Ordnung a. t~edeuten ferner ~(x), ~(x) will- 
kiirlich zu wiihlende ganze Funktionen yon niedrigerer Oral- 
hung, unit zwar ~(x) eine prirait ive Funktion, die sich eventuell 
auch auf eine ganze rat ionale oder auf die Einheit reduzieren 
kann; ~(x) eine im iibrigen bdiebige ganze ~'unktion, die rait 
~(x) keinen L inear fak tor  geraein hat, eventuell eine yon Null 
verschiedene Konstante: dann gibt es unter allen ragglichen 
_Funktionen yon der 17orra: 

= + r ( x )  

h6chstens eine einzige, welch, nicht den Grenzexponenten a 
besitzt. 

Beweis. Man bemerke zuni~chst, dai~ offenbar ~(x). G(x), also auch 
(~(x) stets dem 2Vormal~ypus der Ordnung a angehSr~**). Hiernach ist 
in der Tat die MSglichkeit vorhanden~ dal~ zun'~chst irgend eine bes~immte 
unter den Funktionen (~(x), e~va: 

*) Pr~isere Fassung eines Borelschen Satzes: a. a. O. p. 95. Der dor~ ge 
gebene Beweis en~h~lt einen Rechenfehler, dutch welchen ein Teil der Deduk~ion 
hinfffllig wizd. In den neuerdings yon Bore l  publizierten Lemons s ~  la the'orie des 
fernetions radrornor~hes (Paris 1903) p. 59 finde~ sich der Satz reproduzier~: hier is~ 
zwar jener Rechenfehler vermieden, doch sind Fassung und Beweis des Satzes un- 
vollst~ndig. 

**) Genauer: Gehiir~ G(x) dean Normaltypus (7, u) an, so gilt dasselbe auch ~ r  
@(x). Man hat, um dies zu erkennen, auf :~(x) aul~er der Ungteichung: 

~ ( x ) t < e  lxlaz+e ffir t x ]> / ~ e  

(wo ~" <~ r die Ordnung yon z(x) bedeut~) noch die auf unendlich vielen, beliebig 
grol~en Kreison gffl~ige (s~ p. 325, Ungl. (27)): 

anzuwe~den. 
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(~s) $o(~) = ~~ . ~(~) + ro(X) 
nicht den Grenzexponenten a besitzL and daher in die Form gesetz~ 
werden kann: 
(~9) ~o(~) �9 ~(~) + n ( ~ )  = co(-) �9 ~~ 
wo go(X) vom Grade a, ~o(X) yon einer Ordnung, die tdeiner als a .  

Versteht man jetzt unter ~(x), 7(x) zwei beliebige der n:~her be- 
zeichneten Fnul~ionen, yon denen mindestens eine yon ~o(x) bezw. ~,o(x) 
verschieden is~, und se~z~ man: 

(30) ~ ( x ) .  G(~) + r(~)  = r -r 
so komm~ es wieder nur daranf an zu zeigen, dab ~(x)  ~on der Ord- 
hung a sein mug, auch wenn g(x) yore Grade a (denn andernfalls ist 
das ja ohne weiteres ersichflich). 

Durch Elimination von G(x) aus G1. (29), (30) ergibt sich zun~chst: 

(3z) 
WO; 

~(~). ~(x).  ~o(~) --- ~ .  ~o(~)- ~ + ~(~), 

~(~) = n ( x ) - ~ ( ~  - ~ .  ~o(x), 
soda$ also 9~(x) keinesfalls identisch verschwinden kann. Denn aus: 

n ( x )  . ~ ( x )  - .~ix) .  ~o(X) =- o 

wiirde folgen, da~ jeder Linearfak~or yon ~(x) in 7(x). ~o(X), also schliet]- 
lich in r ) enthalten sein mfil~e und umgekehrt. Da abet die Natur 
dieser Linearfaktoren auch die Form der in ~(x) bezw. ~o(x) etwa vor- 
kommenden Exponentialfak~oren vSllig eindeutig bestimm~, so h~tte man 
hiernach geradezu: ~(x) ~ Zo(X ) und somit auch 7(x) ~ n(x), was der 
Voraussetzung widersprichk 

Bringt man nun GI. (31) auf die Form: 

(32) ~ ( x ) .  ~o(Z) = e,o(->-,(-) �9 ~o(X) + e - , (~ .  ~ (x) ,  
so erkennt man zun~ichst wieder ohne weiteres, dab der rechts stehende 
Ausdruck, also schliel~lich auch ~(x), yon der Ordnung a, wenn go(x)--g(x) 
yon niedrigerem Grade als a. 

Es bleibt also nut noch der Fall zu behandeln, daft go(X)--g(x) 
yore Grade a. Ffihr~ man die Abkiirzungen ein: 

(s3) ~ ( x )  �9 ~o(~) = ~ ( ~ ) ,  ~o(Z) �9 ~(~)  = no(~),  
sodal~ also G1. (31) in die folgende iibergeht: 

(34) ec~). n ( ~ )  = ~ o ~  �9 no(~) + ~(~), 
so folg~ dureh Derivation: 

(35) e(,)(g'(x). U(x) + U'(x)) =~o(~)(go'(~). Uo(~) + rro'(~)) + ~'(~) .  

Soll~e hierbei ~'(x)=-0 sein (was nich~ ausgeschlossen erscheint)~ so 
finde~ man: 

(~6) g'(~) �9 rr(~) + n ' (x)  = ~~ (go'(~). no(~) + rV(x)) 
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and da der ersh~ Fak~or rechts yon der Ordnung a, der zweite yon 
niedrigerex Ordmmg, so folgr ztm~ichst, dab der links s~ehende &usdruck, 
sorer auch n(x)  and schliel~lich (mR Riicksicht auf G1. (33)) auch E(x) 
yon der 0rdnung a. 

Wenn dagegen tp'(x) nieht identisch verschwindet, so mult:ipliziere 
man GL (34) mit ~'(x),  G1. (35) mit ~(x) und bride durch Subtraktion 
un4 Mul~iplika~on mit e-g(~): 

g'(x)- r n(~) + ~(~)- n '(x) -- r �9 n(x) 
(37) _~ ego(~)_g(~)(go,(x) . q~(x) . Ho(x) + ~(x) . Ho,(x) _ ,(x) . Ho(X)) ' 

woraus sofort wieder fotg~, da~ die linke Sei~e, also scbl~eBlich ~(x) yon 
der Ordnung a, sofern nicht etwa die rechte SeRe (und dann eo ipso auch 
die linke) identisch verschwindek Hiit~e man nun aber: 

go'(~) . ~(~)  . n~  + ~(~) . no'(~ ) --  ~'(~) . no(X ) = O, 
so wiirde sieh ergeben: 

no(X) ~(x) 
also: 

n o ( X )  = 

was unmbglich ist, da die rechte SeRe yon der Ordnu_ug a, wogegen Ho(x ) 
yon niedrigerer Ordn~ng. 

Dami~ is~ aber der ausgesprochone Satz bewiesen. 
9. Bezeichnet man wiederum mR b sine beliebige komplexe Zahl 

(einscMiel~lich der Null), so folg~ aus dem eben bewiesenen Sa~ze, dab 
fiberhaupt unter allen mgglichen Funl~ionen z(x) .  G ( x ) +  7(x) (wo also 
G(x) eine beliebig gewiihlte, aber fes~ zu haltende Funldion yore Normal- 
typus der ganzza]digen Ordnung a bedeutet) hgchstens ffir diejenigen yon 
der Slaezialform go(x) .  G(x)  + (7o(x)- b) ein mR unternormaler Hiiufig- 
]w/t angenommener Ausnahmswert b existierk FaB~ man dieses Ergebnis 
mit demjenigen yon Nr. 6 zusammen, so gelangt man zu der folgenden 
Vervo!lst~adigang des Picardsehen Sa!zes (vgl. den ScMuB yon w 7, p. 291): 

Eine ganze ~'unktion G(x)  yon der Ordnung a nimmt 
jeden bestimmten ~Wert mit der H~ufigkeit H(a)  an. tVur wenn 
a eine g a n z e  Zahl und zugleich G(x)  dem ) 7 o r m a l ~ p u s  an- 
gehbrt, k a n n  ein einzelner Weft  b existieren, welcher yon G(x)  
mit  q~nternormaler  t t t i u f i g k e i t  bezw. gar  n i ch t  angenommen 
wird. Abet  setbst unter den i~ber Ordnung und Ty1~s yon G(x)  
gemachtea b e s c l ~ r ~ i n ~  Voraussetzungen ist die Existenz eines 
soZchen ~ezia!wertes b als ein A u s n a h m e f a t J  anzusehen. 

Miinchen, April 1903. 
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Nachtrag. 

Wir lassen noch die in FuBnote p. 273 berei~s augektindigte Modifi- 
ka~ion der LindelSfschen Me,bode*) folgen, welche eine etwas kiirzere 
und dabei wiederum vo]lkommen elementare Herleitung des in w 4, Nr. 4 
(p. 276) formulierbn Hauptresultates gestattet. 

1. Dem Hauptsatze I (p. 266) sbllen wir austatg des Haut)tsNzes II 
(p. 270) die folgende (nich~ gauz vollkommene) Umkehrung gegeniiber: 

(i) 

(2) 

1st: 
i 

-- V( i -d 
ct I 

�9 . i t , :  <= 

so hat man bei beliebig tdeinem ~ > O: 

c ,x  ~ < e(y+ ~) ~5' f l i t  a l le  x I > t~,. 
0 

*) Herr L i n d e l ~ f  geht yon derjenigen Form der Voraussetzung aus, welche 
in der hiex akzepCierten Schreibweise lauten wtirde: 

1 I 

~im V ~  <: (,~7)~'. 
Der Beweis des Sa~zes yon Nr. 1 fbrdert alsdann die Bestimmung einer oberen 
Schranke ffir eine Reihe yon der Form: 

mid damit die Bestimmung des Maximums von- 

als Funktion yon v -  eine Aufgabe, welche die Hemnziehung der Differentialrechnung, 
also eines nicht im Rabmen der .elementaren" Funktionentheorie liegenden Hi]_fs- 
mittels erheischt. Dies wird, wie aus dem Texte ersichtlich ist, vermieden, wenn 
man, wie bier, yon der Voraussetzung: 

ausgeh,, da die in diesem Fal!e lediglich erforderliche Maximumsbes~immung yon: 

r~ 
l 

(v,)~ 
sldh ohne jede Rechnung vollzieh~. 

�9 1 : a t h e ~ s c h e  A n n a l o n .  L~: 22 
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Beweis.  Wird e > 0 beliebig klein vorgesehrieben, so hat man auf 
Grand der zweiten Form yon Vorausset~_ng (1) ffir ~ > n~: 

1 

Setzt man also allgemein: 
_1 

~-7-F  

und bezeichnet mit K die grSBte der Zatflen k0, k l , . . . ,  k~ und 1, so hat 
man s jede~ ~: 

! 

(wobei das Zeichen < zum mindesten f'tLr alle ~ > n. gilt) und daher: 
1 

r  ~ 0  - -  0 0  

o o @,,)~ o 

so wird: 

Setzt man zur Abkiirzung: 

1 
- -  I 

o ) 

1 I 

r ~ =  o O 

Die r~ netunen also ~u, solange v < Q, sie nehmen ab, sobald ~ > Q. 
Das Maximum yon r,  tritt d~ber ein fiLr ~ = [@], sodaB also: 

1 

Max.  r~ == \[e]5., /  " 

1 Wegen: ~ < ( e )  ~ (s. Ungl. (5), p. 267) ergibt sich dann: 

< ee-[e], e[e] = ee 

u n d  daher :  
1 

0) < 
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Ferner hat man: 

und somit: 

(7) 

1 (~_)~ 1 
~ ,  wenn: v ~ 2  ~-0,  

o o [ '~ 'e ]+~ 

<Max. r , .  [2" .0]+ 1 + 
1 

1 

< (2"-0 + 2). e u  

Hiernach geht also die Ungleiehung (4), wenn man noeh far ~ seinen 
Wer~ aus G1. (5) einsetzt, in die folgende fiber: 

(~) 27~,~, <~.(~(~+~).~xio+~). 
0 

und, wean jetzt R. so fixier~ wird, daB: 

ffir (~) ~ .  (~ (~ + ~ ) t ~ I  o + ~) < ~ ,o,o 

schlieBlich, wie behaup~et: 

c , , x  ~' < e ( r+o) .  I~:t a f i ir  

e(y+ ~)-~:~ 

!xl >/~.,  

ix] > R.. 

Zusatz.  Man erkennt unmittelbar, da~ der vorstehende Beweis mad 
somit auch der oben ausgesprochene Satz noch giiltig bleibt, wenn 7~:);  d.h.: 

/ s t :  

(10) lira v ~ �9 ~/Ic.i = lira vl) ~ .  Ic.I = O, 

so hat man bei beliebig kleinem a > O: 

~ CvX ~ ~ e~'lxl a 
0 

Daraus folgt weif~r: 
Ist f ~  j e ~  a > o: 

(12)  lira ~ =+~.~/tc,~l ~ !ira .9 " ; ~ .  ie, l = o ,  

so hat man: 

(11) 

c,x" < d~ff '+'t 
0 

(13) 

fib" al le  [x[ > Ro. 

f~r aZZe tx l  > R~. 

2'2.* 
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. 

leieht so um~rmen, da~ die ~enauen 
geleitetsen S~tze zum Vorschein Kommen. 

Umkehrungen 

(14) 

05)  

(i6) 

(i7) 

Die Vorausse~ung des Hauptsatzes I (p. 266) lg$t sich nun wleder 
der in Nr. 1 ab- 

Zun~hst  ergibt sich (s. p. 273, 274): 
Ist  bei belieb~ kleinem ~ > 0: 

12 .x. 
I o  

so hat man: 
1 

lira ( e )  "~'tc,~ = ,  lira 

U~d analog (s. p. 275): 
1st bei beliebig kleinem �9 > O: 

< dr+,).!,:~ fiir al le  ixt > :R,, 

~,!)~-t~i < (~r) ;-  

Z Gx �9 ', < e ~ I*l ~ fiir a l le  
o i 

so hat man: 
1 v ~ (  1 

lira ~,o .~/t~,f = lira v f i .  

Schlieglich (s. p. 275, 276): 
1~, bei bdiebi 9 kl, e,inem ~ > 0: 

Z G x "  < e'X/~+~ fiir al le  

so hat man auch: 
i 

a+~ ~ 

"lY ~---- OO Y .~---. r  

x > l~,, 

c,] = 0 .  

(is) x! > ~ ,  

i/i 1 (19) v! +~. 'c~I = O. 

3. Die Urnl~ehrbarkeit des ers~en Satzes yon Nr. 2 bezw. ~Tr. 1 liefer~ 
sodann noch den folgenden Satz: 

Ist  bei beliebig kleinem ~ > O: 

(20) c,x ~ > e(r-~)~x! ~ fiir gew i s se  bel iebig grof le  x,  
0 

so hat man: 
I_ ..~ / i 1 

(T) ~ " (21) nm . i/FC~ = 1~, ,  Dz-tc, l ~ (~ r ) ; ,  

u n d  u~ngekehrt.  
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Beweis .  Angenommen die Beziehung (21) folgCe n/cht aus der 
Voraussetzung (20), so h~t2e man: 

I 
-g 1 

sodaB also gesetzt werden kSnnte: 

1 

wo a' eine bestimmte positive Zahl bedeulet. I-Iieraus wiirde aber nach 
dem ersten Satze yon Hr. 1, wenn man fiir die dor~ mit a bezeictmete 

f f  
Zahl ~- setzt, folgen, daB: 

c,x" < e ~ ' fiir alle [x, > R r  
0 2 

was der Voraussetzung (20) widerspricht. 
Umgekehrt: Besteht die Voraussetzlmg (21) und es w~ire die Be- 

ziehung (20) nicht erffi~t, so miiBte ein bestimmtes a ' >  0 existieren, 
derart, daB: 

~ c,x �9 < e(~-~3 "l~, '~ fiir alle !x[ > R~,. 
0 

Daraus wiirde abet nach dem Flauptsatze I (p. 266) unmi~h31bar 
folgen, daB: 

1 

lira (-~-) �9 ~ ~ (a (7-- #))u 

was wiederum der Voraussetzung widersprich~. 
Zusatz .  •us dem eben bewiesenen Satze erschlieBt man ohne 

weiteres den folgenden: 
1st bei beliebig kleinem a > O: 

i 0 

1 

f'C~r gewisse  beliebig grofle x,  

(23) 

so hat man: 

1 V 1  

und  umgekehr t .  
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Daraus folgr weiter: 
Is~ be/ b e / ~  k / e / r ~  ~ :> 0: 

~ c , x ' [ >  d~t ~-~ fiir gewisse  beliebig grofle x, 
r 

so hat ~ n  auch: 

I ~ I  ~ . . . .  " t  

lira v ~ - - - ~ . ~  !irn v!) ~:e Ic,.: -- ~ ,  

u n d  umgekehrt .  
Dutch Zusatnmenfassung der in Nr. 1 - -3  ausgesprochenen S~ze 

ergibt~ sich dann scbliel~lich wiedelmm das in w 4, Nr. 4 (p. 276) formulierte 
Hauptresultat. 

Mfinchen, Januar 1904. 


