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UBER EINE TRIGONOMETRISCHE SUMME,

Von Dunham Jackson (Gottingen).

Adunanza del 12 marzo 1911,

Es ist bekannt, dass der absolute Betrag der Summe
sin 2 x sinnx

S(n, x) =sinx 4 5 4o -

fir alle Werte von # und x unterhalb einer festen Grenze bleibt *). Fejér hat die
Vermutung ausgesprochen, dass man hierfiir den Wert

™ sin x

G:/ ——dx = 1.8519 ...
L 24¥e) .x

setzen darf, und dass das Maximum von |S(n, x)| mit # bestindig gegen diese Grenze

wichst ?). Fiir diese Vermutung hat er spiter einen Beweis gefunden, aber nicht ver-

offentlicht. Er beweist:

. e, T g
1) Das Maximum wird fir x = e erreicht;
n T
? S(n i a) > 30 =0 =y )
. ™
3) }ggS(n,n_’_I):G.

Ich gebe im ersten Paragraphen einen einfachen Beweis fiir 1), und dann den
Fejkr’schen Beweis fir 2) und 3), den ich einem Briefe Fejtr’s an Herrn LANDAU
mit Zustinmung beider Herren entnehme. Auch Herr stud. math. J. DrostE in Got-
tingen hat den Wert G als obere Grenze von |S(#, x)| gefunden.

1) Siehe z. B.: KNESER, Beitrige zur Theorie der STURM-LIOUVILLEschen Darstellung willkirlicher
Funktionen [Mathematische Annalen, Bd. LX (1905), S. 402-423]; FEJER, LEBESGUEsche Konstanten und
divergente FoURiERreihen [Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXXVIII (1910),
S. 22-531, S. 41-43.

2) Fejir, Uber gewisse Potengreihen an der Konvergenzgrenze [Sitzungsberichte der mathematisch-
physikalischen Klasse der k. b. Akademie der Wissenschaften zu Minchen, Jahrgang 1910, n° 3, S. 1-17],
S. 5-6.
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Im zweiten Paragraphen beweise ich eine weitere Vermutung FjEr’s, dass S(#, x)
im Intervalle 0 < x <= stets positiv ist.

Es geniigt, das Maximum von |S(n, x)| fiir 0 £ x £ = zu bestimmen, da S(#, x)
periodisch mit der Periode 2n und ungerade ist; wir beschrinken x auf dieses Intervall.

d
1) ;2-;5(11, x¥)==cosx 4 cos2x -+ 4~ cosnx
sin(n+5)x 1
- x 27
2 sin —
2
sin (# —)Xx
S(n, x) = _(*7) _’_;_
25111———
e'o 2
x
:I('n, x)——“é“.

Der Integrand ist in sukzessiven Intervallen von der Linge

2w

—~—— abwechselnd
201

positiv und negativ; der Nenner ist eine von o bis = monoton zunehmende Funktion.

oél(n,x)é[(n, ﬁ_’;)’ Oéxé“"

— LT g LrEm
Also

2w :
S(”;x)és(”, m)’ mé"é‘”-
Der Punkt x,

, wo S{n, x) seinen grossten Wert annimmt, liegt sicherlich zwischen
27 .
o und — . Im Punkte x_ ist
2n -1 .

d sm(n—l— )x 1
ES(”a x) = — B
2 sin —-
2
sin(n—l—-—i—)xo::sin—xzi,
1
0 L x, LG_l_l oé(n—}—T)xoén,
1 x, x,
(yz~{—-—2—)xo_..—?oderﬂ~7

3

X, ist- gewiss £ 05
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Wir Werden bald sehen, dass dieses Maximum von S(u, x) auch Maximum von
[S(n, x)]| ist.

2) Da ecinerseits S(u, x) seinen grossten Wert fur x = e erreicht und

. . . T . .
andererseits sin nx fiir x == — verschwindet, ist
n

o) >3l ) =50 ) =56 )

™ . . . . .
D. h, S(?i, T) wichst bestindig mit #. Da o £ I(n, x) ist, wie wir gesehen
n—4 1 =

haben, ist S(n, x) > — —72:— fir 0 Lx L w Fir #n =75 ?), folglich fir n\ 5 ist

k3 k12

S(n, P > - und Maximum S(#, x) = Maximum |S(#, x)|. Man findet
leicht, dass letzteres anch fiir # == 1, 2, 3, 4 richtig ist. Damit ist der Beweis von 1)
und 2) fertig.

™ . sin nw;
3 S(”’ 11+I>: n+1+¢51n11+1+ + 11+I
sin T sin 27 sin nw
n_,-,c_l nw—}— + n+1+ i ’Il+I;
n 41 n+1 n41

fﬁli‘—xd =G.

1L

I

Es soll jetzt gezeigt werden, dass S(n, x) > o ist fir 0o < x < =.

Sei x, der Punkt des Intervalls o £ x £ =, wo S(#, x) seinen kleinsten Wert
erreicht. Ist diese Bestimmung nicht eindeutig, so sei x, der erste solche Punkt, der
rechts vom Nullpunkt liegt. Ich habe zu zeigen, dass x, = = ist; es ist S(n, =) = o.

Es sei angenommen, dass # X\ 3 ist. Fir

S(1, x) =sinx, S(2, x) =sinx -}

sin 2x

= sin x (1 -} cos x)
ist die Richtigkeit des Satzes ohne weiteres klar.

2%
2n4-1 A
Far o < x £ A ist jedes Glied der Summe S(n, x) positiv. Fir A <x £ —g—

1) Set o <x__/__—? Man setze

3H S (5, %—) =1.5828...



260 DUNHAM JACKSON.

ist, da der Integrand die Form sinus duth monoton zunehmende Funktion hat,

“sin(n 4 3)x e sin (n 4 +)x
x dx X x dx
: 2sin — g 2sin —

:/ﬁﬁm@n+oy +/MHMQ" Dy, (y=7)
. ’ -
) 2

sin y sin y
_m 0 _2m
"sin(2n -1 3 " sin(2n 4+ 1)y
> / (2n 4 1)y dy + 3’” ‘/ (__ri_ldy
o y sin— Y5 Y

D

2% ™
(da 7 X\ 3 angenommen wurde, also Py < T)

n-1
_f Slit—d L f SR (= (20 1)y)
31/3 !
27 [T dt ™
>1.85-~-———_/ —21.85---——1.21--->~;
3V3Jx 7 6
X k9
T =T
S(n, x) > o.

Folglich ist x > -;l .

2) Sei %<xéw—zA.
x+2A ,
sin =)x
S(n, x 4 24) — S(n, x) = [ ~—£1l—_*—-xz—)dx——A.
e/ x

2 sin —
2

For x > % ist

sin (71 -+ 7)x -

. X
2sin— > 1
2 > 5 . ox
2sin =
2

Der Integrand ist ferner nur auf einer Hilfte des Integrationsintervalls positiv; es ist

x+24 N
sin n
,__(ﬁ ) dx <A
X
2 sin —
% 2

S(n, x 4+ 24) — S(n, x) < o.
Eine solche Ungleichung ist mit der Definition von x, micht vertriglich, insofern der
Punkt x -~ 24 dem Intervalle o . x £ = noch angehort. Es muss x, > n — 24
sein.

3) Sei m —28 Lx L

sicher
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Die Summe S(7, x) hat in diesem Intervall einen kleinsten Wert. Nach der eben
bewiesenen Ungleichung ist S(n, © — 21) > 5(u, ®) = o. Wird der kleinste Wert
in einem anderen Punkte als x = = angenommen, so hat S(#, x) in diesem Punkt
ein Minimum.

(oot s

2 sin —
2

d
Ix S(n, x) =

I
— =0
2 )

. X
sin (n - %)x = sin—,

(1z+§)x:—§——{—2kw oder (7:—326—) + 2km,

-1
X . x
e S . (n—{—%)sm7cos(ﬂ—{—%)x——%sm(n-{——:—)xcos-z—
g x) =~ L X
sin® —

. (n+ I)sin%cos(71+%)x—%sin(n+ 1)x

2

L, X
sin® —

2
In einem Punkte

x:(hzi:i_%)j, ol x<®™

ist
sin(n - 1)x = o, sin—;c—>o;
2

d—x;S(n, x) hat das Vorzeichen von
cos (n 4 1) x =cos %—E(zk + D=

=cos[(2k;}—x)w(1 ! )]:—cos‘(z—km:—cos%<o.

2(n-1) BT
. . . .. . 2kw . .
Diese Punkte sind keine Minima; nur die Punkte x =— Z—— kommen fir uns in
n

Betracht. -
Erster Fall: n gerade. Es liegt kein Punkt 27]‘;17? zwischen = — 2A und .

S(n, x) hat kein Minimum im Innern dieses Intervalles, sondern ist hier und im
ganzen Intervalle o <7 x <= positiv *).

4) Auf diesen Schluss, der einen komplizierteren ersetzt, hat mich Herr LANDAU aufmerksam gemacht,
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Zuweiter Fall: n ungerade. Wegen
. <2kw)
sinn{——}=o0
1l
S(n, 2_%1‘7) ::S(n — 1, z—i—w) >o fir o <2’i1_r <=

nach dem ersten Fall. Fir o <<x <= ist jedes Minimum von S(u, x) positiv, also
jeder Wert von S(n, x); es ist stets x = =.

ist

Gottingen, den 22. Februar 1911,

DuNHAM JACKSON.




