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0ber  die Konvergenz yon Reihen, die nach periodischen 
Funktionen fortschreiten. 

Yon 

FRITZ 5EROSCH~" und HERMA~N WEYL in GSttingen*). 

w 

Hilfssatz fiber die Beschr~nktheit  yon Funktionsfolgen.  

Das n~ichs~.e Ziel der folgenden Untersuchung ist as, zu entscheiden, 
unter welchen Voraussetzungen tiber die Gr~l~enordnung der Koeffizienten 
ca, ~. eine trigonometrische Reihe 

co + cl cos x + c~ cos 2x + c 8 cos 3x + -. - 

-b cl sinx -b ~ sin 2x -[- c8 sin 3x -b "'" 

ftir alle Werte der Variablen x mit Ausnahme solcher, die einer l~Ienge 
vom Ma6e 0"*) angehSren, konvergierh***) Wir bedttrfen dazu eines 
Satzes tiber die Beschriinktheit einer einfach unendlichen Reihe yon 
periodischen Funktionen. 

Es liege eine unendliche Folge 

*) Herr Fritz 3erosch, Student der Mathematik in GSttingen, hatte im August 
1907 eine Note fiber den Gegenstand dieser Arbeit bei den Annalen eingereicht. Er 
war damit besch~ftigt, sie umzugestalten und zu erweitern, als er plStzlich infolge 
einer Operation verstarb. Herr Weyl hatte die Freundlichkeit, auf Grund der nach- 
gelassenen Papiere des Herrn Jeroseh die vortiegende Bearbeitung auszuffihren. 

D. Red. d. ~Isth. Ann. 

**) Zur Definition des Begriffes ,,Mal~" (mesure) vgl. L e b e s g u e ,  Legons sur 
l'int~gretion (Paris 1904), psg. 202 ft., Legons sum les sgries trigonom~triques (Paris 
1906), pag. 8. 

***) Die gleiche Fragestellung finder sich bereits bei F~ tou ,  Sgries trigono- 
mgtriques et s~ries de Taylor, Aeta Math. Bd. 30 (1906), peg. 337. Doch ist das dort 
ausgesprochene Ergebnis - -  Fatou gibt als hinreichende Bedingung L nr ~--- L ~ n  ~ 0 

an ~ wait weniger vollst~ndig als das in w 2 der vorliegenden Note bewiesene. 
5* 
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stetiger Funktionen yon der Periode 2~ vor. Ist N irgend ein Index, 
so finden sich fiir jeden Wert yon x unter den Zahlen 

l ~ (x ) l ,  I/~(x)l, -. ., I~ (~ ) l  
eine oder mehrere grSrite; der Index der ersten unter diesen gr6111~en (tier 
eine Funktion yon N und x ist), werde mit (N; x) bezeichnet, so dal~ 
fiir alle 2~ r and alle x 

grit. Es ist leich~ zu sehen, dufi die ~unktionen F(~;~)(x) yon x gleich- 
falls ste~ig siad und die Periode 2z besitzen. Ist demnach d irgend ein 
reeller positiver Exponent, so existieren die Integrale 

= 

0 

und der zu beweisende ttrifssatz lautet jetzt so: 

Ist (fi~r ein festes ~) die Zahlenfolge 

(i) ]~(~), ~(~), ~(~), . . .  

beschr~inkt, so ist die Menge ~)~o, die dadurch erkliirt ist, daft ihr ein 
Weft x o des Intervalls 0 . . .  2~ dann und nut  dann zugerechnet wird ,  

falls die Wertefolge F~(xo) , .F~(xo) , Fs(xo) , . . .  nicht beschrdnkt ist, vom 
Marie O. 

In der Tat: ist etwa 

J ~ ) ~ / / ~  ftir ane ~r, 
q 

und verstehen wir under A irgend eine positive Zahl, so be~r~igt das MaB 
m(21v) derjenigen Punklmenge 9.I~ des Intervalls 0 ~ x ~ 2x,  in welcher 

H ~  
notwendig 

2re 

0 

wird. Nun is~ aber fiir jeden Wer~ yon x 

l~l,~)(x)l __< tP<~;x)(x)i < I P ~ ( x ) l  = < - . - ,  

und mithin 21 enthalten in ~ ,  2, en~halten in 28 u. s. f.; folglich s ind 
alle 2y in ether Menge 9.I en~halten, ffir deren Mat~ m(9.i) die Un-  
gleichung gilt: 

Das heiBt abet, daft die ]Ylenge derjenigen Punkte x des Intervalls 
0 . . .  2~, in denen irgend eine der Funktionen IFl(x)l ,  ] F , ( x ) t , . . .  die 



Konvergenz yon tteihen peziodischer Funktionen. 69 

Zahl A fiberst;eigt, hSchstens das Mal~ "~'(-t~-) ~ besit;zt;. Daraus ergibl; sich 

die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Ffir die Zwecke des w 3 ist es erforderlich, eine gewisse Erweiterung 

dieses Hilfssatzes auf zweifach unendliche Funt~ionsfolgen vorzunehmen. 
Indem wir die obigen Bezeichnungen beibehalten~ aber jetzt unter 6 ins- 
besondere einen posi~iven Exponenten ~ 1 verstehen, unter al~ %~ a s , . . .  
aber irgendwelche reelle Zahlen~ ffir welche die Summe 

O0 

I.,i 
k = l  

konvergiert, setzen wir 

mithin auch 

= 
k = l  

tc= l 

Hi l f s sa t z :  Ist fiir einen Tositiven Exponenten ~ der angegebenen 
Art die .Folge (1) beschriinkt, so machen diejenigen Stellen x, fiir die die 
ab~ihlbar-unendlichvielen Werte Gin, . (x) (m, n = 1, 2, 3 , . . . )  nicht zwischen 
endlichen Grenzen bleiben~ wiederum nut eine Menge yore Marie 0 aus. 

E s is~ niimlieh 
M 

(e) 

ferner 

(3) 

k = l  

I%1" <= 
k = l  . k = l  

lakl i%;kx)(kx)l 

und daher, wenn wit das Integral des auf der linken Seite yon (3) 
stehenden Ausdrucks nach x im Intervan 0 __< x ~ 2~ mit J~J~# be- 
zeichnen und bedenken, dab 

ist, 

2~ 2~k 9~ 

0 0 0 

M 2 z  eo 

(~) < _ . 

k = l  0 k=l 

d.h.  unter den gemachten Annahmen ist auch die Zahlenmenge der 
J~(~) (bei festem ~) beschriinkt, und daraus folgt~ indem wir den ersten 

, N  

I-]_ilfssatz s~att auf die F,(x)  nunmehr auf die doppelte Folge der Gm,,(x) 
anwenden, die zu beweisende Tatsache. 
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w  

Satz fiber die Konvergenz einer trigonometrischen Reihe. 

Wir beschrKnken uns beim Ausspruch und Beweis des angekfindigten 
Sa~zes fiber die Konvergenz trigonometrischer Entwicklungen auf eine 
bloile Cosinus- Reihe. 

S a~ z: Eine ~eihe 

c~ cos x + c~ cos 2 x -~ c s cos 3 x + �9 �9 �9 

konvergiert fiir alle Werte x mit Ausnahme solcher, die einer gewissen 
Menge ~J~ yore Marie 0 angehgren, falls sich eine 2ositive Zahl C und eir~ 

2 
'~xponent 7 > - ~  angeben lassen, so daft fiir allen 

0 

ist. 
Wir setzen 

F (x) = cosx + c o s 2 x  + . . .  + e o s n x  

und wenden auf die hiermi~ gewonnene Funk~ionsfolge 

F , (x)  (n = 1, 2, 3 , . . . )  

den ersten Hilfssatz und die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen an, 
um auf solche Art zuniichst zu beweisen, daft diejenige~ Werte x des 
Intervalls O ~ x ~ 2z,  fiir die jene sukzessiven l:)artialsummen keine be- 
schriinkte Zahlenreihe bilden, eine Menge ~o vom Marie 0 ausmachen. 
Dazu ist es nStig, einen positiven Exponenten d so ausfindig zu machen, 
dag die Reihe der Integrale Z @ fiir alle .h r unterhalb einer endlichen 
Grenze bleibt. 

Unter den Voraussetzungen des Theorems existier~ die Quadratsumme 

c~ ~ + c~. ~ + ca ~ + . . . ,  

u/~d es gib~ infolgedessen~ wenn wir den Integralbegriff in dem yon 
L e b e s g u e  aufges~ellten Sinne*) nehmen~ nach einem yon den Herren 
Riesz  und F i s c h e r  bewiesenen Satz**) eine sam~ ihrem Quadrat in- 
tegrierbare Funklion ~(x),  so dal~ 

2~t 

 ylz(x) c o s  = dx 

und 

k=l 0 

~) Leg. sur l'in~dgra~ion pag. 98 ft. - -  LeT. s, 1. s~r. trigonom, pag.  10 f. 
**) Riesz~ GG~. Nachr. (Ma~h.-phys. Klasse) 1907, pag. 1 1 6 . -  F i s c h e r ,  Comp~es 

R, endus, Bd. 144, p. 1022 (13. l~ai 1907). 
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isi. Wit  sehreiben noch 

dana gilt; 

0 h = n + l  

Das MaI~ m(@,) derjenigen Menge @~ im Inbrvall 0 - - - 2 ~ r ,  in 
welcher ]Dn(x)l ~ 1 ist, geniigg wegen dieser Gleichung der Bedingung 

O0 ~0 aO 

. . . .  = X 2~' 

2 7 ~ 1  

Bedeutet ftir eine positive Zahl a allgemein [a] 
Zah], welche a nich~ tibersbig~, so schreiben wir jetzt 

n- (st- i). 

die grNite ganze 

Um das Integral 

~i ~ i~ 

= "9 + 

~Tg 

o 

zu berechnen, teilen wir das Intervall 0 . . .  2z  (mit Bezag auf den 
Index 2V) in eine endliche Anzahl mel~barer Punktmengen ~1, ~ , ' "  ", ~ .  
Dabei reehnen wir einen Punkt x des Intervalls dann und nur dana zu 
i~ ,  falls 

< (N; x) < n +l 

ist, und es bedeutet p den letzten unbr den Indizes k, ftir welche 
n~ <~ ~u ausfiillt. Alsdann wird 

~ z  

wobei allgemein unter f das tiber ~ zu ersbeckende (Lebesguesche) In~e- 
~k 

gral yon 12'(~; .) (x) i# zu versfehen is~. Ein in ~ en~halbner Wert x 
geh6rt en~weder @-k an, falls n~mlich ID.~(x)I :> Iist, oder es gil~ fiir 
jenen Wer~ x die Ungleiehung {D.k(x)I ~ i; im le~zbn F~II is~ abet, 
da fiir Werte x aus ~ 

ist, 
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und mithin 

(_,v; x) 0v; x) 

u = n k + l  v m n k + l  
C' 

_<~ {(N; , ) -  ~} < c, 

ID(~;.)(z)l < 1 + C. 

Ffir Werte x, die {R~, aber nieht ~k angehSren, ist demnaeh 

und falls der Exponent ~ ~ 1 ist, um so mehr 

l P<~;~)(x)I ~ < 1 + c + 1F(~)I. 
Aus dieser {lberlegung folg~ fiir das in (5) auftretende Integral fiber {R~ 
die Ungleichung 

in der (~Rk, ~,~) den ,,Durehsehnit~" der beiden eingeklammerten Mengen 
bezeiehne~. 

Sind die Zahlen//1, H ~ , . . .  so gewghl~, dab ftir alle Indizes n<nk+ 1 
und alle Werte x 

IF~(x)l < ~  

wird, so ist im Bereiehe der Menge {R k 

and folglieh 

(6) 

I F(,~;~)(x) 1 < H,, 

~(%) + f (~  + c+ I ~(,)J) d,. 
~Stk) 

Ffihren wit diese Absehiitzung in (5) ein, so komm~ 
2zt p 

f l  F(~;~)(~)i ~ d,~ __<~' H :  �9 ,~(%) + 2,~(1 + c) + 
0 

DaB die In~egrale 
k = l  

2rg 

0 

2~ 

,(j F(x) f dx. 
0 

" eine beschr~nk~e Folge bilden, wird also bewiesen sein, falls gezeig~ wird, 
dab die unendliche Reihe 

(7) ~ .  ~(~,) + ~ .  ~ ( ~ )  q - . . .  
konvergiert. 
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Wenn • < nk+ 1 isl, gilt 

(~ ~ ___~ IF~(x)i__< C ~ + ~ + . . . - ~  '~+1 
n k +  1 

�9 <__C l + J - j ) ~ , _ ~  
1 

dabei ist noch~ was selbstverst~ndlich geschehen kann, 7 < 1 angenommen; 
2 

denn ist unser Satz ftir einen gewissen W e r t  T = 7o :>-~ bewiesen~ so 

gilt e r a  fortiori fiir alle Exponenten ~, :> ~'o. Da 
~-~ < (2%) ~-~ ~-," %+, = < 2 �9 n k 

ist, daft in der Absch~itzungsformel (6) 

2C . n~.-r 

genommen werden. Geschieht dies, so ist zufolge der Ungleichung (43 
die Konvergenz yon (7) sichergestellt, falls die Reihe 

o0 

~ n~-r )~-  (2r- ~) 
k = l  

konvergiert. Wird 
x = ( e r - 1 ) -  ( 1 - r ) 6  

gesetzt~ so is~ dazzi no~wendig und him-eichend~ dab 

(8) a + ~, > 1 
ausfiillt. Denn aus 

nk +  1 - -  1 

~zk+ 1 
~t = n k 

n,~ + l - -  nk _~ n~ < nl, + l - -  nl, .-]- 1 

folgen die Ungleichungen 

m=1 ~ = I  m ' - I  

Die Bedingung (8) liiI~t sich in der Form schreiben 

(9) 7:> s+~"  
fi 

Da ~, >-3- ist, kann stets ein positiver Exponent  8=< 1 gefunden werden~ 

fiir den die Beziehung (9) erfiilR ist, z. B. ~ = 3 r -  2. Die Zahlenfolge 
jl(s~-s), ~(s r -  ~), j s (sr -  ~) , . . .  

stellt sich demnach als beschriinkt heraus, und daraus fo~gt nach dem in 

w 1 entwickelten Hilfssatz, daft unter den gegenwdrtigen Voraussetzungen 
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diejenigen Werte x, fiir welche die t~eihe der Zahlen Fl(x) ,  F ~ ( x ) , . . .  nicht 
beschriinlct ist, eine Menge ~ o  yore Marie 0 bilden. 

Um nich~ nur die Beschriinktheit, sondern auch die Existenz des 
Limes L F~(x) einzusehen, maehea wir Gebrauch yon der Abelschen Trans- 

ltg ~ O0 

formation*). Wir set;zen 

Alsdann is~ 

~,,= c , .  n ~" = - - .  
T, n 

c 

wo r ~ + ebenfalls noch gr~il3er a l s -~  is~. Folglich gib~ es, 

wenn wir das soebea gewonnene Resulia~ start auf die Reihe mit den 
Koefflzienbn c, auf 

~ cos  x + ~ cos  2 x  + -  � 9  

anwenden, eine Menge ~o  ---- ~ yore Mal3e 0 derart, daB, wenn x o irgend 
eine Zahl bedeutet, die ~ nicht angehSrt, die Zahlen 

~(Xo)  = ~1 cos Xo + ~ cos 2Xo + . . .  + ~ cos nXo ( n = l , 2 , . . . )  

si~mt]ich absolut unterhalb einer yon n unabhiingigen endliehen Grenze A 
bleibea: Die Abelsche Transformation liefert 

F,,(Xo) = ~l �9 ~1 cos Xo + . ' .  + ~ . ~ cos  nXo 
n - - 1  

k = l  

Da nach Definition 

~ o 0  

ist, folgt, dab die Reihe 
oo 

- -  f ( x o )  
k = l  

absolu~ konvergierg, und es gilt 

I ~:  (Xo) -- f(Xo) f < 2 A ~ ,  
mi~hin 

r, = f ( x o ) .  
n ---- oo 

Damit is~ aber bewiesen, dab die Reihe 

(10) q cos x + c~ cos 2x + . . .  

koavergiert auBer ftir Werb  x, die der oben definierten Menge 
gehiiren. 

a n -  

*) Ygl. Lebesgue, Le~. s. 1. sdr. ~rigonom., pag. 38 f. 
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Aus dem Gang des Beweises li~13~ sich noch schlie~en, dal3 zu einer 
beliebigen positiven Zahl ~ eine im Interval] 0 . . .  2~ gelegene Menge 9~ 
angegeben werden kann, deren MaB 2 ~ - ,  fibersteig~ und welehe yon 
solcher Art ist, dab im Gebiet 9~, die Reihe (10) gleichmiiflig konvergiert. 
Daraus folg~ offenbar 

L f(f(x)--tz ,~(x))~dx--~O. 
~ ~ 0 0  ~ 8  

Da abet 

ist, ergibt sich 

F(x)  - Z'. (x)) 2 d x  ~ ~--i-----~ ~-(~Y-~) 

, ( ( f ( x )  - -  F(x))~'dx = O. 

Mithin besteht die Gleichung 

im ganzen Intervall 0 ~ x ~  2~ mit Ausnahme einer Menge, die hSchstens 
alas Marl ~ besi~z~. Da abet e beliebig angenommen werden kann, gilt 
jene Gleiehung tiberall mit Ausnahme einer Menge in x yore Marie 0. 
Daraus folgt encllich 

fir~ 2~  

0 0 

Bezeichnen wit  demnach den Wert der l~eihe (10) an den Stellen ihrer 
Konvergenz mit f (x)  und definieren f (x)  fiir die iibrigen Werte dutch f(x)----O, 
so sind die cl, %, . . .  die sukzessive~ -Fourierkoeffizienten der .Funktion f (x)  
(falls die lmtegrale im Lebesgueschen Sinne genommen wercien). 

w  

Reihen, die nach periodischen Funktionen fortschreiten. 

In diesem Paragraphen sollen die Un~ersuchungen des vorigen dahin 
verallgemeiner~ werden, dab an S~elle der Funk~ion cos x eine s~e~ige 
Funktion ~o(x) yon der Poriode 2~ ~ritt, ftir die das Integral 

2 ~  

f dx = O 
0 

wird. Wir nehmen dabei an, daft q~ (x) in eine trigonometrische Reihe ent- 
wickdbar sei: 
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(11) r = al cos x + a~ cos 2x + - - -  
+ b  l s i n x + b ~  s i n 2 x + - . . ,  

und zwar so, daft fiir einen yewissen positiven Exponenten r ~ 1 die 
beiden Summen 

o o  oo  

XIo I 
k=l k-----I 

konvergent sin& Die Reihe (11), dutch welche ~(x) dargestellt wird, 
konvergiert alsdann absolut und gleichm~iBig im lmtervall 0 ~ x ~ 2z.  
Der Einfachhei* halber setzen wir noch 9(x) als eine gerade Funktion 
voraus, so dab aus der Entwicklung die sin-Glieder fortfallen. 

Wit untersuchen jetzt die Konvergenz der Reihe 

(12) c ~ ( l x )  + ~ ( 2 x )  + c8~(3x) + . . . ,  

in der die Koeffizienten c, yon solcher Art sind, dab eine positive Zuhl C 

+ e existieren, so dab fiir a l l en  und ein Exponent 7 > a + 
C 

wird. lndem wir die Bezeichnungen einfiihren: 

F,,(x) = q cos z + c, cos  2 x  + . . .  + c, cos n x ,  

~ . ( x )  = a~ cos x + a~ cos  2 x  + - . .  + a .  cos n x ,  

m m n n 

27- , 
k = l  k----1 i = 1  i = 1  

und auf die E~(x) die im vorigen Paragraphen durchgefiihrten Uber- 
legungen anwenden, erkennen wir aus dem zweiten der in w 1 bewiesenen 
Hilfss~tze, dab fiir jeden Wert x, der einer gewissen Menge No yore Marie 0 
nicht angehgrt, die dolo2elt unendliche Folge G,~,,(x) (re, n - - - -1 ,2 ,3 , . . . )  
absolut unterhalb einer (yon x abMingigen) endlichen Grenze liegt. Der 
Unterschied gegeniiber dem w 2 besteht jetzt nur darin, dab der Exponent 
(? nicht mehr beliebig gewi~hlt werden kann, sondern so beschaffen sein 

mu$, dab .~I ak I ~" konvergier~. 
Um aus diesem Resultat die Konvergenz yon (12) zu erschliel3en, 

machen wit wiederum Gebrauch yon der Abelschen Transformation. Wir 
bestimmen zuniichst, was leicht geschehen kann, eine Reihe posi~iver, ab- 
nehmender, gegen 0 konvergierender Zahlen ai, ~ ,  a s , . . . ,  so dab ftir 
die Zahlen 

an 
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die unendl iche Summe 

analog wie in w 2, 

Mit Bezug auf die Zahlen 

k=l 

noch konvergiert*). 

i /~+,J~ ) 
~. n u b-V-J - r 

~. ~ C_n. 

Ferner setzen wit, 

wird. Auch ist 

wihlt ,  da dann offenbar 

und folglich 

~ = 1  

,~=1 i = l  

m--.L ~ - - 1  

--2'2] 
k=l ~=I 

n--1 m - - 1  

(~,-~,+,) g,.,,(Xo) + ~. ~_, (~-~+~) ~,.(,~o) 
k = l  

+ ~,.~,, ~,..,,(X,o). 
*) Bedeutet A die Summe 

und setzt man 
k = l  

i Z r.-- i -- E la~l~ 

so sin4 die obigen Bedingungen erf'itllt, wenn man 
1 

,. = ( § 

( n ~ = l , 2 , ' "  % 

t~kla = =  A 
k = l  

,,>,,>~,~... u~d L~.=o 
n~r 

k = l  ~ 1  

gilt dann der Satz, dab diejenigen Wer~e x, fiir welche unter den Zahlen 
~r,,..(x) (m, n =  1, 2, 3 , . . . )  beliebig groBe vorkommen, wiederum nur eine 
NIenge ~ yore MaBe 0 bilden. Ist x o ein bes~immter Weft, der ~ nicht 
angeh0rt, so gibt es also eine Zahl A, so da~ s alle m und n 

I ~.,.(Xo)I < A 
ist. Doppel~e Anwendung der Abelschen Transformation liefert 
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Bezeichnet man den Weft der absolut konvergenten Reihe 

k = 1, 2 , . . .  
i=1~2~.- .  

mi~ g(xo) , so folgt hieraus 

mi~hin 

Da aber 

L ~, , (xo)  = g(xo). 
m ..~. oo 

n 

m ~ o o  i----1 

exisliert, ergibt sich hieraus insbesondere 

c~ ~(1.~o) + ~2 ~(2.x,) + . . . .  L L G~,~(~o) = g(Xo). 

Das Resultat fassen wir in den folgenden Satz zusammen: 
Theorem.  Ist 9~(x) eine stetige Funktion yon der _Periode 2~r, welche 

in eine Fourierreihe ohne konstantes Glied 

(x)  = al  cos  x + a2 cos 2 x  + . . .  
q-b1 s inx  q-b~ s in2x  + . . .  

entwickelt werden kann, deren Koeffizienten yon solcher Art  sind, daft 
oo oo 

k = l  k = l  

fiir einen ~xponenten ~ ~ 0 und ~ 1 konvergieren, so konvergiert eine Beihe 

c, ~(1.x) + c~ ~(2.x) + ca ~(3.x) + . . .  

fiir alle Werte x mit Ausnahme solcher~ die ei~er gewissen Menge ~ yore 

2 q- ~ gibt, so daft c,~. nr fiir Marie 0 angeh~ren, falls es eine Zahl 7 ~ a ~ 

atle n absolut unterhalb einer endlichen Grenze liegt. 

Wir erw~hnen einige spezielle Fiille. Ist cp(x) eine Funl~tion yon 
2 z  

0 

1) cp(x)in eine absolut konvergente Founerrelhe' " en~wickelbar, so ist 
die Bedingung u~seres Theorems fiir 6 ~ 1 erfiill~, und demnach geniigt 

c (8>0); 7ur Konvergenz der Reiae (12) die Voraussetzung cnl s n~.+~ 
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2) ~(x) ~,-mal stetig differenzierbar ( v ~  1), so is~ ~o(x) sicherlich in 
eine Fouriersche Reihe ohne konstantes Glied (deren Koeftizienten wieder 
a~, b~ hei~en mSgen) entwickelbar, und es konvergiert 

. ~  (k,ak) 2 +~.1 
k = l  k - - I  

(k, bk)~= 1 f{d~f(~)~dx" 
o 

Dar~.us seMieBen wir, da6 auch 

2 

k = l  

(ftir beliebiges e > 0) 

konvergiert. 
so dab allgemein 

2 
1 

wird, so ist 

g 

Seheiden wir n~mlieh die Indizes k in zwei Klassen k, k", 

2 
1 

hingegen I ak,, I i + ~ ~ > 

2 1 + - - - -  

(~') (k') 

(1 +~,)~ 

konvergent, aber auch 

(k") (k") (k") 

I (k")'} . 

Zur Konvergenz yon (12) ist im gegenw~irtigen Fall hinreichend, dal~ 

C wird, wo 7, = 

4 

5 ' e > 0  ist; z. B. 

~-4 2,, 

12 16 
s _--0,727.. . ;  73 ~ - - ~  0,705""; r a = ~ 0 ~ 6 9 5 " " ;  usw. 7i ~ i-I 17 

Wei$ man, da$ der v u Differentialquotient nicht nur stetig, sondern auch 
yon beschdinkter Schwanktmg ist, so erschlieB~ man leichi die Ungleichung 

]a~] < Ao 

in der A o nicht yon n abhingt. Die Konvergenzbedingung lautet 

l e v i <  c 

WO 
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is~, z. B. 

1 

7 : =  1 

7~ ---- 5 0,714 7~" 7 0 ,700 . . ;  usw.; 
7 ~ 10 

3). ~(x) beliebig oft differenzierbar, so gen~igt zur Konvergenz der 

0 (~>0)  ist. In diesem le~zten Fall erhal~en Reihe (12), da~ I c,~l ___< ~ +, 

wir also dasselbe KrRerium, das wir in w 2 fiir (p(x)= cos x abgeleRe~ 
batten. 


