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Singulare Integralgleichungen.®)
Von

H. WeyL in Gdttingen.

I. Teil

Theorie der Integralgleichungen mit beschrinktem Kern.

Von Herrn Hilbert ist als erstem zur Behandlung der Theorie der
Integralgleichung**)

f6) =) — 1 [ K, 09O,

in welcher f(s) und der ,Kern“ K (s, f) gegebene Funktionen sind, die
Methode der unendlichvielen Variablen mit grofem Erfolg angewandt worden.
Diese Methode ist aber, wie im folgenden gezeigt werden soll, keines-
wegs auf die von Hilbert in der fiinften Mitteilung vorzugsweise unter-
suchten stetigen Kerne beschriinkt, sondern fiihrt auch in gewissen all-
gemeineren Fillen zu interessanten Ergebnissen. Es muB dazu zunichst
an einige Tatsachen aus der Theorie der Bilinearformen mit unendlich-
vielen Variablen kurz erinnert werden.

Es sei jedem Paar natiirlicher Zahlen p, g eine reelle Zahl q, zu-
geordnet. Existiert alsdann eine Zahl M, so daB fiir alle Wertsysteme
Xy, Xgy -3 Yi, Ys, - - ., die den Bedingungen

(1) (#,2) =2+ 5"+ - <1, ¥,y <1

geniigen, und fiir alle » der ,Abschnitt®

[A (x} y)]n =Z apq xp yq
p=1,2,..,n
e ¢=1,2,

*) Die vorliegende Arbeit ist eine teils verkiirzte, teils durch Zus#tze vermehrte
Umarbeitung meiner Inauguraldissertation ,Singulire Integralgleichungen, mit be-
sonderer Berticksichtigung des Fourierschen Integraltheorems' (Géttingen 1908).

*) D, Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, 4. und 5. Mitteilung, Gots. Nachr. 1906.
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294 H. Were.

dem absoluten Betrag nach unterhalb M bleibt, so existiert der Limes¥)
LA (z,9)), = 4 (=, y)

und stellt demnach eine im Gebiet (1) erklirte Funktion der unendlich-
vielen Variablen =z, «,,...; 4, ... dar. Diese Funktion wird die
mittels der Koeffizienten a,, gebildete beschrinkte Bilinearform

A<x) Y) "Z g Tp Y,

genannt. Sind ®,9)

A(:l:, ?/) —2 'pg pyqr B(“’)?/) "‘2 pq p

)] (2,9
irgend zwei beschriinkte Bilinearformen, so konvergiert fiir jedes p, ¢ die
Reihe

Cpg = Opr Oy g+ Bpa by + - -
absolut, und die mit diesen Koeffizienten ¢,, gebildete Bilinearform, die
durch das Symbol 4B(z, y) bezeichnet und die Falfung der Formen 4
und B genannt werde, ist gleichfalls beschrinkt.**) Es liBt sich zeigen,
dafl fiir alle geméf den Ungleichungen (1) in Betracht kommenden Werte
der Variablen z, #,,...; ¥,, %, . - . die Gleichung besteht**¥);

4B(z, 9) =2) (@1, % + @3,% + -2} (Dpa %1 + By tla + - )1
® .
Da offenbar nach Definition, falls unter E(z, y) die Form
@, 9) =29 + T4+

AE(xz,y) =FEA(x, y)= A(z, y)

ist, folgt daraus insbesondere, daB der Wert einer beschrinkten Bilinear-
form durch reihen- oder kolonnenweise Summation berechnet werden kann:

Az, y) *‘2 (2 Gpg ZpY “‘% (2 Ppq p%)

(»)
Der Beweis der angefﬁhrten Tatsachen stiitzt sich vor allem auf eine
fundamentale Ungleichung, welche im wesentlichen besagt, daB aus den
Ungleichungen (1)

folgt.
Ist

verstanden wird,

abs. E(z, y) <1

A(x7 ?/) "2 pq y

(», 9

% Hilbert, 4. Mitt., pag. 178.
* 1 c., pag. 179.
¥ Vergl. meine Dissertation, pag..7f.
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eine beschrinkte Bilinearform, so soll unter 4’(z, y) die mit den Koef-
fizienten

Wpg == Gy
gebildete Bilinearform verstanden werden. Herr O. Toeplitz hat gezeigt®),
daB die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine be-

schrinkte Form B(z, y) von der Art existiere, daf

AB(Q?, y) = <xJ ?/)

wird, darin bestéht, daB die Funktion 44 (z, z), welche negativer Werte
nicht fihig ist, fiir alle Werte der Variablen #,, 2,, ..., deren Quadrat-
summe (x,2) =1 ist, oberhalb einer von O verschiedenen positiven Zahl liegt.

Wir beabsichtigen jetzt, die Theorie der Integralgleichung
(@) F() = () — 1) K(s, ) p ()t (s20)
0

zu entwickeln, wenn fiir den Kern K (s, ) die folgenden Annahmen ge-
macht werden:

1) K(s,t) ist fir s >0, t >0 im allgemeinen definiert-und stetig;
es gibt namlich i jedem endlichen Glebiet der s, t-Ebene hochstens eine
endliche Anzahl monotoner stetiger Kurvenstiicke, die sich in endlich-
vielen Punkten schneiden, und eine endliche Anzahl isolierter Punkte,
lings deren und in denen K (s, ¢) nicht definiert oder doch nicht stetig
ist. Dabei ist noch angenommen, daf die Abszissen ev. vorkommender
zur t-Achse paralleler singulirer Geradenstiicke sich im Endlichen nirgends
hiufen.

2) Die durch )

[(&e,0pat=EEP, k20

0
erklirte Funktion %(s) existiert und ist stetig auBer fiir endlich- oder
unendlichviele, jedenfalls aber isolierte singulire Stellen s=s;, ¢=1,2,...).
Unter die s, haben wir uns insbesondere die Abszissen der unter 1) er-
wihnten, zur {-Achse parallelen singuliren Geradenstiicke aufgenommen
zu denken.

3) Ist dann s,>0 irgend ein Wert, der von allen 5,(i=1,2, ...) ver-
schieden ist, so trifft die Gerade s =, die singuliren Kurven und Punkte
nur in isoliert liegenden Punkten { =1, Bezeichnet E(w) die Gesamt-
heit der Punkte >0, welche einer der folgenden Ungleichungen geniigen

It—"i}éi, tzwe, (¢=1,2,--)

* Gott. Nachr. 1907, Sitzung vom 23. Februar.
18*
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o ist wegen der Stetigkeit von £(s) fiir s =,

L f(Ee, ) dt=0,

3=,
aZs H

und daraus erschlieBen wir die Limesgleichung
L [, 8 — K, by dt=0,
=% ¢

welche mit Hilfe der sog. Schwarzschen Ungleichung
([t 9(s) ds) < [rerds- floe)ras
b 0

:
ergibt, daB fiir jede stetige, im Intervall 0 ... oo quadratisch integrierbare
Funktion v(f) das Integral

S E s, )o@ at
0
eine fiir s+ s, stetige Funktion von s ist. Nehmen wir etwa an, daB

Swera=1
(1]

ist, so wird
| [E(s, 0y v () @t | < ().
0
Bezeichnet daher u(s) eine stetige Funktion von der Art, daB das Integral

of %(s)|u(s)|ds

existiert, so konvergiert a forfiori

f f K (s, %) u(s) v(¢) dé ds.

Die dritte Annakme, die wir in betreff des Kernes K (s, ) machen wollen,
ist dann die, daB dieses zweifache Integral fiir alle stetigen Funktionen « (s),
v(s), fur welche

5/’ k() u(s)| ds

ewistiert und
f (u(s))?ds = f (v©)2ds =1
¢ 0

ist, absolut unterhalb einer festen positiven Zahl M gelegen ist.
Ein Kern, der den drei soeben ausgesprochenen Voraussetzungen ge-
niigt, heiBe ein beschrdnkier Kern.



Singulére Integralgleichungen. 271

Um die Integralgleichung (2) mit der Theorie der unendlichvielen Va-
riablen in Zusammenhang zu bringen, bedienen wir uns nach dem Vorgange
von Herrn Hilbert eines vollstindigen Systems orthogonaler Fumktionen.®)

Unter einem solchen System fir das Intervall 0 <« < 1 versteht
man eine Reihe stetiger Funktionen ¢, (2), p,(2), @4(2), ..., welche

1. die Orthogonalitdtsrelationen

A 0 (p=+g)
;,f 5@ g do= o
(»,g=1, 2, 3, . )

und
II. die Vollstindigkeitsrelation

:fu(a:) v(z)da =g [K/‘u(x) @, (%) dwof:u(x) (pp(w) dx]

fiir jedes Paar stetiger Funktionen u(z), v(x) befriedigen. Die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir das Zutreffen der Vollstindigkeitsrelation
ist (unter Voraussetzung von I) die, daB sich zu jeder stetigen Funktion
w(x) und Jeder positiven Zahl ¢ eine endliche Anzahl von Konstanten
Ciy Cqy + + -5 C, angeben liBt derart, dafl

1
S @ — oo @~ — g, @) da <
0

wird. Ist allgemeiner u(x) eine Funktion, die stetig ist auber fiir endlich-
viele oder abzihlbar-unendlichviele Werte der Unabhiéngigen z, die sich
nur an der Stelle z = 0 hiufen, existiert aber noch das Integral

f(u(w))”dm,
0

so 1aBt sich eine im ganzen Intervall stetige Funktion «*(x) angeben,
fiir welche

1
f(u(x) ~ w@)idr < ¢
0

ausfillt.**) Hieraus ist zu schliefen, daB die Vollstindigkeitsrelation II
auch noch fiir je zwei Funktionen u(z), v(x) gelten wird, welche von der
eben von u(z) vorausgesetzten allgemeineren Beschaffenheit sind. Fiihren
wir an Stelle von 2 durch die Substitution

(4) =13 (t20)

*) Hilbert, 6. Mitt., pag. 442.
**) Vergl. meine Diss., pag. 14 £
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die Variable ¢ ein und setzen
0, () = (¢
1 % (735) = %)

so erhalten wir aufler den Beziehungen
5 [o,0)0,()dt=4,
0

[d,, bedeutet, wie im folgenden stets, 0, falls p +g¢, 1, falls p = ¢ ist]
die Vollsténdigkeitsrelation

11 ﬁ(t)@(t)dt=%’ [ j u(f) O,(2) dt a/ »(t) 0,(t) dt],

§
giiltig fiir irgend zwei im allgemeinen stetige Funktionen u(¢), v(¢), die
quadratisch integrierbar sind. Dabei wird unter einer ,im allgemeinen
stetigen” Funktion eine solche verstanden, die fiir alle Werte von { mit
Ausnahme gewisser isoliert liegender Stellen stetig ist.

Wir behandeln jetzt die umgekehrte Frage, wann aus der Konvergenz

der Summe
2> (fu@) 9,@ da)

0

fiir eine gewisse, nicht iiberall stetige Funktion #(z) die Existenz des Integrals
1

ﬁu(x))“’dm erschlossen werden kann. Zu diesem Zweck gehen wir aus
0

von unendlichvielen, im Intervall 0 <o <1 stetigen Funktionen P,(x),
Py(z), ..., die gestatten, durch Bildung endlicher Linearkombinationen
6P @)+ 6h@ +- -+, P(2)

mittels konstanter Koeffizienten ¢, ¢;, - -, ¢, jede stetige Funktion¥)
gleichmifig anzunihern (z. B. P (#) = 4#~"), und verstehen unter o(z)
irgend eine stetige Funktion im Intervall O - - - 1, die hochstens fiir =0
verschwindet, fiir 2 > O hingegen positiv ist, und deren Maximum mit P
bezeichnet werde. Wir bestimmen  dann die Koeffizienten ., ;) %93
Ys1s Vsay Vas) - - - Sukzessive so, dafl die Funktionen

@, () = o) + yy P, (),
9y (2) = ¢() (v Py @) + g3 Py @),
@3 (2) = o (%) (yy Py (@) + Vsa B3 (@) + y33 Py (@),

* oder doch jede stetige Funktion, die in der Umgebung des Punktes z = 0
identisch Null ist.
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die Orthogonalititsrelationen I erfiillen.*) Ist nun w(z) eine fiir z >0

1 .
stetige Funktion von der Art, daB f 0(#) |u(2)|dz und mithin die Integrale
0

1

f w(2) @ (x)dx existieren, und konvergiert ferner
0

((_fu(x) @, (%) dx)2 N (Of‘“(x) 21(2) dw)2 e w?

80, behaupte ich, ist u(x) im Intervall 0 <o <1 quadratisch integrierbar.
Seien &, 0 zwel positive Zahlen, so daB ¢ + d <1. Wir setzen

w¥(z) =0 0Lz <e),
=u(e+6)-x;8(e§x<e+6),
= u (#) (e+0<2<1),
bestimmen darauf zu der positiven GriBe ¢ die Zahl m und die Koeffi-
zienten ¢, ..., ¢, so, daB
e — 0, Py@) = — e Pal8)| <
oder

|Ju¥() — Z(@)] < fo(x) S EP

wird; hierin ist Z(x) eine endliche Linearkombination der ¢(z)P,(%),
also auch der ¢, (2):

Z(@) =1 9:(8) + - + VaPu(?)-
Daraus folgt

5/’ w(®) Z()dw = 716/’ (@) gy (@) dz + - - + ymﬁ@)%@ dz
(5)

SHVw A+ +ra= H-]/f(zcm)ﬂdx.
Es gelten ferner die Ungleichungen 0 |
(w* (@) — (Z@)* < P (2 M) + §P),

M (5) = Max. |u (@)

WO

gesetzt ist, und

of u(a) i (a) do — [ () 2(s) <t of o ()| u(0)|da.

#) Vergl. z. B. Hilbert, 5. Mitt, pag. 444.
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Fihrt man sie in (5) ein und 188t dann ¢ gegen O konvergieren, ohne £
und & zu #ndern, so erbilt man

(6) ofu(a:) w*(z)de < Hl/bﬂu* @) dz.

Endlich ist
1 1
‘fu(w) w*(x) dx ——ﬂu(x))2 dxl < 260 (M@)E,
0 &
1 1
| fer@yrde — [(ww)rda| < 20 W)
0 g

Berticksichtigt man dies, so kann in (6) der Grenzubergang Lé =0 voll-
zogen werden, welcher

. -
ﬂu @)}ds < H ]/ f(u(:c))2 dz
1

ergibt. Diese letzte Relation zeigt die Konvergenz des Integrals ﬁu @)% dz,
0

1

und zwar muf, da H? auf keinen Fall gréBer als J ?(u(x))“’ dz sein kann,
5

1

Q/)(u(x))g dx = H?
0 .

werden. Damit ist zugleich die Vollstindigkeit des Orthogonalsystems
@,(%) bewiesen.

Wir kehren nunmehr zu dem Intervall 0. .. oo zuriick, und es sei
k(t) =0 irgend eine Funktion, die fiir alle Werte >0 definiert und
stetig ist. Es ist dann leicht, eine stetige Funktion

O<W@<@+W

zu konstruieren von der Art, daf das Integral
S k(o) at
0
konvergiert. Wir schreiben
Q(m)=—:a--k*(%——-1) fir <2< 1,
¢(0)=0;
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al.sdann ist g(z) fiir x > O positiv und stetig, auch fiir = 0. Mit Hilfe
dieser Funktion ¢(2) konstruieren wir, wie oben geschildert, das voll-
stindige Orthogonalsystem ¢ (z) und setzen darauf, indem wir die Sub-

stitution (4) ausiiben,
d,(f) =z 9,(x).

Ist dann U(f) eine ,im allgemeinen stetige Funktion, zu der sich eine
Zahl A so angeben lift, daf

UG < 4()

wird, so existiert offenbar f o(z)|u(2)|dx, wenn w(z) durch
0
Ut) =z - u(x)
definiert wird, und es ist demmach ®,(£)(p =1, 2,...) ein vollstindiges

Orthogonalsystem von der Art, daB fiir jede Funktion U(f) der soeben
geschilderten Beschaffenheit aus der Konvergenz der Reihe

X f U(t) b,(0) dt)

w 0

auf die des Integrals j ( Ut))?dt geschlossen werden kann. Auferdem
h

existiert fiir jedes p das Integral

fk(t)]fbp(t)ldt.

Ein solches Funktionensystem ®, () nennen wir, wenn es auf einen kurzen
Ausdruck ankommt, su der Funktion k(¢) passend. Ein zu k(¢) passendes
Orthogonalsystem 1iBt sich auch immer dann finden, wenn k(t) nicht
iiberall, sondern nur ,im allgemeinen® stetig ist.

Wir haben nunmehr die Vorbereitungen beendet, um die Theorie der
Integralgleichungen mit beschrinktem Kern aufnehmen zu konnen. Wir
bedienen uns der friher benutzten Bezeichnungen, verstehen vor allem
unter k(s) die durch

*®

[ (&, opdi= k6P, k20
i
definierte Funktion. Wegen der Voraussetzungen, die wir tber diese ge-

macht haben, existiert ein vollstindiges System orthogonaler Funktionen

®,(t), o), -
fitr das Intervall O ... oo, welches zu %(t) papt. Wir zeigten oben, daB.
die Funktionen
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K, (s) = fK(s, £) b, (£)dt

auber fiir s =s, stetig sind. Wenden wir die Vollstindigkeitsrelation an,
80 kommi

[ (&, )t = (b6)* = (K, ) + E @)+ -
0
Es ist also
K| <k(s) @=1,2,..),

und darum existiert fiir jedes Paar ganzer positiver Zahlen p, ¢

5f‘fd)j,(s) K (s)ds =c,,.
Sind 2,,..., £, Yy, - - -5 Y, irgend 2% Zahlen, die den Ungleichungen
At sl o+
geniigen, und setzen wir
u(s) = 2, P,(5) + - - + 2,9,(5),
v() =P () + -+ 1,9,(),

80 18t

f(u(s))g ds<1, '/7(11(3))2 ds <1,
o 0

J:fK(s, Hu(s)v(t)dtds = 261”9 T, Y, -
00 p=1l--,n

g=1-ym

Aus der betreffs des Kernes X(s,f) gemachten dritten Voraussetzung
folgt demnach jetzt, daB die mit den Koeffizienten ¢, gebildete Bilinear-
form C(z,y) beschrinkt ist.

Bedeuten ferner e, a, ... irgendwelche reelle Zahlen mit konver-
genter Quadratsumme, so konvergiert die Reihe

oy By (8) + op By(s) + -+ = g(s)

und stellt eine fiir s=s; stetige Funktion dar, da der Rest der Reihe vom
#* Term ab kleiner als

V"‘?} o e k(s)

gusfallt. Es ist darum auch

]ofmg(s) ¢p(s) s :Zopq“q{ Vel 4+ edat - 'jk(s) | ¢’p<8>ldsi
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folglich

fg(s)fbp(s)ds = Cpy 0y + Cpa g4+ -+
0

mithin konvergiert die Reihe

S (o e )= oo,

9@ Vet + 3+ - k(s),
das Orthogonalsystem ®,(s) aber als ein zu der Funktion k(s) passendes

und da

gewahlt ist, konvergiert schlieBlich auch f (9()*ds. Insbesondere ist
demnach fiir jede stetige Funktion u(s), fur die das Integral f (u(9)*ds
konvergiert, f K(s, t)u(t) dt gleichfalls quadratisch mteorlerbar, und hier-

aus ist noch zu schlieBen, daB, wenn K'(s, t) einen zweiten beschriinkten
Kern bedeutet, der aus K', K durch Zusammensetoung entstehende Kern

K K(s, t) =fIf’(s, r) K(t,r)dr

wiederum beschrinkt ist.

Um den Satz iiber die Aufldsung der inhomogenen Integralgleichung,
den wir zu beweisen gedenken, mdglichst einfach aussprechen zu kdnnen,
benutzen wir die folgende Bezeichnung. Wir sagen, die homogene Inte-
gralgleichung

o) + | K(t,5) 9 (1) dt = 0

mit dem transponierten Kern K (2, s) gestatte eine niherungsweise Auflisung,
wenn eine Reihe stetiger Funktionen g, (s), @y(s),... angegeben werden
kann, so daB gleichmiBig fiir alle stetigen Funktionen v(s), deren quadra-
tisches Integral unterhalb 1 liegt,

f g, (5)0(s)ds + [ [ K, s) 9, (t) 0(s) ds dt

0 00
mit wachsendem # gegen O konvergiert, ohne daB in demselben Sinne
f @, (s)v(s)ds gegen O strebte.
0

Satz: Fiir jede im allgemeinen stetige, quadratisch mtegrierbare Funktion
f(s) besitat die Integralgleichung mit dem beschrinkten Kern K(s, t)
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f@=¢@+J§@o¢@w

sicher dann eine Lisung o(8) von der gleichen Beschaffenheit, wenn die
homogene tramspowierte Integralgleichung ndiherungsweise nicht auflosbar ist.
Beweis: Setzen wir

@, 9) + C(x,9) = A=, y),
8o gibt es eine positive Zahl m derart, da identisch in den Variablen z,

M A4 (2, 2) 2 m - (%, 2)

wird. Denn andernfalls gibe es zu jeder positiven Zahl & endlichviele
Werte x(:), xg), RN x;‘), 50 dafl, wenn man noch xif)ﬂ = xﬂz =...=0
setzte,

(2@, @) =1, AA' (@@ 2@)<Le
und folglich identisch in y
A @,y) [ <Ve (4, y)
ausfiele. Bildeten wir dann die Funktion
P.(8) =4 () + -+ 47 (),

so wiirde sich fiir alle stetigen Funktionen wv(s), deren quadratisches
Integral 1 nicht iibersteigt, die Ungleichung

‘(f;s(s) v(s)ds +6/:/?K(t) s)o,@)v(s)ds dt{ <Ve

ergeben — im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Nach dem Satze
von Herrn Toeplitz existiert daher eine beschrinkte Bilinearform B(z, ¥),

so daB
AB(z, y) = (=, y)
wird. Setzen wir in B(z, y) speziell
z,=K,(s), ¥, =jf(s)¢p(s) ds = a,,
0

so geht eine Funktion hervor, die sich wegen des Satzes von der reihen-
und kolonnenweisen Summation in der Form

v(s) = B K (5) + B K(s) + + -

schreiben 148t und welche danach im allgemeinen stetig und zudem im
Intervall 0... co quadratisch integrierbar ist. Man findet

bfw(s) b, (s)ds = 2 Cpq B,

(@
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und folglich

JE6 Dv0a=3 S K0,

= C(K(s), ) = CB(K(s), «).
Daher wird

¥ (8)+ f K(s,t) v()dt = B(K(s), o) + CB(K(), )
~ AB(K®), o) = (K@), @) = f K(s, ) f(t) dt.

Fiihren wir die Funktion
®(s) =F(s) —v(s)

ein, so gilt nach der letzten Gleichung

v(s) =0f K(s, ) p(t) dt,

und damit erweist sich @(s) als Losung der inhomogenen Gleichung.
Diese Funktion ist in der Tat von der im Satze behaupteten Beschaffen-
heit. *)

Fiihren wir in die oben behandelte Integralgleichung einen Para-
meter 1 ein, indem wir schreiben )

®) £(s) = 9(s) — xaf K(s, 1) p(t) dt,

80 erhebt sich die Frage, fiir welche Werte von 4 der Fall eintritt, daB
die zugehdrige homogene, transponierte Integralgleichung eine niherungs-

*) Vergl. hierzu Hilbert, 5. Mitt., pag. 447 f. — Indem man die von E. Schmidt
{Rendiconti di Palermo 1908, XXV, pag. 74) bewiesenen Sitze tber Auflisbarkeit
linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten heranzieht, erkennt manb,
daB die betreffs des Kerns K(s,t) gemachte dritte Annahme fir die Guiltigheit des oben
bewiesenen Satzes gimslich entbehrt werden kamm. Denn unter Beibehaltung der im
Text benutzten Bezeichnungen gewinnen wir aus

| K@ Ky @) + - - + K,6) K, 0 < k) k()

durch Multiplikation mit |®,(s) d)p(t)l und Integration nach s und ¢ die fiir alle
Indices p, n giltige Ungleichung

Zn’(j?Kq(s) ¢p(s)ds)2§; (g/ic(s)lcbp(sﬂds)’,
: _

9=1
und mithin konvergiert fiir jedes p die Quadratsumme

efy + ek +
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weise Losung zulifit — diese Werte 4 bilden das Spekirum des Kerns
K{(s, t) —, und weiter, ob sich Genaueres iiber das Verhalten der homogenen
Gleichung fiir solche i-Werte ausmachen 188t Um daranf Antwort zu geben,
machen wir noch die Annahme, dall der beschrinkte Kern K(s,t) synv-
metrisch sei, d. h. daB fiir alle Werte s,f, fiir die K(s,?) definiert ist,
K(t,s) = K(s,t) ausfillt. Alsdann gilt auch fiir die Koeffizienten der
sugehdrigen Bilinearform ¢, , die wir von jetzt ab mit %, bezeichnen
wollen, die Symmetriebedingung %, =, ,, wie ich in meiner Dissertation
ausfithrlich gezeight habe®) S8ind u(s), v(s) irgend zwei im allgemeinen
stetige Funktionen, die im Intervall O ... oo quadratisch integrierbar sind,

go ist, wie wir wissen, f K(s, t)v(t)dt gleichfalls quadratisch integrierbar,
0 -
und es wird daher, wenn wir

f“(s) ®,(s)ds = z,, fv(s) b, (s)ds =y,

setzen,

ffK(s, Hu(s)v(t)dids mZa:p(nygKg(s) ~ ¢p(s)ds)
“22 o0 Yy = K (2, 9)-

Wandeln wir entsprechend das zweifache Integral, in anderer Reihen-
folge der Integration genommen, um und benutzen den Satz von der
reihen- und kolonnenweisen Summation, so erkennen wir:

Fiiy einen beschrinkien symmetrischen Kern existieren tm Sinne der
sukzessiven Integration die doppelten Integrale

SE G, yus)o€) dtds = [ [E(s, £) o(s)u(t) dt s,
00 ¢ 0
falls u(s), v(s) irgendwelche im allgemeinen stetige Funkiionen beseichnen,
fiir die
f(u(s))sds <1, f(fv(s))gdsg 1
0 0

ist, umd bletben threm absoluten Betrage nach unterhalb einer fesfen, von der
Wahl der Funktionen u(s), v(s) unabhingigen Grense M.
Zu jeder symmetrischen beschrinkten Bilinearform

K(z,y) = 2 woTn Y

@®,9)

*) Diss., pag. 85 ff.



Singulére Integralgleichungen. 287

gehort eine beschrinkte quadratische Form der unendlichvielen Variablen
Zyy Lgyoo o

K@) =K@,9)=L Dk, 2,3,
1,2,

=R gy ceum
g=1,2,...7n

und umgekehrt erhilt man aus K(z) die Bilinearform zuriick, indem man

SEUR

bildet (,,Polarisation), wobei unter K (fy) der Wert der Form K(&)

fir die Argumentwerte §, = ﬂ—tﬂ” verstanden wird.

Um die Theorie der Integralgleichung (8) fiir Werte 1, die dem
Spektrum angehdren, behandeln zu kdnnem, miissen.wir uns mit einigen,
die Theorie der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form
betreffenden Resultaten bekannt machen.

Das System der linearen Formen

(9) Tp = Opy Ty + Opg &yt - - »=12,--)
definiert eine orthogonale Substitution, falls fiir alle p, ¢

Zowoqr = 6?9?

r=1,3%,

2 Orp Orqg = 6@9

r=1,2,"

gilt. Sind dann umgekehrt #, irgendwelche Zahlen, deren Quadratsumme
< 1 ist, so gentigen die aus
@y = 04 &y + 09, Ty + -+ -

berechneten Zahlen x, den Gleichungen (9). Ferner folgt aus der Defi-
nition, daf

x1'2+x2'2_|_ e =x12+x22+ .
ist, zunéichst identisch in z,, #,, ... ,, falls 2, ;= 2, ;= - - - = 0 gesetzt
wird, dann aber auch, wie leicht zu sehen, fir alle Werte x;, ,, . . .,
die dem Bereich (#, ) <1 angehoren, (auf welchen die unendlichvielen
Variablen stets beschrinkt bleiben sollen,) oder noch allgemeiner

(', y) = (z, Y),
falls die y, durch dieselbe Transformation (9) aus den y, hervorgehen.
Ist u(z) eine stetige Funktion im Intervall 0 <x <1, f(x) eine stetige
Funktion von beschriankter Schwankung, und teilen wir das Intervall 0...1
durch die Punkte z,=0, z,,--, %,_4, ¥, = 1 irgendwie in » Teilinter-
valle, bezeichnen ferner mit A,f die Differenz der Funktion f(z) im
(¢ + 1)*= Intervall,
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Af=f(z,,) — (@),

mit ¢ die Liinge des groBten unter jenen Teilintervallen, so existiert der

Limes
L, 2w,

i=0,1,- - yn—1

den wir als Verallgemeinerung des gewohnlichen Integralbegriffs mit
1

f u(z) df(x) bezeichnen werden.
0

Verstehen wir weiter mit Herrn Hellinger*®) unter f(x), f,(x) stetige
Funktionen und unter g(z) eine stetige, monoton wachsende®*) Funktion
im Intervall 0...1, die von der Beschaffenheit sind, daf es zwei stetige,
monoton wachsende Funktionen (%), h,(#) gibt, welche fiir jedes Teil-
intervall von O...1 die Ungleichungen

(Af £ Ag- Ak
(AfL)P < Ag- Al

befriedigen [unter Af usw. die Differenz der Funktion f(x) fir jenes Inter-
vall verstanden], so existiert in demselben Sinne wie oben der Grenzwert ¥#¥)
1

AP Af_ [(dfdf,
EEO Z Alg f dy

§=0,1, -, n—1 3

Die Ubertragung der beiden auseinandergesetzten Integralbegriffe auf ein
unendliches Intervall geschieht wie bei dem gewGhnlichen Integral.

Nun sei o(u) eine fiir alle reellen u definierte stetige, monoton
wachsende Funktion, die in der Umgebung der Stelle g = 0 konstant ist,
0,(#), 03(w), . .. stetige Funktionen, die (in allen Intervallen, in denen
sich ¢(gp) nicht &ndert, gleichfalls konstant bleiben und) den Bedingungen

+ ®
dep(@)dey(®) _
(10) J e - ),
genligen, ferner
0(0) =0,(0) = g,(0) =+.. =0

alsdann sagen wir mit Herrn Hellinger, die Funktionen g, (1), g5(p), ...

*) Hellinger, Orthogonalinvarianten quadratischer Formen usw., Inaugural-
dissertation (Gottingen 1907), pag. 25 fF.

*) Durch diesen Ausdiuck soll ein streckenweises Konstantbleiben von g(ax)
nicht ausgeschlossen werden,

A A,
w*) Ist A;g=0, so0 gilt auch A,f=A,f; =0; unter il ity

A soll alsdann ©
verstanden werden, U
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definierten ein differentielles Orthogonalsystem mit der Basis o(u). Dasselbe
heiBit vollstindig, wenn fiir irgend zwei stetige Funktionen f(u), g(u), fiir die

+ ®

f @F ey f dg @)t
de(w) ’ de ()

-— 0 -—

existieren, die Vollstindigkeitsrelation

+w + %

fdfdg fdfdep fdg dep]

-0

gilt. Insbesondere ist dann fiir stemge Funktionen u(g), v(w), fiir welche
die Integrale

[ (w@w)*do(p), ,_f (vw)?do(w)

konvergieren,

:C u(u)fv(u)d@(u)=§ [u(y)dpp(y,) [ o() do, (k)

also beispielsweise

(0 ))* + (@) + -+ - = [o(W)|.

Wegen (10) ist identisch in z,,...2,, falls man 2, =2, 4=+ =0
setazt,

) p3C Zep(w 2p)°
q11) (%, x) = f*'m)* -
Herr Hellinger hat aber gezeigt*), daB, wenn 2, 7y, ... irgendwelche

Werte mit konvergenter Quadratsumme sind, > 0, (w) 2, eine stetige

Punktion von w won beschrinkter Schwankung wird, und daB auch fiir solche
Werte der Variablen z die Gleichung (11) erfillt bleibt, und wiederum

allgemeiner

, dX(ad Y
ar) 0 9= | EEBETD,
falls -
X(u) = ;’ 0,() %y, Y () = (Z)' 0 (0)Y,
?, £

gesetzt wird.
Da ¢(u) in der Umgebung von w =0 konstant bleibt, kbnnen wir

bilden

* L c. pag. 56f und pag. 27.
Mathematische Annalen. LXVL, 19
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®) ~ Fig,0)
e v
/f E— . de, /dep(u)~df ”
0
de(w) Ve de (1)
Diese Integrale, die wir kiirzer durch f —2 bezeichnen, verwenderr

wir in der folgenden Weise zur Blldung einer, wie man leicht sieht, be-
schriinkten quadratischen Form K (z) der unendlichvielen Variablen z,, z,, ...*

de,d
Ko@) = 2 f zpdegg LT
e e
Die auf solche Art aus dem vollstindigen differentiellen Orthogonalsystem
0,(w) mit der Basis ¢(u) gewonnene Form mbge eine Elementarform ge-
nannt werden.

Der durch die Entwicklungen von Hilbert und Hellinger bewiesene
Satz iiber die orthogonale Transformation ist nun dieser¥®). Ist K ()
irgend eine beschrinkte qguadratische Form, so gibt es eine orthogonale
Transformation, welche an Stelle der Variablen #, die Variablen z}, a3
al), @, 2@, ... substituiert:

/ ’
Zp =2lpq%: "“21 2%

@) ()

2 = Db, (h=1,23,...)

l_p =1, 27 v ]
und durch die K () in die folgende Form gebracht wird:
K@) = D + JE0 @),
(») b ()

Dabei sind 4, 45, ... gewisse von O verschiedene Zahlen, die sogenannten
Ergenwerte, welche das Punkispektrum der quadratischen Form ausmachen,
Jede der Formen K®(z®) aber eine Elementarform der Variablen al:

do® (1) do® ()
KO (z0) _2 f e .

w9 =

Diejenigen Werte u, in deren Umgebung irgend eine der Basisfunktionen
0™ () nicht konstant ist, bilden das Streckenspektrum von K (z). Dem obexn

") Hilbert, 4. Mitt., pag. 198; Hellinger, Diss., pag. 60
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definierten Spektrum gehdren dann das Streckenspektrum, das Punkt-
spektrum und die Haufungspunkie des Punktspektrums an.

Wir kehren zu dem Kern K(s,t) zuriick und nehmen zuniichst der
Einfachheit halber an, dafl die aus ihm berechnete quadratische Form
K (x) von solcher Art ist, daB sie durch eine orthogonale Transformation
der Variabeln z, in die Variablen a,, § in eine Elementarform K* (£)
der § umgewandelt wird:

Ly = My By =+ Moy + - - -,
By =lp® + by + -,

(12) K (2) = K* () = > f CCLICHS

@o = o

Die o,(u) definieren ein vollstindiges differentielles Orthogonalsystem mit
der Basis ¢(u), die m, und [, gentigen den Bedingungen

(13} 2 pr 9" 2) or 97‘ Zmrp?n"ﬁl +;‘ ro'rg =
2 Mo =

")
Indem wir die friiheren Bezeichnungen wieder aufnehmen, setzen wir
k;,(s) = w_;)(K(S)) = my,, K, (s) + m,s Ky (s) +-
kp(s) = 'gp (K@) = Zpl K, (s) + lp2 Ky(s) 4.

Diese Funktionen sind im allgemeinen stetig, und es ist

(14) Dk, ) +2 (K, ()* =§)J’ (K, @)
(#) (») (»

Die ,(s), %u(s) definierenden unendlichen Reihen diirfen nach Multiplika-
tion mit ®(s) gliedweise integriert werden: so ergibt sich

S ()P, (8)ds = myybys + Mgk + -y
0

ﬁ.p(.?)d)g(S)dS—- ‘p1 gl + 'p2 92 +
0

Hieraus gewinnen wir mittels der Beziehungen (12) und (13) (unter Zu-
hilfenahme des Satzes von der kolonnen- und reihenweisen Summation

quadratischer Formen) die Gleichungen:
19*



292 H. Wgrr.
f Ky (5) Byls) ds = 0,

fk (5) ®, (5) ds —2 z,,gf Z”d‘i"’

Da nach fritheren Auseinandersetzungen die Integrale ﬂk ()ds, ﬁk $)*ds
emstleren, folgt aus diesen Rechnungen

(15) kp(s) =0,
f (%, (s))zds ( fgr

Wir fithren ferner die Funkfionen

2 2
AGs; 3) = k(3) fudeu(u) + Ra(s) [udes(®) + -,
0 0
B(s;2) = 721(3) 01(2) + Iy (s) 02 (2) + - - -
ein. Diese beiden Funktionen sind fiir jedes Wertepaar (s, 4), falls st s; ist,
stetige Funktionen; es existieren die Integrale ﬁA(s; n):ds, [ (B(s; 1) ds.
0 0

Als Funktionen von A sind A und B nach den Hellingerschen Resultaten
von beschrinkter Schwankung, und es existiert auBerdem

(d Bs; u )
do(u)

= v (k ()2,

-—w

Die letzte Summe stimmt aber wegen (14) und (15) mit
D (K, @F = KK (s,9)

(»)
iiberein, und es gilt infolgedessen etwas allgemeiner
+ o
d,Bs;m) 8B (t;p)
“ [ -
(16) [HREREREY kR (.

Die Funktionen A(s; 1) und B(s; 4) stehen in einem einfachen Zusammen-
hang miteinander. s ist ndmlich
2

[uiey6) = 36,0) — fo, ),
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und folglich, da die Reihe

ky(5) 00 () + Ky () 02(w) + - - - = B(s; )
fir einen Werbt s+ s; gleichméflig im Intervall 0 < u < 1 konvergiert,

A(s;4) = AB(s;4) ~Q/QB (s50)du.

Diese (leichung, die sich auch in der Form
A

(17 A(s; 3) = fud,B (s 1)
0
schreiben 1dBt, hat zur Folge, daB sich fiir irgend eine stetige Funktion

+ &
f(w), fir welche f %%j existiert,

+ o + 0
fgl_gf; B af @) _ /dA(s;md@
de (u) . pde ()

-0 —

und auch

(@850 [(d,Als )
Tdew wide ()

ergibt. (16) verwandelt sich demnach in

+ o

aA (85 W) dA (s p)
f wdetw  — EEED.

—®

Die Fourierkoeffizienten der Funktion A(s; 1) nach der Variabeln s
diirfen durch gliedweise Integration berechnet werden; es ergibt sich so

f AGs )0, ds = > ) f wde, )1, f Tote].

@

Durch Summationsvertauschung und wegen der Vollstindigkeit der o, (u)
findet man

(18) _[’ A(s; 1) O,(s) ds =g 1,50, (%)
0 q
‘Wir schlieBen hieraus noch
(19) S A6 m)2ds = () + (0 @)+ -+ = o),
0

weiter aber



204 H. WEeyL.

'/?K(s, A 4)di =22 1,00, (1) K, (s)

(» @

=2299(}‘> Lyp Ky (5) =(27 0,(A) k,(s) =B (55 4).

@ (2
Benutzen wir (17), so ergibt sich

(20) AAG D) — [ d, [E(s )AL w) dt = 0.
(22) 0

. Enthélt das Intervall, auf welches sich das Differenzsymbol A, bezieht,
und das auch selbst kurz mit A, bezeichnet werde, Teile des Strecken-
spektrums von K(z), so ist, wie (19) zeigt, A,A(s; 1) nicht identisch
in s gleich Null. Den Inhalt der Gleichung (20) diirfen wir also dahin
aussprechen, daB sich fiir einen Wert A, der dem Streckenspektrum an-
gehort, das ,in s nicht identisch verschwindende Differential” d,A (s; ) als
eine Losung der homogenen Gleichung ergibl. Dieselbe hat hingegen fiir
keinen Wert von A eine eigentliche Losung, d.h. es gibt keine im all-
gemeinen stetige, quadratisch integrierbare Funktion ¢(s), fir welche

o (s) — lfK(s, He@)dt=0

wird. Denn dies wiirde eine Lisung z,, #,, ... mit konvergenter Quadrat-
summe der unendlich vielen linearen Gleichungen

r=12..)

zur Folge haben, und eine solche existiert nach Hilbert®) nur fiir Werte 1,
die dem Punktspektrum der quadratischen Form K (x) angehéren. Ein
Punktspektrum ist aber in unserm Fall tiberhaupt nicht vorhanden.

Bezeichnet jetzt g(s) eine beliebige im allgemeinen stetige, quadra-
tisch integrierbare Funktion, so hat

£(5) i,f K(s gt at

den gleichen Charakter, und es ist nach dem allgemeinen Satz auf S.286:
![.A (s 1)f(s)ds =‘/'B (s;4)g(s)ds.
0 b

*) Hilbert, 4. Mitt., pag. 199,
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Wir setzen
J9) @,(5)ds =a
[}

Zplal + Zp2ﬁ2 + = (lp.
Da entsprechend der Formel (18)

(q) qu<S ), (s)ds —f Q.v(u)

Dm,, B(s 3) ®,(s)ds = 0

{2) 0

-wird, folgt

ﬁ(ss A)g9(s) ds =2 apfg (53 1) B, (s)ds
2 by, - ﬁ(s; DD, (s) ds}
@

2{2 Mg 92 g B(S,l)(Dq(s)ds __Zap df’p(ﬂ).

& )

‘Setzen wir nun in der Beziehung (117)
xp == ap: yp = kp(s) ’

80 wird
X(4) = a,0.(%) + ag0a (1) + -+,
YQ’) = B(85 2’)2
mithin
AX(R) = fu-d, (Al 0)f()ds.
(a) 0
Da aber

ayky (8) + agky(s) + -+ =1 ()
wird, geht (11") tiber in

+ o

+x b

dB(s; w) - d JA(t; dt .
21 __ﬁ#B(s?P)dX(p) _/;L 85 &) b[(t w F(t) dt
1) f(S)-—‘m T o/ de (1)

+® et
fd,LA(S; 04, S of 6
- de (W) '

-—




296 H., Wgyr.

Diese Integraldarstellung, welche eine Verallgemeinerung des gewohnlichesn
Fourierschen. Integraltheorems ist, gilt demnach fiir jede Funktion f(s), die

sich in der Form f K (s, t)g(t) dt mattels einer beliebigen, im allgemeinen
0

stetigen, quadratisch integrierbaren Fumktion g(s) darstellen 163t.

Wir erwihnen noch die folgende leicht zu beweisende Eigenschaft
der Funktion A(s; 4). Fir irgend zwei stetige Funktionen f(u), g(u),

@ + @

+
fiir die f (‘2?2, f %j existieren, gilt, falls

+ o0 +oo

af () - a, As; u) dg(w) - 4, A5 w
f ud;(u) =90, f w deﬂ(u) =¥ ()

_— — 00

gesetzt wird, die ,Orthogonalititsrelation®

-+

_ [arwasw
22) f p()v(s)ds = [ Hdol

— 00

Wir gehen jetzt auf die Frage ein, wieweit das Streckenspektrum
und die Funktion A(s; ) durch den Kern K (s, ) bestimmt sind. Es sei
o irgend ein Wert, welcher dem Streckenspektrum nicht angehort; da
das Streckenspektrum abgeschlossen ist, konnen wir dann ein Intervall i

der Variablen g
o —u|<h

angeben, das gleichfalls einschliefilich seiner Endpunkte auBerhalb des
Streckenspektrums gelegen ist. Is liege ferner eine fiir alle s >0 und
alle u des Intervalls i definierte Funktion A*(s; u) vor, welche stetig in

(s, u) ist, falls s=s, und von solcher Art, daB f (A*(s; w)*ds kon-
]

vergiert und eine stetige Funktion von g vorstellt. Endlich sei fiir jedes
Teilintervall A, von i

A A% (s5 ) =fa/ . d,,fK(s, 1) A*(t; v) dt. *)

(8w 0

*) Dabei braucht nicht angenommen zu werden, daB B*(s; ) in p eine Funktion
von beschrinkter Schwankung ist, falls man nur dem Integral

f v - dB*(s; v)
(a)
die aus (28) hervorgehende Bedeutung beilegt.
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Aus den Voraussetzungen folgt, dab

L [ (A5 — A% p)ds = 0
m=pg g
und daber auch

B¥ (s; 1) = [ K (s, ) A*(t; ) dt
0
eine stetige Funktion von s und g ist, falls s=<=s,. Es gilt dann also
(23) DA* (55 1) = A (uB*(s; ) — [ B*(s;v) dv.
(8)

Bedeutet f(s) irgend eine im allgemeinen stetige, quadratisch integrier-
bare Funktion, so ist leicht einzusehen, daf

[+

S( f B* (s3 ) dv) £(5) ds = f ( ofw B* (55 ) /(5) ds) dw

0 Mo Ho

wird, folglich

[[ A% (55 1) £(5) ds]:f [0, fB¥(5s ) (6) ] ——ﬁzf B* (s; ) /(s) ds.

1
Ho g
Es gilt aber nach friitherem die Beziehung

AN (s; ) - A,B (s Dds = BB (55 - A,A(s3 4) ds.
0 0

Wir wollen dabei unter A, ein Intervall w,u verstehen, das ganz in
liegt, und ferner sei A, = (4,4); hierin denken wir uns 1 gleichfalls in
einem Intervall i1 |4 — 4,| <& verinderlich, das von i vollstindig ge-
trennt liegt. Indem wir dann

8, B%(s;) - 5,B(s; Ayds = V(3 )
4]

schreiben, liefern die beiden letzten Gleichungen

(w—2) P, 0) + f (i, w)di=[ V(i u)dp.

Ho
Bezeichnet y’ einen Wert, den wir gegen u konvergieren lassen, & das
Intervall uy/, bezw. das auf dieses Intervall sich beziehende Differenzsymbol,

so kommt ,

14 oV * ,
24) =8 5+ | G dh= V@, — VG, w),

4o
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wenn wir unter w* einen (von 4 abhiingigen) Punkt des Intervalls g’
verstehen. Es ist nun leicht einzusehen, daB zu einer beliebigen positiven
GroBe ¢ eine andere ¢ so bestimmt werden kann, daB fiir alle 1 des
Intervalls i’ und alle Werte y,, u, des Intervalls i , die die Ungleichung
— u,|<< 6 erfitllen

=t LV )~V w)<e
-wird. Wir wenden daher den folgenden Hilfssatz auf (24) an:

Ist e(x) irgend eine stetige, durchaus positive Funktion im Intervall
0L <L, fi(@), fa(x), -- eine Folge stetiger Funktionen, fiir welche

6,(@) = e(2)f,(@) +6/ £.(5) s

mit wachsendem i gleichmifig im Intervall O-..1 gegen O konvergiert,
8o konvergiert auch die Folge fi(z), fy(%), - - - gleichmiBig gegen O.
So erschlieBen wir die Limesgleichung

fiz — . V@R, _
!téﬁl 5a =0, d i T 0.

Da aber V(1, u,) = 0 ist, wird notwendig identisch in 4, g fir die in
Betracht kommenden Bereiche

V(i,8) = A,B*(s; u) - 8,B(s; 1) ds — O,
[}]
mithin auch

(25) B, B*(s30)- 8,A(s; 1) ds — 0.
0

Wir haben noch den Beweis des angewendeten Hilfssatzes nachzuholen.
Ist fiir eine stetige Funktion f{()

o(a) F(@) +6/ff<s> ak|< s

und bedeutet 4 das Maximum von —». = E(r) im Imtervall 0 <2< 1,

so gilt, wenn wir die Funktion ‘@

Jr® at = 9@
einfithren, '
] E(s) 9(2) + igg”ll <ed.
Nun ist
FEG a3 S as

e’ (E (@)g(z)+ Z—i) - T%E (e" 9 (9’)>,
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p ( ,;E(E)dé |
e ) ) <ede®,

()| L e (e""— 1).

also

“Weiter folgt dann

L)oo, Jf@)|<ed- e,

und damit ist jener Hilfssatz bewiesen.
Da fiir A B*(s; ) die Darstellung gilt

'8,B*(s; 1) = [ K (s, §) BA*(t; w)dt,
0

diirfen wir diese Funktion in dem Integraltheorem (21) an Stelle von f(s)
einfithren, und weil fiir jedes Teilintervall von t

A A u) =0

ist, erhalten wir aus dieser Integraldarstellung unter Beriicksichtigung

von (25)

AB*(s50) =0
und folglich [s. Gleichung (23]

AMA”‘(S; w) =0.
Zufolge der letaten, fiir jedes Teilintervall von i giiltigen Gleichung ist
demnach A*(s; u) mit Bezug auf die Variable u eine Konstante. Damit
ist gezeigt, daB fiir Werte A, die dem Streckenspektrum nicht angehdren,
der homogenen Integralgleichung in dem erdrterten Sinne durch ewn nicht-
verschwindendes Differential auf keine Weise gentigt werden kann, und auf
golche Art zugleich eine charakteristische Kigenschaft des Strecken-
spektrums gewonnen, die erkennen lift, daB dasselbe durch den Kern
K(s,?) allein vollig bestimmt ist.

Hitten wir in der obigen Deduktion angenommen, dafl u, dem Strecken-

spektrum angehort, so hitte sich die folgende Darstellung der Funktion
A*(s; 1) ergeben [bei welcher A*(s; 0) = O angenommen ist]

2
duA(s;w) - A H
A*(s; }')=f # (Sd!;)(y) (@)’
9

in der H(u) eine gewisse stetige Funktion von beschrinkter Schwankung

bezeichnet, fiir die (ddfgg)“ in jedem endlichen Intervall integrierbar ist.

Diese (leichung besagt, daB bis auf einen von s unabhingigen Faktor das
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Differential d,A(s; 2) das einzige ist, welches der homogenen Inlegralgleichung
fiir den Wert A des Streckenspektrums geniigt.

Zur Bestimmung der Funktion A(s; 1) haben wir im vorstehenden
ein System orthogonaler Funktionen @, (s) von besonderer Art benutzt.
Bezeichnet hingegen ®,(s) (p =1, 2,-- ) ein beliebiges vollstindiges
Orthogonalsystem fiir das Intervall O-... 0o, so erkennt man leicht, daB
die quadratische Form K'(x) mit den Koeffizienten

oy = [ [E(5,0) 0, (s) &, () dsdt
0 0

in K(x) orthogonal transformierbar ist; folglich ist eine orthogonale
Transformation der Variablen x, in die Variablen z,, &, angebbar — ihre
Koeffizienten mdgen mit m,,, bzw. I,, bezeichnet sein ~—, so daf

+
4 dQ 'd()
K'(z) = (2; f "‘ﬁg‘é‘g £,
59 e

wird, und zwar stellt sich
1 Ky'(8) + Lo Ky (8) + - - = byt Ky (s) + lps Ky (s) + - -

heraus, wenn unter K (s) das Integral

fK(s, 1) &, (t)dt

verstanden wird; d. h. die Funktionen % (s) und mithin auch A(s; 1) sind
von der Wahl des vollstindigen Orthogonalsystems ®,'(s) vollstindig un-
abhiingig, und ein beliebiges solches, mag es nun zu der Funktion k(s)
passen oder nicht, ist zu ihrer Berechnung geeignet.

Besondere Hervorhebung verdient der Fall, daB das Streckenspektrum
aus einer endlichen oder abzihlbar unendlichen Anzahl von Intervallen
besteht, die Funktion ;o(4)| mit der Gesamtlinge der zwischen O und 2
gelegenen Intervalle des Streckenspektrums identisch wird und schlieBlich.
A(s; 4) fiir jeden Wert von 1, der dem Innern des Streckenspektrums an-
gehort, nach 1 stetig differenzierbar ist

OAGs, 2)
oL
alsdann nenne ich den Kern K(s,?) regulir.”) Hat unter diesen Um-
stiinden die Funktion f(s), welche in die Form

fK(s, Hg(t)dt

= P(s; 1):

*) Diesen Fall, der bisher in den Anwendungen allein auftritt, habe ich in
meiner Dissertation ohne Heranziehung des Hellingerschen Integralbegriffs behandelt.
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gebracht werden kann, auBerdem noch die Eigenschaft, daB das Integral

KfP(s; 1) f(s) ds

gleichmiBig in der Umgebung jedes im Innern des Spektrums gelegenen
Wertes von 4 konvergiert, so verwandelt sich die Integraldarstellung (21) in

)= [Ps;0) [P 0) Fat du,
() g
in welcher M das Streckenspektrum bezeichnet. Konvergiert auch noch

f K(s, ?) P(t; 1) di

gleichméfBig in der Variablen 1, falls wir diese auf die Umgebung eines
inneren Punktes des Streckenspektrums beschrinken, so ist offenbar P(s; 1)
eine Higenfunktion des Kerns K(s,t) im gewdhnlichen Sinne.

Die bisherigen Entwicklungen waren von der Voraussetzung beherrschi,
daB die aus K(s, ) entspringende quadratische Form in eine Elementar-
form orthogonal transformierbar sei. In dem allgemeineren Falle eines
beliebigen beschréinkten Kernes erhalten wir statt (21) eine Darstellung
der Funktion f(s) von folgender Art

400

AN (5 ) - 3, A ;) £5) e
0

1) = D)9, () [T 9, dt + > / —5
@®) 0 @ e (w)

Dabei bilden die ¢,(s), welche Eigenfunktionen des Kerns K(s, ¢) sind
(und zwar fir diejenigen Eigenwerte, die das Punktspektrum ausmachen),
ein System orthogonaler Funktionen fiir das Imtervall 0 ... co; A®(s; u)
sind Funktionen von der Beschaffenheit des oben benutzten A(s; u), und
es bestehen die Relationen

S A5 ) AO(s; w)ds = O (h+ i),
0

f A® (s; 1) py(s) ds = 0
0



302 H. Wer.

II. Teil
Beispiele singulirer Kerne.
Ist K (s, t) ein beschrinkter Kern, fiir den das Doppelintegral

fﬁ(oK(s, )2 dsdt
00

existiert, so gilt ohne Abinderungen die von Herrn Hilbert in seiner
fiinften Mitteilung entwickelte Theorie der Integralgleichungen. Wenn
wir daher im folgenden einige Beispiele fiir die oben dargestellte all-
- gemeinere Theorie besprechen wollen, kénnen wir uns auf solche Kerne
beschrinken, fiir welche jenes Doppelintegral nicht konvergiert.

Als ersten derartigen singuliren Kern nenne ich den folgenden

$ 4

26) K(s, t)=%sgn(s+t)-e_i(?) ) (~o<i<t ),

welcher sich mit elementaren Hilfsmitteln (insbesondere ohne Heranziehung
der Theorie der unendlichvielen Variablen) behandeln liSt. Er steht in
naher Beziehung zu den sog. Hermaiteschen Polynomen, die man am ein-
fachsten durch die Gleichungen

RO - 1pet & (+)

p=0,1,2, )
definiert, aus denen sich mit groBer Leichtigkeit die wesentlichen Eigen-
schaften dieser Polynome ergeben. Es folgt nimlich aus ihnen

d _Lle 1
2 (= e 3" B,() = (= PP 3B, 4 (9)
und daraus die Rekursionsformel
d
(27) Bys1 (8) = - P, (s) — T2,
Ferner wird
£
Ppir(9) =(—1p 32 o \se ?
=sPB,(5) —pB,_1(s),

und aus der Kombination dieser (leichung mit der vorigen schlieBen wir
die einfache Beziehung

(27) T80 _ p B, (9).

1, _la
Da (— 1pe 2° B,(s) der p* Differentialquotient von e 2 ist, folgt
durch mehrmalige Anwendung der partiellen Integration, da8
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+°°1

fe T (s) B, (5) ds =0

wird fiir jedes Polynom 9 (s) von niedrigerem als p*® Grade, insbesondere

also
‘o 4

ST P, (5) B, (5) ds =0 P+ q).

Indem man nun noch das Integral
oo 4

e 2 ” (‘.Bp )2 ds

—

berechnet, erkennt man, dafl die Funktionen

)

e 7V -Bols

p('g> 1/2 . Vp, (p

ein System orthogonaler Funktionen fiir das Intervall — oo ... + oo bilden.
Wir berechnen unter Heranziehung des besonderen, oben definierten

Kernes K(s, f) die Integrale (indem wir zunichst noch s > O voraussetzen)

=0,1,2,--}

-8

ij(s, t) (Dp(t) at =—;— [—— e(_;-> . fe— (%) ¢p(t)dt

—x
2 «

z>2.j;(§)2¢p(t) dt+e( )f U o (0) dt],

Fir ein gerades p ist ®,(s) eine gerade, fiir ungerades p eine ungerade-
Funktion von s; darum wird

400 (s 2 s T 2
fK(s,t)d)p(t)dt-:e (3) e(") o, () dt [p=0 (mod. 2)]

-

'

- e(%) f[ (7‘)2(% (?) dt [p=1 (mod. 2)].

Bs gilt aber, wenn wir die Definitionsgleichungen und oben aufgestellten:
Rekursionsformeln heranziehen,

3\2
6(';_)2 _ - B (1) _ Pp+1(5) _e(é) Pp+1(8)
N b TR -7 o
fir p=0(2),
© t\2 © 1 o
fe— (?) dlp(t) dt=f—/;£_§]% 15;; (e*?t) dt
’ - s\2
(—pp-t gt (‘2*’) p ()cbp 1()
IR TRV )

fir p=1(2).
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Wir erhalten damit die Gleichungen, welche fiir das Folgende die Grund-
lage bilden,

. 1 )
(28) _ J K(s, 1) @, () dt = Vzﬁ?’? ®,,, () p=0(2)

-+ 00

Da ﬂK (s, 9)2dt < 2 ist, folgt hieraus fiir alle p

0, <VIGTD, |8, 6 <V ) YT,

und mithin konvergiert die Reihe

——n Bap®)
29) o0~V ikm 2 ()

wenn m eine der Zahlen 0, 1, 2, - .- bedeutet, gleichm#Big in jedem end-
lichen Intervall der Variablen s, und dasselbe gilt, wie man leicht sieht,
auch fiir die durch gliedweise Derivation aus (29) erhaltene Reihe, welche
folglich die Ableitung #'(s) darstellt. Indem man von den Rekursions-
formeln (27), (27°) Gebrauch macht, gewinnt man daraus die Gleichung

7 (5) = — 5 w(s);
also wird, da z(0) = 1 ist,
s\2
2()=¢ - (5) .

s\2
Die aus (29) durch Multiplikation mit e (_2— ) hervorgehende Entwicklung

s\2
von e "+ (?) nach den Funktionen ®,,(s) konvergiert gleichmdfig im
ganzen umendlichen Intervall — oo - - - + oo, und da man nach dem Weier-
straBschen Satz ler die niherungsweise Darstellung jeder stetigen Funk-
tion (in einem endlichen Intervall) durch Polynome schlieBen kann, daB
Jede gerade, stetige, im Unendlichen verschwindende Funktion gleichm#Big
im Intervall — co <8 < 4 oo durch Linearkombination der Funktionen

(MH)( ) (m=0,1,2,--) angenihert werden kann, ergibt sich aus
-dlesen Entwwklungen der Satz daB zu jeder positiven Zahl & und jeder
stetigen, im Unendlichen verschwmdenden Funktion £(s) ein Polynom P(s)
derart existiert, daB

£ - G B @< e+

wird.¥)

*) Die genauere Ausfihrung s. in meiner Diss., pag. 58 ff.
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» Ist jetzt h(s) eine stetige Funktion, die auferhalb eines gewissen end-

lichen Intervalls verschwindel, und setzen wir e® h(s) = h*(6), indem 6 den

S . .
Wert Ve bedeutet, so wihlen wir das Polynom *(6) so, daB

|W*(6) — ) Pl <e +]a])
ausfallt, daher, wenn P (s) = ﬂ3*( ) gesetzt ist,

1) - &) B <065 (1 18],
ﬂh ) — e (E) Bis)2ds < (Te)?

wird. Da jede stetige, quadratisch integrierbare Funktion g(s) durch eine
Funktion von der Natur % (s) so angenshert werden kann, daB

+
f(g(s) — k() ds < &

wird, ist durch diese Ungleichung die Vollstindigkeit des Systems der
Hermiteschen Orthogonalfunktionen ®,(s) auf direktem Wege bewiesen.
Wenden wir daber auf das Integral

(30) 1) = K, 0oty at

in dem g(¢) eine stetige, quadratisch integrierbare Funktion bedeutet, die
Vollstindigkeitsrelation an, so ergibt sich, falls wir

-+
Jot o, di=g,
setzen, die absolut und gleichmiBig fiir alle s konvergente Entwicklung

f(3> V@"!‘gi O(S)"‘ 2(1;/@'*'.93 2(S)+

die wir wegen der von der Reihenfolge der Glieder unabhingigen Kon-
vergenz auch in die Form setzen kdnnen

F(8) = 6,®,(s) + ¢, @5 (8) + 05 (8) + -+ -
Integrieren wir diese Reihe nach Multiplikation mit ®,(s) in dem be-
liebigen endlichen Intervall o <s< b, so folgt

(76 006) ds — 2 . [0,(5) ®,(5) ds
<Vamtant ) [lo0)ds

Msthematische Annsalen. LXVL 20
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Hieraus ist zu schlieBen (indem man a gegen — o, b gegen 4 oo kon-
vergieren 14Bt)

4o
lff(s) D, (s) ds—cﬁ[§V03+1+c§+2+... fiir ¢ > p,
mithin, da die rechte Seite mit wachsendem ¢ gegen 0 konvergiert,

¢, =-—ff(s) D, (s)ds.

Um unsere Untersuchung zu Ende zu fithren, bleibt jetzt nur noch
iibrig, zu entscheiden, wann sich eine Funktion f(s) in der Form (30)
darstellen 148t. Setzen wir voraus, daB f(s) einmal stetig differenzierbar
ist, und, unter f’(s) die Ableitung von f(s) verstanden, die beiden Integrale

4 +o
f(sf(s))” ds, f(f’(s))’ ds
exigtieren, so folgt daraus fiir beliebfges o>1

,f =) J 1= 43+JM;(3‘)"013
é’l/' /if’(s))’ ds + V—E— ]/‘jf(sf(s))2 ds;
1 1

mithin konvergiert das Integral

[}

f 4 (f(s)) is,

1

d.h1® (s) nahert sich, wenn s gegen + co konvergiert, einer bestimmten
Grenze, und es muB daher
L ®_o
s=4 8

sein. Beachten wir dies, so erschlieBen wir nunmehr durch eine leichte
Rechnung, dafl die Funktion

96 =5 () + 1 (—9)

die Integralgleichung (30) befriedigt. Das Resultat dieser ganzen Unter-
suchung ist also der Satz:

Jede einmal stetig differenzierbare Funktion f(s), fwr welche sf(s) und
f'(s) quadratisch integrierbar sind, ist in eine absolut und gleichmdfig kon-
vergente Reihe nach den Hermiteschen Orthogonalfunktionen ®,(s) 2u ent-
wickeln:
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f(8) = 6 ®(s) + ¢, Py (8) + 3P4 (8) + - -,
deren Koeffizienten durch
= [ 1(5) 0, () ds

gegeben werden.¥)
Die Relationen (28) zeigen iibrigens noch, da8

LIOR L NORPANE. XOES.XC

Po (S) = VE ?

Vi
o, @, D, (5) — b,
g () = OERD, gy () = HAZRE,

Eigenfunktionen des Kernes K(s,?) sind, die zu den Kigenwerten

IS S 1.

'IFI’ V_T’ ﬁ) — .l'/—ga
gehoren. Es gibt auch keine weiteren Eigenfunktionen; denn jede solche
miiite zu allen g, (s) orthogonal sein, was nicht moglich ist, da diese
bereits ein vollstindiges System orthogonaler Funktionen bilden. Ein
Streckenspektrum ist bei dem hier behandelten Kern iiberhaupt nicht vor-
handen.

CREIRY

Zu interessanten Ergebnissen gelangt man, wenn man in ahnlicher
Weise, wie soeben die Hermiteschen, die Laguerreschen Polynome

ae
P,(s)=¢" 73 Caltd) p=0,1,2,...)

untersucht. Fir sie gewinnen wir leicht aus der Definitionsgleichung die
Rekursionsformeln

aPlp-
P, =s 20— @s—n) P, 19,

d Pp(s) dPp-1(8)
T (T 28 0)

Auch erkennen wir, daB die Funktionen
(31} Ap(s)=V§'e—“§]£@ (1?=0, 1,2,...)

ein Orthogonalsystem fiir das Intervall 0-..oco bilden. Aus dem im
vorigen Abschnitt gewonnenen Resuitat, daB jede stetige, auBerhalb eines

*) Vgl. hierzu W. Myller-Lebedeff, Theorie der Integralgleichungen in An-
wendung usw. (Inauguraldissertation, abgedr. in Math. Ann. Bd. 64.)
20¥
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endlichen Intervalls verschwindende Funkfion A(s) fiir alle s >0 durch
lineare Kombination der dort benutzten e*(%)g%p(s) bis auf einen Fehler

8- ¢ ¢ gngenshert werden kann (indem man niimlich 4(—s) = h(s) setzt),
wird erkennbar, daf die in (31) eingefiihrten Laguerreschen Orthogonal-
funktionen A,(s) gleichfalls ein vollstindiges System bilden. Die zweite
der aufgestellten Rekursionsformeln 1aBt sich, da P,(0) =p P,_,(0) ist,
in der Form schreiben

Py(8) — 0B,y = — 2p- [ P, ,(Dat

oder

S

(82) A1 () — A(5) = — 2e=* [eN,(t)dt.

§

Aus dieser Beziehung lift sich durch Anwendung der Vollstindigkeits-

relation eine Bedingung ableiten, unter der eine stetige Funktion f(s)

nach den Differenzen A,(5) —Ay(s), Ay(s) —A,(s),--+ der Laguerreschen
Orthogonalfunktionen entwickelbar ist.

Mit derselben Leichtigkeit wie (32) erhilt man die analoge Formel

-]

A(8) = Ap_y(5) = 2e e, () dt;

addieren wir sie zu (32), so folgt

-]

fe—is—ﬂ/\p(t)dt = — 2 Apa(8) + A (D) — 5 Ay (9),
0 (p=1,2,..)

Jeangoyai = Mols) = 2 Ay (5)
0
Betrachten wir also den symmetrischen Kern
K(s,t) = - ==l (0<5 <)

fiir den sich

k()2 — f (K, 0)2dt — i—
0

ergibt, und ordnen ihm die quadratische Form K(z) mit den Koeffizienten

, ®e=1,2,..)
zu, so wird
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kM:O’ falls p+g_1’ Q)q“’l;
. 1 1
]”zo;v:"é'; kp,p—lzkp,p+1=_7[)
mithin

2 "M 9 2 2 s
(33) 1 1
—’2‘5171532-—2'a72x3——--"

1 ) ) . )
Der Kern —2—6‘1““ | 4st demmach ein beschrinkier Kern. Die durch

(38) erklirte quadratische Form 1iBt sich aber in folgender Gestalt
schreiben *)

- "y () o ()
(34) K(.’L‘) = % '1/ _p__u_g__‘ df“ " Zpy s
falls wir unter ,(1) diese Funktionen verstehen:
2 sinfr .
P,(A) = VoRrrry sin 2pr;

dabei bezeichnet » den zwischen O und ; gelegenen Wert von are sin -—1717
(A>1). Die 3,(4) bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem fiir das

Intervall 1 < 4 < o0, Indem wir
o(A)=0 (<1, Qp(l)=01 (A< 1),
—i-1 (=1, —[v,wds (21
1

setzen, erkennen wir, daB K(#) eine Elementarform ist, deren Strecken-
spektrum aus dem einzigen Intervall 1 < 4 <C co besteht und deren Basis-
funktion das eben angegebene o(1) ist.

Um nun diese Darstellung der quadratischen Form (83) fir den Kern

1 Y] . . . .
—2—6‘1’““ nutzbar zu machen, miissen wir zunichst die Funktion A(s; i)

unserer allgemeinen Theorie bestimmen. Dazu bemerken wir zunachst,

daB aus der Integralgleichung )
(35) Y=+ [e1-rlg)at
die Differentialbeziehung 0
9© = 1(8) = G
folgt. Damit diese Funktion g(s) die Integralgleichung (85) lost, muf

*) Diese Darstellung ist in etwas anderer Form schon von Hilbert, 4. Mitt.,
pag. 208 gegeben worden.
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f'(0) = £(0), Le(fo+fe)=0
gein.¥) Nehmen wir provisorisch an, daB A(s; 1) nach A differenzierbar ist:
oA (s; 2
i =PG50 (> 1),

und f K(s,)P(t;4)dt gleichmiBig in 4 konvergiert, so ist P(s;4) Eigen-
0
funktion des Kernes —;—e“""t | fiir den Eigenwert 1, und folglich

0:P(s: A
o+ (A — 1) P(s32) = 0

[ - e,
Es muB dann also
P(s;4) = a(A){Va—1- cos(sY1— 1) + sin (s34 — 1)}

sein, wobei a(4) eine gewisse Funktion von A ist. Diese bestimmen wir
so, daB

[P(s32) o) ds = v, (1)
wird. Da aber '
VA (VT=Tom YT+ sinoy T=D)emras = 278 V2T,

_wayisi
1#'1(’-)—7—;77,—

ist, ergibt sich
a(d) =

l\’
-
I
ok

Wir setzen nunmehr

P(s; 2) = V—{ Vi oos(sY2 — 1) _|_ V sm <SV——~)}

Als; ) = f Plswydp  (firi>1).
1
Es ist dann durch die vorigen Uberlegungen wahrscheinlich gemacht, daB
(36) A(s; 2) = A(s; 4)

wird. Wir miissen priifen, ob dieses zutrifft.
Zunfichst besteht sicherlich die Beziehung

*) Der Akzent bedeutet hier Differentiation nach dem Argument s.
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oo

P(s; ) = = fe-l==H1P(t; 1) dit (A>1).
0 i

Da ferner (durch einmalige particlle Integration) leicht zu erkennen ist,
daB A(s; ) fiir s = oo Null wird mindestens wie %, also eine im Inter-

vall 0 <s< oo quadratisch integrierbare Funktion ist, erhalten wir hieraus
die Entwicklung

(37) A )= [kp(S)lf w0 e

p=1,2, -
g welcher

-4

ky(s) = [ eml=tIA, _ (£)dt,
(38) ;

P, (4) = fﬁ(t; DA, (t)dt

gesetzt wurde, und aus ihr die Fourierkoeffizienten von A(s;2)

® i
fK(S; BA,_s(s)ds =27ﬂ,,gfu¢q(u) dp.
0 @ 1

Andererseits ist aber wegen (38)

® p
SR, Ods =[O, du.
. (] 1
Fiir p =1 wird

A ) ® A
f?b](uv}du=fwl(u)dy=gfﬁ‘(“L¢g<“) duqu(u)du
1 1 2 1 i

4

= Zklgqu(#)d#;
@ 1
mithin kommt

A
2 [kiq fﬂ'(lbq(&‘) — ¢, (W) dy] =0.
® 1

Da nun ¢, (y') - El (f") = 07 qu =0 fir ¢ > 2, hingegen k12+ 0 ist, fOlgt
hieraus

W (4) = vy (1)

Dies zeigt wiederum, daf

A
Sk, S 6,0 ~ 8,@)du] =0
(@ 1
sein muf, mithin !
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U5 (1) = ¥5(2)
und so fort. Damit aber verwandelt sich (87) in die zu beweisende
Gleichung

A(s; 1) = ;[kp@) ipr(u)du] = A(s;2).

Nach diesen Rechnungen kionnen wir das folgende, dem Fourierschen
analoge Integraltheorem aufstellen

£(s) = /}/l ~1cos(sYi—1) + sinsyi—1)
VivVi=i

(39)

Vi—1cos(tVi—1) + sin(¢/2—1)
/ £(t) e dtda .

Es ist giiltig, falls fiir die als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzte
Funktion f(s) die Integrale

>

.f(f@)zds, fm(f’%s))"‘ds, [ @lds

ex1st1eren, L f(s) = L f'(s)=0 und f'(0) = f(0) ist. Denn unter diesen

‘Umstanden konverglert das innere Integral in (39) gleichmiBig in der
Umgebung jeder Zahl 1 > 1, wie sich durch zweimalige Anwendung der
partiellen Integration ergibt. Die angefithrten Bedingungen sind ins-
besondere dann erfiillt, wenn f(s) flir s = oo in normaler Weise von

hoherer als —;—*" Ordnung verschwindet, d. h. wenn es eine positive Zahl ¢

gibt, so dab ) . )
dvie, S, SV
fiir alle s > 0 unterbalb einer endlichen Grenze bleiben.
Von e ls-# gelangen wir durch Substitution leicht zu andern ein-

fachen smgularen Kernen. Setzen wir in dem Integral
S [0 U@ ds dt,
06
in welchem U(s) eine beliebige stetige Funktion mit der Eigenschaft

[' (Us))*ds = 1 bedeuten mdge,
¥

e~¥=9¢, e M=r,
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so verwandelt es sich in das folgende

%ij(a, t)u(e)u(r)dedr,

(¢
(¢

u(e) = a5 U (3 g sl)

gesetzt wird, so daB also auch

wenn ((g,z) durch _
G(e,t) =

I\

7)

(40)
7)

IA

I

A= =

definiert und

(41) S woyds =1

ausfilll. Uber den Kern (40), der wohl als der einfachste aller singuléiren
bezeichnet werden darf, 1iBt sich demnach das Folgende aussagen:
Fiir alle stetigen Funktionen, die (41) erfiillen, ist

11
0 < [ [ 6o, vyu(e)u(r) dode < 4.
(U]
Die inhomogene Integralgleichung
1
fla) = p(s) — 4 [ G (s, %) 9(x) dr
0

hat fiir alle 1 <C 71— eine Losung ¢(6), die stetig auBer fiir 6 = 0, in der
Umgebung dieser Stelle aber quadratisch integrierbar ist (falls f(6) von
der gleichen Beschaffenheit vorausgesetzt wird). Fiir Werte 4 > ~1—- hat

die zugehdrige homogene Integralgleichung Losungen ¢, (o), Welche mit
V6 multipliziert, an der Stelle ¢ = O endlich bleiben; es sind d1es die

Funktionen
1, L1
Vl__~ lgo >+ 0 sm( VJL —_— —i_ lg s )
= S VA
Viihot

Sie bilden die Grundfunktion eines Fouriertheorems:

oy Vi

f@=[%@fwmmwwk

i
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Damit beherrschen wir also den Kern G'(¢, ) in der vollkommensten Weise.
Durch eine leichte Modifikation erhalten wir ibrigens auch das ge-
wohnliche Fowriersche Integraltheorem. Wir brauchen nimlich dazu statt

des Kernes —;—e"i‘—”-nur die beiden folgenden .
K (s, f) = e Goft (s>18) | K_(s,8)= e Gint (s> %)
=e¢~*Cnjs (s<¥) = ¢~ 'Bins (s<?)

zugrunde zu legen, welche durch Ubergang zu den quadratischen Formen
mittels des Laguerreschen Orthogonalsystems A (s) auf

8 o, 1 4.1 , 1 1
K+<x)=—4“x1 e e e R B s L T
1
2 2
K_(2) =12 To@y Tl ey W%y — g W X

filhren. Diese lassen sich in eine der Darstellung (34) analoge Gestalt
bringen und liefern dann das (in zwei Teile zerspaltene) Fouriersche Inte-
graltheorem *¥)

f(s)=_;_fcos(syl-— )ff() cos-igt——]/}.—- )dtdﬂ.

Vi—1

f(s)=_71;_/sm (s]/f——-—)/‘f() sin (t]/_) 2t da.

@leichzeitig erhilt man bei der Durchfiihrung dieser Rechnung die
Gleichungen

fsin (scotg o)A, (s)ds =V 2sing-cos (2p + 1),
(42) '
'/.cos (scotg @) A,(s)ds =}/ 2sing - sin (2p + 1)e.

0

Nach einer von Hermn Hilbert gemachten Bemerkung kann man das
Fouriertheorem noch von einem wesentlich anderen Gesichtspunkt auffassen,
als bisher geschehen ist. Betrachten wir nimlich

] -8 $__ -8
N Gofs =L s =0
*) g. Digsertation pag. 65, 69. — Das Fouriersche und allgemeinere Integral-
theoreme sind auch von Herrn E. Hilb (,Integraldarstellungen willkiirlicher Funk-
tionen*, Math. Ann. Bd. 66, pag. 1—66) auf einem mehr indirekten Wege mit groBem
Erfolg untersucht worden.
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‘l/%_cos (st) (O < : < oo)

als Kern einer Integralgleichung, so zeigt das Fouriersche Integraltheorem,
das wir jetzt in der Form schreiben

(43) u(s) = ?2? '6/' cos (st) Gf cos (¢r) u(r) dr dt,

daB dieser hochstens die beiden Eigenwerte 4 1, — 1 besitzen kann. Xs
fragt sich, welche Eigenfunktionen zu jedem von ihnen gehiren. Kine
solche zu + 1 gehdrige Funktion wird durch die bekannte Integral-

beziehung
@ I ra
2 —— —_——
V;Jcos(st)e 2dt=¢ ?

geliefert. Um jedoch diese Frage systematisch zu entscheiden, beachte
man zunichst die Formeln (42), welche besagen, daf die Funktionen

V—g fcos(st) A, (¢)at »=0,1,2,..)

ebenso wie die A,(s) selber ein vollsténdiges Orthogonalsystem bilden.
Aus diesem Umstand folgt, wenn wir

% (s) = V—gfcos (st)u@)dt

setzen, wie ich in meiner Dissertation gezeigt habe*), die ,Orthogonali-
tatsrelation®

20

(44) fﬂ (8)T(s)ds = afu S v(s)ds

fiir irgend zwei stetige, absolut und quadratisch im Intervall 0... oo inte-
grierbare Funktionen u(s), v(s). Vgl hierzu iibrigens Formel (22).

Der Bereich derjenigen stetigen Funktionen u(s), fiir welche #%(s)
existiert und stetig ist, welche ferner dem Fouriertheorem (43) und den
Limesgleichungen

L fu © — () ds = 0

L fu () — u(s))?ds =0

*) Diss., pag. 23 u. 31,
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geniigen — dabei ist

i) =)/2 fcos (st)w(t) dt,

u, (8) =]/:2;~fcos(st)ﬁ(t) di

gesetzt — moge mit Ul bezeichnet werden. Jede endliche Linearkombi-
nation von Funktionen aus U gehdrt wiederum diesem- Bereich an, und
falls u(s) irgend eine Funktion aus U, ist auch @(s) in U enthalten.
Ferner gilt fiir irgend zwei Funktionen aus U die Orthogonalitits-
bezichung (44), und jede stetige, absolut und quadratisch integrable
Funktion, welche im Endlichen von beschrinkter Schwankung ist, gehort
dem Bereich 11 an.

Schrinken wir nun den Begriff der Funktion ginzlich auf den soeben
definierten Bereich 1l ein, verstehen insonderheit unter einer Eigen-

funktion des Kernes V% cos (sf) eine in W enthaltene Funktion ¢(s),
welche der Relation

p(s) — ll@—f@os(st)go(t) dt =0

geniigt, so zeigt sich®), daf der Kern V% cos (st) sich in allen wesent-

lichen Punkten verh#lt wie ein reguldrer. Ihm kommen zwar die einzigen
Eigenwerte + 1, — 1 zu, aber zu jedem von ihnen gehdren unendlichviele
Eigenfunktionen. Jede in U enthaltene Funktion ist die Summe einer
za + 1 und einer zu — 1 gehorigen Bigenfunktion. Die inhomogene

Integralgleichung
6 =9 — 1Y 2 [oon (59 p(t)at

hat, falls 4 <= 4 1 ist, fiir jede zu U gehoérige Funktion f(s) eine Losung
@(s) von der nimlichen Beschaffenheit. Fiir einen Higenwert 4=+ 1
oder — 1 ist sie jedoch nur dann (in demselben Sinne) losbar, wenn
f(8) zu den simtlichen zu i gehorigen Eigenfunktionen orthogonal ist.

Der Kern V—:—i— cos (st) ist offenbar nicht ,beschrinkt®, wohl aber lieg

der Integrallimes

* Diss., pag. 28 1.
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a b
L f[;:;os st uls) ult) ds ds,
bl

der fiir alle stetigen, quadratisch integrierbaren Funktionen «(s) existiert,

unterhalb der Grenze Vg, wenn Jq(u(s))‘é‘ds <1 bleibt.
o

Die bisherigen, das Fouriersche Integraltheorem betreffenden Unter-
suchungen lassen sich ohne Schwierigkeit auf die Besselschen Funktionen
bertragen. Wir werden uns dazu der folgenden Verallgemeinerung der
Laguerreschen Polynome bedienen:

28 gp
(o) € d — 23 @
(45) Pl(s) = 5 5 (e sm4%9),
in denen s im Intervall 0. .- co variabel ist, « aber eine beliebige reelle
Zahl > — —;— bedeutet und p die Reihe der ganzen nicht-negativen Zahlen

0,1, 2, ... darchlduft. Aus dieser Definitionsgleichung gewinnt man die

Rekursionsformel
d P (s) aP@ (s
- (e
(46) r 2 e (T2 —2p (),

und man beweist wie frither, daB die Funktionen

1
a+2

47 2 -3 & pla) . Ale)
0 eTn teTigeg. * i O =)
p=0,1,2 ...

fiir ein festes & ein vollstindiges Orthogonalsystem fiir O < s << o bilden.
Es ist offenbar

(48) . _C_zi(e~2ssp+2o:) — wdp+1 —2ttp+1+2a-l
74P == ;;t?ﬁ (8 ) dt.
&
Fihren wir in diese (leichung die Bezeichnungen (45), (47) ein, so ver-
wandelt sie sich unter der Voraussetoung o >0, die wir Jjetzt zuniichst
machen wollen, in

. P gl [y
(49) — AN =VE@F D) ers= fott 2"\z(a+12) () dt.

Es folgt hieraus in bekannter Weise durch Anwendung der Vollstindig-
keitsrelation: Wenn g(s) eine stetige, im Intervall O .. . oo quadratisch
integrierbare Funktion bedeutet, fiir welche
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ﬁ(t)/\ (t) dt =

d. h. )

0) fet £ g ar—0

ist, so 148t sich das Integ‘;al )

(51) £ = e [t g(0) at

$

in eine gleichméflig und absolut konvergemte Reihe mach den AL (s)
(#=0,1,2,...) entwickeln. Aus (51) folgt

E—0o)f@E) —sf'(s)
(62) g(s)= Ve ’
und diese Funktion ist nmgekehrt eine Aufldsung von (51), wenn
(53) L es*f(s) =0

ist. Damit (50) gilt, ist gemd8 (51) dann notwendig und hinreichend, da8
(63" Lo s°f(s)=0

wird. Wemn demnach die Funktion (52) fir s > O existiert wnd stetig, im
Intervall O --- 0o aber quadratisch inlegrievbar ist und (53), (53" erfiillt
sind, Uit sich f(s) in der angegebenen Weise emtwickeln. Diese Be-
dingungen lassen sich noch in der verschiedensten Weise spezialisieren.

Die Formel (48) liefert ein entsprechendes Ergebnis fiir « = 0. Be-
achtet man nimlich, daB

ar+t
ds“’i

ist, so geht (48) fiir ¢ = 0 tber in
AD ()= VI ET) & f o 3 g a,

und es ist demnach f(s) nach den AS(s) emtwickelbar, wemn
L e"’f(s) =0 und Vs(fs)—F®)

stebig und quadratisch integrierbar ist.*)
Un ein analoges Resultat fiir « < O zu erhalten, gehen wir von der
Bemeérkung aus, daB

S -

d?
e SP) = — 2 " (e~Bgp+1

*) Vgl W. Myller-Lebedef, 1. ¢.
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1

ar d
Slersrrie g =5 L agrrra) p L (rrge-tenry

ds?~
ist. Indem wir die Definitionsgleichung (45) heranziehen, wird

1
¢+ = @
P 3) ) = PO + 210,
und daher, wenn wir (46) benutzen,

(o)
. dPP (s)
ds

= 2p P( )(s)

Integrieren wir diese Relation zwischen O und s, so folgt

PE(0) — PP (s) = 2p f )(t)dt
und wenn wir hierin die Bezeichnungen (47) einfithren,

A(a) (s) 1 r———v———-(_p 5 + ) $ —_—— 1 (L! +i)
P +2¢ (2) —soe | ot 2 2
— =t el ACTINE=Y Ny (s) =¢ S(‘)[;t Ao—1™' (D) dt.

1
Nehmen wir nun an, dofi « <<O0 ist, so ist et “"T an der Stelle £ =0
quadratisch integrierbar. AuBerdem ist dann

M ~1+2¢
T En <P

also konvergiert die Summe

Frp-+2«41)
053 »Fp+1)
und mithin auch
Tp+2¢ +1)
2 %V pT(p+1 ’

=12,
wenn y, irgendwelche Zahlen mlt konvergenter Quadratsumme sind. Eine
mittels der stetigen, quadratisch integrierbaren Funktion g(s) in der Form

(54) F(5) = eose [er" S gy as

darstellbare Funktion f(s) ist demnach wiederum in eine gleichmifig und
absolut konvergente, nach den Funktiomen AP (s), AP (s), AP (s), ...
fortschreitende Reihe entwickelbar. Aus (54) folgt

(s —a)f(s) + sf” (8)
(55) g(s) = Vs

und diese Funktion gentigt in der Tat der Gleichung (54), wenn noch
L sef(s) =
s=0
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ist. Zur Entwickelbarkeit ist demnach die Euxistenz, Stetigkeit (fir s> 0)
und quadratische Integrierbarkeit der Funktion (55) und die Existenz des

Limes L s~%f(s) hinreichend. Denn in diesem Fall kann man eine Kon-
§=0
stante ¢ so wihlen, daf

L s72(f(s) — eAP($)) =0
$=90

wird; dann aber ist nach wunsern Uberlegungen 7 (s) — cA(s), also
auch f(s) selbst entwickelbar. Damit ist der Fall ¢ < O gleichfalls er-
ledigt und so eine, wie mir scheint, sehr durchsichtige und auch in ihrem
Resultat vollstindige Theorie der verallgemeinerten Laguerreschen Poly-
nome gewonnen. ijrigens kann man noch, indem man sich statt des
gewohnlichen des Hellingerschen Integralbegriffs bedient, die im Vor-
gtehenden auftretende Forderung der stetigen Differenzierbarkeit durch
eine weniger einschneidende ersetzen.

Wir “wenden uns jetzt zu der Darlegung des Zusammenhanges,
der zwischen den eben untersuchten Laguerreschen Polynomen und dem
fir die Besselschen Funktionen giiltigen Integraltheorem besteht. Be-
zeichnet, wie iiblich, J,(«) die Besselsche Funktion mit dem reellen Index
v > — 1, so schreiben wir

_rmi add
3@ =e 7 7feet).
Diese Funktion ist fiir positive Argumentwerte reell und geniigt der Dif-
ferentialgleichung

2@ _ (14422 Ve, (0) = 0.

dux? 4x?

Wie bekannt ist, gibt es ein von J,(x) unabhingiges, gleichfalls in dem
eben benutzten Sinne reelles Integral dieser Gleichung, das bei unbegrenzt

—x

wachsendem z gegen O konvergiert wie ;—;, wir bezeichnen es mit &, (x),
wobel wir es so normiert annehmen, daB
2= (Va€,@) - Ve3,0) — 7, (Ve §,@) - Vo €,@) = — 1
wird:. durch diese. Festsetzungen ist €, (x) vollig bestimmt. Wir behandeln
nunmehr die Theorie des folgenden Kerns
K,(5)=C6)3,) Vst (s29)
-3OEOVE <)

von dem wir mittels des Orthogonalsystems /\pH—E) (s) zur quadratischen
Form K, (z) tibergehen. Wir betrachten zunichst die Integralgleichung
1. Axt

(56) (0 < 5 < oo),
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®7) f(s) = f K, (s, g(¢) dt.
Aus ihr folgt

_@f
0(8) == L2+ 1+ 2550,
Damit diese Funktion aber wirklich der Gleichung (57) geniigh, mufl

auBerdem

a o CX
(38) L[V 8,0 %2—6) 5 /58,6 =
d’ —
(58") L Ve 0T - 205 €,6)] =0
sein, — Ferner vervo]lstandlgen wir die fir die Laguerreschen Funk-

tionen aufgestellten Relationen durch die folgenden, aus der Definitions-
gleichung leicht zu beweisenden Formeln

ap, (a)1<)

PO (s)=s + (@ + 2a — 29) P _(s),
Pé“’(s)—-[2@+a—s>—11P<“>1<s>—<p~1><p+2« )P‘“’2<s>,
2 plo) (0‘)
s P22 D 120292 Oy 9,p0 g

Wir fiihren die Rechnung der Einfachheit halber nur fiir den Fall
v = 0 durch und bestimmen also zunichst die Funktion

b = [ K (5,9 AP (a,

diese genligt notwendig der Gleichung

(59) (-2 he—— /\( ).

ds?

Man tibersieht sofort, dafl diese Differentialgleichung ein partikulires In-
tegral von der Form

Ve &1

p!Vp—l— 1
besitzt, wo @,.,(s) ein Polynom (p + 1)** Grades ist, mithin

Qp+1(s) = o (3)1 (s) + o PIG) (s) + af? Pp(%)l () +- -+ 2, o(—:-) (s)

gesetzt werden darf. @, .,(s) geniigt der Gleichung

(60)  L(Qp+0)=5Q i1+ (1 —25)Qpsr— Qp+1-““3P( )(5‘)

- -;— [P,gf)l O—-2(p+1) Pgé—) ®+pp4+1) Pp(_%)l (8)]-

Mathematische Annalen. LXVI 21
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Die aufgestellten Rekursionsformeln liefern

] 3) 1
@l - ﬂi— _ @+ nrl.

Wenden wir noch zweimal die Rekursionsformel (46) an, so kommt daher
L L
L(Qp+1)=—at” (2p+3)Pp(i)1 +{2a” (p+1) — oi” 2p+ 1)) Pfgﬂ)

1
+{2p (" (p+ 1) + i) — oi” (2p — 1)) Pfgf)l
l
ap)? ; 3
_ {p(agp)(p+1)+a§?))+a(2p)} p— 1+L( (?)P(_)_I_ +a1(01’l (2))‘
Vergleicht man auf beiden Seiten von (60) die Koeffizienten der Potenzen
sP+1, g2 sP-1 g0 erhilt man dadurch

11 1 (2p + 2)* 1pp+1)
4P 2 2p+3’ “gp)_?(2p+1>(2p+3)’ i T

Diese Grofen erfiillen aber die Beziehung
PP D +1) + f?) + ofp =
es mufB infolgedessen
1 1
L@ az ) o
sein, eine @leichung, die gewiB erfiillt ist, wenn

o = =a®, =0

genommen wird. Ein partikulires Integral von (59) liefert uns demmach
der Ausdruck
KE(s) = — 1 I/I’(P—}‘I)A( )()+ 2p +2)° ( )(3)

2 ep+41 P! 2(210+1)(2p+3)
_ 1Y@+ +2)A( )()
2 2p —l—- 3
Diese Entwickelungen gelten freilich nur fiir p=4=0; fir p=0 bleibt
gleichwohl das erhaltene Resultat in der Form giiltig:

26 - A7 )<>— 2,
Es ist aber notwendig
ko (8) = K5(8) =+ B - () Vs + 5 - Co(s) Vs,

Da die Limesgleichungen (58), (58") erfiillt sein mtiissen, wenn man % »(8)
an Stelle von f(s) setzt, so ergibt sich fiir die Konstanten Bos 7,

ﬁp“o p"“o
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Die dem Kern K (s,t) korrespondierende quadratische Form, deren
Koeffizienten durch

*f () o AG)
S (s, ) A% (5) A2 () ds at
i
gegeben werden, lautet demnach

K, (@) = [ 2+1o 22""35“"3"" '

48
—V?Ws“ ‘25%”8“1/;5%%"“']‘

Stellen wir die Rechnung allgemeiner fiir ein beliehiges » > — 1 an, so
ergibt sich

2p+29)* 42 Ve(p+22+1)
K, (x) = r) 2(2p—|—2¢:)’-——1 @y’ — o) apf 2y 1 2T+t
Firp=1, v = ——-—2—- erscheint der Koeffizient E‘zp _—I; Zv§:+2v in der un-

bestimmten Form %; er ist durch

3 T, 24222} 29
F @ F 201

2

1
)
zu ersetzen.

Wir ziehen noch die in der folgenden Weise definierten (Legendre-
schen) Polynome heran
O ()= — L & e — g+t
T () LA —gf 1 aar [x ( ) ]
(>0, 0<a<1).

Aus ihnen leiten sich die Funktionen ab:
g

o0 STHFE FD G—17F _win /1
W0 - 5 V2 1 T (7)

2t

Fir ein festes » bilden (1), ¥{?(4),... ein vollstéindiges Orthogonal-
system im Intervall 1 <1< oo. Wie die Rechnung lehrt, ist

K, (2) = f @ w2 + «fb;ﬂ Wat-) g,

Bestimmen wir endlich die zu dem Kern K, (s, ) nach der allgemeinen
Theorie gehdrige Funktion A (s;1), so ergibt sich genau in der beim
Kern e—!*—*l beschriebenen Weise

2A(sl) V_ J,(sVi—=1) (@G=>1).

21*
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Damit erscheint das Integraltheorem

£6) =+ [Va,6vi=T) [roVEdvi=Tatas
1 5
bewiesen fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(s), fiir welche
a2f(s) 4pt—1 2
ds? (1 + 45t )f<8>]

1
im Intervall O--- oo, {swr?f(s)I an der Stelle s=0 und |f"(s)| fiir
$ = oo integrabel ist, f(s) und f'(s) im Unendlichen verschwinden und
ferner die erste der beiden Bedingungen (58) statthat. Diese Voraus-
setzungen sind erfiillt, falls f(s) im Unendlichen in normaler Weise von

héherer als é—‘" Ordnung verschwindet und an der Stelle s =0 in der

.1
Form s”gu(s) darstellbar ist, wo u(s) samt seinen beiden ersten Diffe-
rentialquotienten endlich bleibt und «'(0) = O ist.

Elmshorn, April 1908.




