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Singulire Integralgleichungen.*) 

Von 

H. WEYL in G~ttingen. 

I. Teil. 

Theorie  der Integralgle ichungen mit  beschr~nktem Kern. 

Von Herrn H i l b e r t  ist als erstem zur Behandlung der Theorie der 
Integralgleichung**) 

b 

f (s) = ~ (s) - ~ /  g (s, t) ~ (t) dr, 

in welcher f(s) und der ,,Kern" K(s,  t) gegebene Funktionen sind, die 
Methode der unendlichviele;~ V~riablen mit groBem Erfolg angewand~ worden. 
Diese Methode ist aber, wie im folgenden gezeigt werden soll, keines- 
wegs auf die yon Hilbert in der ffinften Mitteilung vorzugsweise unter- 
suchten stetigen Kerne beschr~inkt, sondern ffihrt auch in gewissen all- 
gemeineren F~llen zu interessanten Ergebnissen. Es muB dazu zun~chst 
an einige Tatsachea aus der Theorie der Bilinearformen mit unendlich- 
vielen Variablen kurz erinnert werden. 

Es sei jedem Paar natfirlicher Zahlen p, q eine reelle Zahl %~ zu- 
geordnet. Exis~iert alsdann eine Zahl M, so dab ffir alle Wertsysteme 
xl, x~, . .. ; Yl, Y.~, �9 �9 die den Bedingungen 

(1) x) = x / +  x / + . . .  __< i, (y, y) _< i 
genfigen, und fiir a l l e n  der ,AbschnRt" 

p = l , 2 , . . , n  
y = l , 2 ,  . . , n  

*) Die vorliegende Arbeit ist eine teils verk~irzte, teils dutch Zus~tze vermehrte 
Umarbei~ung meiner Inauguraldissertation ,,Singul'~re Integralgleichungen, mi~ be~ 
sonderer Ber(icksichtigung des Fourierschcn Integraltheorems" (GSttingen 1908). 

**) D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen In~egrM- 
gleichungen, 4. und 5. Mitteilung, GOtt. Nachr. 1906. 
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dem absoluten Betrag nach unterhalb M bleib~, so exis~iert der Limes*) 
L [A (x, ---- A (x, y) 

und stellt demnach eine im Gebiet (1) erkl~rte Funktion der unendlich- 
vielen ~ariablen xl, x~, . . . ;  Yl, Y~,... dar .  Diese Funktion wird die 
mittels der Koeffizienten %~ gebildete beschr~nkte Bilinearform 

A (x, Y) 
genannt. Sind (P, q) 

irgend zwei beschriink~e Bflinearformen, so konvergier~ ffir jedes ~, q die 
Reihe 

absolut, and die mit diesen Koeffizienten %q gebilde~e Bilineafform, die 
dutch alas Symbol AB(x,  y) bezeichnet und die Fa~tung tier Formen A 
and B genannt werde, ist gleichfalls beschr~inkt.**) Es li~Bt sich zeigen, 
dat~ filr alle gem~l~ den Ungleichungen (1) in Betrachi kommenden Werte 
der Yariablen xl, x~,. . .;  Yl, Y~, " .  die Gleichung besteht***): 

Da offenbar nach Definition, fails unter JE(x, y) die Form 

(X, y)  ~-- X 1 Yl "~ X~ Y2 + ' ' *  
verstanden wird, 

A~(x ,  y) = ~A(x ,  y)= A(x, y) 

is~, folgt daraus insbesondere, dal~ der Weft einer beschriinkten Bilinear- 
form dutch reihen- oder kolonnenweise Summation berechnet werden k a ~ :  

Der Beweis der angeffihrten Tatsachen stiiizt sich vor allem auf eine 
fundamentale Ungleichung, welche im wesentlichen besagt, da$ aus den 
Ungleiehungen (1) 

~s . /~  (x, y) s 
folgt. 

Ist 

�9 *) Hilbert, 4. Mitt., pag. 178. 
**) L c., pug. 179. 

***) Vergl. meine Disse14~tion, p~g..7 f. 
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eine besehriinkte Bilinearform, so soll unter A'(x,  y) die mi~ den Koef- 
fizienten 

r 

gebildete Bilinearform verstanden werden. Herr O. Toepl i tz  hat gezeigt*), 
dab die notwendige und hinreiehende Bedingung daffir, dab eine be- 
schri~nk~e Form 2~ (x, y) yon der Art existiere, dab 

a (x, = 

wird, darin besteht, dab die Funktion AA'(x ,  x), welehe negativer Werte 
nieht f~hig ist~ fiir alle Wer~e der Variablen xi, x~, . . . ,  deren Quadra~- 
summe (x, x) ---- 1 ist, oberhalb einer yon 0 versehiedenen positiven Zahl liegt. 

Wir beabsichtigen jetzt, die Theorie der Integralgleichung 
o o  

(2) f(s) = ~ (s) - e l K ( s ,  t) ~ (t)dt (s ~ O) 
0 

zu entwickelu, wenn fiir den Kern K(s, t) die folgenden Annahmen ge- 
macht werden: 

1) K(s, t) ist ffir s > 0 ,  t ~ 0  im allgemeinen definieri-und stetig; 
es gibt n~imlich in jedem endlichen Gebiet der s, t-Ebene htichs~ens eine 
endliche Anzahl monotoner steliger Kurvenstiieke, die sich in endlich- 
vielen Punkten schneiden, und eine endliche Anzahl isolierler Punkte, 
l~ngs deren und in denen K(s, t) nieh~ definierl oder doeh nich~ stetig 
ist. Dabei ist noeh angenommen, dab die Abszissen ev. vorkommender 
zur t-Achse paralleler singul~irer Geradensttieke sieh im Endlichen nirgends 
hiiufen. 

2) Die dureh 
oo 

f (K(s, = (k(s))', > 0 
0 

erkl~rte Funk~ion k(s)existiert und ist stetig auBer ftir endlich- oder 
unendliehviele, jedenfalls aber isolierte singul~re Stellen s =~ s~ (i---- 1, 2,...). 
Unter die s~ haben wit uns insbesondere die Abszissen der unter 1) er- 
w~hn~en, zur t-Aehse parallelen singul~ren Geradensliicke aufgenommen 
zu denken. 

3) Is~ dann So>0 irgend ein Were, der yon allen 8~(i-----1~ 2~ ...) ver- 
sehieden ist, so ~rifft die Gerade s----- s o die singul~ren Kurven und Punkte 
nur in isolier~ liegenden Punkten t-----~. Bezeichnet E(~) die Gesamt- 
heir der Punk~e t~0~  welehe einer der folgenden Ungleichungen geniigen 

It--~,l~_~-,  t>co ,  ( i - - - -1 ,2 , . . . )  

*) GOtt. Na~hr. 1907, Si~ung yore 23. Februar. 
18" 
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so is~ wegen der Ste~igkei~ yon k(s) ftir s = s o 

50~---oo 

und daraus erschliel~en wir die Limesgleichung 

L f (K(s ,  t)--K(So, t))~dt-----O, 
a=~o 0 

weleke mi~ Hilfe der sog. Schwarzsche~ Ungleichung 

0 0 0 

ergibt, (lag fiir jede s~etige, im Intervall 0 . . .  o~ quadra~isch integriorbare 
Funkfion v(t) das Integral 

f K (~, t) ~,(t) dt 
0 

eine ftir s + s~ s~tige Funktion yon s isk Nehmen wir etwa an, dag 

f ( v  (t)) ~ dt ---- 1 
0 

ist, so wird 
Ov 

0 

Bezeichne~ daher u(s) eine ste~ige Funkgion yon der Ar~, dag das Integral 

0 

exisfier~, so konvergier~ a forfiori 
Oo Oo 

f f t) u(s) ,,(t) dt ds. 
Die dri#e Annahme, die wit in be~reff des Kernes K(s, t) machen wollen, 

ist dann die, dag die, sea ~weifache Integra~ fiir alle ste~igen FunNionen u (s), 
v (s), fiir welche 

0 

"existiert und 
ao ~o 

0 0 

~st, absolut unterhalb einer festen positiven Zahl M gdegen ist. 
Ein  Kern~ der den drei soeben ausgesprochenen u ge- 

nitg~ hei6e ein beschr~inMer Keru. 
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Urn die Intega'algleichung (2) mit der Theorie der unendlichvielen Va- 
riablen in Zusammenhang zu bringen, bedienen wir uns nach dem Vorgange 
yon Herrn Hi lber~ eines vollst~ndigen Systems orthogonaler Funktionen.*) 

Unter einem solchen System flit das Intervall 0 _< x ~ 1 versteh~ 
man eine Reihe stetiger Funktionen r cp,(x), q~(x),..., welche 

I. die Orthogonalitgtsrelationen 
o 

. x)  = = q) 
0 

(p, ~--  1, 2, 3, . . .)  
und 

II. die 

so liil~t sich 
fiir welche 

Vollst~ndig~ceitsrdation 
1 1 1 

fiir jedes Paar stetiger Funk~ionen u(x), v(x) befriedigen. Dii~ notwendige 
und hinreichende Bedingung flit das Zutreffen der Vollst~indigkei~srelation 
ist (unter u yon I) die, dal3 sich zu j eder ~te~!gen Funkt ion  
u(x) un d jeder posi~iven Zahl ~ eine endliehe Anzahl yon Konstanten 
g, c2,..., c,, angeben l~l~ derar~, dat3 

1 

0 

wird. Ist allgemeiner u(x) eine Funk~ion, die stetig is~ auBer s endlich- 
viele oder abT.iihlbar-unendlichviele Wer~e der Unabhll.ngigen x, die sich 
nur an der Stelle x--~ 0 hiiufen, existiert abet noeh das Integral 

1 

f (u(x))~dx, 
0 

eine im ganzen Intervall stetige Funkr u*(x) angeben, 

1 

f (u(x) - u*(x))*dx < 
0 

ausf'~llt.**) Hieraus ist zu schliel]en, dab die Volls~i~ndigkeitsrela~iom lI  
auch noch ftir je zwei Funktionen u(x)~ v(x) gelten wird, welche yon der 
eben yon u(x) vorausgese~zten allgemeineren Beschaffenhei~ sin& Fiihren 
wir an Stelle yon x durch die Substitution 

(t  o )  ( 4 )  ~ = -  t + - - ~  _ 

*) Hilbert~ 5. Mitt., pag. 442. 
**) Vergl. meine Diss., pag. 14 f. 
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die Variable te in  mid setzen 
1 

~:~i" ~ = % ( 0 ,  

so erhalten wir aul3er den Beziehungen 

I*. f , , ( t )  %(t)d~ = ~,~ 
I) 

[5p~ bedeubt, wie im folgenden stets, 0, falls p :~ q, 1, falls p = q ist] 
die Vollst~ndigkeibrela~ion 

giilkig ffir irgend zwei ira allgemeinen sbtige Funkkionen u(t), v(t), die 
quadratisch integrierbar sind. Dabei wird unWr einer ,tim allgemeinen 
stetigen" Funktion eine solehe verstanden, die fiir alle Werb  yon t mit  
Ausnahme gewisser isolier~ liegender Stellen stetig ist. 

Wir behandeln jeizt die umgekehrte Frage~ wann aus der Konvergenz 
der Samme 

1 

(p) o 

ftir eine gewisse, nicht tiberaU sb~ige Funktion u(x) die Existenz des Integrals 
1 

Au(xi)~dx kann. diesem Zweck gehen wir aus erschlossen werden Zu 
0 

yon unendlichvielen, im Intervall 0 ~ x ~ 1 sb~igen Funktionen Bl(x) ,  
.P~.(x),..., die gest~iten, durch Bildung endlicher Linearkombinationen 

c ~ ( x )  + c~,(x) + . . .  + ~ '~(x)  
mitbls konstanter Koeffizienten cl, c~ , . . . ,  c,,, jede s~e~ige Funktion*) 
g l e i a m ~ i g  anzun~ern (z. S. Pg~)  = x~ -0 ,  una ~.~s~e~en un~.~ q(~) 
irgend eine stetige Funktion im Iatervall 0 . . .  1, ~ie hiichstens ftir x = 0 
verschwindet, fib x > 0 hingegen positiv ist, und deren Maximum mit; P 
bezeichndt werde. Wit bestimmen" dann die Koeffizienten Yn, 7~1, ~'~; 
78i, 78~, 788;.. .  sukzessive so, dab die Funktionen 

+,(x) = ~(~) ' r~ ~(~), 
~(~) = q(x) (r~ i'~(~) + ~ i'~(~)), 

*) oder doch jede ste~ige Funktion, die in cler Umgebung des Punktes x ~ 0 
identisch Null ist. 
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die Orthogonalifiibrelationen I erfiillen.*) Is~ nun u(x) eine ftir x >  0 
1 

~tetige Funktion yon tier Arb, dag fq'(x)lu(x)l dx und mithin die Integr~b 
1 0 

f ~ ( x )  %@) dx existfieren, nna konvergbrt~ ferner 
0 

1 1 

0 0 

so, behaupte ieh, ist u(x) im Inbrvall 0 ~ x ~ 1 quadratisch inbgrierbar. 
Seien ~, # zwei positive Zahlen, so dab e q- # < 1. Wir sotzon 

,~*(x) = o (o <__ x < ~), 
= u ( ~  + ~). ~ - ~  ( ~ < x  < ~+ ~), 

3 
=~(~) (~ + ~ =<_ x <  i), 

~esfimmen darauf zu der positiven Grli6e ~ die Zahl m und die Koefil- 
Menten c~, . . . ,  % so, dag 

e(x) i 

odor 
lu*(x) - z(x)l ~ r o(x) ~ CP 

wird; hierin ist Z(x) eine endliehe Linearkombina~ion der ~(x)Pv(x), 
~lso aueh der qo~(x): 

z(x) = r~ ~(x)  + . . .  + r ,  ~Ax). 
Daraus folgt: 

1 1 i 

0 0 9 

(5) 

< ~ V~? + . . .  + ~'~= zr z(~)), e~. 
O 

Es gelten ferner die Ungleichungen 

(u, (x))~_(z(x))  ~ < ~e (2_~(~) + ~e), 
W O  

" 21/(8) = Max. lu(x)l 

gesetz~ is~, und 
1 i 

@ o 

1 

f q(x)l,(~)ldx. 
0 

*) Yergl. z. B. Hilber~, 5. Mitt., p~g. 444. 



280 H. WE~L. 

Fiihr~ man sie in (5) ein und 1M~t dann ~ gegen 0 konvergieren, ohne 
und ~ zu ~indern, so erhiilt man 

(6) 

Endlich ist 
r 0 

1 1 

0 

1 1 

0 * 

Beriieksiehtigt man dies, so kann in (6) der Grenziibergang .L~ = 0 voll-  
zogen werden, weleher 

f (u(x)) ~ dx ~ I t  u(x)) ~ dx 

1 

f (u (x)) ~ dx,  
0 

ergibL Diese letzte Relation zeigt die Konvergenz des Integrals 
1 

und zwar mug, da H ~ auf keinen FaR gr~iger als j~(u(x)) s dx sein kann,  
0 

1 

f (u (x)) ~ dx = 1t ~ 
0 

werden. Damit ist zugleich die Vollstiindigkeit des Orthogonalsystoms 
r (x) bewiesen. 

Wir kehren nunmehr zu dem Intervall 0 . . .  ov zuriick, und es sei 
k(t) ~ 0  irgend eine Funktion, die ftir alle W e r t e t : >  0 definiert u n d  
stetig is~. Es ist dann leicht, eine stetige Funktion 

1 
o < ~*(t) < ( t+  1), 

zu konstruieren yon tier Ark, da~ das Integral 

oO 

f k (t) k(t) 
0 

:konvergiert. Wir schreiben 

fiir 0 < x ~ l ,  
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alsdann ist q(x) fiir x > 0 positiv und stetig, auch fiir x == 0. Mit Hilfa 
dieser Funktion r konstruieren wit, wie oben gesehflder~, das voll- 
st~indige Orthogon~lsystem ~ (x )  und setzen darauf~ indem wir die Sub- 
stitution (4) ausfiben, 

% (~) -- ~. ~ (x ) .  

Ist dana U(t)eine ,,ira allgemeinen" stetige Funk~ion, zu dot sich eine 
Zahl A so angeben lii6t, da6 

1 

wira,  so existiert offenbar f ~ ( x ) l u ( x ) I d x ,  wenn u(x) durch 
o 

u(0 -- ~. ~(~) 
definiert wird, trod es ist demnach q)~(t)(p ~ 1, 2 , . . . )  ein vons~ndiges 
Orthogonalsystem yon der Art, da6 ftir jede Funktion U(t) der soeben 
geschilder~en Beschaffenheit aus der Konvergenz der Eeihe 

(p) o 

Y auf die des Integrals (U(t))~dt gesehlossen werden kann. hul~erdem 
o 

exis~iert ffir jedes p das Integral 
~0 

f k(~) l %(O I dt. 
0 

Ein solches Funktionensystem %(t)  nennen wit, wenn es auf einen kurzen 
Ausdruek ankommt, zu der 2"unktion k(t) Tasser~d. Ein zu k(t) passendes 
Or~hogonalsys~em l~il~t sich auch immer dana finden~ wena k(t)niche. 
ttberall, sondern nur ,tim allgemeinen" stetig is~. 

Wit  haben nunmehr die Yorbereitungen beende~, um die Theorie der 
Integralgleichungen mit beschr~ink~em Kern aufnehmen zu kiinnen. Wir 
bedienen uns der frtiher benu~zten Bezeichnungen, verstehen vor allem 
unter k(s) die dureh 

f ( K { s ,  ~))~ a t - -  (~{s)) ~, kCs) _ o 
@ 

definierte Funktion. Wegen der Vorausse~zungen, die wir fiber diese ge- 
mach~ haben, existiert ein vollst~ndiges System orthogonaler Funktionen 

r r  

ffir das lntervall 0 . . .  oo, welches ~u k(t)paflt. Wir zeigten oben, dab 

die Funk~ionen 
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K~(~) 

:auBer flit s : s, ste~ig sind. 
.so komm~; 

f (K(s, t)) ~ dt --- (k(s)) ~ ----- 
0 

Es ist also 
I K~(~) I _--< ~(~) 

Oo 

: j ~ ( ~ ,  t) %(t)dt 
o 

Wenden wir die VoUstiindigkeitsrelat;ion an, 

(n',(s)) ~ + (K~(~))~ + . . . .  

(q = 1, 2, . . .), 

onnd darum exis~ier~ ftir jedes Paar ganzer posfl;iver Zahlen p, 

0 

Sind x:t , . . . ,  x,,; Yl~.-.~ Y,~ irgend 2n Zahlen, die den Ungleichungen 

x~ + . . .  -Fx~ s 1, y~ + - "  -F ~ s 1 

genfigen, und setzen wir 

.(~) = ~%(s)  + . . .  + x,,'%(s), 
v(t) = y~e~(t) + . . .  + y,,%(t),  

:so is~; 

o o 

0 0 p = l , . . . , n  
~ = l , . . . , n  

Aus der betreffs des Kernes K(s , t )  gemachten drfl;tea Vorausse~zung 
folg~ demnach jetzi~ da~ die mi~ den Koeffizienten c~q gebildete Biliaear- 
.form C(x,y) besehriink~; is~;. 

Bedeu~;en fern.dr al, a . , . . ,  irgendwelche reelle 
.genter ~ Quaclratsumme, so konvergiert die Reihe 

Zahlen mi~ konver- 

und s t e l l t  eine fiir s +  s~ s%e~ige Funktion dar, da der Rest der Reihe vom 
~ Term ab kleiner als 

Y~ + ~.+~ + . .  k(s) 
~uusf~lR. Es ist datum auch 

0 q = l ~ . . . 7 ~  
§  + ,4§ + . .  fk(~) L %(s) t d~, 

0 
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=folglich 

s)%(s)ds-= c ~  + c~,~ + . . . ;  
0 

~nRhin konvergiert die Reihe 

und da 
0 

~), 

t~ (s) i =< Y~, ~ + ~] + . . . .  ~(s), 

�9 Orthogonalsystem q)p(s) aber als ein zu der Funktion k(s) passendes 

gewiihl~ ist, konvergier~ schlieglich auch f ( g  (s)) ~ d s. Insbesondere is~ 
0 

~demnaeh far jede stetige Funktion u(s), far die das Integral f(u(s))~ds 
co 0 

konvergien, rE(s, t)u(t)dt gleiehfalls quadratisch integrierbar~ und hier- 
0 

aus ist noch zu schlieSen, dag, wenn K'(s, t) einen zweiten besehriink~en 
Kern bedeu~et, der aus _K', K durch Zusammenset~ung entstehende Kern 

K' K(s, 0 = f K ' ( s ,  r) ~:(~, r) dr 
o 

wiederum beschr~inkt isk 
Um den Satz iiber die Aufl6sung der inhomogenen Integralgleichung, 

�9 len wir zu beweisen gedenken, mSglichs~ einfach aussprechen zu kiinnen, 
benu~zen wir die folgende Bezeichnung. Wit sagen~ die homogene Inte- 
gralgleichung 

+(8) + j  g(~, 8) +(t)dt  = o 
o 

mi~ dem transponierten Kern K(t, s) gestatte eine ngherungsweise Aufl6sung, 
wenn eine Reihe stetiger Funktionen r opt(s),.., angegeben werden 
kaan, so dab gleichm~l~ig fiir alle ste~igen Funktionen v (s), deren quadra- 
~isches Integral unterhalb 1 liegt, 

0 0 0  

~mit wachsendem n gegen 0 konvergiert, ohne dal~ in demselben Sinne 

yq~,~(s)v(s)ds gegen 0 strebte. 
0 

S a~ z: Fiir jede iza allgemeinen stetige, quadratisch in~egrierbare ]Funktion 
[(s) besitzt die Integralgleichung mit dem beschr~nkten Kern K(s, t) 
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CO 

f(s)-- ~(s) + f K(s, t)~(t)dt 
0 

sicher dann eine L6sung r yon tier gleichen Beschaffenheit~ wenn die 
homogene transponierte Integralgleichung ngiherungsweise nicht auflgsbar ist. 

Beweis: Se~zen wir 

(x, y) + C(x, ~)  - -  A(x, y), 
so gibt es eine positive Zahl m derart, dat~ identisch in den Variablen x~ 

(7) A A '  (x, x) ~_ m . (x, x) 

Deml andernfalls gi~be es zu jeder positiven Zahl ~ endlichviele 
~0, ~(~) �9 x (~) so da~ ,wennmannoch  2 ) ~ -x  (~) . . ~ 0  

wird. 
Wer~e 
setzte, 

(x% x/,~) _- 1, AA'(x% ~,)) __< 
und folglieh identisch in y 

IA'(~('>, y) J < Y~ - (y, y) 

ausfiele. Bildeten wir dann die Funktion 

%(s) = ~'> %(~) + . . .  + ~('>~ %(~), 

so wtirde sich fiir alle stetigen Funl~tionen v(s), deren 
Integral 1 nicht iibersteigt~ die Ungleichung 

0 0 

quadratisches 

ergeben - -  im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. /qach dem Satze ~ 
yon tterrn Toepl i tz  existier~ daher eine beschriinkte Bilinearform B(x, y)~ 
so dab 

A ~ ( x ,  y)----(x, y) 

wird. Setzen wit in JB(x, y) speziell 

x,=K~(s), y~= s ) d s =  %, 
0 

so geh$ eine Ftmktion hervor, die sich wegen des Satzes yon der reihen- 
and kolonaenweisen Summation in der Form 

, ( s ) - -  ~, Kl(s) + ~,K,(s) + . . .  

schreiben l~il~t und welehe danaeh im allgemeinen stetig 
Iatervall 0 . . .  ~ quadratisch, integrierbar ist. Man finder 

und zudem im 



Singuli~re Integmlgleiehungen. 285 

und folglich 

/ K ( s ,  t )~p( t )d t= 
0 

Daher wird 

(p) (q) 

= C(K( I, eB(Ic(s> ,  .). 

f K(s,t) (t)dt= B(K(s),u) + CB(K(s),a) 
0 

= AB(K(s) ,  a) = (K(s), ~) = f K ( s ,  t) f( t)  dr. 
o 

Ffihren wir die Funk$ion 
9(s) ----- f(s) -- , (s)  

ein, so gilt aach der lelzWa Gloichung 

v(,) = f K(s, t) dt, 
o 

und damit erweis~ sich 9(s) als LSsung der 
Diese Funktion ist in der Tat yon der im Satze 
heir.*) 

inhomogenen (}leichung. 
behaupteten Beschaffen- 

Fiihren wir in die oben behandel~e InWgralgleichung einen Para- 
meter Z ein, indem wir schreiben 

(8) f(s) = 9(s) -- z ( g ( s ,  t) 9(t) dt ,  
o 

so erhebt sich die Frage, f~r welche Werte yon ~, der Fall eintriSt, dab 
die zugehSrige homogene, transponier~e Integralgleichung eine n~herungs- 

*) Vergl. hierzu Hilber~, 5. MilL, pag. 44:7 f. - -  Indem man die yon E. Schmid~  
(Rendiconti dl Palermo 1908, XXV, pag. 74) bewiesenen 8~tze fiber Auflgsbarkeit 
linearer Gleichungen mi$ unendlich vielen Unbekann~en heranzieht, erkennt maD, 
<lab die betreffs des Kerns K(s, t) gemachte dritte Annahme fiir die Gi~l~igkeit des oben 
bewiesenen Satzes g~inzlich entbehrt werden kann. Denn unter Beibehaltung der im 
Text benutz~en Bezeichnungen gewinnen wir sus 

I xl(s) x l  (0 + - .  �9 + K,(s) K.(t) I ~ k(s) k(0 
durch Mul~iplikation mit Ir162 und Integration nach s und ~ die f~r alle 
Indites p, n gOltige Ungleichung 

q----1 0 0-"  

und mi~hin konvergiert for jeoles p die Quadm~summe 

e~x + e~, + . . . .  
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weiso L6sung zu l i i~g -  diese Werie 2~ bilden das Spektrsm des Kern~ 
K(s, t) -- ,  und welter, ob sich Genaueres fiber das Verhalten der homogenen 
~leichung ftir solche ~t-Werte ausmachen l~itt. Um darauf Antwort zu geben r 
machen wit noch die Ammhme, dab der beschrgnkte Kern K(s, t)sym~ 
metrisch sei, d. h. dal~ ftir alle Werte s, t~ fiir die K(s, t) definiert istr 
1s s)----K(s, t) ausf'~llt. Alsdann gilt auch ~iir die Koeffizienten der 
zugeh~irigen Bilineafform c~, die wir yon jetzt ab mit k~  bezeiehnen 
wollen, die Symmetriebedingung 7c~ = k~, wie ich in meiner Dissertation 
ausffihrlich gezeigi babe.*) flind u(s), v(s) irgend zwei im allgemeine~ 
s~etige Funkfionen, die im Intervall 0 . . .  c~ quadratisch integrierbar sind r 

so ist, wie wir wissen~ fK( , t) vet) dr gleichfalls quadra~iseh integrierbarr 
o 

und es wird daher, wenn wir 

0 

se t zeR~  

fj x(s, v(t) dtds 
0 0 

Wandelu wit entsprechead das 

oo 

f 
0 

~) o (q) 

o~) () 
zweifache Integral, in anderer Reihen-~ 

folge der Integration genommen, um trod benutzen den Sal~z yon der 
reihen- und kolonaenweisen Summation, so erkennen wit: 

Fi~r ei/aen beschr~n]cten symmetrischen Kern existieren im Sinne do* 
sukzessive~ Integratio~ die dolx)dten Integrale 

f f K  " (s, t)u(s)v(t) - -  

00 O0 

falls ~(s), v(s) irgendwdche im a~lgemeinen stetige Fun~ionen bezeich~en T 
f '~ d~e 

0 0 

ist, und bleibe~ ihrem abso~uten Be~rage nach unterhaTb einer festen~ yon der 
Wahl der ~un]dionen u(s), v(s) unabhSngigen Grenze M. 

Zu jecler symmetrischen beschriinkten Bilinearform 

@,q) 

*) Diss., peg. ~5 ft. 
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gehSrt eine besehri~nkte quadratische Form der unendliehvielen Variablen 
X l  ~ X2 ~ �9 . . 

q= 1~2~. �9 "Tn 

und umgekehrt erhMt man aus K(x)  die Bilinearform zuriick, indem man 

- 

bilde~ (,,1)ola ~satio ) ,  wobei unter K der Weft der Form K(~). 

fiir die Argumentwerte ~ p -  xv + yp verstanden wird. 
2 

Um die Theorie der Integralgleichung (8) ftir Werte )~, die dem 
S]?ektrum angehSren, behaadeln zu kSnnen, mtissen.wir uns mit einigen, 
die Theorie der orthogonalen Transformation ether quadratischen Form" 
betreffendea Resultltea bekann{ macken. 

Das System der linearen Formen 

(9) x ; =  o~ x~ + o~,~, + .. (p = 1, 2 , .  ) 
definiel4 eine orlhogonale Substiiation, falls ftir alle 20, q 

r = 1 , 2 , . .  �9 

~ Orl~ Or~t = ~l~g 
r---I,2,... 

gilt. Sind dann umgekehr~ x~ irgendwelche Z~.hlen~ deron Quadratsumme 
1 is~, so geniigen die aus 

I f x ~ = % x ~  + % x ~  + . - .  

bereehneten Zahlen x~ den Gleichungen (9). Ferner folgt aus der Defi- 
nition, dab 

s 2 i~ x 1 + x ,  + . . . .  xl ~ + x ,  ~ + - . .  

isb, zun~ehst identisch in xl, x ~ . . .  x,,, falls x.+ I ---- x~+~ . . . . .  0 gosetzt 
wird~ dann aber aneh~ wie leieht zu sehen~ fiir alle Werte x~, x~ . . .~  
die dem Bereieh (x, x)__< 1 angehSren, (auf welehen die unendliehvielen 
Variublen stets beschr~nkt bleiben sollen,) oder noeh allgemeiner 

(x, v')--(~, v), 
falls die y~ dureh dieselbe Transformation (9) aus den y, hervorgehen. 

Is~ u(x) eine stetige Funktion im Inlervall O<_x<_l, f(x) eine stetige 
Funk~ion yon besehrilnkter Schw~nkung, und teilen wir das Interv~.ll 0 . . .  1 
dutch die Puakte x o ~ O, x~ , . . . ,  x,_~, x~----- i irgendwie ia n Teilinter- 
wlle~ bezoiehnen ferner mit  &~f die Differenz der Funktion f(x) im 
(i + 1) ~ In~ervall, 
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5 , f  -_- f ( x , + l )  - -  f ( x , )  , 

rail 8 die Liinge des grSl3ten under jenen Teilintervallen, so existiert der 
Limes 

$-~0 i = 0 , 1 , . . - , n - - 1  

~ten wir als Verallgemeinerung des gewShnlichen Integralbegriffs mi t  
1 

yu(x)df(x) bezeichnen werden. 
0 

gerstehen wir wei~er mi~ Herrn He l l inge r* )  under f(x), fl(x) s~et~ige 
Funktionen und unter g(x) eine stetige, monoton wachsende**) Funl~ion 
im Intervall 0 . . .  1, die yon der Beschaffenheit sind, dab es zwei stetige, 
monoton wachsende Funktionen h(x), hl(x ) gibe, welche ffir jedes Teil- 
iniervall yon 0 . . .  1 die Ungleichungen 

])efriedigen [unter A f  usw. die Differenz der Funk~ion f(x) ffir jenes Int~er- 
vall vers~anden], so exis~ier~ in demselben Sinne wie oben der Grenzwer~ ***) 

1 

Z '~  ilt`f-L'-~if~ F dfdft 
,--0 ~ a,e  = J  ~ ' 

i ~-. O, 1 , . . .~n- -1  0 

Die ~ber~ragung der beiden auseinandergese~z~en In~egralbegriffe auf ein 
unendliches In~rvall geschieht~ wie bei dem gewShnlichen Integral. 

Nun sei 0(t~) eine ffir alle reellen t~ definier~e sietige, monoton 
waehsende Funkiion, die in der Umgebung der Sidle t~ ~ 0 konstant ist, 
,qa(/~), ~ ( /~ ) , . . .  s~e~ige Funk~ionen, die (in allen In~ervallen, in denen 
zich O (/~) nichl inder~, gleichfalls konstanl bleiben und) den Bedingungen 

-I-r 

y d qp (Ix) d qq (I i) 

alsdann sagen wir 

= = . . . . .  o :  

mi~ Herrn Hellinger, die Funk~ionen Q1 (~), {)~ (/l) , . . .  

*) Hellinger, 0r~hogonalinv~rianten quadra~iseher Formen usw., Inaugural- 
<lissert~t~on (G6~ingen 1907), pag. 25 ft. 

**) Dutch diesen Ausdmck soll ein streckenweises Kons~antbleiben yon g(a~) 
nieht ausgeschlossen werden. 

zx~f. A~f 1 
***) Ist Aig----0, so gilt such Aif--~-Aif 1 ~ 0; unter soU ~lsdann 0 

verstanden werden. A~g 
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definierten ein differentielles Orthogonalsystem mi t  der ~as i s  ~(~). Dasselbe 
heist vollstgndig,  wenn ffir irgend zwei stetige Funktionen f(/~), g(~), fiir die 

existieren, die Vollsts 

gilt. 
die In~egrale 

+~ +~ +~ 

~ = . ~ L J  N j d~ j -co (~) -~ - ~ ,  

Insbesondere ist dann fiir stetig~ Funktionen u(~), v (~) ,  fiir welehe 

konvergieren, 
+r 

also beispielsweise 
(el(,)) ~ + (~(,))~ + " ' =  I~(,)1" 

(10) ist identisch in x , , . . ,  x . ,  falls man x.+, Wegen 
se%zt, 

7 (d ~) 0,(~)x,) ' '(11) (z, x) = j 

Herr Hellinger ha~ aber gezeig~*), daB, wenn 
Wer~e mi~; konvergen~er Quadratsumme sind, 

=z~+, ..... 0 

x I, x~, . . . irgendwelche 
~ ' ~  (~) x~ eine s%e~ige 
@) 

FunkCion yon ~ yon beschriinkter Schwankung  wird, und d ~  auch fiir solcho 
Wer~e der Variablen x die (~lelehung (11) erfiill% bleib~, und wiederum 
allgem'einer 

(11') 

falls 

gese~z~ wit& 
Da ~(~) 

bilden 

f , z  x(~) a Y(~> (x, ~)= ~(~> , 

x(~) = ~ q , ( , ) x , ,  
(~) 

in der Umgebung yon t~ ~ 0 kons~ang bleibt, kSnnen wit 

*) 1. e. p~g. 56 f. und pag. 27. 

Mathem~ohe Annale~a, L X V I ,  19 
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+ ~  Iz 

, . I  a q (~) 
w Or~ 

! % (~) �9 ;, 

�9 

w ~  

Diese Integrale, die wir kiirzer durch ~d%d% bezeichnen, verwende~ 

wit in der folgenden Weise zur Bildung einer, wie man leich~ sieh~, be- 
schriinkten quadratischen Form ]~o(x) der unendlichvielenVariablen x 1, x~, ... v 

Ko(x)-  d 

Die auf solche Ar~ aus dem vollstiindigen differen~iellen Or~hogonalsys~em 
0p(~) mi~ 4er Basis e (~) gewonnene Form mSge eine ~ementarform ge- 
nann~ werden. 

Der durch die Entwicklungen yon Bilbert und Hellinger bewiesene 
Satz ~lber die orthogonale Transformation ist nun dieser*). Ist K ( x )  
irgend eine beschr~inkto quadra~ische Form, so gibt es eine or~hogonale 
Transformation, welche an S~elle der Variablen x~ die Variablon x'~, x'~'; 
x~), x(~ ~), ~s) , . . .  subs~ituier~: 

x~ = r162 x~ = 1;~xr 
C~) (q) 

(h ~ 1, 2, 3 , . . . )  
(q) 

[ p  = 

~nd auroh die K(x) in ale folgeade Form gebrach~ wird: 

K(~) - - ~  4~ + ~ '~ (~ ) (~ ' ) ) .  
G 

Dabei sind Zl, Z~,... gewisse yon 0 verschiedene Zahlen, die sogenannte~ 
Eigenwerte, welche das Punktspektrum der quadra~ischen Form ausmachen~ 
jede der Formen K(h) (x(k)) aber eine Elementarform der Variablen x~): 

(p, 0 A d e (a) (t~) x~ xq . 

Diejenigen Werte ~, in deren Umgebung irgend eine der Basisfunktionen 
~(a)(/~) nich~ konstant ist, bilden das Streckensp&trum yon K(x) .  Dem oben 

*) Hilber~, 4. ~itt., pag. 198; Hellinge~, Diss., pag. 60 
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definier~en Spektrum geh(iren dann das S~rec]~enspek~rum, das Punk~- 
spek~rum und die H~ufungspunk~e des Punk~spek~rums an. 

Wit kehren zu dem Kern K(s, t) zur~ick und nehmen zun~chst der 
Einfachhei~ halber an, da~ die aus ibm berechne~e quadratische Form 
/~(x) yon solcher Art ist, da~ sis durch sine orthogonale Transformation 
der Variabeln x~ in die Variablen x~, ~ in eine Elementafform K* (~) 
tier ~ umgewandell wird: 

(~) 

x~ = %txl  + %~x~ + . . . ,  

+ ~  

(P ,  4) - 

Die p~(/~) deiinieren ein vollst~ndiges differen~ielles Orthogonalsys~em mit 
tier Basis Q(~), die m~ und l~q genttgen den Bedingungen 

(,) 

Indem wir die frfiheren Bezeichnungen wieder aufnehmen, se~zen wir 

k'p(s) = x'~(K(s)) --- m~lKl(s ) -F m~,K,(s) + . . . ,  

Diese Funk~ionen sind im allgemeinen stetig, und es ist 

(k; (K, (,)),. 
(~) (p) (~) 

Die k'~(s), ks(s ) definierenden anendlichen Reihen dfiffen nach Mul~iplika- 
~ion mit Oq(s) gliedweise integrier~ werden: so ergibt sich 

f~'~(s)%(s)ds = %,k~1 + %,k~, + . . . ,  
0 

fi,(,)%(,)ds-- + + . . . .  
o 

I-Iieraas gewinnen wir mi~tels der Beziehungen (12) und (13) (untsr Zu- 
hilfenahme des Satzes yon der kolonnen- and reihenweisen Summation 
quadra~ischer Formen) die Gleiehungen: 

19"  
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f~;(s) %0) d s  = o,  
0 

0 ( r )  - r 

exis~ieren, folg~ aus diesen Reehaungen o o 

(15) Zo; O) = O, 

f(k, (~))~ a~ F (a%)' = j . ' - - ~ ?  . 

Wir fiihren ferner die Funk~ionen 
2 2 

A0; ~) = k ~ ( ~ ) f ~ ( , )  + ~,(s)f~a~,(~) +.. . ,  
o 0 

B(s; 2) = h(s) et(2) + k~(s)q~(,t) + . . .  

ein. Diese beiden Funkt~ionen sind f~r jedes Wertepaar (s, ~), falls s + s~ ise, 

ste~ige Funk~ionen; es existieren die Integrale fl~A(s; it))' ds, ,~B(s;  it))' ds. 
0 0 

Als Funktionen yon ~t sind A und B naeh den Hellingersehen Resultaten 

yon beschrgnkter Schwankung, und es existier~ augerdem 

Die letee Summo stimmt abet" wegen (14) und (15) mit 

Z (K/<s))' ----- KK(s ,  s) 
(v) 

iiberein~ und es gilt infolgedessen etwas allgemeiner 
+ ~  

(16) /~ 4~, B (s; ~) ~__~B (t; .) I(.g(s,  t). 

Die Funkt;ionen A (s; ~) und B (s; it) stehen in eiaem eiafachen Zusammeu- 
hang mitein~der. Es i s~ ngmlich 

2 ). 

f~ao , ( . )  = ~o,(~)- . f ; , (~)a . ,  
0 0 
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und folglich, da die Reihe 

k,(s) p,(F) + k~Cs)p~(/~) q- . . . .  B(s;/x) 

ffir einen Wer~ s ~ s~ gleiehm~il]ig im In~ervall 0 ~ ~ ~ ;t konvergiert~ 
2 

0 

Diese ~leiehung, die sich auch in der Form 

A x) =j;d,,B . )  
o 

schreiben l~tl~t, hal zur Folge, dab sich ftir irgend eine stetige Funktion 

f(t~), fur welche 

und auoh 

f (df)' existiert, 
d e  

f a B (s;/~) df(l~) 
d ~ (,) 

-,}- o(, 

~ o  (~) 

ergibt. (16) verwandel~ sich demnach in 

f d A (s; tt) d A (t; I~) ~-. K K  (s, t). 

Die Fourierkoeffizien~en der Funktion A(s; :~) nach der Variabeln s 
diirfen dureh gliedweise Infe~afion bereehnet werden; es ergib~ sieh so 

Z +r 

Dutch Su~nma~ionsvertauschung und wegen der Vollstgndigkeit tier Q~,(~) 
finder m~n 

o (~) 

Wit sehliel~en hieraus noeh 

(19) f ( A ( s ;  ),))~ds : (e~(~))~' + (0,(2)) ~ + .-.-~-IO(~)], 
0 

wei~er aber 
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ao 

o (m) (q) 

(q) (m) (q) 

Benutzen w i r  (17)~ so ergib~ sich 
oO 

(2o). Z ~ A ( s ; i ) - - f . . d . . ( K ( s , ~ ) A ( ~ ; . ) d t = O .  
(~) o 

. Eathiil~ das Intervall, auf welches sich das Differenzsymbol A z bezieht~ 
and alas auch selbst kurz mi~ Az bezeichne~ werde, Teile des S~recken- 
~pektrums yon K(x), so ist, wie (19) zeig~, A~A(s; i)  nieht identisoh 
in s gleich 5Tull. Den Inhalt der Gleichung (20) diirfen wit also dahin 
aussprechen, dalt sieh ffir einen Wert i ,  der dem Streckenspektrum an- 
geh~r~, das ,in s nicht identisch verschwindende Differential" dzA (s; Z) als 
eine Z~sung der homoge~en Gleichung ergibt. Dieselbe hat hingegen ftir 
keinen Wer~ yon ;t eine eigentliche Liisung, d.h. es gibt keine im all- 
gemeinen s~etige, quadra~isch integrierbare Funktioa ~(s), fiir welche 

~(s) - i j 'K(s ,  ~ ( t ) d ~  = o 
0 

wird. Denn dies wfirde sine L~sung xl, x~,.., mi~ konvergenter Quadra~- 
summe der unendlich vielea linearen ~leiehungen 

@ 
(~ = l ,  ~,...) 

~trr Folge haben, und sine solche existier~ nach tiilbert*) mu" fiir Wer~e i ,  
die dem Punk~spektrum der quadratischen Form K(x)  angeh{iren. E in  
Punktspektrum is~ abet in unserm Fall iiberhaup~ nich~ vorhanden. 

Bezeichne~ jetz~ g(s) eiae beliebige im allgemeinen stetige, quadra- 
hsch in~egrierbare Funktion, so hat 

f(s) --- f ~(s, t)e(t)dt 
O 

4en gleichen Charakter, und es ist nach dem allgemeinen Satz auf S. 286:  

.fA (s; Z) f(s) ds : ; B  (s; 1.) g (s) ds. 
0 0 

*) Hilber~, 4. Mi~., pag. 199. 
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u162 setzen 
oo 

0 

Da entspreehend der Formel  (18) 

~ 2 

[f) o o 

~,,fs(s;~)%(s)e,=o 
Cq) o 

-wird, folg~; 

~) (~) o 
ao 

§ (p) --,.(-r ~J 7 " 
(~) (q) o w~ o 

Setzen wir nun in der Beziehung (11') 

~ = ~ ,  y~ = k , ( s ) ,  
so wird 

Z ( ~ )  = ,~,~,, (a,) + a~ , ,  (~) + . . . ,  

r ( , )  = B (s; , ) ,  
maithin 

oo  

a x  (~)~fi,. d,.flA o (~; ") r(~)a~. 
Da aber 

a,k,(s)  + %l~(s)  + . . . .  f ( s )  

-wird, geht (11") tiber in 

(21)  

+ ~ +0o 0o 

f (s) --- j do (t,) = ao (tO.. 
- -  OO ~ 0 0  

~t,A(s; ~)-d~,fA(t ;  t t ) f (Odt  
o 

' de(tO 
- - 0 0  
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1)iese IntegraZdarstelhmg, welche eine Verallgemeinerung des gew6hnliche~ 
Fourierschen" Integraltheorems ist, gilt demnach fiir jede Eunktion f (s), die 

sieh in der ~'orm / K ( s ,  t) g(t) dt mittels einer beliebigen, im allgemeinen 
0 

stetigen, quadratiseh i~tegrierbaren Funktion g(s) darstellen liiflt. 
Wit erwiihnen noch die folgende leich~ zu bewsisende Eigenschaft 

der Funk~ion A(s; ~). Ffir irgend zwei s~e~ige Funktionen f(~), g(~),  
+r +o~ 

ffir die ['(df)~ f (dg)~ existieren, gilt, falls , j ~  , j - ~  

+ ~  +oo 

f 4 f ( , )  �9 dsA (s; ~ ) /dg(~).d~A(s;g) 
gesetzt wird, die ,,OrthogonalW~tsrelation" 

(22) 

-{-r 

Wir gehen jetz~; auf die Frage ein, wieweit das Streckenspektrmn 
und die Funktion A(s; 4) dutch den Kern .K(s, t) bestimmt sind. Es sei 
~o irgend ein Were;, welcher dem Streckenspektrum nicht angehSrt~; da 
das Streckenspektrum abgeschlossen ist, kSnnen wir dann ein In~ervall i 
der Variablen 

I, - #ol < h 

angeben, das gleichfalls einschlieBlich seiner Endpunkte augerhalb des 
Streckenspektrums gelegen ist. Es liege ferner eine for alle s ~ 0 und. 
alle ~ des Intervalls i definierte Funktion A*(s; g) vor, welche stetig in 

(s, ~) ist, falls s +s~, und yon solcher Art, dab f (A*(s ;  ~))~ds kon-  
o 

vergiert und eine stetige Funktion yon # vorstellt. Endlich sei ffir jedes 
Teilin~ervall A s yon i 

oo  

A t) A*Ct; dt.*) 
(~) o 

*) Dabei br~,ucht nicht angenommen zu werden, dab B*(s; ~) in ~ eine Funk~ion 
yon beschr~nkter Schwankung is~, f~.lls man nut dem Integral 

~ , - d B * ( s ;  ~,) 
(a) 

die aus (23) hervorgehende Bedeutung beiteg~. 
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Aus den Voraussetzungen folg~ dab 

JyA,(s;,) - A,(s; L 
# ' = ~ t  0 

und daher auch 

= 0  

B*(s;/~) = f K(s, t)A*(t; F)dt 
0 

eine ste~ige Funk~ion yon s und gtist, falls s + s~. Es gilt dann also 

(23) AA* (s; #) = A (/~B*(s;/~)) -- .r  v) dr .  
( 

Bedeute~ f(s) irgend eine im allgemeinen stetige, quadratisch in~egrier- 
bare Funktion, so ist leich~ einzusehen, dag 

O ~o /~o 0 

wird, folglieh 

,,o---- [l~ �9 IB*(s; ~) f(s) dsj - d  d , j  s*(,; ,)r@) d,. 
O 0 /% /% 0 

Es gilt aber nach friiherem die Beziehung 

O 0 

Wir wollen dabei unter A~, ein Intervall /xo~t verstehen, das ganz in i 
]iegt, und ferner sei A~ = (Aos hierin denken wit uns Z gleichfalls in 
einem Intervall i': i X -  4o[ ~h' ver~nderlich, das yon i vollst~indig ge- 
trenn~ liege. Indem wir dann 

f A ~ S * ( 8 ; ~ ) ,  a~B(s; Z)'ds = r(Z,  ~) 
0 

schreiben, liefern die beiclen letzten Gleichungen 
M 

~o Po 

Bezeiehne/5 #' einen Wer~ den wit gegen /~ konvergieren lassen, t~ dos: 
In~ervall $t~t', bezw. dos auf dieses Intervall sich beziehende Differenzsymbol,. 
so kommt5 

_. ~ + dz = v(z ,  ~*) - v(z ,  ~'), 
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wenn wir unter #* einen (yon Z abh~ngigen) Punkt des Iniervalls ##'  
verstehen. Es ist nun leicht einzusehen, dab zu einer beliebigen positiven 
~Grtil~e e eine andere a so bestimmt werden kann~ dal3 ffir alle it des 
Intervalls i' und alle Werte /~, 9~ des Intervalls i~ die die Ungleichung 
I/h - ~ I~ a erfiillen, 

-wird. Wit wenden daher den folgenden Hilfssatz auf (24) an: 
Ist e ( x )  irgend eine ste~ige, durchaus positive Funktion im Intervall 

. o < x < _  1, f i (x) ,  s  . .  ei.e Folge stetige~ Fo~ktione., ~r ~elcho 

= 

0 

rail waehsendem i gleiehm~it~ig im Intervall 0 - . .  1 gegen 0 konvergier~, 
~o konvergiert aueh die Folge f~ ( x ) ,  f~ ( x ) ,  �9 �9 �9 gleichmiil~ig gegen 0. 

So erschlieBen wit die Limesgleichung 

L ~---V ----- 0, d.i. aV(z'~)----0. 
~,=~ ~ ~ 

Da aber V(a, #o) = 0 is~, wird notwendig identiseh in Z, # flit die in 
Betracht kommenden Bereiehe 

v(~, ~) =f~.,, B*(s; ~). ~B(s;  Z) as = O, 
O 

~nithin auch 

0 5 )  f ~ ,  S*(s; ~). ~A(s; , ) a s =  o. 
0 

Wir haben noch den Beweis des angewende~en Hilfssa~zes naohzuholen. 
Ist flir eine stetige Fuuk~ion f(x) 

X 

e(x) f(x) +. f f (~)d~ < ~ 
0 

~and bedeu~e~ A das Maximum yon 1 e(x) = E(x) im Interval/ 0 ~ x ~_~ 1, 
~o gilt, wenn wir die Funktion 

ar 

f f(a) d~ = g(x) 
0 

einffihren, 
d_g(~)t t s(x)g(~) + a~ i< ~A. 

Nun is~ 
X X 
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~lso 

"Weiter folgt dann 

X 

d ( e  {~(~)~$ ~, 

(e ~ 1). le(~)l~<~ - 

f(x) .4~ .~ < ~ .e  , ] f ( x ) l < ~ A . e  , 

und damit ist jener Hilfssatz bewiesen. 
Da ftir A B*(s; t~) die Dars~ellung gilt 

0~ 

a, ,B*(~;  ,) =,1~(~, ~) a,,A*(~; ~)dt, 
0 

diirfen wit diese Funktion in dem Integraltheorem (21) an 8telle von f(s) 
einfiihren, und weft ffir jedes Teilintervall yon i 

A~A(s; ~) = o 

ist, erhalten wit aus dieser Integraldarstellung unter Beriicksichtigung 
yon (25) 

A~,B'* (s; ~) = 0 

and folglich Is. Gleichung (23)] 

A~A*(s; ~) = 0. 

Zufolge der letzten, ffir jedes Teilin~ervall yon i gtiltigen Gleickung ist 
~dem~ac}a A*(s;/~) mi~ Bezug auf die Variable F eine Konstante. Damfl; 
ist gezeigt, dai~ fiir Werte ~, die dem StrecTcenspektrum nicht angehSren, 
~ler homogenen Integralgleichung in dem erSrterten Sinne dutch ein nicht- 
verschwindendes Differential auf keine Weise geniigt werden kann, trod auf 
~solcke Ar~ zugleich eine charakt;eristische Eigenschaf~ des Strecken- 
~pek~rums gewonnen, die erkennen liiBt, dab dasselbe durch den Kern 
/~(s, t) allein vSllig bestimmt is~. 

H~tten wit in der obigen Deduktion angenommen, dab 9o dem Strecken- 
~spektrum angeh6r~, so hii~te sick die folgende Darstellung der Funk~ion 
A*~s; Z) ergeben [bei welcher A*(s; O)=  0 angenommen is~] 

A*(s; z) - f - ~ * ( ~ ! ~ )  d H(~) 
0~ de (~) ' 

in der H(~) eine gewisse ste~ige Funktion yon beschr~nkter Schwankung 

bezeiehne~, ffir die (a//{~))'~ in jedem endlichen I_utervall inte~iorbar ist. 

Diese Gloichung besag~, da6 b/s auf einen yon s unabhiingigen ~'aktor das 
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~ifferential daA(s; ,~) das einzige ist, welches der homogenen falegralgleichung 
fiir den Weft i des Strevkenspektrums geniigt. 

Zur Bestimmung der Funktion A(s; i)  haben wit im vors~ehenden 
ein System orthogonaler Funktionen r  besonderer Art benutzt. 
Bezeichne~ hingegen ~ ' ( s )  (p = 1, 2 , . . . )  ein beliebiges vollstiindiges 
Orthogonalsysbm ftir das Intervall 0 . . . ~ ,  so erkenn~ man leichl, dal~ 
die quadratische Form K'(x) mit den Koeffizienten 

Oo GO 

0 0 

in K(x) orthogonal transformierbar ist; folglich ist eine orthogonale 
Transformation der Vai'iablen x~ in die Yariablen xl, ~.~ angebbar - -  ihre  
Koeffizienten m6gen mit mp~, bzw. l~ bezeiehnet sein , so daft 

+or 

K ' ( x )  = .e0 ,  
(p, q) -~ ~de 

wird, und zwar stellt sich 

l~K~'(s) + 1;~K~'(s) + - " -  = /~ ,  K~(s) + l~gK~(s) + . . .  

heraus, wenn unter Kp'(s) das Integral 

f K(s, 
0 

verstaaden wird; d. h. die Fanktionen k~(s) und mithin auch A(s; Z) sind 
yon der Wahl des vollstiindigen Orthogonalsysbms O~'(s) volls~ndig un- 
abh~ingig, and ein beliebiges solehes, mag es nun zu der Funkiion k(s} 
passen oder nieht, ist zu ihrer Bereehnung geeignet. 

Besondere Hervorhebung verdient der Fail, dab das Streekenspektrum 
aus einer endlichen oder abzihlbar unendlichen /knzahl yon Intervallen 
bes%eh%, die Funktion i e(l)l  mit der Gesamfl~nge der zwischen 0 und t 
gelegenen Inbrvalle des Streckenspektrums iden%isch wird und sehliel~lich 
A(s; l) fiir jeden Wel~ yon )~, der dem Innern des Streekenspektrums an- 
gehSrt, nach i sWtig differenzierbar is~ 

~A(s, z) 
~l = P(s; 9.): 

alsdann nenne ich den Kern K(s,t)  regultir. ~) Hat unter diesen Um- 
s~iinden dis Funktion f(s), welche in die Form 

f z(s, 
0 

*) Diesen F~ll, der bisher in den Anwendungen allein auftri~t, habe ieh in 
meiner Dissertation ohne Heranziehung des Hellingerschen Int.egralbegriffs behandelt. 
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gebracht werden kann, auBerdem noch die Eigensohaft, dab clas Integral 
@o 

fP(s; x) f(s) ds 
0 

gleichm~Big in der Umgebung jedes im Innern des Spektrums gelegenen 
Wertes yon it konvergiert, so verwandelt sich die Integraldarsiellung (21) in 

~o 

f(s) ----- , ; P  (s; ~ ) f P  (t; .u) f(t)  dt dla , 
(m) o 

in welcher M das StreckenspekCrum bezeichnet. Konvergiert auch noch 

f K(s ,  t) P(t; ~)d~ 
o 

gleichmiii~ig in der Variablen 2, falls wit diese auf die Umgebung eines 
inneren Punktes des Streckenspektrums beschriinken, so ist offenbar P(s; it) 
eine Eigens des Kerns /~'(s, t) im gew{ihnlichen Sinne. 

Die bisherigen Entwicklungen waren yon der Voraussetzung beherrscht, 
dab die aus K(s,  t) entspringende quadralische Form in eine Elementar- 
form or~hogonal kransformierbar sei. In dem allgemeineren Falle eines 
beliebigen beschr~nkten Kernes erhalten wir start (21) eine Darsiellung 
der Funktion f(s) yon folgender ~rt 

f gt, A C") (s ; t~) " d~, f Aq~) ($ ; t~) f(t) d t 

X ) X I ~ f(s) ~ -  cp,(s) (t) r + dq(")(~) 
- -@0 

Dahei bilden die ~f~(s), welche Eigenfunktionen des Kerns K(s,  t) sind 
(und zwar fiir diejenigen Eigenwerte, die das Punktspektrum ausmachen), 
ein System orthogonaler Funktionen {iir das In~ervall 0 . . . c o ;  A(h)(s; ~) 
sind Funktionen yon der Beschaffenheit des oben benutzten A(s i ~), und 
es besiehen die Relationen 

0 

fA(~)(s; ~) ~ (s )  as ----- 0 
0 
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II. Tell. 

B e i s p i e l e  s i n g u l ~ r e r  K e r n e .  

Ist K(s ,  t) ein beschriinkter Kern, ffir den das Doppelintegral 

f , ( ( K ( s ,  t)) 2 ds dt 
o o 

existiert, so gilt ohne Abiinderungen die yon Herrn tiilbert in seiner 
fiinften Mitteihng en~wickelte Theorie der Integralgleichungen. Wenn 
wit daher im folgenden einige Beispiele ffir die oben dargestellte all- 
gemeinere Theorie besprechen wollen, kSnnen wir uns auf solche Kerne 
besehr~inken, fiir welehe jenes Doppelintegral niehi konvergiert." 

hls ers~en derartigen singuliiren Kern nenne ich den folgenden 
i 

1 - (26) g ( s ,  t) ---  - ~  sgn (s + t) . e s 

welcher sich mit elementaren ttilfsmilteln (insbesondere ohne Heranziehung 
der Theorie der unendlichvielen Variablen) behandeln l~il~t. Er s~eht in. 
naher Beziehung zu den sog. Hermiteschen _Polynomen, die man am eia- 
fachsien dureh die Gleichungen 

dsP 
@ = o ,  1, 2 , . . . )  

definier~ aus denen sich mit groBer Leichtigkei~ die wesenilichen Eigen- 
sehaften dieser Polynome ergeben. Es folg~ niimlich aus ihnen 

d (  1~ ) 1~ '+1 1~ ~-; ( -  1)~ ~-~ ~As) = ( -  ~--~' ~+l(S) 

(27) 

Ferner wird 

und daraus die Rekursionsformel 

ds 

1 2 ~  / __1s2' I 
~+l (s ) - - - - ( - -1 )Pe  ~' '~ (se 2 / 

d s  p 

-- s ~ ( s )  - p  ~ _ l ( S ) ,  

und aus der Kombination dieser Gleichung mit der vorigen sohliel~en wi r  
die einfache Beziehung 

(27') ~*(~) = p ~ _ 1  (s). ds 
_l_s~ _! ,2  

Da (--1)Pe 2 ~p(s) der /o u Differen~ialquotient yon e 2 ist, folg~ 
durch mehrmalige Anwendung der partiellen Integration~ dab 
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+eo 1 S~ 

wird f i r  jedes Polynom !i (s) yon niedrigerem als 1 ~= Grade, insbesondere 
also 

+ ~  

~ % (=) ~ (=) d= o ~ + ~).. e 1 �9 

Indem man nun noch das Integral 

berechne~, erkenn~ man~ daJ~ die ~unk~ionen 

+,(+ ~-(-;)' 
= �9 ~= (=) 

t / ~  y ~  (~ = 0, ~, 2 , .  ), 
ein System or~hogonaler Funktionen flit das Intervall --  oo . . .  4- oo bilden. 

Wir berechnen unter Heranziehung des besonderen, oben definierbn. 
Kernes K(s, t) die Integrale (indem wit zunibhst noch s > 0 vorausse~zen~, 

+- , =(-:)= 
f~ (= ,  ~) +,(,0 dt : -~ 1- . 

~00 

+~ (,~)' +,,,,, ~(;) 
- �9 f e  t~1%(0 dt 4- 

- - $  

- - 8  

/~- (§ +,(,) ~,1. 
Ffir ein gerades p ist q)~ (s) eine gerade, far ungerades p eine ungerade 
Funktion yon s; datum wird 

fK(s,t)%(~)et=~-~W f~tw %(~)dt [p=_o 0nod. 2)] 

- % (t) ~t , 5 0 -  i (=oa. 2)1. 

Es gilt abet, wenn wir die Defini~ionsgleichungen und obea aufgestellbn, 
Rekursionsformeln heranziehen, 

.1 , \~  = e(;-) ~ ~p +i(8) r (=) f e ~w % (t) dt _ C .  ~_~.(~ d~ = = 

f l i t  p = 0 ( 2 ) ,  

f~- ( ; ) < -  ,~, i'-=" (o-~,I =~ 
(')' 

_ ( - - 1 F - *  dP-* ~ - �9 ~ e c p  - ,  (=) 
W 

ftir p = 1 ( 2 ) .  
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Wit erhalten damit die Gleichungen, welche fiir das Folgende die Grund- 
lage bilden, 

j g 1 %+, (s) p =-- 0 (2) 

1 
= G %-~ (s) p_= i (2). 

f ( K ( s ,  t)) ~ dt < 2 ist, folgt hieraus ftir alle p Da 

i % ( s ) l < V ~ +  i), l ~ , ( s ) l < V ~ - e  p +  i), 
~nd mi~hin konvergier~ die Reihe 

~:29) x(s) -- + ~ ~--0 ~-~-~ ~ ,  

wenn m eine der Zahlen 0, 1~ 2, . . .  bedeut, et, gleichm~i$ig in jedem end- 
lichen Interval1 der Variablen s~ und dasselbe gilt, wie man leieht sieht, 
auch fiir die dutch gliedweise Derivation aus (29) erhaltene Reihe, welehe 
folglieh die Ableitung x'(s) darstellt. Indem man yon den Rekurslons- 
formeln (27), (27') ~ebraueh maeht, gewinnt man daraus die Gleiehung 

"~ x(s); x' (s) = - T 
also wird, da x ( 0 ) =  I ist, 

Die aus (29) dureh Mul~iplikation mit e-(-~-) ' hervorgehende Entwicklung 

~on ~-~+~)(})~ ~ a ~  ~u~k~io~ r  ko~e~gi~r~ , ~ h ~ / 3 i ,  i . .  
~ganzen uneadlichen Intervall -- oo . . .  + oc, und da man nach dem Weier- 
s~raBszhen Satz iiber die nilherungsweise Darstellung jeder stetigen Funk- 
~ion (in einem eadlichen In~ervall) dutch Polynome schlieBen kann, dab 
jede gerade, stetige, im Unendlichen verschwindende Fuak~ion gleichmiBig 
ira Int;ervall -- cc < s < --~ ~ dutch Linearkombination der Fuaktionen 

.e-(~+~) (�88 ~ (m = 0, 1, 2 , . - . )  angeniihert werden kann, ergibt; sich aus 
~liesen Entwicldungen der Satz, dab zu jeder positiven Zahl ~ und jeder 
.tetigen, im Unendlichen verschwindenden Funktion f(s) ein Polynom ~(s )  
.derart existiert, da$ 

$ 

wird.*) I f ( s ) -  e-( �89 < zCl + l s l )  

*) Die genauere Ausf(ihrung s. in raeiner Diss., pag. 58 ft. 
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o Ist jeizt h(s) eine stetige Funktion, die auflerhalb eines gewissen end- 
8~ 

lichen Intervalls versch~vindet, und setzen wir e 8 h(s)= h*(~), indem a den 
8 

2 

Ih* (a) - e -(@) $* (a)l < ~ (1 + lal) 

ausf~lI[, daher, wenn ~ (S)= ~* (~-~) gesetzt; isf, 

I h ( s ) - e  (-~)~!~(s)}<e.e s(1+t81), 

wird. Da jede s%etige, quadra%isch integrierbare Funktion g(s) durch eine 
Funk~ion yon der Natur h(s) so angen~ihert werden kann~ dag 

f (g(s) - h(s))" ds < ~2 

wird, is~ durch diese Ungleichung die Vollstiindigkeit des Systems der 
Hermiteschen Orthogonalfunktionen O~ (s) auf direktem Wege bewiesen. 

Wende. wir daher auf das Integral 
+ ~  

(30) f(s) = f K(s, t) g(t) dr, 
m ~  

in dem g (t) eine stetige, quadra~isch integrierbare Funktion bedeuh~, die 
u an., so ergibt sich, falls wir 

f a(t) % (t) dt -- e, 

setzen, die absolu~ und gleichm~igig ftir alle s konvergente :Entwicklung 
% (s) r (s) % (s) % (s) 

f (s) = go - ~ -  + g~ V--Y- + g~ ~ + g8 V- ~ +'"  ", 

die wir wegen der yon der Reihenfolge der Glieder unabhiingigen Kon- 
vergenz auch in die Form setzen kSnnen 

f(s) --- cor (s) + c,r (s) + c~*~(s) + . . . .  
In~egrieren wir diese Roiho nach Multiplikation mit (P~(s) in dem be- 
liebigen endlichen Intervall a < s < b, so folg~ 

a r = l  

NVC~§ +c~+~ +- . .  %(s)) ~ ds. 

Ms,r Anna len .  L X V L  2 0  
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Hieraus is~ zu schlieBen (indem man a gegen --  oo, b gegen + ~ lmn- 
vergieren li~B~) 

+ ~  

- - r  

milhin, da die rechee Seile mi~ wachsondem q gogen 0 konvergiert, 

= f f(s) % 
--@0 

Um unsere Un~ersuchung zu Ende zu ftihren, bleibt jelzt nur noeh 
flbrig, zu entscheiden, wann sich eine Funktion f(s) in der Form (30) 
darstellen liiB~. Se~zen wir voraus, dab f(s) einmal ste~ig differenzierbar 
is~, und, unter f '  (s) die Ablei~ung yon f(s) verstauden, die beiden In~egrale 

+r + ~  

exis~ieren~ so folgt daraus fiir beliebiges m > 1 

f - 7 
1 1 1 

(s)) ~ ,is 4- (s)) ~ ds; 
1 1 

mithin konvergierr das Integral 

1 

d. h. f(s)n'~her~ sieh~ wean s gegen + c~ konvergier~ einer bestimmten 
$ 

Orenze~ und es muB daher 
L f(s_~) _-- 0 

s =  :Eao 8 

~iein. Beachten wir dies, so erschlieBen wir nunmehr durch eine leieh~o 
Reehnung~ dab die Funk~ion 

g(s) ~ f" =---yf(s) + (--s)  

die Integralgleichung (30) befriedigt. Das l~esul~a~ dieser ganzen Unter- 
suehung ist also der Satz: 

Jede einmaZ stetig differen~ierbare Funktion f (s), fiir wd&e sf(s) und 
f'(s) quadratiseh integrierbar sind~ ist in eine absolut und gleichm~iflig l~m- 
vergen~e _Reihe nach den Hermiteschen Orthogonatfunktionen r gu ent- 
wickdn: 
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f(s) = c o �9 o (s) + q r (s) + c~ r  (s) + . . . ,  

deren Koeffi~ienten dutch 

gegeben werden. ~ ) 
Die Relafionen (28) zeigen iibrigens noeh~ dab 

% (s) = r (~) + r (~) ~, (s)  r - , ,  (8) 

~ (s) = % (s)V~ + % (8), ~8(s ) = % (8)~/~- % (s) , 

Eigenfunktionen des Kernes K ( s ,  t) sind~ die zu den Eigenwerten 

1 1 1 1 

V~' - V~; V~' V~' 

gehiiren. Es gibt auch keine weiteren Eigenfunk~ionen; denn jede solehe 
mtil~te zu allen (p~(s) orthogonal sein, Was nicht miiglich is~, da diese 
bereits ein vollstgindiges System orthogonaler Funktienen bilden. Ein 
Streckenspek~rum ist bei dem bier behandelten Kern tiberhaupt nieh~ vor- 
h~nden. 

Zu interessanten Ergebnissen gelangt man, wenn man in ~itmlieher 
Weise, wie soeben die Hermitesehen, die Laguerreschen t)o~ynome 

d ~ 
P,(~) = ~' ~ (~- 's0  (~=o ,  1, 2 , . . . )  

untersuehh Ffir sie gewinnen wir leieht .aus der Definitionsgleichung die 
l~ekursionsformeln 

d P~_~ (~) (2 ~ - ~) ~_~ (s), 
8 dS 

d~ ~ P  \ d~ 

Auch erkennen wit, da~ die Funktionen 

(31) 4(s) = V~ ~-'~c8) ~ @ = o ,  1, 2 , . . . )  

ein OrthogonaIsystem fiir das Intervall 0 . . - ~  bilden. Aus dem im 
vorigen Abschnit~ gewonnenen ResuI~at, dat3 jede stefige, auBerhalb eines 

*) Vgl. hierzu W. Myller-Lebedefs Theorie der Integralgleichungen in An- 
wendung usw. (Inaugur~.ldissertation, ~bg~dr. in ~ath. Ann. Bd. 64,.) 

20* 
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end_lichen Intervalls verschwindende Funktion h(s) s alle s ~ 0 durch 

iineare Kombination der dort benutzten e- -~ ~ ( s )  bis auf einen Fehler 
$2 

s. e-T angen~iher~ werden kann (indem man n~mlich h ( - - s ) =  h(s) se~zt), 
wird erkennbar, dag die in (31) eingeftihrten Laguerreschen Orthogonal- 
fu~ktionen A~(s) gleichfalls ein vollst~ndiges System bilden. Die zwei~e 
tier aufgestellten gekursioasformeln l~l~t sic^, da P, (0) ----- /g P,  _ ~ (0) ist, 
in der Form sehreiben 

8 

P~(s)- p s  2p. f ~_,(t)dt 
0 

oder 
8 

(32) ^~+1(8) - ^;(s) = - 2 ~ - ,  f ~ % ( t ) d t .  
0 

&us" dieser Beziehung liigt sieh durch Anwendung 
relation eine Bedingung ableiten, unter der eine 
nach den Differenzen hl(s)--ho(s), h~(s)--A,(s), . . .  
Or~hogonalfunlrtionen entwiekelbar ist. 

Mit derselben Leichtigkeit wie (32) erhiilt man 

% ( S )  - -  ^ p - - 1  (8 )  = ~ e '  f 

addieren wit sie zu (32), so folgt 

l~-"-"^~<t)dt = - - 

~ @ 

f e-t.-,tho(t)dt --~ 
o 

Betrachten wit also den symme~risehen Kern 
1 K(s,t)  = T e- I ' - ' ]  

fiir den sich 

zu, so wird 

der Vollst~ndigkeits- 
stetige Funktion f(s) 

der La.guerreschen 

die analoge Formel 

8 

1 1 h~,+~ (s), 2 A, -1(~) + ^ , ( 8 ) - - ~  

= 1, 2 , . . . )  

1 
^0(s) - y Al(s)  �9 

0 <s ) 

f( (k(s>), = K(s, t)),dt--- u 
0 

ergibt, und ordnen ibm die quadratisehe Form K(x) mit den Koeffizien~en 

1 e _ _ k , , = L f f - ~ ' - ' t ^  , 1(s)A~ ,(t)e~dt 
0 0 

( p , q =  i ,  s , . . . )  
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~ithin 

(33) 

k~q ~- O , fulls ~ + q - - 1 ,  q, q + l ;  
1 1 

1 1 1 
K ( x )  -= ~- x~ ~ + E x ~  + -E x~ 2 + " "" 

1 1 
2 xl  X~ ~ -~ X~ X~ . . . .  

I , - t l  ist demnach ein beschri~nkter Kern. Der Kern  -E e - I 

(33) erkl~rte quadratisehe Form li]~ sieh aber in 
schreiben *) 

(P'q) 1 

Die durch 

folgender (~estal~ 

falls wir unter ~k~(i) diese Funktionen verstehen: 

2 sin ~ r sin 2~ r; 
~(~)-- r~ ~ r ~  

1 
dabei bezeichnet r den zwischen 0 und -E gelegenen Wert yon arc sin 

(t >_ 1). Die %@) bilden ein vollstiindiges OrthogonalsysWm fiir das 
Inbrvall I ~ ~ < c~. Indem wir 

Q(x) = o (~ < 1), Q~(1) -- o (x < 1), 
2 

---- i -- I (2 ~ 1), =f%(,)d, (i >__ I) 
i 

ser erkennen wir, dab K(x) eine Elementarform is~, deren S~recken- 
spektrum aus dem eiuzigen Inbrvall 1 ~ ~t < co besteh~ und deren Basis- 
funktion das eben angegebene Q(1) ist. 

Um nun diese Darsbl/ung der quadratischen Form (33) flit den Kern 

1 tl machen~ mfissen wir -E e- J'- nutzbar zu 

unserer allgemeinen Theorie bestimmen. 
dab aus der Integralgleiehung 

(35) 

die Differen~ialbeziehung 

zuniiehs~ die Funklion A(s; i) 

Dazu bemerken wir zun~ichst, 

1 s f ( 0 =  ~ f e - ~  -~g(t),~t 
@ 

a~f(s) 
g ( s )  = f ( s )  - ~s  ~- 

Damit diese Funktion g(s) die Inbgralgleizhung (35) 15st, mu] folgt. 

*) Diese Darstellung is~ in e~was anderer  Form schon ~on Hilber~, 4. Mitt., 

pag. 208 gegeben  worden. 
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f'(O) ---. f(O), L e- ' ( f ( s )  + f '  (s)) ---- 0 

sein.*) Nehmen wir provisorisch an, dab A(s; Z) nach k differenzierbar ist: 

OA (s; ~) 0~ - P(s; x) (~ > 1), 

und fK(s,t)P(t;k)dt gleichmiigig in Z konvergiert, so is~ P(s;k) Eigon- 
0 

1 
f~aldion des Kernes y e - I  ' - t l  fiir den Eigenwert k, und folglich 

Os' k (k -- 1) P(s; it) -~ O, 

Os 
Es mug dann also 

P(s;X) = a(k){ ~]/~ -~- 1. cos (s V~---~- -1) + sia(sV~-~-ll)} 

sein, wobei a(k) eine gewisse Funktion yon it ist. Diese besfimmen wir 
so, dab 

Oo 

fP(~; ~) ̂ o(s) as = ~ 1  (z) 
0 

Mrd. Da abet 

] / ~ f  { ]/~ -- I cos ( s ~ )  + sin (sT/X-~-- 1) } e-* ds 
0 

ist, ergibg sich 

Wir se~zea nuumehr 

~ (~) -- ~ 

~(~) = 
y ~ . ~ / z -  

=_ 2V~V ~-~ 

- 1{i 1 P(s; ~)----~ - -  sin (sV~------ ~ } ~ i/~-~ 

1 

Es ist dann durch die vorigen Oberlegungen wahrsoheinlioh gemaoht, dab 

(86) A(s; x) = ~ ( s ;  x) 

wit& Wir mitssau priifen, ob dieses zutrifft. 
Zuniiohs~ besteht sioherlich die Beziehung 

*) De~ Akzent bedeu~e% hier Differentiation nach dem Argument s. 
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(37) 

in welcher 

e(s i ;~)=yfe- l ' - ' [P( t i )~)dt  (~t~ 1). 
0 

Da ferner (dureh einmaligo par~ielle Integration) leieht; zu erkemaen ist~, 

A(s; ~) fiir s------~ Null wird mindes~ens wie ~, also eine im/.u~er- dab 
vall 0 < s  % ~ quadratiseh in~egrierbare Funktion is~, erhal~en wir hieraus 
die Entwieklung 

p =  1 , 2 , .  �9 �9 1 

(3s) 

gese~z~ wurde, 

1 ~,(s) = ~ - f e - I ' - ' l ^ ~ _ ~  (t)dt, 
0 

r~  

0 

und aus ihr die Fourierkoeffizienten yon A(s;it) 
z~ 2 

f~( , ;  ~) ^.-. (,~ ,, = Z ~.. f,v,),,. 
o (q) x 

Andererseits is~ abet wegen (38) 

0 1 

Fiix ~ = 1 wird 

f ~ ( , )  d ,  = 
" 1  

rail, bin komm~ 
(q) 1 

(q) t 
= 0 .  

Da nun ~Pt (9)--~"-t ( # ) =  0, k~q = 0 fitr q :> 2, hingegen k~ + 0 ist, folg~ 

hieraus 

Dies zeig~ wiederum, dab 

sein muB~ mi~hin 

~(~) -- ~(~). 

Z 

(q) t 
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und so for~. 

eleichung 
Damib abet verwandelt sich (37) in die zu beweisende 

2 

Na~h diesen Rech~ungen k6nnen wir das folgende, dem Fourierschen 
analoge Integral~heorem aufstellen 

O~ 

f(s) 

(39) 

0 

Es is~ g~iltig, falls fiir die als zweimal s~e~ig differenzierbar vorausgesetzte 
Funk~ion f(s) die Integrale 

Oo oo oo 

.((f(s))' ds, . (( f"  (s)) ' ds, , f  lf"(s) lds 
0 0 0 

existieren, L f(s)= L f'(s)=O und f ' (O)= f(O) ist. Denn un~r diesen 

Umstiinden konvergier~ das innere Integral in (39) gleichmi~Big in der 
Umgebung jeder Zahl ~ > 1, wie sich durch zweimalige Anwendung clef 
partiellen Integration ergibt. Die angef~ihrten Bedingungen sind ins- 
besondere dann erfiillt, were1 f(s) ffir s = oQ in normaler Weise yon 

I ter  hSherer als T Ordnung versc]awindet, d. h. wenn es eine positive Zahl 

gibe, so dab 

A+. f,, (s) s-~:+~ S~ f'(s), 
~Ir alle s ~ 0 unterhalb einer endlichen Grenze bleiben. 

Von-~e-l~-~l gelangen wir dutch Substltu~mn leich~ zu andern ein- 

fachen singal~ren Eernen. Setzen wir in dem Integral 

f fe- I , - ,1  U@) U(t) as at, 
0 0 

in welchem U(s) eine beliebige s~etige Funktion mit der Eigenschaft 

,f(U(s))' ds = 1 bedeu~en m~ge, 
0 

e - I t  ~ 
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so verwandel{ es sieh in das folgende 
1 1 

o 0 

wenll G(a, ~) dureh 

G O, ~) -- ~ 
6 (40) 

definiert und 

(~ =<,) 

gese~zt wird, so dag also auch 
1 

(41) f ( , , (~ ) ) ,  d~ = 1 
0 

ausf~llL Uber den Kern (40), der wohl als der einfachste a l l e r  singulgren 
bezeiohnet warden darf, lgflt; sich demnach das Folgende a u s s a g e n :  

Ffir alle s~e~igen Funktionen, die (41) erfiillen, ist 
1 1 

o 0 

Die inhomogene Integralgleiehung 
1 

f(a) = ~(a)  - z . f  G(a, ~) ~(~) d~ 
O 

1 hat ftir alle 1 <-~- eine L~isung (p(a), die s~e~ig auger ftir r ~-- O, in der 

Umgebung dieser S~elle aber quadratisch in~egrierbar ist ( f a l l s  f(a) yon 
1 der gleiehen Beschaffenheit vorausgesetzt wird). Ftir W e r t e  X > - g  hat 

die zugehiJrige homogene Integralgleiehung LiJsungen q~ ( a ) ,  welche,  mit 
~ mult~iplizie~, an der St~elle a = 0 endlieh bleiben; es s i n d  dies die 
Funktionen 

t/;V  : 
Sie bilden die Grundfunk~ion eines Fouriertheorems: 

r(~) -- f ~ (~).fir(t) ~ (0 e: d ~. 
1 0 

4 
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Damit beherrschen wir also den Kern G(a, v) in der vollkommensten Weise. 
Dutch eine leichte l~Iodifikation erhalten wir iibrigens auch alas ge- 

w6hnliche ~ouriersche Integraltheorem. Wir brauehen n~imlich dazu s~tt~ 
1 

des Kernes ~ e-  I*- ~1 nur die beiden folgenden 

K+ (s, t) = e-" ~o f ~ (s ~ t) K_ (s, t) ---- e-* ~in t (s ~ t) *) 
= e - t g o l s  ( s <  t) =e-~@ins ( s <  t) 

zugrunde zu legen, welche durch Obergang zu den quadratischen Fox~aen 
mitiels des Laguerreschen 0r~hogonalsysiems h,(s) auf 

f { x , ' + *  1 , Tx~ -t--gas + . . . . .  

1 :~ 1 ~ 1 K_(x )= - i%  +~-x, +~:x, + . . . . . .  

1 1 
2 x l  X9 - -  -2-X9 X s . . . .  

1 1 
2 x~ x~ - -  - g x ~  x 8 . . . .  

ftihren. Diese lassen sich in eine der Darsiellung (34) analoge @estal~ 
bringen und liefern dann das (in zwei Tefle zerspaltene) Fouriersche Inte- 
graltheorem**) 

f(s) = y j  ~ - - -1  ~, (t) ~/~-- 1 dtdX,  

1 0 

Gleichzeitig 
Gleichungen 

f(s) 
@ 0 

erhii[~ man bei der Durchfiihrung dieser Rechnung die 

Oo 

f s i n  ( ootg e) ^,(s) ds -- V2sinQ. cos (2p -{- 1)Q, 
0 

, ( c o s  (s co~g O) h,(s)ds ---- V2 sin O" sin (2p + 1)0. 
0 

l~ach einer yon Herin Hilber~ gemachten Bemerkung kann man das 
Fourier~heorem noch yon einem wesentlieh anderen Gesichtspunk~ auffassen~ 
als bisher geschehen isk Betrach~en wir n~imlich 

e~ Jr_ e - a  e s _ _ ~  - a  
* )  ~ :o ls - - - -  ~ , ~ ins - - - - - -  ~ �9 

**) s. Dissertation pag. 65, 69. - -  Das Fouriersche und allgemelnere Integral- 
flaeoreme sind auch yon Herrn E. Hilb (,Integmldars~ellungen willkfirlicher Funk- 
tionen", Math. Ann. Bd. 66, pag. 1--66) auf einem mehr indirek~en Wege mit gro~em 
Erfolg untersuch~ worden. 
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( ' ) cos (st)  0 < t < 

ais Kern einer Integralgleichung, so zeigl das Fouriersche Integraltheorem, 
das wit jetzt; in der Form sehreiben 

(43) ~(~) = ~ f ~o~ (sO f ~o~ (t~) u(O a~ at, 
0 0 

dat3 dieser hiiehstens die beiden Eigenwer~ + 1, - -1  besi~zen kann. Es 
fragt sieh, welche Eigenfunktionen zu jedem yon ihnen gehiiren. E i n e  

solehe zu + 1 geh~irige Funktion wird dutch die bekannte Integral- 
beziehung 

cos s t  e ~ d t =  e 
O 

geliefer~. Um jedoch diese Frage systematiseh zu entseheiden, beaehte 
man zun~ichst die Formeln (42), welche besagen, da$ die Funk~ionen 

0 

O --'- 0, 1, 2 , . . . )  

ebenso wie die A,(s) selber ein vollst~adiges Or~hogonalsystenl bilden. 
hus diesem Umstand folg~, wenn wir 

0 

se~zen, wie ieh in meiner Dissertation gezeig~ habe*), die ,,Orthogonali- 
t~t~srelat;ion" 

(44) f ~  (~)~(~) a~ = .(~, (~) ~ (~) d~ 
0 0 

ftir irgend zwei stetige, absolut und quadratiseh im Intervall 0 . . .  c~ inte- 
~ierbare Funk~ionen u(s), v(s). Vgl. hierzu ~brigens Fomel  (22). 

Der Bereich derjenigen stetigen Funktionen u( s ) ,  ftir welehe ~(s) 
existier~ und stetig is~, welehe s dem Fouriertheorem (43) und den 
Limesgleichungen 

L f ( ~ ( s )  - ~(s))~ds = O, 

L f ( u ~ ( s )  - -  u(s))~ds = 0 
a~----~ 0 

*) Diss., p~g. 2B u. 31. 
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geniigen ~ dabei is~ 

0 

0 

gese~z~--mSge mit 1I bezelchnet werden. Jede endliche Linearkombi- 
~a~ion ~on Funktionen aus 11 gehSrt wiederum diesem-Bereich an, und 
falls ~(s) irgend eine Funktion aus II, is~ aueh ~ (s) in 11 en~halten. 
Ferner gil~ fiir irgend zwei Funktionen aus 1,l die Orthogonali~@s- 
beziehung (44), und jede ste~ige, absolut und quadratisch integrable 
Funk~ion~ welohe im Endlichen yon beschr~nkter Schwankung ist, gehSr~ 
dem Bereich 1I an. 

Schr~.nken wit nun den Begriff der Funktion gs auf den soeben 
definierten Bereich 1I ein, vers~ehen insonderheit unter einer Eigen- 

funk~ion des Kernes y~cos(s t )  eine in 1I enthaltene Funktion q~(8), 

welche der Relation 

0 
9 

geniigt, so zeig~ sich*), dag der Kern cos (st) sich in allen wesent- 

lichen Punkten verh~ilt wie ein regul~irer. Ibm kommen zwar die einzigen 
EJgenwerte ~ 1, - 1 zu, abet zu jedem yon ihnen gehSren unendlichviele 
Eigenfunktionen. Jede in 1I en~haltene Funktion is~ die Summe einer 
zu ~- 1 und einer zu - 1 geh6rigen Eigenfunktion. Die inhomogene 
Integralgleichung 

g@ 

0 

ha~, ~1~ ,~ ~ • 1 is~, ~ ,  jede ~u 1I geh6rige Funk~ion f(s) ei~e L6sung 
~(s) yon tier niimlichen Beschaffenhei~. F~ir e~neI~ Eigenwer~ ,1, = - ~  1 
oder - -1  is~ sie jedoch nut da, n (in demselben Sinne) 18sbar, wenn 
f(s) zu den s~mtlichen zu ~ gehSrigen Eigenfunktionen orthogonal isk 

Der Kern V ~  cos(st) is~ offenbar nich~ ,beschr~nk~"~ wohl aber lieg~ 

der Integrallimes 

*) Diss. pag. 28 f. 
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a b 

L j ~ f c o s  s t  u(a) u(t) dg dr, 
a=~O 0 

der fiir alle ste~igen, quadra~isch integrierbaren Funk~ionen u (s) existiert, 

A un~erhalb der Grenze r~, wenn u (s)) ~ ds < 1 bleib~. 

Die bisherigen, das Fourierscho IntegraRheorem be~reffenden Unter- 
suehungen lassen sich ohne Schwierigkoit auf die Besselschen Funktionen 
~iber~ragem Wir werden uns dazu der folgenden Verallgeme/nerung der 
Laguerreschen Polynome bedienen: 

(4~) C ) (~) = ~ a~ (~_,~ ~ + ~),  
S ~ r  d s P  

in denen s i m  In~ervall 0 . . .  oo variabel ist, a abet eine beliebige reelle 

1 bedeute~ und p die Reihe der ganzen nich~-negativen Zahlen ZahI > -  -ff 

0, I, 2 , . . .  durehliiuft. Aus dieser DefiaRionsgleiehung gewinn~ man die 
Rekursionsformel 

und man beweist wie frfiher~ da/3 die Funkiionen 
1 

(r rVeT~ + ~). r (~ + ~ + ~ ) ~ - ' s  ~ .  t'~)(s) = ^(/)(,) 
p -~ O, 1, 2 , . . .  

fiir ein festes , ein vollst~indiges Or~hogonalsys~em fiir 0 _~ s < oo bilde~. 
Es is~ offenbar 

ds v ,J ~ a  (e- " t ' +  * + =~- ') dr. 
4t 

Ftihren wit in diese Gleiehung die Bezeichnungen (45), (47) ein, so ver- 
wandeli sie sich unter der Voraussetzung a > O, die w i t  jetzt zun&hst 
machen wollen, in 

$ 

Es folg~ hieraus in bekann~r W~ise durch Anwendung der Vollstgndig- 
keitsrela~ion: Wenn g(s) eine stetige, im Intervall 0 . . .  ~ quadratisch 
integrierbare Funktion bedeu~et, ffir welche 
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d. h, 

(~o) 

j ~ ( 0 ^  ( t ) d t =  0 ,  

f e - ' ~  --~ g(t)dt  = 0 
0 

ist, so ~l~il~t sich das Integral 
~ 1 

(51) f (~) = ~ ~ - ~  ~-' ; - ~  g (t) dt 
$ 

in eine gleichmii~ig und absolut konvergente Beihe nach den h~)(s) 
(p '~  0, 1, 2, ...) entwickeln. Aus (51) folgt 

(5~) g (s) = (8 - ~) f(~) - ~r' (8) 
r7  

and diese Funktion ist umgekehr~ eine AuflSsung:von (51), wean 

(53) L e - ' s " f ( s )  ~- 0 

ist. Damit (50) gil~, ist gemiil~ (51) dann notwendig und him'eichend, dab 

(53') L s~ f (s) = 0 

wird. Wen~ demnach die Funktion (52) fiir s > 0 exisgert und stetig~ im 
Intervatl 0 . . .  c~ abet quadratisch integrierbar ist und (53), (53 ~) erf////t 
sind, l~flt sich f (s)  in der ange, gebe~en Weise entwickeln. Diese Be- 
dingungen lassen sich noch in der verschiedeus~n Weise spezialisieren. 

Die Formel (48) liefer~ ein entsprechendes Ergebnis fiir a ~ 0. Be- 
aeh~e~ man n~imlich~ dab 

d~,+ 1 dp 

is~, so geh~ (48) flit e ~ 0 fiber in 
" !+) h (o) e- t t 

J 

und es ist demnach f N  nach den h(~ ~ (s) er~wickelbar, wenn 

L e- .f(s)  = o ~ .~  y~( f ( s )  --  f(s))  

stetig und q~adratisch integrierbar ~st.*) 
Um ein analoges Resultat flit a < 0 zu erhalten, gehen wir yon der 

Bem6rkung aus~ da~ 

*) Vgl. W. Myller-Lebedeir. 1. r 



Singuli~re Inr 319 

a--~ ( e -  ~ " s P + ~ ~ . s ) =  s . -~s p + p a--s ~,--- i ds  p 

ist. Indem wir die Defini~ionsgleiehnng (45) heranziehen~ wird 

und daher, wenn wit (46) benutzen, 

ds  

Integrieren wit diese Relation zwischen 0 und s, so folgr 

0 

und wonn wir hierin die Bezeichuungen (47) einffihren~ 

i 

s wir  nu~ an~ daft ~ < 0 ist, so is~ e~t - ~ - T  an der S~elle t : 0 
qaadratiseh integrierbar. AuSerdem ist dann 

F(Z+ ~ +~) ~+~ 
~r (~  + ~) < p- ' 

also konvergiert die Summe 
. ~  r ( ~ + ~  + ~) 

~r(p + ~) 
v =  1,~,... 

und mithin auch 

~ '=  1,2,... 

wenn 7p irgendwelche Zahlen mi~ konvergen~er Quadratsumme send. Eine 
mit~els der stetigen~ quadra~isch infcgrierbaren Funktion g(s) in der Form 

s 1 

(5~) f(s) = e-'s~ f e'~ ~-~ #(t)a~ 
0 

dars~ellbare Funk~ion f ( s )  is~ demnach wiederum in eine gleichmiiBig uad 
ab,olu~ kon~e~gent~, naeh aen Funktio~e~ @)(~), @)(~), A~~ 
fortsehreitende Reihe entwickelbar. Aus (54) folg~ 

(55) g(~) -_ ( ~ -  ~) r(,) + ~r'(~) l/T 
und diese Ftmktion geniig~ in der Tat der Gleiehung (54), wenn noch 

L s - : f ( s )  = 0 
$ : 0  
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ist. Zur Entwickelbarkeit ist demnach die Existenz, Stetigkeit (f'gr s > O) 
und quadratische Integrierbarkeit der Funktion (55) und die Existenz des 
Limes L s-~f(s) hinreichend. Denn in diesem Fall kann man eine Kon- 

~-----0 

stance c so w~hlen~ da6 
L s-~(f(s) - c^(g)(s)) =0 

.~----0 

wird; dann aber ist naeh unsern Oberlegungen f(s)--ch(o~)(s), also 
auch f ( s )  selbst en~wickelbar. Dami~ is~ der Fall a < 0 gleichfalls er- 
ledig~ und so eine, wie mir seheint, sehr durchsich~ige und auch in ihrem 
Resul~a~ vollsfii~dige Theorie der verallgemeinerten Laguerresehen Poly- 
nome gewon~en. Ubrigens kann man noeh~ indem man sieh sta~ des 
gewShnlichen des Hellingersehen Integralbegriffs bedien~, die im Vor- 
s~;eheaden auf~re~ende Forderung der stetigen DifferenzierbarkeR dureh 
ei_ne wenigei einschneidende ersetzen. 

Wirwenden uns jetz~ zu der Darlegung des Zusammenhanges, 
der ~.wischen den eben untersuchten Laguerreschen Polynomen und dem 
ffir die Besselschen Funklionen gfiltigen Integraltheorem besteht. Be- 
zeiehnet, wie iiblich, J~(x) die Besselsche Funktion mit dem reellen Index 
v > -  1, so schreiben wit 

~ , (x )=~  ~ J~ x e  ~ -  . 

Diese Funktion isi fiir positive Argumentwerte reell und geniig~ der Dif- 
ferentialgleiehung 

d~(]/~ ~ ( x ) )  _ (~ + ~ -  ~) V;  ~(~) = o. dx ~ 4x ~ 

Wie bekannt is~, gib~ es ein yon ~,(x) unabh~ngiges, gleichfalls in dem 
eben benu~en Sinne reelles Integral dieser Gleichung, das bei unbegrenzt 

- - X  
e 

wachseiadem x gegen 0 konvergiert wie I/x- ; wir bezeichnen es mi~ ~,(x), 

wobei wit es so normier~ annehmen, dab 

dx 
wird:~ durck diese~ Festsetzungea is~ ~,(x) vSllig bestimmk Wir behandeln 
nunmehr die-Theorie des folgenden Kerns 

(56) K,(~, 0 -- e,(s)~(t) V ~  (s > t) (o < ~  

yon dem~ wir mRtels des Orthogonalsystems A! "+~-), (s) zur quadratischen 
Form /t:~(x) fibergehen. Wit be~rachten zuni~chst die Integralgleichung 
I. Art 
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(57) 

Aus ihr folgt 

Damit diese 
auBerdem 

(58) 

f ( s )  = y K , ( s ,  t) g(t) dr. 
0 

d~f(s) _b (1 + 4~'~-- 1 ) 
g ( s ) =  ds'- ' ~s' f ( s ) .  

Funktion abet wirklich der Gleichung (57) geni ig t ,  muB 

. : =  d~ ~(Y; < ( s ) ) ]  = o 

seia. - -  Ferner vervollstiindigea wir die ftir die Laguerreschen Funk- 
tionen aufgesbllbn Relationen durch die folgenden, aus der  Definitions- 
gleichuag leicht zu beweisenden Formela 

d~ + (P + 2,~ - 2s)/'(~)p-1 (s), 

.e~) (0 = [2 @ + ~ - , ) -  1] P ~~ (,) - (p - 1) (p + 2,~ - 1) .P~_, (,),(") 

s a~, + (1 + 2 , ~ -  2s) a, + (s) 

Wir ffihren die Reehnung der Einfaehhei~ halber nur f i i r  den Fall 
v = 0 dutch und bestimmen also zuniichst die Funktion 

k, (s) = t#Ko (% t) A (t) dt; 
o 

diese gentigt notwendig der Gleichung 

ds 2 - -  

Man iibersieht sofor~, dab diese Differentlalgleichung ein par~;ikulgres In- 
bgra l  yon der Form 

p~VP + ~ 

besitzt, wo Q~+~(s) ein Polyaom (p + 1) ~'" Grades ist, m i th in  

Q,+,(s): :<,, #+) - , + , 0 ) +  (8)+ : , - , ( 0  + .  -. + ~ , + ,  (s) 
gesetzt werden daft. Q#+i(s) geniig~ der Gloichung 

(60) L(Q,+ , )  = sQ;+~ + (1 - -  2s) O;+, - Q,+, --- - s -~ (s) 

, #) 
=s[ (~)- 2(~ +i) (0 + ~ , 0 ,  + i )  ~'p_,(s)]. 

Mathematisehe Inn~len. LEVI. ~ 1 
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Die aufgeslellbn Rekursionsformeln liefern 

g) 
L Y ---- '~ 

Wenden wit noch zweimal die Rekursionsformel (46) ~n, so kommt dahor 

L ( Q , + , ) =  a(0 ") ( 2 p +  3 )o (~ )  u~) 1) a(~ ~, (2p _P!~) - . , _ , + ,  + {~ .(~+ - + ~)} 

(') +) 
_ (p(a(~)(p_} _l)+a?))+a?}} d2  g i -- (~} x 

~ - ' + L ( a ?  ) + . . . •  ). ds 
Vergleieh~ man auf beiden Seiten yon (60) die Koeffizienten der Potenzen 
sp+a~ sp~ s~'-l~ so erhilt mail dadureh 

4 ~  ) -_ 1 1 ,?) _- Z (2~ + s}, 

Diese Griii~en erffillen ~ber die Beziehung 

es muI~ infolgedessen 

L(.a~ ~ _ ~  + . . .  + ~ + ~ P  ) = 0 

sein, eine Gleichung, die gewi~ erfiillt ist, wean 

__--- . . . ~ ~ p +  1 

genommen wird. 
der Ausdruck 

b*(~ )  - -  

Diese Entwickelungen gelbn freilich nut ftir p =~ 0; fiir 
gleiehwohl das erhaltene l~esultat in der Form giiltig: 

2 ~ 1 g 
ko*(S) ---- X A (s) 3 V~ ^ (s). 

Es ist aber notwendig 

Da die Limesgleichungen (58), (58') erftill~ sein miissen, wenn man k~,(s) 
~n Sbl le  yon f(s) setz~, so ergibt sich fib die Konstanten /$~, y~ 

~ = 0 ,  b = 0 .  

Ein partikuliires Integral yon (59) lieferg uns demnaoh 

1 ~ ( D  + 1) ^ (s) + 1 (2~ + 2)~ ^ ~ s) 

2 2p + ~ , ,~ +, ( s ) .  

p = 0 ble ibt  
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Die 
Koeffizienten dutch 

dem Kern K o (s, t) korrespondierende quadratische Form, deren 

,,~_~ (~) A ! (t) d~ dt  
0 0 

gegeben werden, laubt  demnach 

i [ ~  16 ~6 
Zo (x) = ~- x / +  ~ x / +  ~ xZ + -." 

V•44--89 X8 X 4 . . . .  ] ' 

Stellen wir die Rechnung allgemeiner fiir ein beliebiges v > -  1 an~ so 
ergibt sich 

K~(x)=~ (~) (2~+~,~)~--1 x / - -  2 p + ~ , ~  %%+~" 
(p) 

(~  + ~)' + ~, 
1 erscheint der Koefiizient ('zp + 2 ~)' -- 1 F i i r p = l ,  v = - - ~ -  

0 bes~immten Form -~; er ist dutch 

_a = L (~+~v)'+~ 
~ (~ + s~,)' -- 

ZII erso~zen. 

Wir ziehen noch die in der folgenden Weise definier~on (Legendre -  

x # (1 - -  x)#- i dx~ 

( f l > 0 ,  0 < x ~ l ) .  

schen) Polynome heran 

in der un- 

Aus itmen leiten sich die Funktionen ab: 

1 1/~_r'~ ..f ~, + l ) ( ~ -  , ) '  rrU+ 1){•  
1 " "~--I V(/)(l) r ( p + , ) r  TIII ~'+T 

F i r  ein fesWs v bilden ~p?)(1), ~p~)(X),... ein vollst~ndiges Orthogonal- 
system im Intervall 1 ~_ X < ~ .  Wie die Rechnung lehrt, ist 

,~f (,?)(~) ~, + ~l ")~ (m ~, +...)~ d~. < 
1 

Bestimmen wir endlich die zu dem Kern /{~(s, t) nach der allgemeinen 
Theorie gehSrige Funk~ion A,(s; Z), so ergibt sich genau in der beim 
Kern e- I ~- t l beschriebenen Weise 

A, (s; z) 

21" 
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Dami~ erschein~ das Integraltheorem 

1 0 

bewiesen ffir jede zweimal s~etig differenzierbare Funktion f(s), f~ir welehe 

d s  ~ 4 s  2 

1 

im In~ervall 0 . . . c %  ls'+•f(s)l an der S~elle s - - 0  und If"(s)t far 
s ~ ~ integrabel ist, f(s) und f '(s) im Unendlichen verschwinden und 
ferner die erste der beiden Bedingungen (58) s~attha~. Diese Voraus- 
se~zungea sind efffillt, fails f(s) im Unendlichen in normaler Weiss yon 

hSherer ale l u ,  0rdnung versehwindet und an der Sielle s -  0 in tier 
,1 

Form [+Y~(s)  aa~s~enbar ist, ~o u(s) samt seinen beiden ersten Diffe- 
rentialquo~ienten endlizh bleib~ uad ~ ' ( 0 ) =  0 isi. 

E lmshorn ,  April 1908. 


