
_ Vollstandige Theorie  der Riemann'schen g-Funct ion.  

Von 

Einleitung. 
Die vorliegeade Darstellung der Lehre yon der a-Function geh~ nicht 

den fiblichen Weg. In der Theorie, so wie sie his je t~ ausgebildet vor- 
liegt, richter sich die Untersuchung ausscMiesslich auf die Sam.me der 
Jacobi'schen Reihe mit den Modtfln und Ar~omment~n Riemann ' s ;  sie 
liefert Le]n's~tze fiber die F~lle, wo diese Summe identisch Null and wo 
sie es nicht is~, und fiber ihr u im let~ern Falle, ohne grund- 
s~tzHche Scheidung der beiden Vorausse~zungen, miter denen die ~-Funetdoa 
zur Verwendung kommen k~.-n. 

Ein solches Bed~irf-niss macht sich sofor~ gelfend wenn man, fiber die 
Dars~elhmg der algebraischen Funetionen mid ihrer Integrale hinansgehend, 
die ~-Function beautz~, tun die Exis~enz ausgezeiehneter Fanc~ionen dar- 
zuthun*). Das ers~e Beispiel, welches in dieser Beziehung aufgeslellt 
worden is~, zeig~ klar, um was es sich hierbei haudelt. 

Man bilde mi~ Riemann**) einen Ausdruck yon der Form 

#((%- 
mid bes~imme den Nenner so, class v in p vorgeschriebenen Punkbn 
s 1 e~ - . .  ~p zur ersten Ordnung unendlich wird, und hlerauf die Consfanbn 
im Exponen~en yon e mid die Parameter f l f ~ " "  f~ des Z~ihlers so, dass 
v an den Quersehnitten vorgeschriebene Einheitswurzeln ausscheidef~ 

Die Exis~enz einer solehen Function v isg dana ftir diejen/gen F~ille 
gesieher~, wo keiner der beiden Ausdrfieke a(~u~ - -  e,,}, @r iden~isch 
Null isg, was beim ers~en yon der Wahl seiner l~ullpunkt~ e 1 ~ . - .  ~ ab- 
hinge, beim anelern yon den Wer~han der durch die Aufgabe gelgorder~en 

*) Riemann, Ueber alas Yerschwinden der #-Func~ionen, Borchardt's Journal 65, 
Sei~e 172. 

**) Rieanann, Theorie tier Abel'schen Func~onen, ar~. 27, Borchardt's Journal 5~t. 
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Parameter f l f 2 " ' "  [~,. Das sind zwei durchaus verschiedene Fragen; ihre 
Entscheidung grfindet sich auf Kriterien, im einen Falle ftir die Lagenmg 
der Nullplml~e, im andern far die Werthe der Parameter, und in beiden 
Fiillen kommt es sehr darauf an ob die Kriterien, welche ffir die Prfihmg 
beider Fragen geboten werden, diese Priifung auch gestatCen. 

Ich ziehe daraus vor allen Dingen den Schluss, class die Theorie der 
@-Functionen, wofern ihr eine unbeschriinkte Verwendbarkeit gesichert 
werden soIl~ nach zwei Richtungen ansgebi]det werden muss, einmal indem 
man die Function dureh ihre Nullpunkte, das anderemal, indem man sie 
durch ihre Parameter bestimmt denkt. 

Fiir eine lfickenfreie Aus~hrung der Theorie in diesem Sinne diirfte 
es noch nicht zu spiit sein. Dass eine "solche auch die bekannten Resultate 
liefern muss~ versteht sich yon selbst; ich finde abet aueh Resuitate, welehe 
darfiber hinausgehen, unter Anderm den folgenden Zusatz: 

Wird der Begriff einer P-Function nicht an ihre Ausdrucks- 
form gekniipft, sondera an i_hre massgebenden Eigenschaften, 
niimlich ihr Verhalten an den Quersehnitten und hn Innern 
der einfach zusammenhiingenden Fliiche T ,  der sie zugeordnet 
ist, so existirt eine solche :Function unter allen Umst~inden, 
wie auch immer ihre Nullpunkte oder ihre Parameter vor- 
geschrieben werden mSgen. 

Darans folgt z. B., dass die oben beschriebene algebraische :Function v 
unter allen Umst~nden existirt, auch wenn vermSge der Wahl ihrer Un- 
stetigkeitspunkte e 1 e~--- e~ oder der dutch die Aufgabe geforderten Para- 
meter f l f2" ' "  fp der Riemann'sche Ausdruck far die betreffende @-:Func- 
tion versag~, ni~mlich identisch 1~ull wird. 

Freflich wird man bei dieser Auffassung der Function @ sich nicht 
an eine bevorzugte Ausdrucksform far dieselbe binden diirfen. Soll sie 
dureh die Norma~in~egrale % u 2 . . . u  ~ ansgedriick~ werden, was in alien 
:F~llen miiglich ist, so wechselt in der That ibr Ausdruck durch eine 
unendliehe Reihe je nach der Lagerung ihrer Nullpunkfe oder der Wahl 
ihrer Parameter; verzichtet man aber daratff, sie in Function yon ulu.2...u ~ 
auszudriicken, so kaml man, wie das Alles im :Folgenden ausgeffihr~ werden 
werden wird, .sie anch dutch einen Ausdruck darste]len, welcher in allen 
F~llen dieselbe :Form behiilt. 

Dies ~ zu nnserm Ausgangspun~e zuriick. Zum Zweck yon 
Existenzbeweisen kann man fiber die if-Function in dieser freilich nicht 
durch eine bevorzugCe Ausdrucksform beschr~zl~en Auffassm~ verfiigen; 
far die wh~kliche Darstellung algebraischer :Ftmctionen und ihrer Integrale 
dagegen verwe~ade ich ausschliesslich die Riemann'sche Reihe; da diese 
Darsh~lhmg die einzige ist~ in welche keine fiberftiissigen Irrationali~ten 
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mid namentlilch nut einerlei Irrationalit~ten, n~mlich die Werthe der 
Normalinbgrale I. G. (nebst Differenzen derselben, den Periodicititsmoduln) 
eingehen. 

Nach dem Gesagten, wird eine karze Uebersicht geniigen, am den 
Gang meiner Un~ersuchtmgen darzalegen. Die Arbeit zeffiillt in f ~  
Abse]mltte. 

Nach einer Vorbemerkang fiber die Convergenz tier @-Reihe so wie 
fiber die Ste~igkeit lind die Vollwerthigkeit ihrer Summe wird im I. Ab- 
sclmitte der Fall vorgesehen, dass die Summe der Riemann 'sehen Reihe 
b((ul,--e,)) verm5ge der Wahl der Parameter e 1 e~ . . -  e$ identisch Null 
ist, mid fiir diesen Fall ein Ausdruck be((u . - e ~ ) )  nachgewiesen, welcher, 
olme identisch zu verschwinden, eine ~-Functioa mit diesen Parametera 
darstellt. Dieser Ausdruck ist abet dutch die Parameter nicht v511ig be- 
stimmt, da er ausser diesen noch andere ver~iigbare Constanten enth~t. 
Im angegebenen Falle, wo b((u,--e~)) identisch Null ist~ gibt es also f ~  
die n'~mlichen Parameter mehr als eine #-Function, mid es tritt  nun die 
Frage auf~ ob der Ausdruck b e alle b-Functionen mit den Parametera 
el e~ . - .  ep umfasst. Dies muss ftirs Erste dahingestellt bleiben, abet der 
Nachweis dass die Function ffir jedes Paraanebrsystem existir~, ist damil 
bereits ge]eistet. 

In Folge dessen gewinnen die bekannten Siitze fiber die h-zatd der 
Nullpunk~e mid ihre Beziehung zu den Par,.metera beziiglich der letztera 
ganz unbeschriinkte Gfiltigkeit, ebenso der, sonst nut mi~ anderwei~igen 
Hfiifsmi~e]n vollstiindig zu begrfindende Satz yon der MSglichkeit, durch 
geeigaete Wahl yon p ~mk~en si ~ " " " ~p die p Summen 

uz(a,) --}-- u,(e2) Jr-"" Jr- ut,(~,) (tt-~- 1,2,. . .p) 
einem beliebigen We~hesysteme v 1 v~-.- v, (ira Sinne R i e m a n n s )  congruent 
zu mac}ten. 

Mit diesen Siitzen begimlt der II. AbselmW~, mad dana wird mittelst 
der ~u l lpun~e  irgend einer besondern, dutch ihre Parameter gegebenen 

(oder ~o) ein Ausdruek 

o = b g  r + p(ol ,) + P(oI D + - .  + - L(0) 

(oder @ ~ Cr(el)r(e~)... r(e~) i vergl, die ~ o ~  zu Nr. 8) ftir dieselbe her- 
geleitet, yon welchem sich sof'or~ herausstellt, dass er f/ir jede beliebige 
Lagerung der lqullpunkte e i ~ . - . ~  eine b-Function darsbllt. 

Damit is~ der Nachweis vollendet, (lass die b-Function~ charakSerlsir~ 
dutch ihr Verhalten in der einfach zusammenh~iagenden Fl~iche T" und 
an den Querschnitlen, s~ets exis~irt, mSgen ihr die Parameter oder die 
~Nullpunk~e vorgesehrieben werden, and wie auch immer das geschehen mug. 

l~ur bezfiglieh der Ausdrucksfomen ffir den ers~n yon diesen be.idea 
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Fiillen is~ noch eine Liicke auszuftfllen, da die Frage, ob die Reihenaus- 
drticke ~, ~e alle ,9-Functionen umfassen, im I. Abschnit~e nich~ erledigt 
werden konnte. 

Dies geschieht im HI. Absehnitte. Als Ausdruck einer ~-Function 
finder sich die R iemann ' s che  Reihe ~, mid wenn diese versagt, stets 
eine Secund~irreihe &e" Letztere trit~ ein~ wenn unter den 10 Nullpunkten 
~1 e~-. .  ~ sich ~ nothwendige befinden, in welchem Falle ich e 1 e~-.-E~ 
in erweitertem S~nne ein Punktsystem I. G. mit ~ nolhwendigen Punkten*) 
nenne. Das ffihrt sofor~ zu einer Schaar yon &-.Functionen, welche alle die 
gleichen Parameter habe% also an dza Querschniiten alle die gleichen Factoren 
ausscheiden. Jede Function dieser Schaar hat zu Nullpunl~ten ein mi~ 
~1 ~ " " " E~ corresiduales System o 1 o~ -. �9 op, darunter also jedesmal O not~- 
wendige Punkte o 1 o 2 . . . o  e. Diese kSnnen nach Beheben vorgesehrieben 
werden; dutch sie und die Parameter der Schaar ist der Ausdruck der 
besondern Function #e bestimmt, welche in diesen ~ nothwendigen und 
den tibrigen p - -  Q durch sie bestimmten PunkCen des zu ~1 ~ " " " e~ corre- 
sidualen Systems Null wird. 

Den Schluss dieses Abschnittes bflde~ eine Vervollstiindigung des 
Sa~zes aus Abschn~tt II, Nr. 6, fiber die Erzeugung yon p Parametern 
v~ v ~ - . . u ~  durch die Simultanwer~he der Normalinte~ale II. G. in io 
geeigneten Punkten. 

Der IV. Abseb-itt weist die analy~ische Bedingung daftir nach, dass 
u l u ~ . . . u  ~ Simultanwer~he sind; sie ist nichts anderes~ als die bekannte 
Gleichmig R i e m a n n ' s  

e ( ( - -~ ' u~ (e~)  + K,)) = 0,  

yon welcher zu Anfange des III. Abschn~ttes zwei einwandfreie Beweise 
gegeben werden. 

Der V. Abschni~t beginnt mit der directen Auswer~hung der Rie-  
mann ' schen  Const~l~n K 1 K ~ - . - K s  ffir die ulL-raellip~ischen Functionen 
aller Genera 10 > 1, und entwickelt im Anschlusse hieran die allgemeinen 
Hiilfsmi~el zur Bes~immung dieser Cons~anten, welche wir durch Herrn 
P r y m  kennen gelernt haben, vervollstiindigr dutch gehiirige Berficksichtigung 
der Plm~sys~eme I. ~. mid die Secundiirreihen ~e" 

*) Vexgl. unten die l%te zu Nr. 10. Dor Beg~iff des Punk~syst~ms I. G. im 
engern Sinne habe ich in meiner Abhandlung Ueber die canonische Form tier Rie- 
mann'schen In tegrale I. G. ~useinandergesetz-~. Brioschi's Ann. di Matematic~ 9, zu 
Anfaug der Nr. 3. 
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Die Darstellung, welche R i e m a n n  selbst yon seinen Entdeckungen 
gegeben hat, enth~lt Liicken; dieselben sind aueh yon anderer Seite be- 
merkt und, ftir die Theorie der R iemann ' schen  Reihe selbst, ausgefiillt 
worden*). 

Dazu kommt ein anderer Pnukt, den ieh ffir wesentlieher halte. Man 
mag an die Lehre yore Verschwinden der @-Function herantreten, yon 
welcher Seite man will, iiberall greifen in dieselbe Bedingungen hl ,  ein, 
welche sich auf gewisse Lagerungen der Punkte beziehen, die an SteUe 
yon Parametern eingefiihrt werden. Das bet-rifft in allen F~len die Punkt- 
systeme I. G., d. h. die Gruppen der Null- oder der Unstetigkeitsp!mkte 

dwl der Funetionen I. G. d-~2' welche den eigentlichen Gegensatz zwisehen den 

hier allein zu bedicksichtigenden F~illen/) ~ 2 und den beiden :Elementar- 
f~llen p = 0 und p ~--- 1 begrfinden. Die einschl~igigen Siitze fiber diese 
Punktsysteme, d. h. fiber die Gleichungen ersten Grades welche bewirken, 
dass der allgemeine Integrand I. G. in einem solchen System yon Punkten 
verschwinde, ergeben sieh mit der grSssten Leichtigkeit~ wenn man sie an 
der reehten Stelle (Abersches Theorem, Riema~n-Roch'scher Satz) auf- 
sucht und sie auf ihren algebraischen Tnhalt beschr~.kt. Start sie aus der 
Lehre yon der @-Function zu sehSpfen, sind sie ihr zu Grunde zu legen, 
und liefern dan~ die Schliissel ffir die merkwfirdigen Erschehiungen, welche 
der ICelhenausdrtick dieser Function darbietet. 

Die Theorie c~r Riemann'sehen ~-Reihe allein wird mit diesen 

Hiilfsmitteln sehr einfach: die Nummern 1, 2, 5 und 10--16 enthalten 
alle wesentlichen Punkte derselben, leh habe reich nicht entsclfliessen 
kSnnen, meine Darstellung mit dieser, auf die @-Reihe beschr~nkten Theorie 
zu beginnen, und dann erst die Untersuchungen folgen zu lassen, welche 
ich darfiber hinaus ffir nSthig gehalten habe; die vorangehende Uebersieht 
l~isst den Grund fiir die gew~ihl~ A~orduung deutlich erkennen. 

Es ist bier am Or~e, zwei Be~eichnungen vorauszusehieken, deren ieh 
reich bediene und die ich ~ir zweck-m~sig halte. Die eine betrifl[~ die 
quadmtische Form im Exponenten der allgemeinen Cxlieder der @-Reihe; 
ieh schreibe da 

P P 

p~l ~1 

Die andere betrifft; die Sim~t~mperioden der Norma]inNgrale I. G. ~ us.-.  uj,. 
Ieh sehreibe 

*) Carl Neumanu, Ueber 4~s Verschwind~n d~r Thetafunctionen. Leipzig 1585. 
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g ~ z i  --~ a n  hi  + a l ,  h2 - ~  . . . Jr- alp4 = ( g h ) i ,  

so W e n h e  yon 4 4 " " 4  
die allgemeinen Ausdriicke flit die Simultanperioden yon u l u~-..u~ sind. 

Die iibrigen Bezeicimtmgen R i e m a n n ' s  beziiglich der Fl '~he T trod 
ihrer Querschnitte, sowie der verschiedenen Integralfunctionen werde ich 
mige~nder~ beibehalten. 

Ich schliesse diese Einleittmg mit einer Vorbemerkung fiber 

Die Convergenz der Jaeobi'schen ~.Reihe mit den ][oduln Riemann's 
mad die Stetigkeit und die u ihrer Summe. 

Den Ausdruck der :p-fach tmendlichen Jacobi ' schen  Reihe mit den 
Argamenten w l w ~ . . . w  p schreibe ich wie folgt 

- - - - -~ c ~ ( ( m ) ) §  ' 

wo 2 2 m w  ~ m i w  1 Jr- m ~ w  2 ~ �9 . .  ~ m ~ w ~  ist, trod a ~  -~- a~, die Rie-  
mann 'schen Moduln sind. Die Summationen nach m i m a . . . m  e gehen, 
jede ftir sich, dutch alle ganzen Zahlen yon - - ~  bis -~-or. 

Urn die zu # geh~irige Modulreihe zu bflden, trennen wit im Expo- 
nenten des allgemeinen Gliedes das Reelle yore Imagin~en: 

w~=u~,--~-iv~ ffir ~ : = = 1 , 2 , . . . i o  

and, wemi x i x . 2 . . . x ~  auf reelle Werthe beschr~kt  werden: 

r ((x)) = - -  ~((x)) - -  i ~4x ) )  . 

Dana lau~et die verlangte Modalreihe: * 
,e 

e ~ 'e-~ ((~'))+~m~, 

und wo sie convergirt, is~ bekanntlich die urspriingliche Reihe nich~ bloss 
convergent, sondern ihre Summe tiberdies unabh~ingig*vdn"der Anordnung 
der S~mma~ionen. - -  

Bezfiglich der reellen quadratischen Form ~p((x)) beweist R i e m a n n  den 
Satz dass (bet reellen Argamenten) ~ eine vollstiindige positive Form ist, 
d.h. so. lange sie nich~ verschwiadet, bleibt sie positiv~ und sie wird ~--0 
nur in dem Fal le ,  wo alle A:cg~,mente zugleich verschwinden. 

Solange die Summe tier Quadrate dieser letztern~ also die 2 7 x ~ - 1  
bleibt, ~ dennmch ~ nicht auf :Null rficken. Ist a die untere Grenze 
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far ~, oder sine ldeinsre positive Zahl, so bteibt ~((x))> a. Nimm$ 

man nun x~, -~- m~ Far g ---~ 1, 2, . . . p und ~,~ ~ .m~ -t- m~ " 4 - ' "  + m~, 

o, . : :  

((m)) > ~ m s und ~ > 0 

far jede beliebige Gruppe reeller Zablen m l m 2 . . . m ~ ,  also 

e "-q~((')) < e -  ~ ' ' ~  
endlioh 

o<2:2:27 - -  e - "  ('~' + " ~  + "  " + ~ + 2 ( ,~  ,,~ + = ~  ,,~ + .  . . + ~  ~ )  . 

Dies is~ das Product aus 2) Reihen der Form 

~ e--am2+2~nu ; 

diese Reihe convergir~, solange u nich~ unendlich wird. Um dies aus- 
zuschliessen, beschriinke ic]a u auf endliche Grenzen"-+-co, dana sei 

~ e - ~ + ~  = f(u) fiir ~ ~ < u < ~ ,  

wKhrend eo positiv ist u~d yon beliebiger GrSsse sein kam~ wofern es nut 
ohne Unbestimmtheit angegeben wit& Es folgr 

O < f(u~) f ( u ~ ) . . ,  f(u~) 
we fern 

ist. Wit haben also das Resulta~: 

Die Jacobi'sche Reihe 

-----~ e r ff'r')) + ~ ' ~  

mi~ den Rismann'schen Moduln a~,~-~-a,~, convergirr and 
ihrs Summe ist yon tier Anordnung der Summationen unab- 
hiCngig, solange die Arguments w l w ~ . . . w  p (ws-~-u~, "J-ivs) 
einsm durch die Ungleiehheih~n 

bestimmt~n GrSssengebiets _E angshiirsn. 

Diesen Convergenzbsweis habs ieh im Sommer 1890 in einer Vorlesung 
fiber die ulh~elliptisehen Fune~ionen (aUer Genera p >  2) vorge~agen:, 
urn die n~imliehe Zeil (ich glaube etmas spii~er) ersehien die ele~ante 
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Arbeit des Herrn Krazer  tiber die Transformatlonen der allgemeinen 
O-Reihe, in welcher (gleich zu Anfange) als Grund]age zu einem einfachen 
Convergenzbeweise das aus dem Riemann'schen Satze ebenfalls leicht 
folgende Princip mitgetheilt wurde, dass die quadratische Form (bei reellen 
Argumenten) unter allen Umstiinden unendlich wird, sobald nicht aUe 
Argumente bei endlichen Werthen bleiben. Wie der Beweis sich ges~ltet~ 
wird nicht ausgefiihrt, mit dem obigen kann er nicht identisch sein. 

S&zen wir 
e ~ w~ . . . e ~ w~ 

so verwandelt O sich in eine p-fache Potenzrei]ae 

mit dem Convergenzgebiete 

E. e -e"~ <: Mod. ~1 < e e~, �9 �9 �9 e-~"v < Mod. ~p <: e ~ .  

Nach der Lehre yon den Potenzreihen ist daher O innerhalb E stetige 
Function yon ~1 ~""  ~ ,  mad das Gleiche gilt yon jedem endlichen Ausdrucke 

r 1 rt  rp 

--ql --q2 ~qP 

Die Ste~igkeit wird aber hierbei so verstande~, dass z. B. A innerhalb E 
stetige Function yon ~i heisst, wema in jedem Theile A E yon /~ die 
Maximalschwank~mg an A (sein gr6ss~er Schwankungsmodul) unter jede 
beliebig kleine vorzuschreibende Grenze E gebrach~ werden kann~ indem 
man die Maximalschw~nlmng yon ~1 unter eine, aus ~ zu berechnende 
Grenze brin~, wofern diese letztere Grenze nicht unendlich klein ge- 
forder~ ist. 

In diesem Sinne ist dann welter ~ ~--e s~* als Summe einer Potenz- 
reihe stetige Function yon w~, mithin auch A stetige Function yon w~. 

Der Beweis springt in die Augen: Schwindet die Mschw. yon A 
zugleich mit der Mschw. yon ~1, und diese zugleich mit derjenigen yon 
w~, so schwindet die Mschw. yon A und zugleich mit der Mschw. yon w 1. 

Es folgt: 
l~-erhalb ~ sind ~ und s~hnmtliche Ausdrficke A stetige 

Functionen yon w~, yon w~,. . ,  und yon w~, 
wofern die Stetigkeit so verstanden wird, wie soeben auseinandergesetzt 
wurde. 

Und nun folgr aus den Siitzen meiner hbhandlung fiber Stetigkeit 
und Vollwerthigkeit aualytischer Ausdrfieke (hnn. Bd. 53, S. 465) class a 
in~erhalb ~ vollwerthige Function yon w~ w~. . .w~  ist. 
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D.h .  Zu jedem Argumen~;ensystem w~ w ~ . . . w ~  innerhalb E gehSrt ein 
vSllig bestimmter Wer~h yon ~, den man dutch einen aus~ibrbaren An- 
fang der Reehnang mit beliebiger GenauigkeR gewinnen ks.nn, gleichviel 
ob man die Argumente w~ --- w$ dutch Ann~iherungen einfiit~ oder, wenn 
ihr arii;bmetiseher Charak~er das zuliiss~, sie direc~ einsetzt. T~nerhalb E 
wird durch eine einwandfreie Buchstabenrechnung mR dem husdrucke 
der @-Reihe der Charak~er des Ergebnisses als eine Wer~hbestimmung 
auf keiner Shffe aufgehoben oder in anfech~barer Weise abgeiiader~ mit 
andern Worten, innerhalb E rechnet man mi~ den Ar~ommenten yon 
wie mit vollendeten Zahlen. 

I. 

D i e  @ . F u n c t i o n ,  b e s t i m m t  d u r c h  t h r e  P a r a m e t e r ;  d i e  p r i m ~ r e  

R e i h e  u n d  d i e  S e c u n d ~ i r r e i h e n .  

1. Ich kniipfe an R iemann ' s  Abhandlung fiber die Theorie tier 
AbeI'sehen Functionen an. Durch z bezeiclme ich die unabE4ngige Variable, 
dutch s die grundlegende Irrationalit~i~ der Classe~ dutch T die ans n 
z-Ebenen zusammengesetzte Fl~iche, weleher s eindeutig und zugleich der 
Stetigl~ei~ g e m ~ s s  z u g e o r d n e t  is~; clure]a 

c~ aa b~ (it ~--- 1 2 . . .  p) bezeichne ieh die 
p Querschnittbiindel, dureh welche die 
F]i~ehe in eine einfach-zusammen]aEngende 
T'  verwandelt wird~ dutch u 1 u .2 . . .u  ~ die 

hierzu geh~irigen Noma]in~egrale I. G. 
Die Seh~i~tpaare a~- b~ (I ~- 1--. p) 

werden zuers~ angeleg~, und die Riinder 

i e 

~ig. i. 

so als a a, b b bezeichne~, dass ein positiver Umlauf am die Fl~che 
§ § -- _ 

yon a auf b~ u~d yon a aaf b hiniiber fiihrk Zu diesen Sc}mitipaareu 
f'tthren da~n noch die Schnit~e c~ ( i t -~-1 . . . io)  aus einem beliebigen 
Ptmk~e e~ nach einer beliebigen Stelle, woffir wir wie fiblich die yon 
§  
a~ b2 gebflde~e Ecke nehmen. Dor~ bflden sich also fiiaf Ecken a' f l  7 a fl" 
s% dass ein posRiver Umlatff am 1"" dor~ dem Wege 

- § - _ § 

fol . (c) (b) # (a) r (b) (a) #' 
s  diese Fl~iche beschr:s sind dana die Integrale ~1 u s " "  up ein- 

deut ig  and stmtig, und es ist 
§ + -- 

anal: u~ anew: u~ ~ U~ - -  0. 
- / ~ x  § - 



356 E.B. Cmuszorw,~. 

Sodann is~ 

~(*'~1~'~1"" I v 2  = o ((v,,)) - =  
eq:* ((m)) + 2 .~'m/a v/a 

wo nach jedem m fiber alle ganzen Zahlen yon - -or  bis -~-r zu 
summiren isk Ers&zt  man hier jedes v~ dureh v~, + g~,~ri, wo g~,, u n d  

jedes m~ dureh m~-~-h~, wo jedes hi gauze Zahl ist, so iinder~ das die 
Summe der Reihe nieht, und giebt die Formel 

e r176 o((~. + ~q~)~)) = a((~,,,)), 
wo die in der Einleihmg erliiuterten Bezeichnungen beide benutzt sind. 

2. Dutch o bezeiehne ich den ver~nderliehen Punk~ z, s in der 
Fl~iche T, trod durch u/, (o) den Wer th  des auf  die Fl iche T '  beschr~nk~en 
/x ~= Normaf in te~als  I. G. in diesem Punkte. Mit ttinzuziehung yon 
p Parametern el e ~ . . . e  ~ wird die unendliche Reihe 

a((u,,(o) . . .  e~)) = ~ eClO ((m) ) + S ~mFt (ukt (o) --e#) 

gebildet; ist ihre Summe nich~ Nul l ' f f i r  alle Lagen des P u n k b s  o ,  so 
sb l l t  diese Reihe eine Function ~ yon ~ dar, welche die folgenden Eigen- 
sehafCen hat:  

(1) @ is~ in der einfaeh zusammenh~ngenden Fl'~che T '  eindeutig 
und sb~ig: 

( )  + _ 

+ - X ~ri also @ ~ @ ,  (2) an m ist: u .  = u .  + 

+ -- + eaU z--~ ~,t +~Oe,~ . b~ , , :  u t , ~ - - % + a l ~ ,  ,, # - ~ - 0 " .  

+ - 4- - 
,, ei , , :  u~ ~ u~ ,, ~" ~ ~'. 

3. Zum Ausgangspunkte nehme ich mit Riemann*) den Satz, dass 
es unter allen Umsf~nden Parameter  f~, f ~ - - - f ~  giebt, bet denen 
@l ~ @ ( u ~ - - f . , )  nicht idenfisch Null ist und in Folge dessen, falls 
@o ~ @((u~--%))vermSge der Wahl  seiner Parameter  e 1 e~ �9 �9 �9 e~ identisch 
Null ist, seine partiellen Derivirten yon einer endlichen, dutch die-Para- 
m e b r  viJllig bes~immbn Ordnung an, nicht alle identiseh Null sin& 

Dabei gelten als partielle Der iv i rbn yon @o die Wert~e der partieHen 
Dei-ivirbn yon @ ((v,]} ffir v 1 ----- u 1 - -  e a , vs ~ u~ - -  e~,-- -, vp ~ u ~ - -  e~. 

Der e r s b  Theft des Satzes folg~ daraus,  dass in der Entwicldtmg 

yon @l nach Potenzen yon e f~, e l ;  . . . ,  e]~ nieht alle Coefllcienten ~ 0 
sind, der zweib  daraus, class in Folge dessen auch in der Entwieklung 

*) Ueber das Verschw/.uden der #-Functionen, ark 2. Crelle's Journal 65. 
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yon ~ nach Potenzen yon el -- f~, e2 -- f~,--., e~ -- f~ die Coefficientsen, 
nimlich die par~iellen Derivir~en yon ~o, nicht alle -~-0 seln kSnnen. 

Um dies weiter zu verfolgen, bilde man die neuen Parameter 

e~ '= e~ - -  C xl , 
fiir 

und den Ausdruck 

= - -  �9 . . ,  - -  

~C~t ,~ t  t 
~" ----- e ((u, - -  e/)) --~ em((~))+ ~I'"(~-~) . e 

Die Form dieses Ausdruckes zeig~ class ~' Ms Function yon ~ einwerthig 
mid, so lange ~ eMlich bleibt; auch sbt ig  ist. Sie ist nicht identisch 
Null, da sie ffir ~-----1, also olme Uastetigkeit ia @~ fibergeht. Aber 
fiir ~---~ 0 wird anch ~ ' =  O, abel-reals olme Unsbtigkeit ,  also zu end- 
licher Ordnung, welche r heissen mSge. 

In der Entwicklung yon ~' nach Pobnzen yon ~: 

a' ---- Ao + A1 + & + . . . ,  
wo 

A ~  ~-  ~ e ~ [ m i x  1 ~ -  m 2 x  ~ -~- . . . -~- m ~ z p ]  ~" 

ist, fehlt das Anfangsglied A o ~ ~o nach Voraussetzung. Ausserdem 
sind A~, A .2 , . . . ,  A~_~ gleich Null, wenigstens bei den vorste~nden Werthe~ 
yon x~ x ~ . . . x ~ ,  aber A~ ist nlch~ ~ 0. Daraus fol~  zuni~chst, dass die 
par~iellen Derivirten r t~ Ordnung yon ~o nlcht alle ~--0 sin& Ist ferner 
n < r, also A,  ~- 0, so folgt nicht, dass die par~iellen Derivirten n u~ Oral- 
hung alle ~ 0 sind; denn wenn sie es nicht alle sind, so kann A~ gleich- 
wohl vermSge der Werthe yon x~ x ~ . . . x ~  gleich Null sein. Abet eins 
ist sicher, dass es eine Ordnung ~ r gibt, his zu welcher alle partiellen 
Derivirten ~ 0 sind, w~ihrend die 
nieht oder doch nicht alle sin& 

Sei 

die niedrigsb Ordnung, ftir welche 

Derivation dieser Ordnung selbst es 

nicht aUe paxtiellen Derivirten yon 
~o verschwinden, so dass, falls 0 > 1 ist, alle partiellen Derivirten yon 
der ersten Dis zur ( 0 - - 1 ) ~  aber nicht alle yon der 0 ~ Ordnung gleich 
Null sind, und letzteres auch gilt, wenn 0 ~ 1 ist. Es ist sicher gestellt, 
dass ~, welches durch die Parameter e I e~. . .ep bestimmt isis, einen end- 
lichen Werth hat, d. h. in keinem Falle unendlich gross vorausgesetzt 
werden darf. 

Jetz~ bride man ~'  Ftir willMirliche Werthe yon x 1 x ~ . . . x ~ ;  in seiner 
Entwicklung sind A o A 1 . . . A e _  1 alle -~- 0', abet A e ist es nicht, es bleib~ 

= e' A o + (~,+l), Ae+~ + . . . .  
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Ordnet5 man A e aach Poienzen yon x 1 x~ . . .  xp, so sind, worauf yon hier 
an zu achten ist, die Coefficienten bis auf  den fehlenden Factor 2e die 
pa~iellen Derivir~en ~ Ordnung yon go, und sic sind nicht alle ~ - 0 .  

W i t  untersuchen sic als Funetionen yon z. Der Reihenausdruek yon 
A e (oben A~) zeigt, class A e als Function yon z der Fl~che T '  eindeutig 
zugeordnet und in ihr yon jeder Unstetigkeit frei ist. Sodaun isi 

an az: # ' ~  " #+" # '  ~-  

ausserdem fiir ~ O: 

lira ~: ~' (~t)'-'7 --~ Ar und lira ez = e,. 

also ist 
+ -- + -- _ + -- 

an al: Ar = Ae; an b~: Ae ~ Ae .  e - ~ * - ~ + ~ ;  an c~: Ar ---~ Ar 
d. h., wenn man dies mit Nr. 2 vergleicht, A o hat flit alle W e r ~ e  yon 
x i x ~ - . . x ~  die charak~eristischen Eigenschaften einer #-Funct ion mit den 
Parametern e ~ e ~ . . . e ~ ,  also gilt das yon allen partiellen Derivirten 
~)te~ Ordnung yon go, soweit sic nicht identisch Null sind. Das is~ zu- 
n~ichst der folgende Lehrsatz: 

I. Versteht man unter einer, der Fliiche T zugeordneten #-Funct ion 
nich~ ausschliesslich die Sumrae der Riemann'schen Reihe, 
sondern, mit  Ausschluss identisch verschwindender Ausdriicke, 

jede Function # yon z, welche 

A. in der einfach zusammenh~ingenden Fl~che :T' eindeutig 
und stetig ist, und 

+ -- + -- - + -- 
B. a n a l :  # ~ # ;  anb~: # ~ # . e - ~ l l - ~ + ' ~  anc~: # ~ #  

giebt, und nennt dies eine #-Funct ion  mit den Parametern 
el e ~ . . . e ~ ,  so existirt eine solche Function stets, wie auch 
ihre Parameter  vorgeschrieben werden miigen. 

4:. Diese Eigensehaften b e h ~  Ae anch, wenn die Producte aus 
Potenzen yon x 1 x~ . . . x p ,  mit denen im Ausdrueke yon Ae die Derivirten 
yon go multiplicir~ sind, dutch willkiirhehe Constanten ersetz~ werden. 
Damn h'it~ in der Reihenentwicklung yon A e an die Stelle der Pof~nz 

(mlxl  +mx  + �9 . .  + 

eine gauze homogene Function #~r Ordnung yon m i m 2 . . . m ~ ,  deren 
Coefficienten nach z constant sind, und welche 

heissen mSge. An die Sf~lle yon A e bi~t der Ausdruck 
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ich nemae ihn eine Secund~irreihe ~ Ordnung, und im Gegensatze dazu 
a((u~,--et,)) die ~rimiirreihe. Das giebt den folgenden Satz: 

II. Gieb~ es Parameter e l e 2 - . . e p ,  fiir welche die Summe tier 
Primiirreihe @ ~u~--e~)) als Function yon z iden~iseh Null ist, 
so bestimmt eln solches Parametersystem ehte Ordnung q in 
der Weise, dass die partiellen DerivirLen Qto~ Ordnung yon 
#((ut,--e~,)) nicht alle identisch Null sind, wohl abet, wenn 

:> 1 is~, aHe partiellen Derivirten der vorangehenden Ord- 
nungen es sin& In diesem Falle kann man die Homogenform 
~ Ordnung Ge((m)) so wiflalen, dass die Summe der Secundi~r- 
reihe e ~ Ordnung: 

,~e ((u~, - -  e~)) = ~_~ e a,(('0)+22;~(~-d Ge ((m)) 

als Function yon z ~icht identisch verschwindet, und dann 
ist &e eine @-Function mit den Parametern e 1 e~. . .ep.  

Es muss zun~ichst dahingestellt bleiben, ob auch umgekehr~ jede 
P-function mit solchen Parametern sich durch eine Secund~rrei]ae aus- 
driicken l~isst~ wozu vor alien Dingen der Nachweis geh5rL, class der bier 
vorgesehene FaH~ wo @o ident:isch Null ist~ wirklich vorkommt. Dass 
die under dieser Vomussetztmg nachgewiesenen Ausdrucksformen @~ @e 
flir alle Fiille ausreichen, wird sich in der Folge dutch die wirkliche 
Bestimmung yon Ge aus vorgeschriebenen Bedingungen ergeben. Dabei 
stellt sich dann auch die wahre Bedeuttmg der Ordmmg 0 heraus~ nebst 
einem ausfiihrbaren Kriterium zur Ermii~elung dieser Zahl~ woffir die 
directs Untersuchung yon ~o trod seinen partiellen Derivirten nicht 
gelten ka-~. 

Es ertibrig~ an dieser Stelle nut noeh, zwei Eige~ehaften der Secundi4r- 
reihen einzuschal~en, yon denen die eine ftir beliebige Argumente vlv ~ ... %, 
die andere nur ftir die speciellen Werthe u 1 ~ el, u ~ -  e:, - . .~  u ~ - - %  
derselben gilt. 

Haben e (e~ ' . . .  %" dieselbe Bedeutung wie in den vorangehendon 
Nummern, so ist 

Schreibt man nun Aeiut,--et,)) an St~lle yon 4 ,  so gieb~ dies, mi~ 

e! multiplich4, Ftir ~ ~--O: (~)~ 

e .  + e.)) �9 e 

also, wenn man hier (m~xx-{- . . .  ~ m~,x~)e Ms symbolische Form ftir 
G e (~m)) benutzL: 
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genau wie bei der Primiirreihe ~ r  beliebige Arg~mente v~ an Stelle yon 
u ~ -  el,. Da ferner die Summa der Reihe 

sich nieht iiadert~ wenn jedes m dutch - - m  ersetzt wird, so folgt: 

(b) ( - -  1)~ ~ . ( ( - -  ~)) = ~((~)) .  

H. 

Die a.Function, bestimmt dutch i h r e  N u l l p u n k t e .  

5. Nun babe ~ ,  welches auch sein Ausdruck sein m~ige, die im 
Lehrsatze I ,  Nr. 3 zusammengestellten Eigenschaften. Da ~ in der 
Fl~che T '  yon jeder Unstetigkeit frei ist,  so kann es, wenn es fiberhaupt 
versehwindet, nut  zu endliehen Ordnungen Null werden. In Folge dessen 
ist die Summe der Ordnungen, zu denen ~ in der Fl~.che T '  Null wird, 

das positiv um T '  ersixeekte Integral  ~ log ~ ,  was sieh wie bekann~ 

------- p finder. (~"') 

III. Die hnzahl  der vereinigt oder getrennt liegenden Punkte  yon 
/ ' ,  in denen die Function @ zur ersten Ordnung Null wird, 
ist 10. 

J Seien tle~.. . t  ~ diesePunkte. Wi t  bilden das Integral  P--~fu~(o)dlog,~ 
und beschr~nken, um einen eindeutigen Integranden zu erhalten, die Ver- 
iinderliehkeit yon z auf die Fli~ehe T'. In dieser Fl~iche hat  dann P nut  
logari~mische Unstetigkeiten, sic linden start in den Nullp~mkten yon a 
mad ihre Gewiehte sind die Wer the  yon u~, in diesen Punkten. Die 
Summe dieser Gewichte ist also 

, f ,u~ d log a .  

Nun folgt aus Lehrs. I. B,  wenn alle g, h g'a~e Zahlen sind*):  

*) Der Periodicitiitsmodul des lg ~ an c~ setzt voraus, dass die P~uder yon c z 

so als c, c bezeichnet sind, class bei einem posgsiven Umlauf um T' der Weg yon c~ 

aus zuniichs~ fiber die vier Ri~nder yon az b~ ~ und sich dann auf + , c~ fortsetz~. 
Dann ist~ an e 2 der Periodicit~tsmodul, d~ lg $ gleich 

gleichviel ha welcher Ecke yon az, b z tier Sehnitt c z miindet. 
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an az: lg@ - -  lg~  ~-- 2 b a l i ,  

M i -  ~ 

,, ba: l g ~ - -  lg~-------  2g~xi~a~a--2u~--~-2ea;  

+ 
. ca: l g ~ ' ~ l g ~ - ~ - 2 u i ~  

d l g & - - d l g O - ~ - - . O ,  

+ 
d l g a - - d l g a - ~ 2 d u ~ ,  

+ 
d l ga  - -  d lge  ~ O. 

Die Rechnung wird am besten so ausgeftihrt, (lass man iiberall u,  dutch 
+ 
u~, und den Periodici~iitsmodtrl erse~zt, und die Integrationen (~ ~--~), 

Daun ergiebt sich welehe sieh ausfiihren lassen, auch bewerkstellig~. 

P 

also der Satz: 

IV. 

~ ,  f t  ~z 

Zwischen den Parametern e~ e~...ep der Function 0 und ihren 
Nullpunkten el e ~ " "  ev bestehen die p Relationen 

P 

c. 
1 

wo 1) K 1K~- - -K~ die l~ iemann 'sehen Const~nten 

D. K~ -.--- --~ b du~ 

7 

bedeu~en, und 2) die 2p ganzen Zahlen g, h dadurch ge- 
geben sind, dass 

§ 
E. an a~: log a - -  log a ~ 2 h~ ~ i ,  

ist. 

,, ba: log~  - -  log~  ~--- - -  2g~g i  ~ aai - -  2ui  --~ 2e~ 

6. Eine @-Function mi~ den,  fiir die vorstehenden S~tze erforder- 
lichen Eigensehaften A. B. Lehrs. I. exis~irt abet stets, wenigstens in 
einer der Ausdrueksformen @, @~, wie aueh immer die p Parameter 
e 1 e~.. .e~ vorgesehrieben werden mSgen. 

Folglich l~ss~ sieh jedes Parame~rsystem el e 2 . . . e  ~ in die vor- 
stehende Form C. bringen. 

Se~t man aber e, ~- X~ ~--- vz, ftir ~ ~--- 12 - . .  p ,  so sind v Iv~. �9 �9 v~ 
ebenso willkiirlich, wie el e2. . .e~,  , die man aus ihnen berechnen kann; 
es folgr 

Mathemafiaehe ~k~aalea, Y.~'V, 2 4  
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V. Durch geeigaete Wahl yon p Punkten ~ l ~ ' ' ' ~ p  in der 
Fl~ehe r '  und den Sim~t=perioden ~qh),, ( g h ) ~ , - . . ,  (gh)~ 
kSnnen die p Ausdrficke 

P P 

1 1 1 

jedes beliebige Werthesystem 

hervorbringen. 

Ei~e Vervollsti~ndigung dieses Satzes wird sich weiter v~aten ergeben 
(hbschnit  m, Nr. 20). 

7. Das Vorstehende gilt unabh~ngig yon jeder Voraussetzung fiber 
die Ausdrucksform, dutch welche die bier benutzte Function @ darzu- 
stellen is~. Wir  fiihren zur Vereiafachung an ihrer Stelle eine andere 
@-Ftmctioa ein, welche fiir den Augenblick dutch 0 bezeichnet werden 
m(ige, uad zwar so dass 

lg 0 ~--- lg a - -  2 ~ 1  h~ u s + const. 
Ix 

wird. Das ~ndert nur die Quersctmittseigenschaften~ es wird ni4mlich 
+ 

a n  a: log E) - -  log O -~- 0,  

b: log (9 - -  log (9 ~ - -  2g;. ~ i  - -  a~. - -  2u~ --[- 2e~ - -  2 ~  a).~,  

~u 
w~i]arend 

+ 
,, c: log e - -  log q) ~- 2:t i  

bleibt. Ffihrt man aus C. den Werth yon ez eta, so wird das, was in 
der zweiten Formel rechts steht~ 

so da~s die auf die neue Function (9 beziiglichen Formeln aus denen des 
IV. Satzes erhalten werden, wen.~ man dort die ganzen Zahlea g~ h 
uaterdriickr 

Ist  insbesoadere die hier benutzte Function ~ dttrch die Primiir- 
P 

oder eine Secund~rreihe ~ gegebea, also, fiir v ~ - - - ~ u ~ ~ _ ~  ut,(z~. ) -~ K~,, 
1 

so folgt aus a. Nr. 4 
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also 

log # ((%)) = log a - -  2 ~  h~ u,,, + cons~., 

mithin ist dann O die Primer- oder Seeund~rreihe #{v~,)), d. h. 

8. War also ~ ursprfinglich dutch die Primer- oder eine Sectmd~ir- 
reihe ~((u~ ~e~)) gegeben, so trier jetzt an seine Stelle der vereinfach~e 
Ausdruek 

= a ((~. - . ~  ~,, (~,,) + K,,)), 
1 

und es ist 

a n  d~).: "log # - -  "log # ~ O, 

1 
+ 

log # - -  log ~ ---~ 2~i .  

Hier sind an Stelle der Parameter e 1 e. 2 . . .  e~ der Function ihre Null- 
punkte ~1 * ~ ' " %  eingeflihrt, aber es daft nicht ausser Acht gelassen 
werden dass, w~ihrend jene ganz nach Belieben voransgesetzt werden 
dfirfen, Bestimmungen ~bnlicher Ar~ fiber die Lagerung der letztera noch 
ausstehen. Aber das was hier vorlieg% reicht aus zur Herleitung eines 
Ausdrucks, weleher zun~ichst die vorstehende Function, dann abet flit 
beliebig vorzuschreibende Lagen der 1o ~ullpunlcte eine #-Ftmction dar- 
stellk Ist im Nullpunl~e ~ tier vorstehenden #-Function z = ~., so 
ist dort log e = l o g @ - - ~ ) +  funct, cont., und es sind ~x,~.-- ,~ die 
einzigen Punkf~ der Fl~iche Y'~ in denen log@---~ c~ wird. 

Diese n~mliche Unstetigkeit ffir einen beliebigen Punkt , ,  und ausser 
ihr nut noch solche, die yon der Lage des Pnnl~tes e unabh~ngig sind, 
besitzt die yon mir. eingeffihrte Tntegralhmction R(ol,)*), welche folgende 
Eigenschaf~en hat: Is~ ~ der Wer~h yon z im Punk~e e, und sind 
c x h c ~ - - - ~ ,  die unendlich fernen Punkte (Gebiete) der n-bl~ttrigen 
Fl~che T, so ist 

f~ 
~) Vergl. B r i o s c h i ,  knn~li di M~& X, Sei~e 97 u.f . ,  wo ich zwei Ausdrficke 

R (~) ~-- - - / ~  (0 [ ~) mitget3aeilt; habe. 

24* 
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( i )  in ~: / t  = l o g ( z - - C )  -k funot, oont., 

in o~ i o~. �9 �9 �9 oQ~: / t  ~ 1 log z -[- funct, conk 

~_ 1 log ( z -  C) Jr- funet, cont., 

und das sind die ei,~,igen Punkte,  in denen R ~ oo wird. 
2) Um R eindeutig zu machen, zieht man in T '  aus einem be- 

liebigen Punkte Q Schni tb  l l l  " ' "  1~ nach ~ oo i - . -  oo.. In tier so modi- 
ficii~en Fliiohe T"  ist _R eindeutig mid stetig; werden bei jedem Sctmitte 1 

d- 
die Rinder  so als 1 mid 1 bezeichnet, class ein positiver Umlauf  um den 
Endpmikt  yore - - R a n d e  zum -~--Rande fiihi~, so ist 

an a~ b~ e~ ~ z ~ 4 . . . g . ,  
+ --  2 ~ i  
R--R 2~ !Bi o 2 ~ i  n ' 

wo 9.I~, i~l constante Periodici t ibmoduln sin(t, zwisehen denen die p 
Relationen 

besbhen.  

2 

g~---1 

Nun seien o 1 o 2 - . . o ,  die ~ Punkte der Fl iche T, die zum Argu- 
mente ~ gehiiren. Aus den Unstetigkeiten yon R finder sich, dass die 
einwerthige Function yon z: 

d 

g ~ - i  

ist, also ist 

n(o~l~) = l o g ( z - - t )  + c ,  

I 

z--~ 

und C constant, so lange es stetig ist. 
Ftir unsern Zweck ist ein genaues Verstiindniss dieser Formel un- 

erliisslich. W~hrend in der Fl~che T,  jedesmal dem gehiirigen Bla tb  
entlang, aber nicht durch a l l e n  Bliitter zugleich, die Sclmi~e c, a, b, 
1 l i . . .  In gefiihr~ werden, fiihre man die gleichen Schnitte noch aus in 
einer einfachen z-Ebene, der Htilfsebene Hi. Die Fl iche  T verwandelt 
sich in eine (zweffach) zusammenh~ingende Fl~iche/ '" ,  H dagegen zerffallt 
in Stricken, mid in jedem dieser Stiicke hat C iiberatl denselben Werth, 
abet beim Uebergange aus einem Stiicke in ein anderes iindert C seinen 
Wer~h tun den Per iodici t ibmodul  des husdruckes 

Z R(~ ~ ) -  log (z - -  ~) ---- C: 
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Nun enth~t  R sowie jedes Normalintegral I. G. % noeh eine additive, 
verfiigbare Consf~mt% und es handelt sich um eine geeignete Wa.hl dieser 
Constanten. 

.Die Schnitte l~ l~ . . .  l~, welche fidr alle Fanctianen R die gleichen sind, 
fiihre man so, dass sie van hinreichender Ferne an his in's Unendlivhe ein- 
ander bedecken. Von dort an ergiebt das in der Hfilfsebene H nur noch 
einen einzigen Schnitt, und an diesem ist C stetig, da beim Uebergange 

1 log(z ~) + funct, cont. sich um fiber denselben alle /~(~ n 
gIeichviel vermehren, und die Vermehrung des Subtrahenden log (z - -~ )  
n-real so gross ist. 

Bei dieser Wahl der Schnitte l~ 1~... 1~ hat also C .in de~ fernen Ge- 
bieten yon 1t  iiberall den gleichen Werth, und nun wiihle ich (bei gehSriger 
Deutmag in log(z--~))  die additive Constante van 1~ so, dass dart C ~---0 
wird. Dann folgt fiir diesen Their der ttiilfsebene H: 

~t 

Z /?(~ I e) : l o g ( z - -  ~), 

also ffir z : o 0  

(1) 

Ebenso w~iJale 
Cons~ante so, dass 

(2) 

wird, was 

lira [ ~  R (o, I e) - -  log z] ---- 0. 

ich fffr jedes Igormalintegral I. G. u~ die additive 

= o, 
x~---1 

giebt. 

(3) 

es folg~ 

P 
1 

Sodann fiihre ieh start / t  das Normalintegral P ein: 

P wird unendlich nut in ~, o01 o0~--, o0~ mad zwar ist: 

in e: /~ = log (~ - -  ~) -a t- funct, cont.; 

in o01 o0~ " " " o0- ist: p = ! logz -{- funet, cont. 

In der F l~he  T"  ist P eindeutig und stetig, abet es ist 

+ - 2 r  
P ~ P  o 2u~(e) o 2~i  ----~--- 

1 2 . . . p )  
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~,) Ffir z =  oo wird 

lira [ 2 P (o~, [~) - -  logz] = O. 
1 

Hieraus folgt, class d~s Integral IH. Ga~ung 

(4) 11(o) = P(oto~)-  ~'(ol o~) 
im Unendliehen ste~ig bleib~ und die 

@) ~ rl(oo~) = o 
z-~---1 

ist. 

(6) 

Dies vorausgeschiekt, bilde ieh die Fun&ion 
2 

L(o) = ~ P(o 1~.)-- iog~; 

es folgt 

i )  L wird unendlich nut in oo 1 oo: . . .oo~,  und zwar ist dor~ 

L = P-- log z -[- funct, cont. n 

2) Um L eindeutig zu maehen, b&raehte man es als das Integral 
des in T '  eindeutigen Ausdruekes d L dz;  man hat dann T" nut in eine 
einfaeh zusammenhiingende Flgehe T l '  zu verwandeln, in weleher die fort- 
gesetzte Umkreisung derjenigen Punkte gesperr~ ist~ in denen das Integral~ 
niimlich L selbst, eine logarithmische Unstetigkeit besitzt. Dg~ wird 
erreich~ indem man die nuch oo~ ~ . . .  c ~  fiihrenden ~md zuletz4 ein- 
under bedeekenden Sehnitte 1 i l : - - - l ~  start in einem beliebigen Punkte Q, 
yon hier an iln Ausga~lgspunk~e eoder Io Quersehnittbtindel c~ a, b be- 
ginnen lgsst. 

3) In dieser Flilche TI' ist also L(o) 

aI1 

l o g # ~ l o g #  

al bz 

eindeutig und s~etig, und da 

0 

2.~(~) 
p 

1 

c~ l l l~ . . . l .  

1 
o - - - - . 2 x i  

n 

2 z i  o 

ist, so is~ aa den gleichen Schnitten 

L - -  L o a~z-+- 2u~ --~- 2Kz ~-2~ri i - -  21ri. 

Um hiervon soforr Anwendung zu maehen, sei #l irgend eine andere 
a-Function mit den Nullpunkten el ~, " " ~ ,  und L I ~ -  S P ( o l < ) - - l o g  #1: 
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die Differenz L 1 - - L  ist der Fliiche T selbs~ eindeatig zugeordnet and 
hie tmstetig, also eine Consta~ate. ~olglich ist die Function L selbst his 
auf eine additive Constante fiir jede Zagerung der Null~unkte yon ~, also 
fiir alle ~-Functionen dieselbe. 

Berechnet man daher fiir /o beliebig angenommene Punkte ~1 ~ 2 " " ~  
eine Function 0 aus der Formel L (o) ~ ~ P(o I ~) - -  log O, so erweist 
0 sich als eine der Fl~iche T zugeordaete ~-Ftmction mit den Null- 
punk~en el e ~ ' " ~ p ;  eine solche Function existir~ also stets, wie auch 
ihre i~ullpunkte vorgeschrieben werden mSgen. 

])as reicht flit den Beweis dJeses wichtigen Satzes aus; wit ziehen 
es vor, den Ausdruck der Function L in eine solche Form zu bringen~ 
dass die entscheidende Eigenschaft, yon der Lagertmg der Punkge e 1 ~2""e~, 
genaffer yon der ihrem urspriinglichen Ausdrucke (6) zu Grunde liegenden 
Function @ nur in ether addifiven Constante abzuhiingen, an ihm selber 
sichtbar wird. 

Set H ~ H (o) das obige Integral HI. G. uncl zl, z: seien die Werghe 
yon z in seinen Unstetigkei~spunkten ol, o~, ferner set 

=j-L  (o) d H, P 

wo wir z auf die Fliiche T 1' beschri~nken, um einen eindeutigen In~e- 
grunden zu erhalten, lnnerhalb dieser F l ~ h e  wird zP-~-oo nnr in o 1 
und o~, trod zwar ist 

d P  ino~: l i ~ ( z - z ~ ) d - - L ( o , ) ,  i,o~: lm~(z--z~) dr - - - - -  L ( o ~ ) ;  

also sind die Unstetigkeiten yon P in diesen Punkten logarithmische mit 
d~n ~owich~n L(o,) .ha --L(o.~). W~ ~o~gt 

; L  dY[. L ( o ~ ) -  L(o~)= -C~7. 
(W) 

Bezeichnet man durch (a~), (b~), .-- die Beitr~ige, welche die einzelnen 
Schnitte liefern~ so dass die auszafiihrende Formel laut~t: 

1 
L(o~) L (o.~) 2~ri 

d H  
and beach~et man, dass --~ wie T verzweig% also an jedem Schnitte 

§ 

dTl ~ dH ---~ dl'I ist~ so ergiebt sich 
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Abet an a~ ist 

d. i~ 

+ _ /io  H ~ H ~ 0 ,  also b d H ~ 0 ,  es bleibt: 
71~ 

d t ~ ' ~  - [ a ( ~  - 

, /  171~ 

~;(~)  n(~i) -u~(7~)  n ( p ~ ) =  [-~ . (~)-- -~(n)]  n(~;) = ~ i n ( , ; ) ,  

und so folgr 

(b~) = au~ - -  ~ n ( ~ ) .  

f l d [  - + 
,) +~3 = / i  ~ l ( L - - L ) d r r  = 2~r n(~,)]. 

,_/ 1r 

Das giebt fiir's Erste 

, ~  [(a~)Jr-(b~)JF(c~)]--~ ~ 2 b H d u ~ - - p .  2zil'l(eo). 
7I~ 

Dazu komm~ 

~) ff~,) ~ ( L - - L ) d n = - - ~ .  ~i[n(oo,,)--n(,~)]. 

Nun ist 

(5) ~ rT(~;) ---- o+ 
z---~l 

also folgr 

(;~) = p .  s ~ i  n(~,). 

Fiihr~ man die Wer~he beider Summen in die auszufiihrende Formel ein, 
so hebt Ff(~) sich weg, and es bleib~ 

x , (od  - -  L(o~) -~  - ~  b rr au~. 

7~ 
Hi~r ,S_~d ~ rT s~-  Ausd~ok l~(ofoD--S(oJo~) ~ s  (4) ~ g ~ t ;  
is~ dann, far einen Augenblick, 

' + 
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so haben wit A(oa)-~-A(o,), also hat die Function A(o) in der Flgche 
T 1' iiberaU denselben Wer~h. Bezeicb~et man diesen dutch ~ log C~ so 
ist C eine ConstanCe. Jet~ giebt die Formel (6) 

loge  = ~  P(o l~  ) + l o g C - -  =- 7 b ~(~]o)du~(~); 
~ = a  7lz 

ich schreibe, mit e~was ge~inderter Bezeichnung: 

(7) L ( o ) - -  i ~=~ j t b T I  .P(eo,o)du~(eo), 

und erhalte den Sa~z 

(8) Diese Function yon z wird unendlich nur in o~ c ~ 2 . . - ~ ,  
jedesmal ist 

L -~- ~ log z ~ funct:, cont. 
n 

In der einfach zusammenhiingenden Fl~iche T x' ist sie r 
deulig un4 stetig, und es ist 

+ -- 

~b 

Wetter folgt, zuni~chs~ ffir die vorgelegte ~-Function und die aus ihrem 
Ausdrucke zu ermittelnden Nullpunkte ~ ~ . . .  ep derselben: 

(9) ~ ---- C e 22~(~176 

aber nun erkenn~ man auf den ersten Blick aas den Eigenschaf~n der 
Function /) und der, mit Hiilfe der speciellen Nutlpunkte ~1 e~.--~p ge- 
wonnenen, aber yon ihnen ganz unabh~ngigen Function L*),  dass der 
vorst~hende Ausdruck (9) fiir aUe Lagerungen der Punkte ~1 ~ 2 " " ~  die 
charakteristischen Eigenschaften der @-Function hat, ni~mlich 

1) dass ~ in der einfach zusammenh~ngenden Fl~che T' eindeutig 
and stetig ist, und nut in el e~ ' "e~  verschwindet, jedesmal zur ersten 
Ordnung; 

1 
*) Set~  man log r ~--- P(o ] ~) - -  ~-  [/~ (o) -~- L (8)], so is~ r als Function yon Z 

in der einfach zusammenh~ngenden Pl~che T" elncleu~Jg und s~etrlg, ausserhalb s 
yon Null verschieden uncl in z Null zur ersten Ordnung. Dies is4 die l~uncirion, 
welche verm6ge ihrer ausgezeichneten Querschnit~seigenscha~n den Uebergang 
zwischen den algebraischen Functionen der Classe land den ~-Funcgionen wirk~ich 
vermit4elg. u auch Riemann's Th. & A. F. Artikel 3, 
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dass 
~2 

+ 
l o g ~  - -  log @ 

a~ 

0 

b2 [ c2 
__ ! 

2 x i  

also 
+ - + - _ + - 

3 )  a n  a~:  @ ~- @; an b~: @ ~ -  @ - e - ~ z - ~ + ~ ;  a n  c~: ~ 
ist, flit 

.p 

Damit ist folgender Satz bewiesen: 

VI. Die Riemann'sche ~-Funct ion existir~ stets, wie auch ihre 
p Nullpunkte vorgeschrieben werden mSgen, und sie is~ durch 
diese his auf einen constanten Factor bestimmt. Shad es die 
Punkte e 1 e2 - . - e~ ,  so kann man die @-Function stets dureh 
den Ausdruck 

@ --~- C e  P (~ ~) + P(~ t ,~) +--- + e(o I ,~) - .z (o) 

unabh~i~gig ist, und dann ist, ffir darstellen, wo C yon z 

l~-~- .1 .2 . . .p  
Io 

x-~-I 

der / ~  Parameter dieser Function. 

9. Fassen wit dies mit  dem Lehrsatze I der Nr. 3 zusammen, so 
haben wit den 

1. F u n d a m e n ~ a l s a ~ z .  

VII. Die Riemann'sche @-Function existirg stets, sei es dass ihr 
die Parameter e l e ~ . . - e p  oder die Nullp,mlc~e e 1 e~.--e~ vor- 
geschrieben werden, und wie das auch immer geschehen mag. 
Zwischen jenen und diesen besteht unter allen UmstJinden die 
Beziehung, dass fiir ~ ~ 1 2 . . . p  

ist, wo alle g, h ganze Zahlen, und K1K~. . .  K s die Rie- 
ma~Cschen Consgaaten shad. 

Von bier an hanflelt es sich nur noch um geeignete Ausdrucksformen 
ftir die @-Function. Sie ergeben sich durch die Ausscheidung derjenigen 
F~II% wo die Summe der prim~ren Reihe identisch Null  ist und den voll- 
st~ndigen Nachweis derjenigen Reihenausdriicke (Secund~rreihen), welche 
dann an ihre St~lle treten. 
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m~ 

Die Reihenentwicklungen der ~-Function. 

10. Die nun folgende Untersuchung bezieht sich zuniichst anf Aus- 
drticke yon der Form: 

e(ot ) - -  § 

unter @ die Prim~irreihe, also die Riemann'sche Pzihe selbst verstanden. 
Aus dem Vorangehenden geht flits Erste nut hervor, dass es Parameter, 
also auch Punld~uppen e~ e~-. .ep giebt, flit welche dieser Ausdruck als 
Function yon z nicht identisch Null is~ und flit diesen Fall kennen wir 
den 'Ausdruek jedes Parameters 2 7 u ~ ( ~ ) ~  K~, dutch die 1~ Nullpnnkte 
der Function. Der Fal]~ wo dieser Ausdruck identisch Null ist, ist im 
I. Abschnitte v o r g e s e h e n  worden; dass er wirklich vorkommt, muss noeh 
bewiesen werden. 

Hti l fssatz.  Bilden die p Punkte e 1 ~2"'" ~ kein Punktsystem I. G.*), 
so ist der Ausdruck @(ol~ ) entweder identisch Null, oder ~1 ~ - - .  E~ sind 
seine Nullpunkte. 

Ist niimlich a nich~ identiseh Null, und sind dann ~ ~ . . .  6p seine 
Nullpunlc~e, so ist; der ~t~ Parameter ~-- l u ~ ( ~ ) ~  K,, § (gh)~, also ist 
f~r /~ ~ 1, 2,- �9 - p 

P 

W~ren d~ d~-.-d~ andere Punkte als e~ e~...  e~, so wiiren beides Pu~l~t- 
systeme I. G., was bei e~ e~ - . -  ~ ausgeschlossen wurde. Also si~d letz~ere, 
falls ~ nicht identisch Null ist, die Nullpun~e yon ~. Liisst man o 
mit q zusammenfallen, so folgt in beiden F~llen 

2 - - 1  

O) 0. 

Das is~ unter der u bewiesen, class ~ ~ . - -$~_~  mi~ ~$ zu- 
sammen kein Punktsystem I. G. bilden; es reicht aus, zu forclern, dass 

*) Man bride die q Gleichungen welche bewirken, (lass tier allgemeine In~egrand 
I. G. in ~ Punk~n  e 1 z t �9 - �9 e~ zur 0rdnung Eins verschwinde~. Diese Punkte heissen 

im Folgenden ein Punk~sysi~em I. G., wenn unter diesen q Gleichungen sich 1) fiber- 

zahlige befinden und 2) die Anzahl der wesentlichen 2 1 o -  1 is~. Jene entsprechen 
den ,,no~hwendlven , diese den ,,wesenffichen Ibm~ten des Systems. 
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sie fiir sich allein kein solches bilden sollen. Denn wenn w' der unter 
dieser Voraussetzung his auf einen constanten Factor vSllig bestimmte 
Integrand I. G. ist, welcher in ~l ~ , . - " ~ - i  verschwindet, so daft man 
~fir ~ nur einen Punkt nehmen, in welchem w" nicht -~-0 wird, um die 
ursprfingliche Voraussetzung zu erfiillen. 

11. Es is~ nun zu beweisen, dass die vorstehende Gleichung (1) aueh 
noch gil~, wenn sic]: unter diesen p m 1 Punkten nothwendige befinden, 
also e 1 e~--.  ep_l ein Punktsystem I. G. bilden. 

Die Wichtigkeit dieses Lehrsatzes wird es rech~ertigen, wenn wir 
zwei Beweise desselben geben. Sind ~ i""  e~""  e ~ - e - i  e ~ - e ' " e ~ " ' ~ - I  
ein Punktsystem I. G. mit den p - - Q -  1 wesentlichen Pu~l~en ~ und 
den e nothwendigen Punkten ~ ,  so m5ge fiir jedes Punktsystem dieser Ar~ 

$--~-- 1 p -- I 

bezeic]met werden. 
Es ist also bewiesen, (lass jede .E o ~ 0 ist. Ieh werde voraussetzen, 

class jede Ee_I  ~ 0 ist, was fiir Q-~- 1 richtig ist, und zeigen, dass datum 
auch jede E e ~ 0 folgt: das ist der erste Beweis des Satzes. Zu diesem 
Zweek bilde ich, unter # stets die Primdrreihe vers~nden, 

~---~----1 p - -  1 

wo r ebenso wie 0 ein variabler Punkt ist, so dass ~, w e ~  0 mit 
zusammenC~illt, in die vorgelegte Ee, aber wenn 0 mit einem der ~ Ptmkte 
e~ zusammens in eine E e _ l  iibergeht, also nach Voraussetzung ~ 0 
wird. Dies letz~ere setzt voraus, dass die p ~ ~ - -  1 Punkfie ~ auch mit 
co zusammen ein System wesentlicher Punkte bflden; bet der Wahl  yon 
co sind also diejenigen Lagen auszuschliessen, in denen co selbst ein zu 
den Pnnl~ten e~ gehSriger nothwendiger Punk~ sein wiirde. Nun finde[ 
der Hiilfssatz start, dass a als Function yon z en~weder identiseh Null 

$ 

ist, oder co el e~.- .  e~_e_ ie~_e . .  �9 ~p_l seine Nullpunkte sind: in beiden 
F'~llen folg~ die zu beweisende Gleichung E e ~ - 0 ,  wenn man 0 :nit eo 
zusam menfallen lKsst. 

Is~ n ~ i c h  ~ nicht iden~isch l~nll, so hat es ausser den bereits nach- 
gewiesenen ~) Nullpunkten ~ noch p - -  p andere, welche * h " ' ~ ' " ~ - e  
heissen m(igen, und dann is~ der ~t~ Parameter 
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~so ~1~ 
+ 

fiir ~ ~ 1, 2, �9 - -p. W{iren ~ �9 - �9 ~ _ r  andere P,~n~e als co el...e~_e_~ , 
so w~ren beide Gruppen Punktsysteme I. G., was bei letzt~ren aus- 
geschlossen ist. 

Also wird in allen F~illen 4} ----- 0, wenn 0 mit co zusammenf~/lt, d. h. 
ist jede /~e-1-~  0, so ist auch die vorgelegte E e ~ 0. Da abet jede 
~E o ~ - 0  ist, so ist es auch jede ~Ei, jede ~E~ u. s. w. his zur gr~ssten An- 
zahl nothwendiger Pun~e,  die unter i o -  1 Punkten vorkommen k~nnen; 
die Gleichung (1) gilt also auch, wenn ~ . ' - . e ~ - i  irgend ein Puu~- 
system I. G. bilden, so haben wit den 

2. F u n d a m e n t a l s a t z .  

u Dass ffir jede Lagerung der p ~  1 P u n ~ e  ~l ~2"'" ~ - I  
der Ausdruck 

g~----1 

ist. 
Dieser Satz hat eine tiefere Bedeutung, die wit im IV. • 

nachweisen werden. 

12. Nach dem vorstehenden formalen Beweise halte ich es f/it un- 
erliisslich zu zeigen, dass und wie die Richtigkeit des vervollstiindigten 
Satzes aus der Stetigkeit der Reihensumme 4} folg~. 

Um den Wer~h yon / ~  zu finden, schliesse man jeden nothwendigen 
Punk% ~ in ein endliches Gebie~ (e~) ein, welches ausser ibm keinen 
zweibn nothwendigen Pn~l~:t enthilt, und nehme beim Ausdrucke JE o den 
entsprechenden P u n ~  E~ in diesem C~ebiete (e~) an. Lisst  man nun jeden 
Pu-]d s~ in diesem Gebiete (e~) schwanken, so bleibt E o = 0, so lange 
kein Pun]r~ s,s mit dem zugeordneten s~ zusammenfgllt; w~e  E e nicht 
------0, so w~ire E o unstetig, weil seine Maximalschwankung in diesen Ge- 
bieten nicht -~-0 w/irde, wenn fiir jeden derselben die grSsste Orts- 
~inderung yon e~, d. h. die Max ima l sahw au~ g  des zugehSrigen Werthes 
yon z zum Verschwinden gebracht wird. 

18. Daraus folgt nun, class ~l ~ " ' e p  unter allen Umst~nden N u l l  
pun~e  des Ausdruckes 4}(01e ) sind. Bilden sie aber ein Pun~system 
I. G., so giebt es auch noch audere Gruppen yon 2 PunLr~en ~l r r 
so class f~r ~-~-1,  2, . . ._~ 
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k~---1 k--~--i 

wird, und dann ist ~(0[e)  proportional zu @(01d), also wird #(0[e)  
auch ~--0 in di ~ " "  ~ ,  ~md ist demnach identiseh N~I,  da es a~derm 
falls nicht mehr als Io Nullpunl~te besitzt. 

IX. Bflden e~e~-.. ~ ein Ptmk~system I. G., so ist die 
Summe der Prim~ixreihe 

((u~ (0) - - ~ ,  u t, (~.) ~- K~)) 

identisch Igull. 

14. Damit ist bewiesen, dass der im I. Abschnitte vorgesehene Fall, 
wo die Summe ~ ((u~, - -  e, )) der Primi~rreihe identisch Null ist, wirklich 
vorkommt, und es fol~ zugleich~ dass die einzigen Fiille, wo dies nicht 
eintrits unter denjenigen zu suchen sind, wo die Parameter sich in die 
F o r m  

p 

k~---1 

bringen lassen, ohne dass el ~ 2 " " ~  ein Punktsystem I.G. bflden. 

15. Zum urspriinglichen Satze, dass es (Parameter, also aueh) Punkt- 
gruppen @) giebt, f~r welehe ~(01 e) nieht identiseh Null ist, kommt also 
jetzt der Satz hinzu, dass es auch solche giebt, ffir welehe ~(01 ~) iden- 
tisch versehwindet. Sei 

I 

identiseh Null, abet 

@(01~)~ ~ ((ut, (0) 
1 

sei es nieht. 
Wir sind naeh dem Vorangehenden sicher, dass $1 6~- . -6p kein 

Punl~system I. G. bflden~ sodaml kann es sein, dass e 1 e~ - . -  ep ein solehes 
bflden, wit werden jetzt beweisen, dass letzteres wirklieh der Fall isL 

Mit Benutzung eines Pdemann'schen Gedanl~ens*) bflde ieh folgende 
Reihe yon Ausdrficken: 

*) Ueber das Versehwinden der ~-Functionen, art. 3. 
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I 
P 

1 

q q 

+ 

0 1 1 

io io 

0 1 1 

Bei der Bildung yon A~ ist fiir 6i~ 6 ' :~" '~9 irgend eine Gruppe von q 

Punkten aus 6t ~ " "  ~ zu nehmen; das ist auf p~ Arten mSglich, trod 
so gross ist die Anza~ verschiedener Ausdrficke, welche unter A~ zu 
verstehell sind. Da~- ist noch zu bemerken, dass o o l - - - o  ~ unabt~ngig 
variable Punkte bedeuten. 

Der erste Ausdruck A o is~ nach Vorausse~ztmg ~--0. Sodann ist 
klar~ (lass man aus elner Gruppe A~ die vorangehende Aq_l erhiilt, weml 
man den letzten variablen Punkt o~ in jeder einzelnen A~ nacheinander 
mit ~/1 . - -6~ zusammenfallen l~isst. Sind also siimmtliche A~ identisch 

Null, so sind es auch aHe vorangehenden Gruppen A~_~, A~_~,... A~, A o. 
Abet nicht alle folyenden sind es*), denn A~ ist. nicht identisch Null, 

wie sofor~ folg~, wem~ man o l o ~ . . ,  o~ mit e le~ . - - ~  zusammens 
l~sst~ wodurch A~ otme Unstetigkeit in den nich~ identisch verschwi.uden- 
den Ausdruck @(o t ~) iibergeh~. 

Daraus folgt, dass es in der Reihe 1, 2 ~ . . . p  eine v61lig bestimmte 
Zahl ~ gieb~ derart, dass 1) ffir q ~ O alle Ausdriicke A~ identisch Null 
sind, aber 2) nieh~ siimmfliehe Fune~ionen der (~ruppe A e idenfiseh ver- 
schwinden. Sei insbesondere 

0 i 1 

nicht identiseh Null. Daml wird es, wenn jetzt o der variable Punk~ is~, 
~ - 0  in 61 ~ " "  de weft es, wemi o mit einem yon diesen P - - ~ n  zu- 
sammens sich auf efile Ae_I reducirt. 

Seien oe+~. . ,  o ~ die iibrigen Nullptmk~ yon A e. Sie sind durch 
den Ausdruvk yon A e v6llig bestimmt, d. h. soweit~ dieser unmittelbar zu 

*) Vergleiche den w 2 in der Abhmidlm, g des Herrn C. Neumann. 
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erkennen giebt, bestimm~ dureh die Lagerung yon d~ d~-.-de, yon ex e~...e~ 
und ol o~.-.oe, und diese ~etztern sind frei wiihlbar. 

Ffir die Parameter yon Ae ergieb~ sieh 

1 1 1 

e 

K. + 

zur Besiimmung yon oe+~-.. % erhilt man also die Gleichungen des 
Abel'schen Theorems: 

p 

+ 
k~l k~l 

proportional zu 

(~= i,~,..-~), 

kSnnte man o e + l . . . o  ~ auf mehr als eine Art so w~ihlen, dass den Glei- 
ehungen (a) Geniige geschieht, so hitte A e mehr als ;o Nullpunkb ohne 
identisch Null zu sein. 

hTun is~ die Gruppe o 1 o~-.-op nicht identisch mit der Gruppe 
~i e2"'" e~; denn selbs~ wenn beide Gruppen einzelne Plml~e mi~ einander 
gemein haben, so enthiilt die ersbre doeh aueh solehe Punkte~ die in der 
andern fehlen~ n~dich 0~o~-..%. 

1) Also sind beide ~ruppen Punk~sys~eme I. (~., sie sind eorresidual, 
and die eine en~h~ilt demnaeh ebensoviel no~hwendige Punkte wie die 
a l l d e r e .  

2) Aber yon der ers~en Gruppe kSnne~ wir die nofflawendigen P~mlcte 
selber naehweisen, das gieb~ dann f ir  die andere Gruppe die Anzahl ihrer 
nothwendigen Punlde. Da ni4mlich die p Gleiehungen (a) @ Punkte der 
ersten Gruppe (o 1 02---oe) unubl~n__gig wriabel lassen, lind dutch sie die 
io--@ iibrigen (oe+ l . . .  o~) vSllig bestimmen, so sind diese lef~ern 

die gesuchten Punkb oe+z . . .o  p erweisen sich als unabhingig yon der 
Lage der Punk~e 62 d~-.-de. 

Dutch diese p Gloichungen siud also, wie wit ausdrfieklieh wieder- 
helen miissen, die p - - 0  Punlde oe+ l - . . o  ~ vSllig bestimmt, wihrend 
0 lo2- - .o  e verfiigbax bleiben. Denn sie geben 

J 1 1 
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wesentliche Punkte und zu ihnen gehSren jene als nothwendige. D . h .  
unterwirft man den allgemeinen Integranden I. O. w" der Bedingung, in 
den 2 ~ Q  Punkten o e + l . . .  % zur ersten Ordnung zu verschwinden, so 
sind diese p - - p  Gleichungen yon einander unabh~ingig, aber sie ziehen 
das Verschwinden yon w" in o 1 o~. . .% als nothwendige Folge nach sich. 

3) Unter den obigen Voraussetzungen fiber die Functionengruppen 
A o-1 und A e bilden also auch e~ e 1 " " %  ein Punk~system I. G, welches 
aus ~v --  Q wesentlichen und ~) nothwendigen Punkten bes~ht*). 

Beschriinken wit uns fiir einen Augenblick auf das, was unsern n~chsten 
Zweck betrifft, so haben wit aus 1) den Satz: 

X. Ist der Ausdruck 
P 

1 

identisch Null, so bilden ~I ~ " "  ~p ein PunkCsystem I. G. 

16. kber das ist die Umkehrung des Satzes IX, Nr. 13; beide ver- 
einigt geben den 

3. Fundamenta lsa~z .  

XI. Davit  
10 

1 

iden~isch verschwinde, ist efforclerlich und hi~reichend, class 
~1 a~.-- ~p ein Pu~ktsystem I. (]. bflden. 

0der auch der 
4. Fundamen~alsa tz .  

XII. Der Ausdruck 

+ 
1 

ist stets und nur dann nicht identisch Null~ wenn sich unter 
den/o Pu~l~ten ~1 ~2 " " " s~ kein nothwendiger befindet, und dann 
sind dies die Nullpunkte der e-Function. 

17. Nun l~sst sich (Nr. 6) jedes Parametersystem e 1 e ~ . . . e ~  in 
die Fo~m 

*) Ich muss es einer andern Gelegenhei~ vorbehalten, auf die bier benutzten 
und, nachdem ich den wahren Inhalt herausgesteqt habe, sehr leicht zu bewelsenden 
Si~tze fiber Punk%systeme I.G. im Zusammenhange (Abel'sches Theorem, Riemann- 
Roch'scher Satz) zuriickzuko~men. 

Mathematische Amn~len. LIV. 25 
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Ia 

e~, ~ - ~ '  u~, (~k) - -  K~, -{- (gh)~, (l~---- 1,2, . . .#)  
1 

bringen. Bflden E1E~.-.~ ~ kein Punl4sys~em I. G., so ist @((ut,--e~,)) 
naeh dem Vorstehenden nicht identisch Null, und e i eg.-.-e~ sind seine 
Nullpunk~e. Bilden sie ein solches, to b i ~  der in den Nummern 3 und 4 
vorgesehene Fall ein~ wo #((u t ,-e~,) identisch Null ist, und es Secund~- 
reihen zu einer durch die Parameter vSllig bestimmten, an der ange~'hrtea 
S~lle dutch ~) bezeichneten Or&uung giebt, welche eiae @-Function mit 
diesen Parametern darstellen. Die Nullpunkb dl d ~ " "  d~ einer solchen 
bilden dann (Nr. 10) ein mit ~ ie= . . . e ,  corresiduales System. So oft 
also verm~ige der Wahl cler Paramebr Secund~rreillen statthaben, bflden 
ihre N u l l p u ~ e  stets ein Punktsysbm I. G. 

Abet es fiadet auch der umgekehrte Satz start, dass zu jedem Punkt- 
system I. G. ~ ~ . . -  ep eine Secund~'reihe gehSr~, yon welcher jenes dis 
Nullpunk~e sind~ und wir si~d jetzt ha Staade, diese Re[he wirklieh her- 
zusbllen. 

Sei 
% ~ - - -  ~ 

ein gegebenes Punktsystem I. G., und Q die Anzahl seiner nothwendigen 
Punkb,  also ~ 1. 

An S~elle der Reihe yon p -~-1  Functionengruppen A der Nr. 15 
bilde ich folgende p ~- 1 Prim~rreihen: 

q q /~ 

/r k~---1 k~--1 

flit q ~-- O, 1 , - . . ~ .  Wie am angegebenen Orb sind o o 1 . - .  o v anabh~ingig 
variable Pn~lr~e; abet wihrend dor~ die Ptmkb dl d, " '"  d~ noch in fesbr 
Lage vorausgese~zt werden mussten, sind sie hier dureh unabhli.~g 
variable P - ~ b  m, m,.--eo v erse~zt. 

Wiede~m ist der erste Ausdruck ~'o, in der Reihe F o F 1 . . .  F~, 
identiseh Null; ist es auch t'q, so sind es alle vorangehenden, abet nicht 
aUe folgenden sind es, denn ~ is~ nicht flit alle Lagen der 2/a-]-1 
variabeln Punk~e oo~-..o~ col---m, Null da es, wenn o lo~ . . .o~  nach 
~l e~""  ~ riieken, sich in eine Primiirreihe verwandelt, deren Summe nach 
Xll. nicht identisch Null isk Daraus folg~, wie in Nr. 15 der ~Schluss, 
(lass es zwischen o und ~v eine Zahl a giebt, so dass Fa nicht identisch 
Null ist, wolff aber F a - i  und jedes vorangehende ~ .  Die Resulta~e, 
welehe dort gefunden warden, hefern je~zt den Wer~h yon a und dami~ 
die Umkehrung jener S~ze. 
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In der That verschwindet F~ als Function vo~ z in ~l r  und 
nach Nr. 15 in denjenigen v6Uig bestJmmten 2 -  ~ Plm~en o~+l--  �9 op, 
welche dutch o l - . . o~  zu einem mit ~ i ~ - . - ~  corresidualen System 
ergiinzt werden; in diesem sind abet o i o~ --- oa und nut diese wiUkiirlich 
wihlbar~ also sind sie die nothwendigen Punkte dieses Systems. Da aber 
die A~.ahl der nothwendigen Punkte fiir beide corresiduale Systeme die 
nimliche ist, folg~ 6 ~ ~. 

Wit  miissen alles, was hiermit bewiesen ist~ zus~.~me~stellen. 
Vorausgesetz~ ist~ class el ~ " '"  ~ ein Punktsystem I. G. mit Q noth- 

wendigen Punkten bflden. Es folgt 
1) dass~ unter ~ die Prim~irreihe verstanden, 

0 1 1 

nich~ identisch Null, sondern eine &-Function ist; 
2) dass es als Function yon z l~ull wird in den ~ unabh~gig  

variabe]n Pun~en  r eo~ - �9 - eoe und denjenigen 1o ~ ~ Punk~en 
oe+~.- ,  o~, welche verm~ge der Gleichungen 

2 

1 1 

durch die ~ Punkte ol o~. - -o  e zu einem mit ~ e ~ . - . e ~  corre- 
sidualen Sys~m erg~azt werden; 

3) class ferner F e ~ 0 wird, wenn irgend einer der e variabeln 
P u n k b  ~i eo~ . . -  e~e mit irgend einem der ~ - I - 1  Punk~e 
o ol- -- o e zussmmenF~ll~ und 

4) dass F e in allen diesen F~llen nut zur ersten Ordnung Null 
wird. 

Es handel~ sich um die Folge~mgen, welche sich aus diesen vier 
C~rundeigenschaften der ~-Func~ion / ~  ergeben. Dabei mSge der Werth 
yon ~ ftir den Punk~ o~ dutch z~,, f~r den Punkt eo~ durch ~ bezeichne~ 
werden. 

Wir  entwickeln t~' e als Function yon ~e nach Potenzen yon ~r ~ zr 
indem wit dabei in der Flilche T den Punk~ o e zum En~wick]ungscen~rum 
nehmen. Da /~'e in demselben zur ersten 0rdnung verschwindet, so ha~ 
die Fmt-wicklung die Form 

+ ? ) ) '  +---, 

mid es is~ Fe'_i  als Function der fibrigen Variabeln z ~ i . . -  zr ~ i " "  ~r 
nicht identisoh Null. Schreiben wir zur k b ~ r z u n g  

25* 



380 E. ]~. Cm~s~o~. 

also 

so folgt 

~--i @--i p 

o 1 i 

~'e -~- 2 eq'((~)) + ~ ~'m,, v~. e ~ X',n~ ! u, (%) -- ~ (~e) I, 

, d% 
wema u~,(o) den Werth yon ~ im Punkte o bedeutet. 

Des ist eine Secundis erster Ordnung mit den A_rgumenten 
v~ v~ . . . % :  

o 1 1 

and es ist nun zun~hst festzustellen, dass dies ~n Almehung seiner Argu- 
mente, also yore Ptmkte o e abgesehen, eine ~-Fmlction ist. In der That 
folgen die hierzu erforderlichem Eigenschaften (A. B. Lehrs. I, :Nr. 3) 
innerhalb der Fl~ehe T '  aus tier Form des Reihenausdrucks mid, wie in 
:Nr. 3 fiir A o, die Quersetmittseigenschaften aus denen yon Fe, wenn man 
bea~htet dass 

ist, wean r naeh o~ rtiekt. 
Es handelt sich nun um den Nachweis, dass auch diese ~-Function 

die oben zusammengestellten vier Grandeigensch~ten besitzt, nut dass 
@ -  1 an die Stelle yon 0 tritt. 

Die erste derselben, dass /7'~_i #-Function und nicht identisch :Null 
ist, wurde bereiis bewiesen. Sodann hat F ~ - l ,  ebenso wie jeder andere 
Entwicklungscoe~cient ~ e ' - l , " "  als Function yon z mi~ /~e alle die- 
jeaigen ~ullpun~e gemein, die yon ~r tmabhiingig sind, und dasselbe gilt 
yon 2'e'_l als Ftmction einer der iibrigen Variabela z~ . - .ze_l  ~i"" ~e-1. 

In allen diesen Fiillen wird dis Reihensumrne E e nut zur ersten 
Ordmmg :Null, unter den Entwicklungscoefficien~en Fe'_i , 2'e'L1,. �9 �9 muss 
es also in jedem einzelnen Falle solche geben, die ebenfalls nut zu dieser 
niedrigsten Ordmmg versehwinden. Dass /7'~_1 in jedem Falle zu diesen 
letz~ern gehS14, is~ eine tier iibrigen Grundeigenschaf~en und muss be- 
wiesen werden. 

Als Function yon z hat die @-Function F ~ - i  die Parameter 

~--i Q--i p 

1 l 1 
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was mit Benutzung der Gleichungen 

p 

1 1 

in  
Q--I p 

iibergeht. Sodann ist yon den p Nullpnni~rbn eoi.-.e% o o + : . . . o  ~ der 
Function i~ e nur einer yon ~e abh~ngig, n~mlich der Punk~ e%; die ~ - - 1  
iibrigen sind also auch Nullpunk~e aller :EntwicMungscoefficienten, also 
auch yon F g - i  Ms Function ion  z. 

Ist ~ der noch feMende, so ist der vorstehende g~ Parameter yon 
F~'_~ auch 

~--i 

i r 2 4 7  
es folg~ 

fiir /~ ~ -1 ,  2 , . . - jo .  Also ist der gesuchte Punkt ~ kein anderer als der 
Punkt o e selber, weft es sonst eine wie die Flfiche T verzweigte Function 
erster Ordnung yon z giibe, die nimlich in ~ Null, in o e unendlieh zur 
Ordnung 1 wird und sonst stetig bleib~, was nur fiir p ~---0 mSglich is~, 
und die Existenz yon Integralen I. G. aussehliesst. 

Wir  finden, dass / ~ _ :  als Function yon z Null wird in den O -  1 
unabh~ingig variabeln Punkten co 1 r  , dem Punk~ fo e mid den 
p - - p  Punkten o e + l . . - o p ,  wenn diese so bestimmt werden, dass 
oeoe§ . . -op mit den ~ -  1 Punkten o:o~ . - . o e _ l  vermSge der Glei- 
chungen (a) ein mit ~ : e2 - . . e  p corresiduales System bilden, und es ist 
zu beachten, dass hierbei die AnzaM der nothwendigen Punkte beider 
Systeme nicht in Be~raeht gekommen ist. Da dies p getrenn~ liegende 
Nullpunkte sind, so wird Fe'_: in ihnen nut zur ersten 0rdnung Null. 

Je~zt folg~ ohne Weiteres, class F~_:  auch verschwindet, wenn um- 
gekehr~ einer der 0 ~ 1 Punk~e col . . -  ~e_:  mi~ einem der q Punkb  
o o ~ . . . o e _ i  zusammenfillt  also, wie soeben fiir den Fall, dass einer tier 
letztern variabel ist, bewiesen wurde, jedesmal nur zur ersten 0rdnung 
verschwindet. 

Bet der #-Fnnclion 
0-- :  ,o--I ,~ 

o 1 1 

sind also die gleichen Grundeigenschafbn vorhanden, wie bet der urspriing- 
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lichen a-Function tPe, nut ~lass in ihren Arg~menten die AnzaM der 
variabetn P ,  nl~e o yon ~-~-1 auf ~, der Punkte ca yon 0 au~ 0 -  1 
gesnnken isk 

Bei der Uebertmgung der Grtmdeigenschaften yon Fo auf 

ist beziiglich der Punktsysteme e~e~.., e~ mad ol os-- .o~ nur di% 
die Corresidualitiit Gleichungen (a) ausgedriiekte 
A~zaM ihrer nothwendigen P,nkte  benutzt worden. 
tibertmgen sic sich auch yon der &-Function ~'e'-I auf 

r., s 

dutch 
derselben, nicht die 

In Folge dessen 

wenn eoe_l nach %-1 rO.ek'~. Das giebt, wenn jetzt zur Abkiirzung 

~.(~) + g ,  
0 1 1 

geschrieben wird, 

�9 m,,  u,, (o~,_ ~), 

dies ist also eine Sectmd'~rreihe zweiter Ordnung mi~ den Argumenten 
v~% .. �9 vp: 

0 1 1 

das ist nicht identisch Null, drtickt in Ansehung seiner Axgument% also 
abgesehen yon den beiden Punkten o e und oe_~ ~ eine @-Function aus~ als 
Function yon z wird/~g'~ ~--0 in den ~ - - 2  variabeh Pu~kten cox%...e%_~ 
und denjenigen p - - e  "~-2 P ,  nkten oe_loe . . .o~ ,  welche bei der vor- 
geschriebenen Lage yon oe_l und %, vermSge der Gleichungen 

P P 

(a) + (gh), 1, e, . .  p) 
1 1 

mit o 1 o9..-, o~_~ zusammen ein zu e 1 e~. -. �9 ep corresiduales System bilden, 
ferner wird diese Function ----- 0, so oft einer der Punkte % . - .  e%_~ mit 
einem der Punkte o o l - . . o ~ _  ~ zusammenf~llt, un'd in allen diesen Fgllen 
wird sie ~ 0 zur Orduung Eins. 

Diese Sehlussweise setzt sich fort, and fiihrt schliesslich zum Aus- 
drueke 
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ffir 

e .  = ,,,. (o) - -  ~ , . , . ( ~ )  + K, . ;  
1 

das is~ eine Seeund~rreihe q~" Ordnung rail; ~en Argmmenten v~v~. . .p~:  
Io 

.F(oe) = ~e ((% )) = O'e ((ue (o) - -  ~ ?  u~, (~,) -{- K~,)) 

und den Parame~ern 
P 

~ = ~ ~,. (~) - -  K,, (~ ------- 1, 2, . . . :p) . 
k ~ l  

Ihre Summe ist Function einer einzigen Variablen z und nieh~ idenfisch 
Null. Sie driiekt, als Function yon z, eine @-Function aus, mad 01 o~---o~ 
sind J_hre Nullpunkf~. Diese Punkte repr~senfiren jedes zu $~e2...ep 
eorresiduale System, da die 0 no~hwendigen Punl~e olo~.., o e unabh~ngig 
variabel sin& 

Nimm~ man fiir e 1 ~ . . .  ~p zungchs~ diese 1o Punkim o~ o~...o~ selber~ 
so ergiebt sich der Satz 

XTTI. Auch wenn die Nullpunkte o 1 % . . . o p  der @-Func- 
tion ein Pnnlc~system I. G. bflden~ kann man diese Function in 
Reihenform ausdriicken. Ist ~ die knzabl der no~hwendigen 
Punk~e dieses Systems, und sind das die Punk~e oz o ~ . . . o e ,  
so erh~lt man als Ausdruck far die verlangte @-Function die 
Secund~rreihe @t~" Ordnung: 

P 
vI~((m))'-~- 2 ~,mp l utu(o) ~ uH(ok)'2t-.l~l, t l 

~_~ ~ (o3 
�9 ~(o~) . . .  ~ ( % ) ,  

wo im algebraischen Factor unf~r dem Summenzeichen jeder 
In~egrand I. C~. u~ auch (lurch die Function %, e r se~  werden 
darf~ welehe seinen Z~hler bfldet. 

18. Ffihr~ man aber im Ausdrucke yon/~o@ an Stelle der Pnn~e 
Parameter ein: 

6, = 2 ' u t , ( ~ , )  - -  Kt,  -I'- (gh)~, (.I*~- 1 , 2 , " ' 2 ) ,  
1 

und beachte~ beztiglich der Simul~anperioden (gh)~ die Formel (a) ~r. 4, 
so ergiebb sich der folgende Sa~: 

XIV. Kann man die p Constanten e~ ~ . - .  e~ av.f irgend 
eine Ar~ in die Form bringen 
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P 

- -  + (ga) ,  = 1, 2 , . . . p ) ,  e~ 
1 

so dass el % "  "-~J, ein Punktsystem I. G. mi~ Q no~hwendigen 
Punkten bilden, so giebt es unendlieh vide @-Fune~ionen mi~ 
den Parametern e, e~---e~. Ihr allgemeiner Ausdruek ist die 
Secundgrreihe 0 ~r Ordnung 

welche ausser dem Punk~e o noeh yon 0 unabhgngig variabeln 
Punkten o, o~---o e abhgngt. Die Nullpunkte dieser Function 
bilden dasjenige zu ~ ~ - . - , ~  corresiduale System, dessen 
no{hwendige Punkge o , o ~ . . . %  sind. 

Es is~ nieh~ ausgesc]alossen, class alle diese eon-esidualen Sys~eme yon 
p Punkten einzelne Punk{e mit einander gemein haben~ dn,nrt sind dies 
gemeinsame Nullpunkte aller &-Func~ionen der Sehaar. Dieser Fall tritt 
z. B. ein, wenn es in der Classe gar keine Function yon der Ordnung io 
giebt. Benutzt man @-Functionen dieser Ar~ so stellt der Quotient zweier 
~-Functionen mR den gleiehen Parametezn eine algebraische Function v 
der Classe dar, was niemals m5glich is~, wenn nur primgre Reihen zur 
Verwendung kommen.*) 

19. Setzen wit allgemein 

wo e 1%. . -ep  dieselbe Bedeutung haben wie ira vorigen Satz% so liisst 
sich leieht zeige% dass unter den Voraussetzungen dieses Satzes nicht 
bloss #((%,--e~)).-~.&o, sonde= auch #~, ff~, . . .  4~e_ ~ gleich Null sind, 
und zwar flit alle Lagen der Punkte o o l . . . % _ ~  , wiihrend #e nicht 
identisch Null isk In der Tha~ geht 

ftir 

k - ~ - i  

*) Vergl. Riemann, Theorie d. Ab..F. art. 27; der vorstehende Ausdruck &e trit$ 
auch schon bei Riemann auf, abet in ganz anderem Zusammenhange und mit andern 
Argumen~en r~ stat~ u ~ - - % .  Ueber d, V. s, dh. 5 Formr 4, 
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in einen Ausdruck yon der Form 4~o fiber, wenn man % r . . -  e%-o nach 
o 1 o~- . .  or rficken l~iss~, nur dass die variabeln Punkte o l o ~ - . ,  o~ yon 
&a bier durch o r  ersetzt sin& Aber fiir 6 ~ - - 1 , 2 , . . . Q ~ l  

ist yon diesem Ausdrucke F (a) bewiesen, dass er verschwindet, wenn Q - - a  

ein Punkt  eo mit einem Punk~e o zusammenf~llt,  also sind &obl . . .  b e _ l  
alle identisch Null, wiihrend b e es nicht is~. 

Der Umstand, dass dies nicht bloss ftir alle Lagen yon o, sondern 
auch yon o i o9..-- oe-~ gilt, flihr~ nun zum Beweise des"Satzes, class unter 
den obigen Voraussetzungen fiber die Parameter  e 1 e 2 . . . e  $ ffir 

v~ ---~ u i  - -  el , v~ - ~  % - -  e: , . . . v~, ~ ut, - -  el, 

ausser der Summe b((v~)) der Primiirreihe auch ihre siimmtlichen par- 
tiellen Derivirten yon der 1 ~ his zur ( e - - 1 )  t~ Ordaung, aber nicht alle 
Derivirten ~ *  Orffuung verschwinden, was die Umkehrung der Siitze aus 
Nr. 3, 4, und 6 lie~ert. 

Ist  niimlich ~ 1 ,  so ist @ ~ 0  ffir alle Lagen yon o 1. Aber 
u ~ ' ( q ) ,  u : ' ( o ~ ) , . . ,  u~(o~)  sind linear unabh:ingig*) und ~ ist in ilmen 
linear und homogen, also sind ihre Coe~ficienten ~ 0, das sind his auf 
den fehlenden Factor 2 die partiellen Derivirten erster Ordnung yon bo. 
Is~ 1 ~ 6 ~ O, so sind im Ausdrucke yon b~ aus dem ngmlichen Grunde 
= O, 1) die Coefficienten yon u ~ ' ( q ) ,  % ' ( o a ) , . . .  u~(o,); 2) in ihnen die 
Coefficienten yon % ' ( o ~ ) ,  % ' ( o ~ ) , . . - u f , ( o ~ ) ,  u. s. w., d. h. flit die vor- 
stehenden Werthe  yon v 1 % - - - v ~  verschwinden auch alle par~iellen Deri- 
virten 6 re" Ordnung yon b((v,,)). Dass die Derivirten 0 re" Ordnung nicht 
alle = 0 sind, vers~eht sich yon selbst, da sonst b e = 0 wiire. 

20. Dies mit den Siitzen der Nummern 3 und 4 zusammengehalten 
zeigt, dass, wenn b ((uu--e,)) identisch Null ist~ die Ordnung Q der Secundiir- 
reihe, welche dann an die Stelle der Primiirreihe tritt ,  sich auf  zwei 
Arten bestimmt, ei~mal dutch das VerhaI~en der par~iellen Derivir~en yon 
b((v~)) ffir die speciell~n Argumente .vz ~---u. ~ e~, andererseits aus der 
Beschaffenheit irgend einer Gruppe yon p Punkten e 1 e~--.e~, flit welche 

c. - -  g .  + (gh)  ( , =  1, 
k = l  

ist. 
In Folge (lessen sind wir in der Lage, den wichtigen Lehrsatz der 

Igr. 6, class jedes System yon 1o Zahlen e 1 e , .  -. e~ sich in die vorstehende 
Form C. bringen l~sst, dutch folgende Zus's zu vervollstandigen. 

*) Yergl. Riemann, Ueber das Yerschwinclen der &-Functioaen, ar~. 4. 
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1) BefindeL sich unter den p Punk~n a kein no~hwendiger, d. h. 
lassen e 1 e~--- e~ sich nut auf eine Art in die vorstehende Form C. bringen, 
so is~ die Snmme der Primiirreihe O'((u~--e~))  nich~ identisch Null, und 
~i ~ " "  ~ sind ihre Nullpvnlrte. 

Ist umgekehr~ ~((ut,--e~) ) nich~ identisch Null, so lassen sich ihre 
Parameter nut auf eine Ar~ in die obige Form bringen, unter den 
Pnnl4en ~1e2. . .  ~ befindet sich kein nothwendiger mad sie sind die 
Nullpunk~e yon ~. 

2) Bilden die ~ Punk~e a ein Punktsystem I. G. mit 0 nothwendigen 
Pun]~en 7 so ist die Summe der Prim~irreihe @((u t, ~ e~)) nebst ihren ersten 
bis (@~ I) t~ par~iellen Derivir~en identisch Null~ die 0 t~ Derivirten sind 
es nieht alle, und bei diesen Nullpunlden ~ ~ . - .  ~ tritt an die Stelle 
der Primi~rreihe eine Secundiirreihe @u~ Ordnung (Lehrs. X]I]). 

Ist umgekehr~ @((uz--e~)) nebst seiuen ersten bis (e--1)~; abet 
nicht allen @~ par~iellen Derivirten identisch Null, so lassen sich die 
Parameter e~ e~ �9 - �9 e~ auf unendlich viel Arten in die obige Form C. bringen, 
indem man ~ yon den Punk~en ~ e~ �9 �9 �9 a~ beliebige Lagen ol o~.-.  o e vor- 
schreiben kann, wodurch dann die Lagen oe+~- . .o  ~ der p ~ iibrigen 
bestimm~ sind. Solche p Pun~te bilden ein Punktsystem I. G. yore Ueber- 
sehusse @, und ol o~-- .% sind die noLhwendigen Punk~e desselben. Alle 
diese, zu den gleichen Parametern gehSrigen Punktsysteme sind eorresidual. 
Zu solehen Parametern gehSr~ eine Schaar yon @-Ftmc~ionen~ n~mlich zu 
jeder Lagerung der no~hwendigen Punkte o~o~---o~ eine, yon welsher 
diese und die zugehSrigen oe+~- . -o  ~ die Nullpunkte sin& Ear Ausdruck 
ist dutch die Parameter e~ e~--- e~ und die nothwendigen Punk~e ol o~... % 
bes~immt (Lehrs. X/V). 

Wie sich das auf die Constanten 

V~ --~- e~ .-~- K ~ ,  V~ ~ -  e~ --]-- K ~ ,  . . . V~, ---  e~, --~- K~, 

des V. Lehrsatzes Nr. 6 fiber~r~gt, braucht nich~ welter ausgef'fiJart zu 
werden. 

•Vo 

Analytische Bedingung dai~r, dass ux u ~ . . . u ~  Simultanwerthe sind. 

21. Dies aUes griinde~ sich auf den 2. Fundamentalsatz (Nr. 11) 
class, unter @ die Prim~rreihe vers~_nden, der Ausdruck 

p--'l 

/r 

stets -~-0 is~. Abet dieser Satz haft~t an folgenden Voraussetzungen: 
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1) dass u~(o), u~(o), . . .u~(o) fiir jede Lage des P,m~es o Simultan- 
werthe bedeu~en, d. h. class sie mit irgend welehen hufa.ngswer~hen zu- 
n~ehs~ der einfach zusammenh~mgenden Fl~ehe T '  zugeordnet sind, mad 
yon dieser aus fiber das Querschnit~system hinweg nut auf demselben 
Integrationswege fortgese~zt werden, wodureh sieh F~ denselben Punkt o 
die ursprfingliehen~Werthe:u 1 u ~ . . . u ~ ,  vermehrt llm Simultanloerioden 

(gh)  ergeben. 
2) Dass die Riemann'schen Cons~nten (Nr. 5, Lehrs. IV) 

1 [ ~ i + a t ,  s ] + 1 b usdu~ 

+ 
aus diesen Simultanwerthen u,  bereehne~ sin& 

Als n~chste Folgerung hieraus ergiebt sich~ dass die Argumente 

yon E yon den Anfangswer~hen der Integrale u~ m. �9 �9 .u~ unabh~ngig sind. 
Vermehrt man niimlich u~ um eine Constante cs, so vermehr~ K s sieh um 

b esdu~ ~ ( p - - 1 ) c s ,  

also wird v z dadureh nich~ ge'~ndert*). 
Aendert man insbesondere die Normalintegrale um Simul~anperioden, 

so hat das auf die Argumente yon E gar keinen Einfluss. 
Riemann benu~zt dies zu einer endgiil~igen Bestimmung des Integrals 

K,  einffihrt so class, I. G., indem er an ihrer Stelle die Differenzen us ~o- 1 

wenn man diese dureh w 1 w ~ . . . w ~  bezeiehnet, 

E ~ -  a ( ( ~  ws (~) ~ w~ (~) . . . .  w~ ( ~ _  ~))) 
wird. 

Fiir die folgende Ueberlegung ist eine Aenderung der Voraussetzungen 
nSthig~ und um diese deuflieher hervortreten zu lassen~ is~ es besser, die 
Constanten K~ K s - . .  K~ in Evidenz zu erhalten. 

Ieh setze voraus 
a. dass u a u ~ . . . u ~  Simultanwerthe und zwar diejenigen sind, aus 

denen K~ K ~ . - - K ~  ein ffir allemal genau oder his auf Simul~uperioden 
bereehne~ sind, was ftir die Formation der ~-Reihe ausreicht. Diese 
Aufgabe, in welcher sieh alles eoneen~rir~ was in der Lehre yon den 
~-Funetionen an Sehwierigkei~en noeh zu tiberwinden iibrig bleibt, is~ 

*) Riemann~ Theorie der Ab. F. art. 22. 
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ftir die ultraelliptlschen Funetionen aller Genera p yon Herrn Prym*) 
gelbst worden. 

b. Dagegen werden wir bei den Werthen der Normalintegrale in den 
Punkten el ~ " '" e~0-1 die Beschr'~kung auf Simultanwerthe aufheben. Zu 
dem Zweek mSgen, yon Simultanwertben u 1 �89 --- u s aus~ die Integrationen 
bis zu irgend einem Punkte ~ fortgesetz~ werden, der zur Verfiigung 
bleibk Verlaufen diese p Wege bei allen Normalintegralen in der Fliiehe 
T ,  so liefern sie Simultanwerthe, niimlich ul(~), %(e ) , . . . up (e ) ;  iiber- 
schreiten sie alas Quersehnittsystem, so kommen zu diesen Simultanwerthen 
Perioden, und zwar sind das 1) Simultanperioden (gh)~, (gh)~,. . .  (#h)~, 
wenn die p Integrale auf demselben Wege fiber T'  hinaus fortgesetzt 
werden~ sind es dagegen 2) fiir u1% .... u: wesentlich versehiedene Wege, 
so liefern diese T Int~grationen zwar wieder die Simultanwerthe ul(~), 
u,@, . . .u~(~) ,  ~erme~rt ~ Perioden, aber das ~ind d~n ~ir mehr 
nothwendig Simultanperioden. Zur Unterscheidung will ich sie, wenn 
diese p Wege aus T '  naeh dem P~nkte s fahren, durch P,(e), P~(~),---Pp(e) 
bezeiebnen. Dann sind die Werthe der Normalintegrale, zu denen man 
durch diese Int~grationen gelangt, folgende: 

~(~) ---- ~(~) + P~(~), ~(~) ---- ~(~) + P,(~), ... ~(~) ----- ~(~) + P~(~); 

diese additiven Perioden driieken sich mittelst ganzer Zatden g, h wie 
folgt aus: 

P(~) = g ~ i  + C > ~ + ~")~ +.. .  + h (.~ p %/x~ 

wo abet ffir die ganzen Zahlen h alle Beschriinknngen aufgehoben sind, 

n~.mlich 1) die Beschr~n_t'ung, dass h~ ) h~ ~)--- h ~") ffir jedes g dieselbe 

Zahlenreihe sein soll, und 2) die Beschriinkung~ dass diese Zahlen fiir 
el e: " " " ep-~ an Stelle yon e dieselben sein sollen. Die Werthe g,, kommen 
nieht in Betracht, da es Periode zu jedem Argument ist. 

c. Wird nun in dieser Weise bei den Axgu~aenten yon E die Be- 
sehriinkung der Normalintegrale auf Simultbanwerthe fiir alle Punk~e 
~ . - . ~ _ ~  aufgehoben~ w~hrend die Bedeutung yon u~u~...u~ Ms 
Simultanwerthe u~d die Wer~he tier aus ihnen ein fiir allemal berechneten 
Riemann 'sehen Constanten K~, K~ , . . .  K~, beibehalten werden, so tritt 
an die Sidle yon E tier Ausdruek 

la--1 

k = l  
d. i .  

*) Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweibli~t~rigen Fli~che, Seite 35 
u.ucl 18. ZiixJch 1866. 
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1 

trod wit untersuehen nun was daraus f o l ~  wenn dieser Ausdruek ffir aUe 
Lagen yon ~ ~ " -  ~,-1 versehwindet. 

Ieh nehme noeh einen Punkt e~ hinzu, und bilde 

t o - - 1  

1 
d .  i ,  

P 

1 

Ist ~ s  1) nieht identisch Null, so folg~, dass ~1 ~ ' " ~ e  seine N~llpunkte 
sind, mithin seine Parameter 

P 

1 

sieh mittelst Simultanperioden (g]~)~ in der Form 

1 

ausdrticken. Das giebt p,@~) -~- P,,(s~) -{- . . .  -~ P~(~_~) -.~ (gh)~, ffir 
tt-~-1, 2~...1o. 2) Die Bedingung, dass ~ nicht identiseh verschwinde, 
ka~n man abet stets erfiillen~ da die p Punkte ~1 " '"  ~ durchaus zur Ver- 
fiigung s~hen. In der That kaml man nach Lehrsatz V der Nr. 6 dutch 
geeigaete Wahl  dieser Punkte bewirken, dass vorstehende Ausdriicke 
e 1 e~ .- �9 ep beliebig vorgeschriebenen Parametern v i v~ . - .  v~ gleieh werden~ 
fiasbesondere also auch so', dass ~ nicht identisch Null wird. 

Ist also E'~---0 bei jeder Annahme fiber die Punkte e l~.~. . .ep_l ,  
so sind die p Ausdriieke 

stets Simultanperioden (gh)~,. 
Um auf dem kiirzesten Wege zum Schlusse zu kommen~ lassen wir 

e1~2-..~_1 in einem Punkte e zusammenfallen, es folgt fiir tt~--l~2~...p 

( p - -  1) P~ (~) = (gh)~. 

Da abet alle P (~) = g,  ~ i  + .v 1 al~, -~ a ~  ~ a~, ganz- 

zahlige Coefilcienten haben, so geht die Division mi~ 2 -  1 in jedes 
einzelne g, h auf. Ist 
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g,.=(p--1)G, h ,  = 
so folg4 

= ( a n ) . ,  

d. h. Pl(e) ]~2(e)-.. P~(~) sind Simultanperioden, und zwar ffir jede Lage 
des Punktes ~, mithin sind vl(e) v~.(~ ) - . .  v~(s) ffir jede Lage yon 
Simultanwerthe, wenn auch nicht mehr beschr~nk~ auf die einfach zu- 
sammenblingende Fl~ehe T'. 

Wir haben demnaeh den folgenden Satz, welcher eine Erggnzung des 
2. Fundamentalsatzes bfldet: 

XV. Ffir jedes Normalintegral u s werde fiber die in ibm 
enthaltene additive Constante ein fiir allemal verffigt~ und aus 
irgend einem System yon Simultanwerthen dieser Integrale 
seien auch die Riemann'schen Constanten K 1 K s . . .  Ks ein ffir 
allemal berechnek Unter diesen Voraussetzungen daft man 
fordern, dass der Ausdruek 

ffir alle Lagen der p -  1 Punkte el a2""e~ - I  versehwinde, 
mad ha~ dann die no~hwendige and ausreiehende Bedingtmg 
daffir, dass u lu~ . . . n  ~ ste~s Simulfanwerthe sind. 

Diese Bedingungen sind no~hwendig, denn wenn u 1 u 2 - . . u  p Simultan- 
werthe sind~ daft man den Ausdruek naeh dem 2. Fundamentalsatze nieht 
yon Null verschieden voraussetzen, und naeh dem, was soeben bewiesen 
wurde, reieht sie auch aus, damit u l % . . . u  ~ Simultanwer~he sind, was 
dann, (lurch Addition yon Simultanperioden, zu Systemen yon Simultan- 
wer~hen tithe. 

V* 

Die R i e m a n n ' s c h e n  Constanten.  

22. Die vollst~ndige Herstellung des Ausdrackes einer (prim~ren 
oder seeund~ren) @-Re[he bei vorgeschriebenen l~uUpunkten ist nun auf 
die Ermittelung der Riemann'schen Constanten 

K,  -'~ -fix (~i-d-a,~,)-d- ~.t,1 b duz (~--~l,2,-..p) 

zurfiekgeffihrt. 
Es ist mir (1889) gelungen, die hier verlangten Integrationen far 

die ultraelliptischen Functionen aller Genera l~:> 1 direct auszuffihren. 
Dadurch wurde es mir mSglich, in der bereRs oben (EinleRung, Conver- 
genzbewe/s) erw~hnten Vorlesnng veto Jahre 1890 die Theorie der ultra- 
elliptischen Functionen aller Genera vollst~ndig durchzufiihren~ ohne dafiir 
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irgend einen Satz aus der aUgemeinen Theorie der Abel'schen Func~ionen 
heranziehen zu mfissen. 

Ieh beginne mit diesem besondern Falle~ und lasse da~, ers~ die 
aUgemeinen Hiilfsmittel folgen, welehe, an einen Riemann'schen Ge- 
danken*) a,t-nfipfend, es Herrn P rym mSglich gemaeh~ haben, schon vor 
35 Jahren die gleiche Aufgabe f'~r die ultraelliptischen Func~ionen p :> 1 
zu 15sen. Ich kann diese ~elegenhei~ nich~ vorfibergehen lassen~ ohne clio 
unbeschreiblichen Verdiensb in F x i n n e r ~  zu bringen~ welche Herr P r y m  
sich dutch seine damaligen Publicationen um das Vers~udniss R iemann ' s  
erworben hat. 

23. D/e t~ i e m a n n ' schen Constanten fi~r die ultraelli~tischen :Functionen ; 
Querschnittsystem N e u m a n n s . * * )  Die Irrationalit~t dieser Theorie sei 

S - - ~ - - V ~ ,  f ( z ) - ~ -  z - - a . z - - a , . z - - a ~  . .  . z - - r  

a a ~ . . . a : ~ + ~  seien die 2~o-[-2 Verzweigungsp,m~te A A ~ . . .  A~ die 
Doppellinien der FiChe T~ and zwar reiche /x yon a bis a~, /~  yon 
his a~, - . .  /x~ yon a~z bis a ~ + ~ , . . .  A s yon a2~ bis a:~+l.  Die Fliche T 

~ig. 2. 

besteh~ aus zwei Bl~ttern E1 und E~: sie sind in den Doppellinien fiber 
Kreuz aueinander gehefbL 

Das Neumann 'sche  QuerscbnR~system, an welches sich erhebliche 
Vereinfachungen knfipfen, entsteht wie s Zuerst werden fiber E I 
Ringschnitte b i b s . . ,  b~ um & i ~ " "  As geleg~, daun einer nach dem 
andern~ zu jedem ein Querschni~ a 1 a 2 - . . a  ~ in der Weise~ dass ~un~hst 
al, dana a~, . - . ,  dann ai ,-  .- und zuletzt a~ fiber E 1 hinweg yon & dureh 
b l b ~ - - - b i - . . b ~  naeh A iA  2 - - .  A ~ . . . A ~  ~hr~, und darn aufE~ fiber- 
gehend~ dort zum ringff6rmigen Abschluss gebracht wird. 

Um eine elns zusammenh~gende Fl~iche zu erhal~en, bedarf es 

*) Theorie d. Ab. F. Ar~. 23. 
**) Carl Neumann: Vorlesungen fiber Riemann's Theorie der Abel'schen In~egrale. 

Leipzig 1865. VIII. Vorlesung, 5. Absehnitt. Die vorstehende Skizze en~sprieh~ im 
Wesentliche~ dem Schni~tsystem Neumann's. 
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noch eines Sctmittsystems c~ welches sich abet ftir tmsern augenblicldiehen 
Zweck als iiberflttssig erweist. 

Bei den Integralen I. G. nehme ich zur untern Grenze den u 
zweigungspunkt a:. in der dutch das Schni~tsystem a, b begrenzten Fliiche 
T~ ist d ann jedes Integral I. G- eindeutig and stetig, und die Summe tier 
Werthe, die es auf E 1 und ~ im Unendlichen annimmt~ gleich Iqull/Die 
Normalintegrale I. G. bezeichne ich wie fol~:  

o ist der ver'gnderliche Punkt z, s und O~(z) eine ganze Function yon z~ 
deren Grad ~ 2 9 -  1 ist. Was die Periodicits betriff~, braucht 
nich~ wiederholt zu werden. 

D~zu komm~ nun die Function R(o]~), welche ich an SteHe des 
R i e m a n n ' s c h e n  Integrals ILl[. ~r. in die allgemeine Theorie der Abel ' -  
schen Functionen eingef'dhrt babe. Haben ~ s i m  Punkte ~ die Werthe 
~, a~ so ist ffir den Fall der ultraelliptischen Func~ionen 

..~_f s + ~ dz ( o  t _ . , 

und wenn 9~z(~), ~z(*) seine Periodicit~tsmodulu an a~, bx sind, 

+". -+". 
z - - ~ '  ~-s ~ z - - ~ "  ~s 

7 z  

~it der Beschr~inkung, dass kein I~tegrationsweg b~, a~ dutch den Punkt 
gehen darf. Das gieb~, ftir /~ ~---1, 2 , . .  "29: 

1 

Dies benutze ich umgekehr~, am einen vSllig ausgeftihrten Ausdruck f[ir 
die l~$ormalintegrale I. O. zu gewinnen: 

1 

' t ' ~ l  

oder 

7! z--8"~s ~ a~ b ~--~'~--s" 
~-~I ; ~ 

Vergleieht man dies mit dem urslartmglichen Ausdrucke 
r 
" d 
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so sieht man, dass die Variable ~ bier obere Grenze der Integration ist, 
wiihrend sie im neuen, vSUig ausgeffih~en Ausdruck% Parameter unter 
dem Integralzeichen ist. 

Der neue Ausdruck ftir u~(e) setzt aber voraus, class kein Querschnitt 
a~, b~ durch ~ geht, oder dass der Punk~ a keinem Integrationswege 
az, b~ angehSr~: der Ausdruck fiir /f~: 

i (~iq-a . , , )  -[- i b 2u. dui Z~ -E 

dagegen {ordei4, dass der variable Punkr dem + Raade yon bl {olgt. 
Beiden zugleieh geniigen wir, indem wir im Ausdrueke fiir E~ jeden 

Iaibgra~ionsweg bi (Z ~ tl) zu eiaiem ihn einsctdiessenden b" i erweRern, und 
ihn bei der Integration vom Punkte e durchlaufen lass en. 

§ 4- 

l~ig. 8. 

Das giebt daan 

f ]  a'2ut'(~)7"b" z 
1 (zi-{- %.) Jr- 1 Z dua(e) 

d.i. 

/i i 
s + ,  a ,  1 * + ~ dua (~), 
z--~" s =i a~, b z ~ ' - -  

wo die Reihenfolge der Integrationen umkehrbar ist, da beim Integrauden 
jede Uns~tigkeR ausgesehlossen isk Dabei f'gllt ins Gewieht~ dass b~, als 
Integra~ionsweg nieht vorkommk 

Da 
s + a 1 1 1 UD.d du).(e) r d~' 
z - ~ ' - E  ~ z - - ~ ' +  a .  s ( z - -  ~) = - - 7 - -  

i s t ,  so ist aueh 

~_~ + ~. ~-~ au~(~) = & ~ ( ~ ) ;  ~ - : ~ :----7-- 

~&them~ti~che ~ ,  ~1~V', 2{~ 



und das giebt 

(:~i+%v,) + 1 Z b' 

4 ~ i  .~ i  a~ 

Z Z  
"4- 4 ~ i  . ~ i  a~ 

du~(e) a z - -  
J I7  b 

b z - - ;  
7 ~  

%(Dd~ 
~ - - z  

b' %(t) a t  
/ ,z t -- z 

d 

7' 

b" 
b 7" 
7 

:Neben tier zweibl~iti~igen Fl~iche H benutze ich noch eine einfache z-Ebene, 
die Hiilfsebene H ,  in welcher oben der Plan des Querschnittsystems vor- 
gezeichnet ist. 

Dor~ erweis~ sich 4as 

fll dz __ 2 g i  oder 
al  z - - ~  

~ 0 ~ 

jenachdem ~ yon a~ ein- oder ansgeschlossen ish Es ist aber ~ Punkt 
yon b~, d. h., well b~ fehlt, yon b~ . - .  b~_~ b~+~ . . .  b~. Von a~ ein- 
geschlossen ist ~ also ~ nur ffir Z ~ 1~ 2 ~ - . . g -  1~ es folgt 

~ 7' I~ J 7 ~ ~=~ 

- -  ' z  (,~-- 1). 

In der zweibn Summe is~ z Punkt  yon %,, als% well i ~ g i s t ,  

niemals yon b~ eingeschlossen. Die zweite Summe im Ausdrucke K~ ist 
also ~ 0. Das n~mliche folgr fiir die dritte Suture% da ~ als Punkt  
yon b~ niemals yon by eingeschlossen sein kn.nn. Es bleibt nur die vierte 
Summe. Dort ist z Punkt  yon b~, und yon b" ~ nur eingeschlossen, wenn 
v ~ 9~ is& Die vierte Summe ist also 
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A_lles zusammengenommen haben wir 

oder endlich 

K~-----z~i-- T 
2~---1 

wofiir wir auch sehreiben kgnnen: 
1 

wenn 

gese~zt wird. 
G~,--~--~, und .H~---~H~--- . . . .  . H ~ = I  

24. 

ein vollstEndiges 
eine Art in zwei 
jede Gruppe fiir 

Allgemeine 17mgrie der Biemann' schen Constanten. Set 

PunkCsystem I.G. Dasselbe l~sst sieh auf mindestens 
Gruppen, jede yon ~ o - - I  Punkten so zerf'~llen, dass 

sich allein nur wesentliche Punk~e enthiil~, und dann 
enth~ilt jede yon beiden Gruppen alle diejenigen Punk~e, welohe zur andern 
als nothwendige gehSren. Set el ~"" e~"'~p-1 die eine~ ~... ~t~"" $~-~ 
die andere Gruppe und 

eine Prim~irreihe, co ebenso wie o ein variabler Ptmk~. Dieser Ausdruck 
ist als Function yon z nicht identisch Null, er wird es abet, so oft co 
mit einem p ,  nk~e z;~ der andern Gruppe zusammenfEllt. Da @ ausserdem 
verschwindet, wenn eo und o zusammenfallen, so sind~ wenn jetz~ co als 
variabler, o als fester Punkt betrachtet wird, o e~-..  et~.-, e~_~ die Nui1- 
punkte yon 

und der /~" Para,meter u . ( o ) -  ~ u . ( . . ) J c  K,  driiok~ sioh also aus 

= u~,(o) + Z u~,(~:)--K~, + (g'h'):,. Das giebt die Riemann'sche Formel*) 

2 y - - 2  

/ #hi\ (1) 2K, . .(. .) + tg ), l, 2 , . . .  
k ~ - I  

*) Theorie der Abel'schen Functionen art. 23, wo die Formel aIs Congruenz 
ge~chri~bea i,~k 
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Nun sei w' derjenige J_utegrand I. G. dessen Nullpu~Id~e el ~s" "" ~2p-s 
sin& Ausser diesen Ptmk~en wird w' wie jeder Integra~d I. G. ~--- 0 nut 
noch in o% 0 % . . -  o~ ,  jedesmal zur Ordntmg 2, trod es wird w'~--~ ,  
und zwar zur ersten Orduung, in 2p ~ 2 -{- 2n (ein_fachen) Verzweigungs- 
ptm]~n der. Fl~che T. Werden diese dutch 

a~a~ �9 - 'a~-~+.~ 

bezeichnei~ so giebt das hbel'sehe Theorem die p Gleiehungen 

k = l  It-~-I ' ~= i  

und bier sind die ga-zen Zahlen g, h durch die Formeln 

i d l o g w ,  h ~ - ~  b d logw'  

bestimmt: ieh nenne sie die zu w" associirten Zahlen. 
unserer definitiven Bestimmung der Normalintegrale kber nach 

(3) 

es folgt 

(4) 

, ~ l u .  ( ~ )  = O, 

2 p - - 2  

Dies in (1) eingefiihn, gebe 

(5) 2K~ - - ~  =~(=,) + (~ ~)., 
Y 

dann m6gen die 2/0 g~n~en~ und yon der Wahl des lmtegranden w' vSllig 
unabhi4ngigen Zahlen ~ ~ die FundamentaZzalden heissen. 

Sehaffr man bier die Verzweigtmgsptmkte mi~els (4) weg~ so kommt 

(s) 2K.-=~.(~) + (~ +gl �9 +h).; 
k ~ l  

bier sind also @, $9 (lie Fundamentalzahlen, e I e~ . . .  ~ _ ~  sind die Null- 
punk~ eines beliebigen Inbgranden I. G. w' und g, h die zu w' assocfirbn 
Zahle~. 

25. Die weitern AusfCtmmgen setzen die L ~ m g e n  der Aufgabe 
voraus, w" so zu bestlmmen, class seine Nullpunk~ ~I ~"" zu zwei uncl 
~itei ~mmell fa l len .  
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A. Seien ~ ~ --- ff~_l die ~ -  1 Punkte, in denen w' je~z~ 
zwei~en Ordnung Null wird und 

B. wiederum seien g, h die zu w" associirt~n Zahlen. 
Aus (6) folg~ 

1 

w~hrend zugleich 

D. 

z l l r  

2u, ,  - -~ ' , , , ,  (,~,) + (~ ~),, 
"It  

is~, wo (~, ~ die yon w' ganz unabh~ugigen Fundamentalzah]en bedeuten. 
Zu o netlme man noch einen zwei~en variablen Punl~ r und fiihre 

diejenige ~-Funetion ein~ deren l~ullpunlrte co61 ~ - . .  #p-1 sind. Is~ 

E. Q ~ 0 die .Anzahl der nothwendigen Punkte im System ~ 6~"- $~-1, 

so ist nach Lehrs. Y!II, lqr. 17 eine Secundgrreihe Q~" Ordnung oder 
wenn ~-~-0  is~ eine Prim~ixreihe 

$ ~ 1  

oe(( , , , , (o ) -  ~,,, (~) - -  a~',, , ,  (~) + ~)) 
1 

zu bflden, und ihre Summe ist demnach 1)nieht  identiseh Null, aber sie 
wird 2) Null zur Ordnung Eins, wenn o und eo zusammenfallen. Mit 
Hiilfe yon C. wird das 

1 
- - =  ad,,,,(o) --,,,, (~) + y ((~ + g lO + h),,)). 

Hier kommen die Formeln (a), (b) am Sehlusse dot Nr. 4 zur Anwendung. 
Die ers~e gieb~, wenn ex . - - e  p die Pa~.mr einer @e sind, 

ae((u~e~,_(g,h,)~ ) = ae ((u~,__e~,))e-*((~'))+~ Z',~,(%-~,), 
Wir nehmen 

( $ + a I ~ + ~ ) ~  ~ - -  ~ = u / o )  - -  ~ ( ~ )  + 

(a'~')~-- ( * + a t ~ + ~ ) ~  

und se~zen zur Vereinfachung der Formeln 

,,,,(o) - -  ~,,(~o) = ~,, (t~ = 1,~, �9 �9 "_~); 

eine kleine Reduction gieb~ dann 

~e ((v,, - - }  (~+g 1 ~+7,)a))----- ee((v. + ~-(~+g [ �9 (-1) ~'e~ ~(~'+~")~ 
fiir 
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Hun ist nach (6) Nr. 4 

~((+ w.)) = ( -  ~)~((--  w~)). 

wir dies anf der linken Seite der vorstehenden Formal an und Wenden 
setzen 

so folg~ 

1 

(--i)QFII--~.II = (--i)~FI(v~>). 
Ent'wickel~ man nun F((v~)) nach ganzen homogenen Functionen 

Vo, "Vi, V~ , . . .  der Argumente v l % . . . v ~ ,  so muss das constante Glied 
V o fehlen, da F((v~,))~ F((us(o)--u~(~))) verschwindet, wenn o m i t  co 
zusammeIff~llt, abet der liaeare Theft V 1 kann nicht feMen, wail t~' im 
angegebenen Falle nur zur ersCen 0rdnung verschwindet. Die Entwicklung 
hat also die Form 

F((v~)) = r~ + G + v.~ + . . . ,  
wo V 1 nieht fehlt, und nun folg~ 

(--~),o+,I 5 - -  G + r~ . . . .  I = (--~)~i v~ + G + v~ + .--i. 
Das gieb~ 

(--l)U = (--1)e+: , 

d. h. M is~ mi~ ~ -{- 1 zugIeich gerade oder ungerade. 
26. Damit is~ das hier in Aussicht genommen~ Ziel erreicht; wir 

haben den folgenden Satz: 

XVI. Jeder lnfegrand I. G. w', dessen 2p - -  2 Nullpunkte 
zu zwei und zwei zusammenfallen~ liefern zur Bestimmang der 
Fundamen~alzaMeIt q~ ~ oder ihrer Reste modulo 2 eine 
Congruenz 

( ,~+g,O(G+h,.)------e+ i (moe~2) 

und bier sind 

1) g, h die zu w' assoeiirten Zahlen 

1 d l o g w ,  h ; . ~  bi d logw ' .  

2) Sind d 1 d 2 . . .  d~- i  die p -  1 Punkte, in denen - -  ab- 
gesehen yon den unendlich fernen Nullpunk~n zweiter Oral- 
hung ~ die Nullpunkte yon w' sich paarweise vereinigen~ so 
giebt # an, wie viel nof~wendige sich under jenen befinden. 
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3) Hat man aus einer geniigenden AnTe.b! solcher Con- 
gruenzen die Reste gefunden~ welche die Fundamentalzahlen 
bei der Division durch 2 lassen, so liefert die Formel 

2K~ -----~ ~,(~,) + (@~)~, 

wenn die Summation fiber aUe 2 1 o -  2 + 2~ einfachen Ver- 
zweigungspunkte u~ erstreck~ wird, die Riem,.~n'schen Con- 
stanten his auf Simultanperioden~ was ffir die Formation aller 
@-Reihen ausreicht. 


