_Vollstandige Theorie der Riemann’schen #-Funetion.
Von

E. B. CarisTorreL 1.

Einleitung.

Die vorliegende Darstellung der Lehre von der &-Function geht nicht
den iiblichen Weg. In der Theorie, so wie sie bis jetzt ausgebildet vor-
liegt, richtet sich die Untersuchung ausschliesslich auf die Summe der
Jacobi’schen Reihe mit den Moduln und Argumenten Riemann’s; sie
liefert Lehrsitze tiber die Fille, wo diese Summe identisch Null und wo
sie es nicht ist, und tiber ithr Verhalten im letztern Falle, ohne grund-
sitzliche Scheidung der beiden Voraussetzungen, unter denen die #-Function
zunr Verwendung kommen kann.

Ein solches Bediirfniss macht sich sofort geltend wenn man, fiber die
Darstellung der algebraischen Functionen und ihrer Integrale hinansgehend,
die 9-Function benutzt, um die Existenz ausgezeichneter Functionen dar-
zuthun®). Das erste Beispiel, welches in dieser Beziehung aufgestellt
worden ist, zeigt klar, um was es sich hierbei handelt.

Man bilde mit Riemann*¥) einen Ausdruck von der Form
Xy, u, o )

(G
und bestimme den Nenmer so, dass 7 in p vorgeschriebenen Punkten
& & - & wzur ersten Ordnung unendlich wird, und hierauf die Constanten
im Exponenten von ¢ und die Parameter £, 7, - - - f, des Zihlers so, dass
v an den Querschnitten vorgeschriebene Einheitswurzeln ausscheidet.

Die Existenz einer solchen Funection z ist dann fiir diejenigen Fille
gesichert, wo keiner der beiden Ausdriicke & (u, — e,)), &(u, —f.) identisch
Null ist, was beim ersten von der Wahl seiner Nullpunkte ¢, &; - - - & ab-
hingt, beim andern von den Werthen der durch die Aufgabe geforderten

T ==¢8

¥ Riemann, Ueber das Verschwinden der &-Functionen, Borchardt’s Journal 65,
Seite 172.
*) Riemann, Theorie der Abel'schen Functionen, art. 27, Borchardt’s Journal 54.
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Parameter f,f, -+ fp. Das sind zwei durchaus verschiedene Fragen; ihre
Entscheidung griindet sich auf Kriterien, im einen Falle fiir die Lagerung
der Nullpunkte, im andern fiir die Werthe der Parameter, und in beiden
Fallen kommt es sehr darauf an ob die Kriterien, welche fiir die Priifung
beider Fragen geboten werden, diese Priifung auch gestatten.

Ich ziehe daraus vor allen Dingen den Schluss, dass die Theorie der
o-Functionen, wofern ihr eine unbeschrinkte Verwendbarkeit gesichert
werden soll, nach zwei Richtungen ausgebildet werden muss, einmal indem
man die Function durch ihre Nullpunkte, das anderemal, indem man sie
durch ihre Parameter bestimmt denkt.

Fiir eine lickenfreie Ausfiihrung der Theorie in diesem Sinne diirfte
es noch nicht zu spit sein. Dass eine solche auch die bekannten Resultate
lLiefern muss, versteht sich von selbst; ich finde aber auch Resultate, welche
dariiber hinausgehen, unter Anderm den folgenden Zusatz:

Wird der Begriff einer &-Function nicht an ihre Ausdrucks-
form gekniipft, sondern an ihre massgebenden KEigenschaften,
namlich ihr Verhalten an den Querschnitten und im Innern
der einfach zusammenhingenden Fliche 7, der sie zugeordnet
ist, so existirt eine solche Function unter allen Umstinden,
wie auch immer ihre Nullpunkte oder ihre Parameter vor-
geschrieben werden mdgen.

Daraus folgt z B., dass die oben beschriebene algebraische Function =
unter allen Umstinden existirt, auch wenn vermdge der Wahl ihrer Un-
stetigkeitspunkte ¢ ¢, - - - &, oder der durch die Aufgabe geforderten Para-
meter f,f; - - fp der Riemann’sche Ausdruck fiir die betreffende &-Fune-
tion versagt, ndmlich identisch Null wird.

Freilich wird man bei dieser Auffassung der Function & sich nicht
an eine bevorzugte Ausdrucksform fiir dieselbe binden diirfen. Soll sie
durch die Normalintegrale u, u, - - - 4, ausgedriickt werden, was in allen
Fillen moglich ist, so wechselt in der That ihr Ausdruck durch eine
unendliche Reihe je nach der Lagerung ihrer Nullpunkte oder der Wahl
ihrer Parameter; verzichtet man aber darauf, sie in Function von w, u,---%,
auszudriicken, so kann man, wie das Alles im Folgenden ausgefiihrt werden
werden wird, sie auch durch einen Ausdruck darstellen, welcher in allen
Fillen dieselbe Form behalt.

Dies fiihrt zu unserm Ausgangspunkte zuriick. Zum Zweck von
Existenzbeweisen kann man iiber die 9-Function in dieser freilich nicht
durch eine bevorzugte Ausdrucksform beschrinkten Auffassung verfiigen;
fir die wirkliche Darstellung algebraischer Functionen und ihrer Integrale
dagegen verwende ich ausschliesslich die Riemann’sche Reihe, da diese
Darstellung die einzige ist, in welche keine iiberfliissigen Irrationalititen
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und namentlilch nur einerlei Irrationalititen, nimlich die Werthe der
Normalintegrale 1. @. (nebst Differenzen derselben, den Periodicititsmoduln)
eingehen.

Nach dem Gesagten, wird eine kurze Uebersicht geniigen, um den
Gang meiner Untersuchungen darzulegen. Die Arbeit zerfallt in fiinf
Abschnitte.

Nach einer Vorbemerkung iiber die Convergenz der 9-Reihe so wie
iiber die Stetigkeit und die Vollwerthigkeit ihrer Summe wird im I Ab-
schnitte der Fall vorgesehen, dass die Summe der Riemann’schen Reihe
&(u, — e.) vermdge der Wahl der Parameter ¢ ¢, --- ¢, identisch Null
ist, und fiir diesen Fall ein Ausdruck &,(u, —e.) nachgewiesen, welcher,
ohne identisch zu verschwinden, eine &-Functior mit diesen Parametern
darstellt. Dieser Ausdruck ist aber durch die Parameter nicht vollig be-
stimmt, da er ausser diesen noch andere verfiigbare Constanten enthalt.
Im angegebenen Falle, wo &(u, — ¢.) identisch Null ist, gibt es also fiir
die nimlichen Parameter mehr als eine &-Function, und es tritt nun die
Frage auf, ob der Ausdruck #, alle #-Functionen mit den Parametern
¢ € - - - ¢, umfasst. Dies muss fiirs Erste dahingestellt bleiben, aber der
Nachweis dass die Function fiir jedes Parametersystem existirt, ist damit
bereits geleistet.

In Folge dessen gewinnen die bekannten Sitze fiber die Anzahl der
Nullpunkte und ihre Beziehung zu den Parametern beztiglich der letztern
ganz unbeschrinkte Giiltigkeit, ebenso der, sonst nmur mit anderweitigen
Hiilfsmitteln vollstindig zu begriindende Satz von der Moglichkeit, durch
geeignete Wahl von p Punkten ¢ &, - - - & die p Summen

ua(&) + %a () + -+ -+ uulzp) (r=1,2,---p)
einem beliebigen Werthesysteme v, , - - - », (im Sinne Riemanns) congruent

zu machen.
Mit diesen Sitzen beginnt der II. Abschnitt, und dann wird mittelst

der Nullpunkte irgend einer besondern, durch ihre Parameter gegebenen
# (oder #,) ein Ausdruck

log # = log G+ P(0]s) + P(0l&)) + - - + P(0]2;) — L(0)
(oder & = Cr(g) r(ey) - - - r(&p); vergl. die Note zu Nr. 8) fiir dieselbe her-
geleitet, von welchem sich sofort herausstellt, dass er fiir jede beliebige
Lagerung der Nullpunkte & &, - - - & eine §-Function darstellt.

Damit ist der Nachweis vollendet, dass die &-Function, charakterisirt
durch ihr Verhalten in der einfach zusammenhingenden Fliche 1" und
an den Querschnitten, stets existirt, mogen ihr die Parameter oder die
Nullpunkte vorgeschrieben werden, und wie auch immer das geschehen mag.

Nur beziiglich der Ausdrucksformen fiir den ersten von diesen beiden
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Fillen ist noch eine Liicke auszufiillen, da die Frage, ob die Reihenaus-
driicke &, &, alle 9-Functionen umfassen, im I. Abschnitte nicht erledigt
werden konnte.

Dies geschieht im TIII. Abschunitte. Als Ausdruck einer #-Function
findet sich die Riemann’sche Reihe #, und wenn diese versagt, stets
eine Secundirreihe &,. Letztere tritt ein, wenn unter den p Nullpunkien
& & -+ - & sich @ nothwendige befinden, in welchem Falle ich & &, - - &,
_in erweitertem Sinne ein Punktsystem 1. G. mit ¢ nothwendigen Punkten®)
nenne. Das fiihrt sofort zu einer Schaar von O-Functionen, welche alle die
gleichen Parameter haben, also an den Querschnitten alle die gleichen Factoren
ausscheiden. Jede Funection dieser Schaar hat zu Nullpunkten ein mit
& & - - - & corresiduales System o, 0, - - - 0,, darunter also jedesmal ¢ noth-
wendige Punkte 0,0, ---0,. Diese konnen nach Beliehen vorgeschrieben
werden; durch sie und die Parameter der Schaar ist der Ausdruck der
besondern Function &, bestimmt, welche in diesen ¢ nothwendigen und
den iibrigen p — ¢ durch sie bestimmten Punkten des zu &, ¢, - - - &, corre-
sidualen Systems Null wird.

Den Schluss dieses Abschnittes bildet eine Vervollstindigung des
Satzes aus Abschnitt II, Nr. 6, iiber die Krzeugung von p Parametern
v, ¥y -+ - v, durch die Simultanwerthe der Normalintegrale II. G. in p
geeigneten Punkten.

Der IV. Abschnitt weist die analytische Bedingung dafiir nach, dass
Wy Ug - - - Up Simultanwerthe sind; sie ist nichts anderes, als die bekannte
Gleichung Riemann’s

p—1

F(— D) (o) + E) =0,

k=1

von welcher zu Anfange des III. Abschnittes zwei einwandfreie Beweise
gegeben werden.

Der V. Abschnitt beginnt mit der directen Auswerthung der Rie-
mann’schen Constanten K, K, - - - K, fiir die ultraelliptischen Functionen
aller Genera p > 1, und entwickelt im Anschlusse hieran die allgemeinen
Hiilfsmittel zur Bestimmung dieser Constanten, welche wir durch Herrn
Prym kennen gelernt haben, vervollstindigt durch gehorige Beriicksichtigung
der Punktsysteme L (. und die Secundérreithen &,. —

*) Vergl. unten die Note zu Nr.10. Der Begriff des Punkisystems I G. im
engern Sinne habe ich in meiner Abhandlung Ueber die canonische Form der Rie-
mann’schen Integrale I. G. auseinandergesetzt. Brioschi’s Ann. di Matematica 9, zu
Aunfang der Nr. 3.



Theorie der Riemann'schen &-Function. 351

Die Darstellung, welche Riemann selbst von seinen Entdeckungen
gegeben hat, enthilt Liicken; dieselben sind auch von anderer Seite be-
merkt und, fiir die Theorie der Riemann’schen Reihe selbst, ausgefiillt
worden *).

Dazu kommt ein anderer Punkt, den ich fiir wesentlicher halte. Man
mag an die Lehre vom Verschwinden der &-Function herantreten, von
welcher Seite man will, iiberall greifen in dieselbe Bedingungen hinein,
welche sich auf gewisse Lagerungen der Punkte beziehen, die an Stelle
von Parametern eingefithrt werden. Das betrifft in allen Fillen die Punkt-
systeme I. G., d. h. die Gruppen der Null- oder der Unstetigkeitspunkte

der Functionen I G. w‘ , welche den eigentlichen Gegensatz zwischen den

hier allein zu berticksichtigenden Fillen » > 2 und den beiden Elementar-
fillen p = 0 und p = 1 begriinden. Die einschligigen Sitze iiber diese
Punktsysteme, d. h. iiber die Gleichungen ersten Grades welche bewirken,
dass der allgemeine Integrand I. G. in einem solchen System von Punkten
verschwinde, ergeben sich mit der grossten Leichtigkeit, wenn man sie an
der rechten Stelle (Abel'sches Theorem, Riemann-Roch’scher Satz) auf-
sucht und sie auf ihren algebraischen Inhalt beschrinkt. Statt sie aus der
Lehre von der &-Function zu schopfen, sind sie ihr zu Grunde zu legen,
und liefern dann die Schliissel fir die merkwiirdigen Erscheinungen, welche
der Relhenausdruc'f( dleser Function darbietet.

Die Theorie der Riemann’schen &-Reihe allein wird mit diesen
Hiilfsmitteln sehr einfach: die Nummern 1, 2, 5 und 10—16 enthalten
alle wesentlichen Punkte derselben. Ich habe mich nicht entschliessen
konnen, meine Darstellung mit dieser, auf die #-Reihe beschrinkten Theorie
zu beginmen, und dann erst die Untersuchungen folgen zu lassen, welche
ich dariiber hinaus fiir nothig gehalten habe; die vorangehende Uebersicht
lisst den Grund fiir die gewahlte Anordnung deutlich erkennen.

Es ist hier am Orte, zwei Bezeichnungen vorauszuschicken, deren ich
mich bediene und die ich fiir zweckmiissig halte. Die eine betrifft die
quadratische Form im Exponenten der allgemeinen Glieder der &-Reihe;
ich schreibe da

Zp;' j“ﬂvmﬂm~=¢(m1 |my |- - | my) = & (m).

p=1 »==1

Die andere betrifft die Simultanperioden der Normalintegrale . G. w, ;- - - up
Ich schreibe

* Carl Neumann, Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen. Leipzig 1883,
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17y 4 a1 by + ag by 4 - - - 1 by = (gh)ia
ge7t - g hy + @gs s + - -+ aep by = (gh),,

Gumi + auihy - auzhs 4 - - -+ auphy = (gh),,

Go B+ @prhy + apahe -+ - - - apphy = (gh)p,

so dass (gh);, (gh)y,--(gh), fiir ganzzahlige Werthe von ¢, g,---gp kb gk,
die allgemeinen Ausdriicke fiir die Simultanperioden von u, u,---u, sind.
Die iibrigen Bezeichnungen Riemann’s bezliglich der Fliche 7' und
ihrer Querschnitte, sowie der verschiedenen Integralfunctionen werde ich
ungeéndert beibehalten.
Ich schliesse diese Einleitung mit einer Vorbemerkung tiber

Die Convergenz der Jacobi’schen 9-Reihe mit den Moduln Riemann’s
und die Stetigkeit und die Vollwerthigkeit ihrer Summe.

Den Ausdruck der p-fach unendlichen Jacobi’schen Reithe mit den
Argumenten w,w, - - - w, schreibe ich wie folgt

G = 27 6@((m))+22mw)

wo Zmw = myw; | myw, + - - - -+ myw, ist, und g,, = a,, die Rie-
mann’schen Moduln sind. Die Summationen nach m, my - --m, gehen
jede fiir sich, durch alle ganzen Zahlen von — oo bis + oo.

Um die zu & gehorige Modulreihe zu bilden, trennen wir im Expo-
nenten des allgemeinen Gliedes das Reelle vom Imaginiiren:

Wy =ty + 40, fir p=1,2,...p
und, wenn &, ; - - - z, auf reelle Werthe beschrinkt werden:

¢ (2) = — o(«) — iv(=).
Dann lautet die verlangte Modulreihe: *

0 _—=23—¢«m>>+2 Zmu

und wo sie convergirf, ist bekanntlich die urspriingliche Reihe nicht bloss
convergent, sondern ihre Summe iiberdies unabhingig 'vén"der Anordnung
der Summationen. —

Beziiglich der reellen quadratischen Form ¢(z) beweist Riemann den
Satz dass (bei reellen Argumenten) ¢ eine vollstindige positive Form ist,
d. h. so.lange sie nicht verschwindet, bleibt sie positiv, und sie wird =0
nur in dem Falle, wo alle Argumente zugleich verschwinden.

Solange die Summe der Quadrate dieser letztern, also die FT2®* =1
bleibt, kann demmnach ¢ nicht auf Null riicken. Ist ¢ die untere Grenze
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fir @, oder eine kleinere positive Zahl, so bleibt ¢(z) > «¢. Nimmt
m

man mun z, = —- fir p=1,2,---p wd ¥ =mi -+ mi+4 ..+ m},

so folgt ¢ ((?)) > ¢, und durch Multiplication mit »*:

o {(m) > aZ’ m? wnd «>0
fiir jede beliebige Gruppe reeller Zahlen m, m, - - - m,, also
) o o B

J

endlich
0L E, E’ E’ e“‘“(’”%‘*‘m%“i""+mz)+2(m1“1+m2u2+‘-~+mp up).

—p -

Dies ist das Product aus p Reihen der Form

o

—am?+2
Elea +mu;

diese Reihe convergirt, solange » nicht unendlich wird. Um dies aus-
zuschliessen, beschrinke ich # auf endliche Grenzen -+ @, damn sei

-3

Ze-amz.{_zmu:__;f(u) fitr —o<U< o,

— >

wahrend e positiv ist und von beliebiger Grosse sein kann, wofern es nur
ohne Unbestimmtheit angegeben wird. Es folgt

O < fluy) f(u) - - - f(uy)

— o< Uy <0y, — 0 Uy L0y, 0ty < O
ist. Wir haben also das Resultat:
Die Jacobi’sche Reihe

9 — 2 P () +2 Zmw

mit den Riemann’schen Moduln a,,=a,, convergirt und
ihre Summe ist von der Anordnung der Summationen unab-
hingig, solange die Argumente w,w, - -- w, (w,=1u, -} iv,)
einem durch die Ungleichheiten

@y <y <Oy, — 0y Uy gy 0y Uy B
bestimmten Grossengebiete E angehoren.

wofern

Diesen Convergenzbeweis habe ich im Sommer 1890 in einer Vorlesung
iber die ultraelliptischen Functionen (aller Genera p > 2) vorgetragen:.
um die nimliche Zeit (ich glaube etwas spiter) erschien die elegante
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Arbeit des Herrn Krazer iiber die Transformationen der allgemeinen
9-Reihe, in welcher (gleich zu Anfange) als Grundlage zu einem einfachen
Convergenzbeweise das aus dem Riemann’schen Satze ebenfalls leicht
folgende Princip mitgetheilt wurde, dass die quadratische Form (bei reellen
Argumenten) unter allen Umstéinden unendlich wird, sobald nicht alle
Argumente bei endlichen Werthen bleiben. Wie der Beweis sich gestaltet,
wird nicht ausgefithrt, mit dem obigen kann er nicht identisch sein. —
Setzen wir
=g, =t EP =0,

so verwandelt & sich in eine p-fache Potenzreihe
9 =28"> ) g gma . g7
mit dem Convergenzgebiete
E e ™ < Mod. (< E™, - e 2% < Mod. & < e,

Nach der Lehre von den Potenzreihen ist daher & innerhalb E stetige
Function von § &--£,, und das Gleiche gilt von jedem endlichen Ausdrucke

v T g
A=SI ST ST g

Die Stetigkeit wird aber hierbei so verstanden, dass z. B. 4 innerhalb E
stetige Function von § heisst, wenn in jedem Theile AE von E die
Maximalschwankung an A4 (sein grosster Schwankungsmodul) unter jede
beliebig kleine vorzuschreibende Grenze ¢ gebracht werden kann, indem
man die Maximalschwankung von f, unter eine, aus & zu berechnende
Grenze bringt, wofern diese letatere Grenze nicht unendlich klein ge-
fordert ist.

In diesem Sinne ist dann weiter §, = ¢?*s als Summe einer Potenz-
reihe stetige Function von e, mithin auch 4 stetige Function von ;.

Der Beweis springt in die Augen: Schwindet die Mschw. von 4
zugleich mit der Mschw. von ¢, und diese zugleich mit derjenigen von
w0y, so schwindet die Mschw. von 4 und zugleich mit der Mschw. von ;.

Es folgt:

Innerhalb E sind & und simmtliche Ausdriicke A stetige
Functionen von w,, von w,,--. und von w,,

wofern die Stetigkeit so verstanden wird, wie soeben auseinandergesetzt
wurde.

Und nun folgt aus den Sitzen meiner Abhandlung iiber Stetigkeit
und Vollwerthigkeit analytischer Ausdriicke (Ann. Bd. 53, S. 465) dass &
innerhalb E vollwerthige Function von w, w, - - - w, ist.
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D. h. Zu jedem Argumentensystem wy w, - - -, innerhalb E gehort ein
vollig bestimmter Werth von #, den man durch einen ausfithrbaren An-
fang der Rechnung mit beliebiger Genauigkeit gewinnen kann, gleichviel
ob man die Argumente 4, --- %, durch Anniherungen einfithrt oder, wenn
ihr arithmetischer Charakter das zuldsst, sie direct einsetzt. Innerhalb E
wird durch eine einwandfreie Buchstabenrechnung mit dem Ausdrucke
der O-Reihe der Charakter des Ergebnisses als eine Werthbestimmung
auf keiner Stufe aufgehoben oder in anfechtbarer Weise abgetindert, mit
andern Worten, innerhalb E rechnet man mit den Argumenten von &
wie mit vollendeten Zahlen.

1

Die 9-Function, bestimmt durch ihre Parameter; die primiire
Reihe und die Secundiirreihen.

1. Ich kniipfe an Riemann’s Abhandlung iiber die Theorie der
Abel’schen Functionen an. Durch z bezeichne ich die unabhingige Variable,
durch s die grundlegende Irrationalitit der Classe, durch 7 die aus #
z-Ebenen zusammengesetzte Fliche, welcher s eindeutig und zugleich der
Stetigkeit gemiss zugeordnet ist; durch
by (A=12-..p) bezeichne ich die
p Querschnittbiindel, durch welche die
Fliche in eine einfach -zusammenhiingende
T’ verwandelt wird, durch u, u,---u, die
hierzu gehdrigen Normalintegrale 1. G.

Die Schnittpaare a;-b(A=1---p)
werden zuerst angelegt, und die Rénder Fig. 1.

+— =
so als @ @, b b bezeichnet, dass ein positiver Umlauf um die Fliche

+ 4 - -
von @ auf b, und von a auf b hiniiber filhrt. Zu diesen Schnittpaaren
fihren dann noch die Schnitte ¢; (A=1-..p) aus einem Dbeliebigen
Punkte @ nach einer beliebigen Stelle, wofiir wir wie iblich die von

+ 4
a; b, gebildete Ecke nehmen. Dort bilden sich also fiinf Ecken o' fyaf’
so, dass ein positiver Umlauf um 7" dort dem Wege
T
folgt, (@) (b) B(a)y (b)a(a) B’ (c)

Auf diese Fliche beschrinkt sind dann die Integrale u, u, - --u, ein-
deutig und stetig, und es ist

+ - 2 . + - + -
anda: w, — , = mi; anby wy, — w, =az,; ancy U, — w, =0,
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Sodann ist
¢((m))+22m ?
6'(01(/1‘72!""”}’):’3'((7)‘“))':26 ,uy)
wo nach jedem m iiber alle ganzen Zahlen von — oo bis -+ oo zn

summiren ist. Ersetzt man hier jedes v, durch v, + g, #¢, wo g,, und
jedes m; durch m; -} h;, wo jedes h; ganze Zahl ist, so #ndert das die
Summe der Reihe nicht, und giebt die Formel

@ (W) +2.Zh, 0
€ “E oo+ Gh) = 2 (v),
wo die in der Einleitung erliuterten Bezeichnungen beide benutzt sind.

2. Durch o bezeichne ich den verinderlichen Punkt z,s in der
Fliche T, und durch u,(0) den Werth des auf die Fliche 7" beschréinkten
p®® Normalintegrals I. G. in diesem Punkte. Mit Hinzuziehung von
p Parametern ¢¢, ---¢, wird die unendliche Reihe

? ((uu ) - eﬂ)) =2 6(b () ~+ 2 Zimy, (1, (2) — &)

gebildet; ist ihre Summe nicht Null “fiir alle Lagen des Punktes o, so
stellt diese Reihe eine Function & von 2 dar, welche die folgenden Eigen-
schaften hat:

(1) & ist in der einfach zusammenhingenden Fliche 7’ eindeutig
und stetig:

= oy + -
(2) ana; ist: w, = u, (w n¢ also =9,
— ' -+ — Ta 2-—2;;_—}—29
» byt W=y g » F==9-¢" ’
+ - + =
» cj‘ » : u‘u = u’u b7 'ﬁ = 'ﬂ'.

3. Zum Ausgangspunkte nehme ich mit Riemann*) den Satz, dass
es unter allen Umstinden Parameter f;, f; - - - f, giebt, bei denen
9, = #(u,—f,) nicht identisch Null ist und in Folge dessen, falls
¥y = ¥ (u.—e,) vermoge der Wahl seiner Parameter ¢, ¢, - - - ¢, identisch
Null ist, seine partiellen Derivirten von einer endlichen, durch die -Para-
meter vollig bestimmten Ordoung an, nicht alle identisch Null sind.

Dabei gelten als partielle Derivirten von &, die Werthe der partiellen
Derivirten von #(v,) fir v,=wu,—e, v,=Uy— €, Vp=1Up— €.

Der erste Theil des Satzes folgt daraus, dass in der Entwicklung
von #, nach Potenzen von e%, ¢® ... ¢ nicht alle Coefficienten = 0
sind, der zweite daraus, dass in Folge dessen auch in der Entwicklung

¥) Ueber das Verschwinden der & -Functionen, art. 2. Crelle’s Journal 65.
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von 4 nach Potenzen von ¢ — fi, & —f5,- - -, 6, —f, die Coefficienten,
némlich die partiellen Derivirten von 9,, nicht alle = O sein konnen.
Um dies weiter zu verfolgen, bilde man die neuen Parameter

o/ =e— {2, &'==6—18n, -, 6=¢—1{z
fiir

=€ —f, H=6—[f) %= —/[,
und den Ausdruck

B = o (u,
Die Form dieses Ausdruckes zeigh, dass & als Function von ¢ einwerthig
und, so lange { endlich bleibt; auch stetig ist. Sie ist nicht identisch
Null, da sie fir {=1, also ohne Unstetigkeit in &, tbergeht. Aber
fir {= 0 wird auch 9 = 0, abermals ohne Unstetigkeit, also zu end-

licher Ordnung, welche # heissen moge.
In der Entwicklung von &' nach Potenzen von ¢:

¥ — A+ 26 A4+ 5% 4+

A, =2 (PN F2Em 2 [y, + mazy + - - - + myp 2]
1st, fehlt das Anfangsglied 4, = &, nach Voraussetzung. Ausserdem
sind 4,, 4,,---, 4,1 gleich Null, wenigstens bei den vorstehenden Werthen
VoW Xy Xy - - - Tp, aber A, ist nicht == 0. Daraus folgt zunichst, dass die
partiellen Derivirten »** Ordnung von &, nicht alle = O sind. Ist fermer
n <7, also A, =0, so folgt nicht, dass die partiellen Derivirten #** Ord-
nung alle = O sind; denn wenn sie es nicht alle sind, so kann 4, gleich-
wohl vermdge der Werthe von z, 2, - - -z, gleich Null sein. Aber eins
ist sicher, dass es eine Ordnung <7 gibt, bis zu welcher alle partiellen
Derivirten = 0 sind, wihrend die Derivation dieser Ordnung selbst es
nicht oder doch nicht alle sind.
Sei

' D () +2.Zm (u—e) 252»1#:::#
—e)=¢ LR

wo

Y

die niedrigste Ordnung, fiir welche nicht alle partiellen Derivirten von
&y verschwinden, so dass, falls p > 1 ist, alle partiellen Derivirten von
der ersten bis zur (o — 1)*®, aber nicht alle von der g%** Ordnung gleich
Null sind, und letzteres auch gilt, wenn ¢ = 1 ist. Es ist sicher gestellt,
dass ¢, welches durch die Parameter ee,---e, bestimmt ist, einen end-
lichen Werth hat, d. h. in keinem Falle unendlich gross vorausgesetzt
werden darf.

Jetzt bilde man &' fiir willkiirliche Werthe von z, z, - - - Z,; in seiner
Entwicklung sind 4,4,--- 4,_; alle = 0, aber 4, ist es nicht, es bleibt

<2§><’ @pet?
Y =20 A+(e+1)' Apyp1+---
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Ordnet man 4, nach Potenzen von x, 2, - - - %,, so sind, worauf von hier
an zu achten ist, die Coefficienten bis auf den fehlenden Factor 2¢ die
partiellen Derivirten ¢** Ordnung von #&,, und sie sind nicht alle = 0.
Wir untersuchen sie als Functionen von z. Der Reihenausdruck von
4, (oben 4,) zeigt, dass 4, als Function von 2z der Fliche 7’ eindeutig
zugeordnet und in ihr von jeder Unstetigkeit frei ist. Sodann ist

an a;: $’= 95 an b g’-—— § e mamratRa. ap g’ = §';

ausgerdem fiir €= 0:
' 8¢
1 % = A4,, und lime = ¢.
also ist
an a;: jl_e = 4,; an b 2_9 = A, em TRt g g ;1:, = A,,

d. h, wenn man dies mit Nr. 2 vergleicht, 4, hat fiir alle Werthe von
%, Zy - - - Zp die charakteristischen Eigenschaften einer &-Funetion mit den
Parametern ¢ ¢, - - - ¢,, also gilt das von allen partiellen Derivirten
0" Ordnung von &,, soweit sie nicht identisch Null sind. Das ist zu-
niichst der folgende Lehrsatz:

I. Versteht man unter einer, der Fliche 7 zugeordneten &-Function
nicht ausschliesslich die Summe der Riemann’schen Reihe,
sondern, mit Ausschluss identisch verschwindender Ausdriicke,
jede Function & von z, welche

A. in der einfach zusammenhingenden Fliche 7" eindeutig

und stetig ist, und
+ = + - e + -
B. ang;: @=4=a; anby: #==8.¢ 72T ang: §=29
giebt, und nennt dies eine §-Function mit den Parametern
6,656, so existirt eine solche Function stets, wie auch

ihre Parameter vorgeschrieben werden mogen.

4. Diese Rigenschaften behdlt 4, auch, wenn die Producte aus
Potenzen von #, 4, - - - z,, mit denen im Ausdrucke von 4, die Derivirten
von 4, multiplicirt sind, durch willkiirliche Constanten ersetzt werden.
Dann tritt in der Reihenentwicklung von 4, an die Stelle der Potenz

(my 2y + My @y + - -+ My @) _
eine ganze homogene Function ¢** Ordnung von m i, - - - m,, deren
Coefficienten nach z constant sind, und welche

Go (my|my| - - - [mp) = G (m)
heissen mdge. An die Stelle von A, tritt der Ausdruck

Bl —e) =2 "I G (m);
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ich nenne ihn eine Secunddrreihe ¢*" Ordnung, und im Gegensatze dazu
9 (w.—eu) die Primdrreihe. Das giebt den folgenden Satz:

II. Giebt es Parameter e e, - - - ¢, fiir welche die Summe der
Primérreihe & (u,— e,) als Function von z identisch Null ist,
so bestimmt ein solches Parametersystem eine Ordnung ¢ in
der Weise, dass die partiellen Derivirten ¢** Ordnung von
& (u,—e,) nicht alle identisch Null sind, wohl aber, wenn
¢ >1 ist, alle partiellen Derivirten der vorangehenden Ord-
nungen es sind. In diesem Falle kann man die Homogenform
0** Ordnung G,(m) so wihlen, dass die Summe der Secundir-
reihe g% Ordnung:

Do [t — ) = ) P OTERC=I G (o)

als Function von z nicht identisch verschwindet, und dann
ist &, eine &-Function mit den Parametern e ¢, - - - ¢,.

Es muss zunichst dahingestellt bleiben, ob auch umgekehrt jede
#-function mit solchen Parametern sich durch eine Secundirreihe aus-
driicken ldsst, wozu vor allen Dingen der Nachweis gehort, dass der hier
vorgesehene Fall, wo &, identisch Null ist, wirklich vorkommt. Dass
die unter dieser Voraussetzung nachgewiesenen Ausdrucksformen @, 9,
fir alle Fille ausreichen, wird sich in der Folge durch die wirkliche
Bestimmung von (G, aus vorgeschriebenen Bedingungen ergeben. Dabei
stellt sich dann auch die wahre Bedeutung der Ordnung o heraus, nebst
einem ausfithrbaren Kriterium zur Ermittelung dieser Zahl, wofiir die
directe Untersuchung von &, und seinen partiellen Derivirten nicht
gelten kann.

Es eriibrigt an dieser Stelle nur noch, zwei Kigenschaften der Secundir-
reihen einzuschalten, von denen die eine fiir beliebige Argumente v, v, ---v,,
die andere nur fiir die speciellen Werthe w, — ¢, u; — 6y, - - -, u, — ¢,
derselben gilt.

Haben ¢,¢,"- - - ¢,” dieselbe Bedeutung wie in den vorangehenden
Nummern, so ist

9 (u, — e, + h).) = & (u— €.) B—Q((h))—22hﬂ(uﬂ—e;).

Schreibt man nun A,(u,—e,) an Stelle von 4,, so giebt dies, mit

e! T .
@ multlphcut, fiir g-——- 0:

Ao (v — €0+ 9h)) = Ao (. —eu) - PO 2T )

also, wenn man hier (m,z; + --- -+ myx,)¢ als symbolische Form fiir
Go{(m) benutat:
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(a) Do (4o — ex -+ 9h)) = ¥y (uy— €u) P 2B —e) »
genan wie bei der Primédrreihe fiir beliebige Argumente v, an Stelle von
#y, — €,. Da ferner die Summe der Reihe

(o) =2 I g ()

sich nicht #indert, wenn jedes m durch — m ersetzt wird, so folgt:

(b) (— 17 & —v) = ()

IL
Die J3-Function, bestimmt durch ihre Nullpunkte.

5. Nun habe &, welches auch sein Ausdruck sein mdge, die im
Lehrsatze I, Nr. 3 zusammengestellten Kigenschaften. Da & in der
Fliche 7" von jeder Unstetigkeit frei ist, so kann es, wenn es iiberhaupt
verschwindet, nur zu endlichen Ordnungen Null werden. In Folge dessen
ist die Summe der Ordnungen, zu denen & in der Fliche 7 Null wird,

das positiv nm 7" erstreckte Integral 5;5—; f dlog &, was sich wie bekannt
= p findet. )
III. Die Anzahl der vereinigt oder getrennt liegenden Punkte von
7", in denen die Function & zur ersten Ordnung Null wird,
st p.
Seien ¢, &+, diese Punkte. Wir bilden das Integral P= f u,(0) diog®

und beschréinken, um einen eindeutigen Integranden zu erhalten, die Ver-
inderlichkeit von 2 auf die Fliche 7. In dieser Fliche hat dann P nur
logarithmische Unstetigkeiten, sie finden statt in den Nullpunkten von &
und ihre Gewichte sind die Werthe von %, in diesen Punkten. Die
Summe dieser Gewichte ist also
)+ (&) + - o= 55 [ dlog.
()

Nun folgt aus Lehrs. I. B, wenn alle g, » ganze Zahlen sind¥):
*) Der Periodicititsmodul des lg & an ¢, setzt voraus, dass die Rinder von ¢,

— —
80 als ¢, ¢ bezeichnet sind, dass bei einem positiven Umlauf um 7” der Weg von ¢,

.. -+
aus zunichst dber die vier Rinder von @, b, fithrt und sich dann auf ¢, fortsetzt.
Dann ist an ¢, der Periodicitatsmodul, da lg & gleich

fig (dlg?i—dlgg)_;.f
7 iz

gleichviel in welcher Ecke von ag, b, der Schuitt ¢; miindet.

«
b
¥

- +
dlgd —dlgd) =2x:,
i
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+ - + -
an@y: lg&—1gd=2mn a1, dlgd—dlgs=0,

+ = - + -
» 012 g8 — g0 =—2gmwi—a;;—2u,+2¢; dlgd—dlgd=—2du;,

+ = _ + —
e lgd—lgd=2x1, dlgd —dlgd=0.

»

Die Rechnung wird am besten so ansgeftihrt, dass man iiberall ;,L durch

+
u, und den Periodicitdtsmodul ersetzt, und die Integratiomen (1 = u),
welche sich ausfiihren lassen, anch bewerkstelligt. Dann ergiebt sich

V4 ‘“
Z'u#(ex) = & — (gh)u + % [ré + @] + 5:?2/ b
4

r==1 Asu
also der Satz:

IV. Zwischen den Parametern ¢ ¢, --- ¢, der Function # und ihren
Nullpunkten & ¢, - -- &, bestehen die p Relationen

g, duy ,
2

»
C. 6= D (o) —Kut(gh)  (@=12--p),
1
wo 1) K, K, --- K, die Riemann’schen Constanten
1. . 1 “) -+
D. K,= 5@+ ap] 4+ — b | u, dw
Y1

bedeuten, und 2) die 2p ganzen Zahlen g, h dadurch ge-
geben sind, dass

+ -
E. ana;: log® —logd =2k =i,

+ — —
o D1t log® —log® = — 2¢g, 71 — a3 — 2u; + 2¢
1st.

6. Eine &-Function mit den, fiir die vorstehenden Sitze erforder-
lichen Eigenschaften A. B. Lehrs. I existirt aber stets, wenigstens in
emer der Ausdrucksformen &, &,, wie auch immer die p Parameter
€ 6 - -6, vorgeschrieben werden mdogen.

Folglich l#isst sich jedes Parametersystem e ¢, ---¢, in die vor-
stehende Form C. bringen.

Setzt man aber ¢, + K,=w,, fiir u=12...p, so sind »,v;-- -,
ebenso willkiirlich, wie ¢ ¢ ---¢,, die man aus ihnen berechnen kann;
es folgt:

Mathemstische Annalen. LIV, 24
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V. Durch geeignete Wahl von p Punkten &é& ---¢ in der
Fliche 7 und den Simultanperioden (gh),, (9h);, - - -, (9h),
konnen die p Ausdriicke

2 ule) + hs D) + Gl -+ (e +(oh)

jedes beliebige Werthesystem

ViV * - Vp
hervorbringen.
Eine Vervollstindigung dieses Satzes wird sich weiter unten ergeben

(Abschnitt III, Nr. 20).

7. Das Vorstehende gilt unabhingig von jeder Voraussetzung iiber
die Ausdrucksform, durch welche die hier benutzte Function & darzu-
stellen ist. Wir fithren zur Vereinfachung an ihrer Stelle eine andere
&-Function ein, welche fiir den Augenblick durch © bezeichnet werden
moge, und zwar so dass

g0 =lgo — 22 Fou 4, -+ const.
7
wird. Das #ndert nur die Querschnittseigenschaften, es wird niimlich
+ —
ana: log® —log® =0,
._I._. — —
» b log@ —1log0 = —2gimi — az; — 2u; + 2¢, — 22 hy @3,
wihrend “
+ —
» € log©® —log® = 2

bleibt. Fiihrt man aus C. den Werth von ¢; ein, so wird das, was in
der zweiten Formel rechts steht,

_ P
= — O — 2u; + 2 {2 (&) — Kl] ’

so dass die auf die neue Function © beziiglichen Formeln aus denen des
IV. Satzes erhalten werden, wenn man dort die ganzen Zahlen ¢, %

unterdriickt.
Ist insbesondere die hier benutzte Function & durch die Primir-

?
oder eine Secundirreihe & gegeben, also, fiir »,= uﬂmz uu (&) + Ky,
1

P = 9 (u— e.) = & (0. — @h)),
so folgt aus a. Nr. 4
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5 — e-—qb ((h))+22hﬂvu ﬂ(('vﬂ)),
also

log &(v.) = log & — 2 > h,u, + const.,
mithin ist dann © die Prim#r- oder Secundirreihe #(v,), d. h.

0 = 9(u, ——2 (&) + K,.).

8. War also & urspriinglich durch die Primir- oder eine Secundir-
reihe 9(u, —e,) gegeben, so tritt jetzt an seine Stelle der vereinfachte
Ausdruck

¥4
& = 9 — D wile) + K,
1
und es ist

-+ _—
an a;: log® —log® =0,

+ . _ P
s b1 log® —logd = —az; — 2[u, ——2 waley) + K,
1

+ —
y €12 log® — log & = 2xq.

Hier sind an Stelle der Parameter ¢ e, - - - ¢, der Function ihre Null-
punkte ¢ ¢, --¢&, eingefithrt, aber es darf nicht ansser Acht gelassen
werden dass, wihrend jene ganz mach Belieben vorausgesetzt werden
diirfen, Bestimmungen #hnlicher Art iiber die Lagerung der letztern noch
ausstehen. Aber das was hier vorliegt, reicht aus zur Herleitung eines
Ausdrucks, welcher zuniichst die vorstehende Function, dann aber fiir
beliebig vorzuschreibende Lagen der p Nullpunkte eine &-Function dar-
stelll. Ist im Nullpunkte &, der vorstehenden @-Function z=¢, so
ist dort log® = log(z—¢.) + funct. cont., und es sind & &, ---¢, die
emnzigen Punkte der Fliche 7, in denen log® = oo wird.

Diese ndmliche Unstetigkeit fiir einen beliebigen Punkt &, und ausser
ihr nur noch solche, die von der Lage des Punktes ¢ unabhiingig sind,
besitzt die von mir. eingefithrte Integralfunction B (o|¢)*), welche folgende
Figenschaften hat: Ist ¢ der Werth von 2 im Punkte ¢, und sind
00y X0, + - - 00, die unendlich fermen Punkte ((ebiete) der »-blittrigen
Fliche T, so ist '

¥) Vergl. Brioschi, Amnali di Mat, X, Seite 97 u. f, wo ich zwei Ausdriicke
fir R(s) = — R(0|s) mitgetheilt habe.
24*
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1) in e: R = log (¢ — ) -+ funct. cont.,
In 00, 00, « « + 00, R=;1z—logz+funct. cont.
= —:: log (#— &) -+ funct. cont.,

und das sind die einzigen Punkte, in denen B = oo wird.

2) Um R eindeutig zu machen, zieht man in 7" aus einem be-
liebigen Punkte Q Schnitte 14, -- -1, nach ¢oo, ---00,. In der so modi-
ficirten Fliche I ist R eindeutig und stetig; werden bei jedem Schnitte [

+ —
die Rénder so als / und ! bezeichnet, dass ein positiver Umlauf um den
Endpunkt vom —Rande zum -+ Rande fiihrt, so ist

an @ b oa l ll lz s l,,,
+ —_ .
R—R|% B o 2 —22°%,

wo U;, B, constante Periodicititsmoduln sind, zwischen denen die p
Relationen

B, = ;:7,2 Wary + 2u.(e) — 7,2;2 %y (00y)
p

#==1

bestehen.

Nun seien 0,0, ---0, die % Punkte der Fliche 7, die zum Argu-
mente £ gehdren. Aus den Unstetigkeiten von R findet sich, dass die
einwerthige Function von z:

d < 1
7z 2 Ble) ==
=1
ist, also ist n
D R(o]e) =log(z—8 + C,
#==1
und C constant, so lange es stetig ist.

Fiir unsern Zweck ist ein genaunes Verstindniss dieser Formel un-
erlisslich. Wiahrend in der Fliche 7, jedesmal dem gehdrigen Blatte
entlang, aber mnicht durch alle » Blitter zugleich, die Schnitte ¢, a, b,
1l -- -1, gefihrt werden, fiihre man die gleichen Schnitte noch aus in
einer einfachen z-Ebene, der Hiilfsebene H. Die Fliche T verwandelt
sich in eine (zweifach) zusammenhingende Fliche 7", H dagegen zerfillt
in Stiicken, und in jedem dieser Stiicke hat C iiberall denselben Werth,

aber beim Uebergange aus einem Stiicke in ein anderes #indert C seinen
Werth um den Periodicititsmodul des Ausdruckes

2 R(o.]|6) —log(z—&) = C:
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Nun enthilt B sowie jedes Normalintegral 1. &. u, noch eine additive,
verfiighare Constante, und es handelt sich um eine geeignete Wahl dieser
Constanten.

Die Schwitte 11, - - - 1,, welche fiir alle Functionen R die gleichen sind,
fiihre man so, dass sie von hinreichender Ferne an bis iw's Unendliche ein-
ander bedecken. Von dort an ergiebt das in der Hiilfsebene H nur noch
einen einzigen Schnitt, und an diesem ist C stetig, da beim Uebergange
iiber denselben alle R(o.|¢) = -;—- log (#— &) + funct. cont. sich um
gleichviel vermehren, und die Vermehrung des Subtrahenden log (s —¢)
n-mal so gross ist.

Bei dieser Wahl der Schwitte 1,1, - -1, hat also C in den fernen Ge-
bicten von H iiberall den gleichen Werth, und wun wihle ich (bei gehdriger
Deutung in log (z— ) die additive Constante von R so, dass dort C =0
wird. Dann folgt fiir diesen Theil der Hiilfsebene H:

D' R(os] &) = log (¢ —9),

n=1
also fiir 2=

(1) lim[ D' R(o,| &) —logs] = 0.

®==1
Ebenso wihle ich fiir jedes Normalintegral I. G. w, die additive
Constante so, dass

®) D () =0, (w=12--p)
wird, was B
2u,(8) = By (e) — —‘—2 W(e) aa
giebt. Sodann fiihre ich statt B das N;r:nialintegral P ein:
®) P(o]e)=R(0]e) — 25> Y4 (0)5
>

es folgt
a) P wird unendlich nur in &, 0o, 00,---00, und zwar ist:
in &: P =1log(2—&) -} funct. cont.;
in 00, 00, -+ - 00, ist: P= _ql@_ log # 4 funet. cont.
f) In der Fliche T” ist P eindentig und stetig, aber es ist
an a; b), C l lez"'ln,

g 2w

+
P—Pio 2w(s) o 2mi ——-
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y) Fir z= o0 wird
lim [ ' P(o,|¢) — log#] = 0.
1

Hieraus folgt, dass das Integral IIL. Gattung
) (o) = P(o]o,) — P(0]0,)
im Unendlichen stetig bleibt und die

(5) DT (o0,) =0

ist. —
Dies vorausgeschickt, bilde ich die Function

(6) L(o) = > Plo]a) —log#;

es folgt
1) L wird unendlich nur in 0o, 00,--- 00,, und zwar ist dort

L= % log # -+ funet. cont.

2) Um L eindeutig zu machen, betrachte man es als das Integral

%; man hat dann 77 nur in eine
einfach zusammenhéngende Fliche 7} zu verwandeln, in welcher die fort-
gesetate Umkreisung derjenigen Punkte gesperrt ist, in denen das Integral,
nimlich I selbst, eine logarithmische Unstetigkeit besitzt. Das wird
erreicht, indem man die nach oo, 00, - -- 00, fiihrenden und zuletzt ein-
ander bedeckenden Schnitte 1, I, - - - [, statt in einem beliebigen Punkte Q,
von hier an im Ausgangspunkte o der p Querschnittbiindel ¢, a, b be-
ginnen ldsst.

3) In dieser Fliche 7" ist also L(0) eindeutig und stetig, und da

des in 7" emdeutigen Ausdruckes

an a, b,z C; ll lz .. l,z

ny = 1
Pole))—P o 2uz (&) 0 |——-2mi

+ _ »
log®—logd| o ——a“-—~2ﬁg——~2Kz+22ul(sx) 2ni | o
1

ist, so ist an den gleichen Schnitten

+ = - i
L—L |o i+ 2u; + 2K, ‘l-2:ti——~‘32m".

Um hiervon sofort Anwendung zn machen, sei #, irgend eine andere
#-Function mit den Nullpunkten 4, 4,--- 48, und L, = X P(0|4,) —log #,:
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die Differenz L, — L ist der Fliche T selbst eindeutig zugeordnet und
nie unstetig, also eine Constante. Folglich ist die Function L selbst bis
auf eime additive Constante fir jede Lagerung der Nullpunkte von &, also
fiir alle &-Functionen dieselbe.

Berechnet man daher fiir p beliebig angenommene Punkie & &, - - - ¢,
eine Function © aus der Formel L (o) = X P(o]s,) —log®, so erweist
© sich als eine der Flache 7 zugeordnete o-Function mit den Null-
punkten & &, ---&; eine solche Function existirt also stets, wie auch
ihre Nullpunkte vorgeschrieben werden mogen.

Das reicht fiir den Beweis dieses wichtigen Satzes aus; wir ziehen
es vor, den Ausdruck der Function L in eine solche Form zu bringen,
dass die entscheidende Eigenschaft, von der Lagerung der Punkte & &,---¢,,
genauer von der ihrem urspriinglichen Ausdrucke (6) zu Grunde liegenden
Funection & nur in einer additiven Constante abzuhéingen, an ihm selber

sichtbar wird.
Sei TT = TT(0) das obige Integral IIL. G. und 2,, 2, seien die Werthe
von z in seinen Unstetigkeitspunkten o,, 0,, ferner sei

P =fL(o)dﬂ,

wo wir 2z auf die Fliche 7, beschrinken, um einen eindeutigen Inte-
granden zu erhalten. Innerhalb dieser Fliche wird P = 00 nur in o,
und o,, und zwar ist

. . apP . . apr
inog: lim(z—2) - =L(o), 1inoy: m(z—2)_—=— L(o,);

also sind die Unstetigkeiten von P in diesen Punkten logarithmische mit
den Gewichten L(o,) und — L(o,). Es folgt

L(0,) — L(0s) = E%/‘L d.
()
Bezeichnet man durch (az), (bi), --- die Beitrige, welche die einzelnen
Schnitte liefern, so dass die auszufiihrende Formel lautet:

L(o) — L(0) = 55 > [(m) 4+ @) + @)1+ D) ()},

und beachtet man, dass —(g wie T verzweigt, also an jedem Schnitte

+ - .
ATl = dTT = dTT ist, so ergiebt sich

+ ——
(L— L) dTT =0,

ya

(L —1)am =/

o) (@)=

ST e N 8™

o —
b (———a;;-——?Kz——'?%z)dn.
Y2

i
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+ —
Aber an a; ist TT—TT =0, also f

24

b
v

dTT = 0, es bleibt:

2

I(X§ — (44 — + +
(b;)-—-‘-——.?f blu;dﬂ=—~2‘/b [d(u;ﬂ)—-ﬂdu-g],
7iz y4r
d. i
@ = — 2000 1) — ) W + 2 f [
7

Nun ist TT(B) = (), (o) — uz(32) = =¢, also

oz () TT(03) — w2 (72) TT(B2) = [z (etz) — wa(p2)] T () = wiTI (a2f),
und so folgh

&) = 2 / b
¥
7) (62) = /

¢ | (T— B dTT = 22T (a) — T(@)].
Das giebt fiir's Erste
D@+ @)+ ()] =2 /

@i,
Dazu kommt

-+
TTdu;, — 274 TT{«).
2

o«
b
/4

+
Mdu, — p - 22i T(w).
2

O] o+ —

E)) (L) = f L (L —LD)dn =—L. 22i[T(c0,) — TT(w)].
O x

'Nlm ist

®) 2 M(co,) =0,

also folgt -

D) =p-22iT(w).

Fithrt man die Werthe beider Summen in die auszufiihrende Formel ein,
so hebt TT(w) sich weg, und es bleibt

Loyt = %3 [

Hier wird fiir TT sein Ausdruck P(ojo) — P(0]o,) aus (4) eingesetzt;
ist dann, fiir einen Augenblick,

L(o) — %2/

o
b
4

+
ﬂdu;.
i

o
b
7

+
P(a]o)du(®) — A©),
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so haben wir A(o,) = A(0;), also hat die Function A(o) in der Fliche
T, iiberall denselben Werth. Bezeichnet man diesen durch — log C, so
ist C eine Constante. Jetzt giebt die Formel (6)

log =Zp,’ P(o]e,) + log 0—%5/

x=1 4==1

-+
P(w]o) dua(w);

o
b
/4

ich schreibe, mit etwas gednderter Bezeichnung:

) Lo =—.;1;2/

A=1
und erhalte den Satz

(8) Diese Function von # wird unendlich nur in 00, 00, - - - OC,,
jedesmal ist

b| P(oo)dus(w),
Vi

L= »ZZ» logz 4 fanct. cont.

In der einfach zusammenhingenden Fliche 7" ist sie ein-
deutig und stetig, und es ist

an a], bl (33, lez"'ln
+ — — .
L—L| o|au+2u+2K|—2xi|—L .24

Weiter folgt, zunichst fiir die vorgelegte &-Function und die aus ihrem
Ausdrucke zu ermittelnden Nullpunkte & &, - - - &, derselben:

(9) & — CeZP(O!Sz)—L(O);

aber nun erkennt man auf den ersten Blick aus den Eigenschaften der
Function P und der, mit Hiilfe der speciellen NuMpunkte g ¢, - - - &, ge-
wonnenen, aber von ihnen ganz unabhingigen Function L¥), dass der
vorstehende Ausdruck (9) fiir alle Lagerungen der Punkie ¢ & - - - ¢ die
charakteristischen Eigenschaften der &-Function hat, nimlich

1) dass & in der einfach zusammenhingenden Fliche 7" eindeutig
und stetig ist, und nur in ¢ ¢ --- & verschwindet, jedesmal zur ersten
Ordnung;

¥ Setzt man logr = P(o]s) — %— [L(0)+ L(s)], so ist r als Function von 2

in der einfach zusammenhingenden Fliche 7" eindeutig und stetig, ausserhalb &
von Null verschieden und in & Null zur ersten Ordnung. Dies ist die Funection,
welche vermdge ihrer ausgezeichneten Querschnittseigenschaften den Uebergang
zwischen den algebraischen Functionen der Classe und den &-Funchionen wirklich
vermittelt. Vergl. auch Riemann’s Th. d. A. F. Artikel 3.
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2) dass
bz | e

——~au——9[u; “2 “7('92)"}‘&]%2”2

logﬂ — log5

an i‘ a;
i
|

ol
{
i

also

+ = + T + -
3) anap; &=490; anb: == - P9V ap g g3

ist, fiir
D
€ = E’ w(e) — K.

z=1
Damit ist folgender Satz bewiesen:

V1. Die Riemann’sche &-Function existirt stets, wie auch ihre
p Nullpunkte vorgeschrieben werden mdgen, und sie ist durch
diese bis auf einen constanten Factor bestimmt. Sind es die
Punkte & ¢, ---¢&, so kann man die &-Function stets durch
den Ausdruck

o = 061’(0'81)4-1’(0{!2)—!--~'+P(0]Ep)—L(O)

darstellen, wo C von 2z unabhingig ist, und dann ist, fiir

!1,=1.2...p
2
3,u=2 Uy, (81) — K

A==1

der u* Parameter dieser Function.

9. Fassen wir dies mit dem Lehrsatze I der Nr. 3 zusammen, so
haben wir den
1. Fundamentalsatz.

VII. Die Riemann’sche &-Function existirt stets, sei es dass ibr
die Parameter e, ¢, ---¢, oder die Nullpunkte & ¢&,---¢&, vor-
geschrieben werden, und wie das auch immer geschehen mag.
Zwischen jenen und diesen besteht unter allen Umstiinden die
Beziechung, dass fir uy=12---p

ey =ty (&) + wu (&) + - - 4 uu(p) — Ky + (9h)u
ist, wo alle g,h ganze Zahlen, und K, K,--- K, die Rie-
mann’schen Constanten sind.
Von hier an handelt es sich nur noch um geeignete Ausdrucksformen
fir die &-Funection. Sie ergeben sich durch die Ausscheidung derjenigen
Fille, wo die Summe der primiren Reihe identisch Null ist und den voll-

standlgen Nachweis derjenigen Reihenausdriicke (Secundarrelhen), welche
dann an ihre Stelle treten.
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1I1.
Die Reihenentwicklungen der 9-Function,

10. Die nun folgende Untersuchung bezieht sich zunichst auf Aus-
driicke von der Form:

P
F(ole) = & (uul0) "2 e (&) + K,
k=1

unter & die Primdrreihe, also die Riemamn’sche Reihe selbst verstamden.
Aus dem Vorangehenden geht fiirs Erste nur hervor, dass es Parameter,
also auch Punkigruppen ¢ ¢, - - - & giebt, fir welche dieser Ausdruck als
Function von z nicht identisch Null ist, und fiir diesen Fall kennen wir
den "Ausdruck jedes Parameters Xu,(s,) — K, durch die p Nullpunkte
der Function. Der Fall, wo dieser Ausdruck identisch Null ist, ist im
I. Abschnitte vorgesehen worden; dass er wirklich vorkommt, muss noch
bewiesen werden.

Hiilfssatz. Bilden die p Punkte ¢ ¢, - - - & kein Punktsystem I. G.¥),
so ist der Ausdruck ©(o]¢) entweder identisch Null, oder ¢ &, - - - &, sind
seine Nullpunkte.

Ist nimlich & nicht identisch Null, und sind dann 4,9, - - - §, seine
Nullpunkte, so ist der u% Parameter = Xu,(d.) — K, -+ (gh),, also ist
fir u=1,2,---p

> o) = (8 + (9P

Wiren 6,0, - - - 8, andere Punkte als & ¢, -5, so wiren beides Punkt-
systeme L. G., was bei ¢, & - - - &, ausgeschlossen wurde. Also sind letztere,
falls & nicht identisch Null ist, die Nullpunkte von 9. Lésst man o
mit & zusammenfallen, so folgt in beiden Féllen

(1) a((—z_’ wu(e) + K,) = 0.

Das ist unter der Voraussetzung bewiesen, dass & &, --- &3 mit &, zu-
sammen kein Punkisystem L G. bilden; es reicht aus, zu fordern, dass

*) Man bilde die g Gleichungen welche bewirken, dass der allgemeine Integrand
L G. in g Punkten & & - - - &, zur Ordnung Eins verschwindet. Diese Punkte heissen

im Folgenden ein Punktsystem I. G., wenn unter diesen g Gleichungen sich 1) iiber-

zahlige befinden und 2) die Anzahl der wesentlichen < p — 1 ist. Jene entsprechen
den ,nothwendigen*, diese den ,,wesentlichen* Punkten des Systems.
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sie fiir sich allein kein solches bilden sollen. Denn wenn #’ der unter
dieser Voraussetzung bis auf einen constanten Factor véllig bestimmte
Integrand I G. ist, welcher in ¢ &, --&_1 verschwindet, so darf man
fiir &, nur einen Punkt nehmen, in welchem " nicht = 0 wird, um die

urspriingliche Voraussetzung zu erfiillen.

11. Es ist nun zu beweisen, dass die vorstehende Gleichung (1) auch
noch gilt, wenn sich unter diesen p — 1 Punkten nothwendige befinden,
also & & --- &,y ein Punktsystem I @&. bilden.

Die Wmhfagkmt dieses Lehrsatzes wird es rechtferhgen, wenn wir
zwei Beweise desselben geben. Sind ¢, - “Ep—p—18p—p 8Bt Epy
ein Punktsystem 1. G. mit den p — o — 1 wesenthchen Punkten &, und
den ¢ nothwendigen Punkten s;, so mdge fiir jedes Punktsystem dieser Art

p—g—1 p—1
o(— Z y (8a) —2 Uy (s3) + K,.)) als eine E,
—e¢

bezeichnet werden.

Es ist also bewiesen, dass jede E;=0 ist. Ich werde voraussetzen,
dass jede F, ;=0 ist, was fiir g=1 richtig ist, und zeigen, dass darum
auch jede FE, =0 folgt: das ist der erste Beweis des Satzes. Zu diesem
Zweck bilde ich, unter & stets die Primdrreihe verstanden,

—0—1
& = (w0 — u, @) ——2 t (80) — Z w5 + K,),
P

wo ® ebenso wie O ein variabler Punkt ist, so dass &, wemn O mit ®
zusammenfillt, in die vorgelegte E,, aber wenn O mit einem der ¢ Punkte
&g zusammenfdllt, in eine F,_, iibergeht, also nach Voraussetzung — 0
wird. Dies letztere setzt voraus, dass die p — ¢ — 1 Punkte &, auch mit
o zusammen ein System wesentlicher Punkte bilden; bei der Wahl von
@ sind also diejenigen Lagen auszuschliessen, in denen o selbst ein zu
den Punkten &, gehoriger nothwendiger Punkt sein wiirde. Nun findet
der Hiilfssatz statt, dass & als Funetion von z entweder identisch Null
ist, oder @ & & - -8 o 18 o &1 seine Nullpunkte sind: in beiden
Fillen folgt die zu beweisende Gleichung F, = 0, wenn man 0 mit @
zusammenfallen lisst.

Ist ndmlich & nicht identisch Null, so hat es ausser den bereits nach-
gewiesenen o Nullpunkten & noch p — ¢ andere, welche 5y - %z p—,
heissen mégen, und dann ist der u® Parameter

(@) (o) ) — Boom= D0 (55) A D (1) — Koo (9h )
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also folgt
(@) + 2, w(a) =) wa(0:) + (9h)u,

fir u=1,2,.-.p. Wiren 5, --- 7y, andere Punkte als © & 8,1,
so wiren beide Gruppen Punktsysteme I G., was bei letzteren aus-
geschlossen ist. _

Also wird in allen Fillen & = 0, wenn 0 mit © zusammenfillt, d. h.
ist jede E, 4 =0, so ist auch die vorgelegte E, = 0. Da aber jede
Ey, =0 ist, so ist es auch jede E,, jede E, u.s. w. bis zur gréssten An-
zahl nothwendiger Punkte, die unter p — 1 Punkten vorkommen kénnen;
die (leichung (1) gilt also auch, wenn & & --- &1 irgend ein Punkt-
system I. G. bilden, so haben wir den

2. Fundamentalsatz.

VIII. Dass fiir jede Lagerung der p—1 Punkte & &,--- &1
der Ausdruck

D S uned + Ku) =0

x==1
ist.
Dieser Satz hat eine tiefere Bedeutung, die wir im IV. Abschnitte
nachweisen werden.

12. Nach dem vorstehenden formalen Beweise halte ich es fiir un-
erldsslich zu zeigen, dass und wie die Richtigkeit des vervollstindigten
Satzes aus der Stetigkeit der Reihensumme & folgt.

Um den Werth von E, zu finden, schliesse man jeden nothwendigen
Punkt & in ein endliches Gebiet (s3) ein, welches ausser ihm keinen
zweiten nothwendigen Punkt enthilt, und nehme beim Ausdrucke E, den
entsprechenden Punkt z; in diesem Gebiete (¢5) an. L#sst man nun jeden
Punkt £ in diesem Gebiete (s5) schwanken, so bleibt F, = 0, so lange
kein Punkt &5 mit dem zugeordneten &; zusammenfillt; wire E, nicht
=0, so wire E, unstetig, weil seine Maximalschwankung in diesen Ge-
bieten nicht =0 wiirde, wenn fiir jeden derselben die grosste Orts-
dnderung von &z, d. h. die Maximalschwankung des zugehorigen Werthes
von z zum Verschwinden gebracht wird.

13. Daraus folgt nun, dass g &, - - - &, unter allen Umstéinden Null-
punkte des Ausdruckes &(0|¢) sind. Bilden sie aber ein Punkisystem
L G., so giebt es auch noch andere Gruppen von p Punkten 4,9, - - - 9,
so dass fir p=1,2,.--p
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2 () = 2D wa(0) + (gh)

wird, und dann ist &(0]s) proportional zu &(0|d), also wird 9(0]¢)
auch == 0 in 0,0, - - - 0,, und ist demnach identisch Null, da es andern-
falls nicht mehr als »p Nullpunkte besitzt.
IX. Bilden & ¢, - ¢ ein Punkisystem I. G., so ist die
Summe der Primirreihe

?
(a0 — D (e + K,)
identisch Null. =

14. Damit ist bewiesen, dass der im I. Abschnitte vorgesehene Fall,
wo die Summe & (u, —e,) der Prim#rreihe identisech Null ist, wirklich
vorkommt, und es folgt zugleich, dass die einzigen Fille, wo dies nicht
eintritt, unter denjenigen zu suchen sind, wo die Parameter sich in die
Form

€ =2 U (&) — Ky + (gh)u

k==1

bringen lassen, ohne dass ¢ & - - & ein Punktsystem I. G. bilden.

15. Zum urspriinglichen Satze, dass es (Parameter, also auch) Punkt-
gruppen (&) giebt, fiir welche ©(0]¢) nicht identisch Null ist, kommt also
jetzt der Satz hinzu, dass es auch solche giebt, fiir welche & (0]¢) iden-
tisch verschwindet. Sei

»
(0] &) = 9 (u. (0) —2% (80 + KoL)
1
identisch Null, aber

#(0]8) = (. O — D'u, @) + K,)

sel es nicht.

Wir sind nach dem Vorangehenden sicher, dass 0,0, ---0, kein
Punktsystem I. G. bilden, sodann kann es sein, dass ¢ &, - - - &, ein solches
bilden, wir werden jetzt beweisen, dass letzteres wirklich der Fall ist.

Mit Benutzung eines Riemann’schen (Gredankens®) bilde ich folgende
Reihe von Ausdriicken:

* Ueber das Verschwinden der @-Functionen, art. 3.
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»
A, = &{u,0) — E () + K),
1
Y4

B, = 8 (u,0) + . 0) — 1, G) — D, wu (e + Ky,
1

— — —— ——

q q r
B8, = 2( D w0 — D wi0r) — D wated + K,

0 1 1
- r a V4 - P
Bp=&( D walod — D@0 — D wulen) + ).
) 1 1

Bei der Bildung von A, ist fir 4,48, --d; irgend eine Gruppe von ¢
Punkten aus 6,0, ---0d, zu nehmen; das ist auf p, Arten moglich, und
so gross ist die Anzahl verschiedener Ausdriicke, welche unter A, zn
verstehen sind. Dann ist noch zu bemerken, dass oo, - - - 0, unabhiingig
variable Punkte bedenten.

Der erste Ausdruck A, ist nach Voraussetzung = 0. Sodann ist
klar, dass man aus einer Gruppe A, die vorangehende A, _; erhilt, wenn
man den letzten variablen Punkt o, in jeder einzelnen A, nacheinander
mit &, --- &-g zusammenfallen lisst. Sind also s@mmtliche A, identisch

Null, so sind es auch alle vorangehenden Gruppen A, 1, &,_o,--- A, A,.

Aber nicht alle folgenden sind es*), denn A, ist nicht identisch Null,
wie sofort folgt, wenn man 0,0, --- 0, mit & & ---& zusammenfallen
lisst, wodurch A, ohne Unstetigkeit in den nicht identisch verschwinden-
den Ausdruck #(o|d) tibergeht.

Daraus folgt, dass es wn der Reihe 1,2, --- p eime villig bestimmite
Zahl ¢ giebt derart, dass 1) fir ¢ < ¢ alle Ausdriicke A, identisch Null
sind, aber 2) nicht simmtliche Functionen der Gruppe A, identiseh ver-
schwinden. Seil insbesondere

. € 4 Fd
Bo=0( D w09 — D wu @) — 2 wu(e) + K,)
0 1 1

nicht identisch Null. Dann wird es, wenn jetzt o der variable Punkt ist,
=0 in 0,0, 0, weil es, wenn 0 mit einem von diesen Punkten zu-
sammenfallt, sich auf eine A,_; reducirt.

Seien ¢yr1 -+ 0, die tbrigen Nullpunkte von A,. Sie sind dwrch
den Ausdruck von A, villig bestimmt, d. h. soweit dieser unmittelbar zu

¥ Vergleiche den § 2 in der Abhandlung des Herrn C. Neumann.
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erkennen giebt, bestimmt durch die Lagerung von 0, 8, ---dy, VoD & & - &
und 0,0, - - - 0,, und diese letztern sind frei wihlbor.
Fir die Parameter von A, ergiebt sich

¢ ¢ ?
— (0 + D (00 + Do) — Ko

[ 2

= D (8) + Do (08) — Ku + (9B
1 o+1

zur Bestimmung von 0p4;-:-0, erhdlt man also die Gleichungen des

Abel’schen Theorems:

O) Do) =D wu(o) + (9B (w=12,---p),

die gesuchten Punkte 0,4---0, erweisen sich als unabhingig von der
Lage der Punkte 9,0, - - - d,.

Durch diese p Gleichungen sind also, wie wir ausdriicklich wieder-
holen miissen, die p — ¢ Punkte 0,4 ---0, vollig bestimmt, wihrend
0,03 - - - 0, verfiigbar bleiben. Denn sie geben

2 ¢ 2
By = 3 (u.0) +2 Uy, (03) ——2 Uy, (07) -—2 w. (&) + K,)
b} 1 1

proportional zu
0 »
(0 — D w0 — D uu 00 + K);
1 e+

kénnte man 0,1 -0, auf mehr als eine Art so wihlen, dass den Glei-
chungen (a) Geniige geschieht, so hitte A, mehr als p Nullpunkte ohne
identisch Null zu sein.

Nun ist die Gruppe o,0, --- 0, nicht identisch mit der Gruppe
& & - - - &; denn selbst wenn beide Gruppen einzelne Punkte mit einander
gemein haben, so enthiilt die erstere doch auch solche Punkte, die in der
andern fehlen, nimlich o, 0, - - - 0,.

1) Also sind beide Gruppen Punktsysteme I G., sie sind corresidual,
und die eine enthilt demnach ebensoviel nothwendige Punkte wie die
andere.

2) Aber von der ersten Gruppe konnen wir die nothwendigen Punkte
selber nachweisen, das giebt dann fiir die andere Gruppe die Anzahl ihrer
nothwendigen Punkte. Da niimlich die p Gleichungen (a) ¢ Punkte der
ersten Gruppe (o, 0, - - - 0,) unabhingig variabel lassen, und durch sie die
p — ¢ tbrigen (0p41 --- 0p) vollig bestimmen, so sind diese letztern
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wesentliche Punkte und zu ihnen gehéren jene als nothwendige. D. h.
unterwirft man den allgemeinen Integranden I G. w’ der Bedingung, in
den p — o Punkten 0,y -- -0, zur ersten Ordnung zu verschwinden, so
sind diese p — ¢ Gleichungen von einander unabhingig, aber sie ziehen
das Verschwinden von «’ in 0,0, - - - 0, als nothwendige Folge nach sich.

3) Unter den obigen Voraussetzungen iiber die Functionengruppen
Doy und A, bilden also auch ¢ ---¢&, ein Punktsystem L G., welches
aus p — @ wesentlichen und ¢ nothwendigen Punkten besteht*).

Beschrinken wir uns fiir einen Augenblick auf das, was unsern nichsten
Zweck betrifft, so haben wir aus 1) den Satz:

X. Ist der Ausdruck

F4
(.0 — D e + K,)
1

identisch Null, so bilden & &, - - - & ein Punktsystem I. G.

16. Aber das ist die Umkehrung des Satzes IX, Nr. 13; beide ver-
einigt geben den
3. Fundamentalsatz.

XI. Damit
P
8 (0 0) — D (e + K
1 ;

identisch verschwinde, ist erforderlich und hinreichend, dass
& & - - - & ein Punktsystem L G. bilden. )
Oder auch der

4. Fundamentalsatz.
XI1. Der Ausdruck

A (w, (0) ———2 wy (&) + K)

igt stets und nur dann nicht identisch Null, wenn sich unter
den p Punkten & ¢, - - - &, kein nothwendiger befindet, und dann
sind dies die Nullpunkte der §-Function.

17, Nun lisst sich (Nr. 6) jedes Parametersystem ¢ ¢, ---¢, in
die Form

*} Ich muss es einer andern Gelegenheit vorbehalten, auf die hier benutaten
und, nachdem ich den wahren Inhalt herausgeste'lt habe, sehr leicht zu beweisenden

Sitze dber Punktsysteme I G. im Zusammenhange (Abel’sches Theorem, Riemann-
Roch’scher Satz) zuriickzukommen.

Mathematische Annalen. LIV. 25
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V4
€u t’=2 Uy (‘Sk) — K. + (gh)ﬂ (M =12, ’p)

bringen. Bilden & &, - - - & kein Punktsystem I @&., so ist 9(u,—e,)
nach dem Vorstehenden nicht identisch Null, und & &, - &, sind seine
Nullpunkte. Bilden sie ein solches, to tritt der in den Nummern 3 und 4
vorgesehene Fall ein, wo & (u,—e,) identisch Null ist, und es Secundir-
reihen zu einer durch die Parameter vollig bestimmten, an der angefithrten
Stelle durch ¢ bezeichneten Ordnung giebt, welche eine §-Function mit
diesen Parametern darstellen. Die Nullpunkte &,9,---0d, einer solchen
bilden dann (Nr. 10) ein mit & & - & corresiduales System. So oft
also vermége der Wahl der Parameter Secundirreihen statthaben, bilden
ihre Nullpunkte stets ein Punktsystem I. G.

Aber es findet auch der umgekehrte Satz statt, dass zu jedem Punkt-
system I G. & & - - ¢, eine Secundirreihe gehort, von welcher jenes die
Nullpunkte sind, und wir sind jetzt im Stande, diese Reihe wirklich her-
zustellen.

Sei

18 &
ein gegebenes Punkisystem I ., und ¢ die Anzahl seiner nothwendigen
Punkte, also ¢ 1.

An Stelle der Reihe von p -+ 1 Functionengruppen A der Nr. 15

bilde ich folgende p + 1 Prim#rreihen:

q q P
Fy=o( D uuon ——gl’ 0, (@) ——g (&) + K,

k==0

fir g=0,1,---p. Wie am angegebenen Orte sind oo, - - - 0, unabhingig
variable Punkte; aber wihrend dort die Punkte 0,40, - - - d, noch in fester
Lage vorausgesetzt werden mussten, sind sie hier durch unabhingig
variable Punkte o, @, - - - ©, ersetzt.

Wiederum ist der erste Ausdruck Fj, in der Reihe F,F,---F,,
identisch Null; ist es auch F,, so sind es alle vorangehenden, aber nicht
alle folgenden sind es, demn F), ist micht fir alle Lagen der 2p | 1
variabeln Punkte 09, ---0, @, --- 0, Null da es, wenn 0,0, -- -0, nach
& &+ - - & riicken, sich in eine Primé#rreihe verwandelt, deren Summe nach
XII. nicht identisch Null ist. Daraus folgt, wie in Nr. 15 der Schluss,
dass es zwischen o und p eine Zahl & giebt, so dass ¥, nicht identisch
Null ist, wohl aber F,_; und jedes vorangehende F,. Die Resultate,
welche dort gefanden wurden, Hefern jetzt den Werth von ¢ und damit
die Umkehrung jener Sitze.
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In der That verschwindet F, als Function von z in @, @, - - - ®, und
nach Nr. 15 in denjenigen vollig bestimmten p — 6 Punkten o444 - - - 0p,
welche dureh o, ---0, zu einem mit & & ---5 corresidualen System
erginzt werden; in diesem sind aber o, 0, - - - 0 und nur diese willkiirlich
wihlbar, also sind sie die nothwendigen Punkte dieses Systems. Da aber
die Anzahl der nothwendigen Punkte fiir beide corresiduale Systeme die
némliche ist, folgt 6 = .

Wir miissen alles, was hiermit bewiesen ist, zusammenstellen.

Vorausgesetzt ist, dass & & - - - &, ein Punktsystem I. G. mit ¢ noth-
wendigen Punkten bilden. Es folgt

1) dass, unter 9 die Primérreihe verstanden,

¢ ¢ ?
Fy=o( 2 Uy, (08) —2 AT ——2 uu (&) + K,)
0 1 1

nicht identisch Null, sondern eine 9-Function ist;

2) dass es als Function von z Null wird in den ¢ unabhingig
variabeln Punkten o, @, --- @, und denjenigen p — ¢ Punkten
0g41- - - 0p, Welche vermdge der Gleichungen

() Do) = Do) + (g0 (w=1,2,---p)

durch die ¢ Punkte 0,0, ---0, zu einem mit & ¢, - - - & corre-
sidualen System erginzt werden;

3) dass ferner F, = 0 wird, wenn irgend einer der ¢ variabeln
Punkte @, @y - - @, mit irgend einem der ¢ -+ 1 Punkte
00, - - - 0, zusammenfallt und

4) dass F, in allen diesen Fillen nur zur ersten Ordnung Null
wird.

Es handelt sich um die Folgerungen, welche sich aus diesen vier
Grundeigenschaften der &-Function F, ergeben. Dabei mdge der Werth
von 2z fiir den Punkt o durch 2, fiir den Punkt e; durch § bezeichnet
werden.

Wir entwickeln F, als Function von § nach Potenzen von §, — z,
indem wir dabei in der Fliche 7' den Punkt o, zum Entwicklungscentrum
nehmen. Da F, in demselben zur ersten Ordnung verschwindet, so hat
die Entwicklung die Form

Fo = 2(2p—8o) Fo—r +( (e Q)yFe'i— +

und es ist Fy_; als Function der iibrigen Variabeln 22, ---2, § --- §—1
nicht identisch Null. Schreiben wir zur Abkiirzang
25%
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o—1 o—1 ?
Ou =2”ﬂ (0r) "“2 (@) “‘2 (&) + Ky

Fe —_ Eled)((m))-{—fa‘gmﬂ %, e22mp§u#(oe)~—u‘u(we)§ ,

Fya= e 250 Sl (0p),
d
wenn u, (o) den Werth von ’ZZ%E im Punkte ¢ bedeutet.

Das ist eine Secundirreibe erster Ordnung mit den Argumenten
Oy Uy - Vpt

also

so folgt

e—1 g—1 2
F, g;—-l = 8 (v.) = 8, ( 2 Uy (0) — Uy (@) ‘_2 uy (e1) + K,.),
0 1 1
und es ist nun zunichst festzustellen, dass dies in Ansehung seiner Argu-
mente, also vom Punkte o, abgesehen, eine 9-Function ist. In der That
folgen die hierzu erforderlichen Eigenschaften (A. B. Lehrs. I, Nr. 3)
innerhalb der Fliche 77 aus der Form des Reihenausdrucks und, wie in
Nr. 3 fiir 4,, die Querschnitiseigenschaften aus denen von ¥y, wenn man
beachtet dass
. . F,
F, o—1 = lim m
ist, wenn @, nach o, riickt.

Es handelt sich nun um den Nachweis, dass auch diese #-Funetion
die oben zusammengestellten vier Grundeigenschaften besitzt, nur dass
0 — 1 an die Stelle von o tritt.

Die erste derselben, dass F,_; &-Function und nicht identisch Null
ist, wurde bereits bewiesen. Sodann hat ¥, 1, ebenso wie jeder andere
Entwicklungscoefficient F,__;, --- als Function von z mit ¥, alle die-
jenigen Nullpunkte gemein, die von §, unabhiingig sind, und dasselbe gilt
von Fy_, als Function einer der tibrigen Variabeln # ---2,—1 § - §o—1-

In allen diesen Fillen wird die Reihensumme F, nur zur ersten
Ordnung Null, unter den Entwicklungscoefficienten F,_y, F,_s, - -- muss
es also in jedem einzelnen Falle solche geben, die ebenfalls nur zu dieser
niedrigsten Ordnung verschwinden. Dass F,_; in jedem Falle zu diesen
letztern gehort, ist eine der iibrigen Grundeigenschaften und muss be-
wiesen werden.

Als Function von z hat die #-Function F,_; die Parameter

¢—1 o—1 2
,__2 Uy (Ok) +2 uy (01) —-{-—2 w, (82) — K,
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was mit Benutzung der Gleichungen

p »
@) D) = D wi(08) + (g
1 1
in
¢—1 P
PRACE P RAGE DS 4
1 ¢
iibergeht. Sodann ist von den p Nullpunkten o, --- @, 0p41 -0, der
Function F, nur einer von {, abhingig, nimlich der Punkt w,; die p —1
tibrigen sind also auch Nullpunkte aller Entwicklungscoefficienten, also
auch von F,_, als Function von 2.
Ist % der noch fehlende, so ist der vorstehende w* Parameter von

F,_y auch
=2 uy (o) + uu () + 2 i (08) — Ko + (91 )us

¢+
es folgt

(1) == (0g) + (9—9" | h— W)y,
fiir y =1,2,---p. Also ist der gesuchte Punkt % kein anderer als der
Punkt o, selber, weil es sonst eine wie die Fliche 7' verzweigte Function
erster Ordnung von z gibe, die nimlich in % Null, in o, unendlich zur
Ordnung 1 wird und sonst stetig bleibt, was nur fiir p == O moglich ist,
und die Existenz von Integralen I G. ausschliesst.

Wir finden, dass F,_; als Funetion von z Null wird in den o — 1
unabhingig variabeln Punkten o, @, --- @,—1, dem Punkt o, und den
p— ¢ Punkten o0p4y--:-0p,, wenn diese so bestimmt werden, dass
0p0gt1---0, mit den ¢ — 1 Punkten 0,0, -+ 0p—1 vermdge der Glei-
chungen (a) ein mit & & --- & corresiduales System bilden, und es ist
zu beachten, dass hierbei die Anzahl der nothwendigen Punkte beider
Systeme nicht in Betracht gekommen ist. Da dies p getrennt liegende
Nullpunkte sind, so wird F,_; in ihnen nur zur ersten Ordnung Null.

Jetzt folgt ohne Weiteres, dass F, _; auch verschwindet, wenn um-
gekehrt einer der ¢ — 1 Punkte o - -- @w,—; mit einem der ¢ Punkte
00, - - - 0p—; zusammenfillt also, wie soeben fiir den Fall, dass einer der
letztern variabel ist, bewiesen wurde, jedesmal pur zur ersten Ordnung
verschwindet.

Bei der &-Function

e—1 o—1 ?
Fyoy =0, D) w0 — D wu(eon + D wuled + K
0 1 1
sind also die gleichen Grundeigenschaften vorhanden, wie bei der urspriing-
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lichen &-Function F,, nur dass in ihren Argumenten die Anzahl der
variabeln Punkte 0 von ¢ -1 auf ¢, der Punkte @ von ¢ auf o — 1
gesunken ist.
Bei der Uebertragung der Grundeigenschaften von F, auf
Fjy=lim, ¢
N
ist beztiglich der Punktsysteme & &, ---¢& und 0,0, - - - 0, nur die, durch
die Gleichungen (a) ausgedriickte Corresidualitét derselben, nicht die
Anzahl ihrer nothwendigen Punkte benutzt worden. In Folge dessen
tibertragen sie sich auch von der &-Function F,_, auf
._.__f_':l_.___
2( o—1" -—1)’

wenn @,—; pach o, riickt. Das giebt, wenn jetzt zur Abkiirzung

F}_y=lim

o—2 o—2
“2 U (01) —2 UACTY) _‘2 wu (8x) + K

geschrieben wird,

Foly= DO E% S (07) - D muty (00—),

dies ist also eine Secundirreihe zweiter Ordnung mit den Argumenten
U g+ - - Upt
P

¢—2 o—2
F}s=93(0.) = o D uulon — D (o — 2 w, (&) + K.);
0 1 1

das ist nicht identisch Null, driickt in Ansehung seiner Argumente, also
abgesehen von den beiden Punkten o, und 0,1, eine &-Function aus, als
Function von z wird F,_ =0 in den ¢ —2 variabeln Punkten o, o, 0,2
und denjenigen p — ¢ -+ 2 Punkten 0,0, --0,, welche bei der vor-
geschriebenen Lage von o,—; und o,, vermdge der Gleichungen

(@) D) =D wilo) + (gh),  (@=1,2---p)

mit 0,04 -+« 0o zZusammen ein zu & & - - - & corresiduales System bilden,
ferner wird diese Function = 0, so oft einer der Punkte @, - - - ©,_3 mit
einem der Punkte 0o, --- 0,_» zusammenfillt, und in allen diesen Fillen
wird sie = 0 zur Ordnung Eins.

Diese Schlussweise setzt sich fort, und fiihrt schliesslich zam Aus-
drucke

FQ .-=—_2e¢“m»+22 " n 2 My (0g) 2 Uy (0g—1) - - 2 M (04)
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6 = 1, (0) — Dt (88) + Ko

das ist eine Secundirreihe ¢** Ordnung mit der Argumenten v,v,---p,:

FP = 8 ((00) = St 0 — D) (e + K,.)

und den Parametern

»
8ﬂ=2uﬂ(8k)_K# (e=1, 2,---p).
k=1

Ihre Summe ist Function einer einzigen Variablen z und nicht identisch
Null. Sie driickt, als Function von 2, eine -Function aus, und 0, 0,--- 0,
sind ihre Nullpunkte. Diese Punkte repréisentiren jedes zu ¢ & --- g
corresiduale System, da die ¢ nothwendigen Punkte o, 0,- - - 0, unabhingig
variabel sind.

Nimmt man fiir & ¢, - - - &, zunichst diese p Punkte 0, 0,0, selber,

so ergiebt sich der Satz

XIII. Auch wenn die Nullpunkte 0,0, --- 0, der #-Func-
tion ein Punktsystem I. G. bilden, kann man diese Funection in
Reihenform ausdriicken. Ist ¢ die Anzahl der nothwendigen
Punkte dieses Systems, und sind das die Punkte 0,0, - - - 0,,
so erhdlt man als Ausdruck fiir die verlangte #-Function die
Secundirreihe o** Ordnung:

2
B () +2 Zmy, |y (@) =X wy o)+ 5, | ,
8§,=23 1 ‘Emﬂuy(oi)

Emﬂu; (05) - .- 2 mﬂu;(oe),

wo im algebraischen Factor unter dem Summenzeichen jeder
Integrand I. G. u) auch durch die Function ¢, ersetzt werden
darf, welche seinen Zihler bildet.

18. Fiihrt man aber im Ausdrucke von F{® an Stelle der Punkte &

Parameter ein:

=2 mu(e) — K+ (9B (w=1,2,--p),

und beachtet beztiglich der Simultanperioden (gk), die Formel (a) Nr. 4,
so ergiebt sich der folgende Satz:

XIV. Kann man die p Constanten ¢ ¢, - - - &, auf irgend
eine Art in die Form bringen
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€u =2u,u(5k>_Kﬂ+(gh)ﬂ (e=12,---p),

so dass & &, ---&, ein Punktsystem I. G. mit ¢ nothwendigen
Punkten bilden, so giebt es unendlich viele #-Functionen mit
den Parametern ¢, ¢, ---¢,. Ihr allgemeiner Ausdruck ist die
Secundirreihe ¢** Ordnung

Follun—eu) = 2 PN E =) 2 My (01)

2 My Wy (0g) - - 2 I ACHN

welche ausser dem Punkte o noch von ¢ unabhingig variabeln
Punkten o, 0, - - - 0, abhiingt. Die Nullpunkte dieser Function
bilden dasjenige zu & &, - - - & corresiduale System, dessen ¢
nothwendige Punkte 0,0, - - - 0, sind.
Es ist nicht ausgeschlossen, dass alle diese corresidualen Systeme von
p Punkten einzelne Punkte mit einander gemein haben, dann sind dies
gemeinsame Nullpunkte aller &-Functionen der Schaar. Dieser Fall tritt
z. B. ein, wenn es in der Classe gar keine Function von der Ordnung p
giebt. Benutzt man &-Funectionen dieser Art, so stellt der Quotient zweier
9-Functionen mit den gleichen Parametern eine algebraische Function 7
der Classe dar, was niemals mdéglich ist, wenn nur priméire Reihen zur
Verwendung kommen.*)

19. Betzen wir allgemein

#o = D¢ OTERCTW . D (0 Dlmt (00) -+ i (05),

WO € 6, - - - & dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Satze, so lisst
sich leicht zeigen, dass unter den Voraussetzungen dieses Satzes nicht
bloss & (u, —e,) = &,, sondern auch &, 8,, - 9, gleich Null sind,
und zwar fiir alle Lagen der Punkfe 60, --.0,_1, wihrend #, nicht
identisch Null ist. In der That geht :

(o) cb((m)) +2 217 ’ ’ ’
F, o—0 2 , 'Emﬂ in (0) - 2 , Myt J0g—1)+- _S_ ;m#uM(OQ“"l“'O)’

fiir
p—0

v = u,(0) +2 {40 (08) — . (01) | — e,

k=1

*) Vergl. Riemann, Theorie d. Ab.-F. art. 27; der vorstehende Ausdruck & tritt
auch schon bei Riemann auf, aber in ganz anderem Zusammenhange und mit andern

Argumenten 7, statt w, —e,. Ueber d. V. s. dh. 5 Formel 4,
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in einen Ausdruck von der Form &, iiber, wenn man o, @, - - - @,_, nach
0y 04 - - 0p_ riicken lisst, nur dass die variabeln Punkte 0,0, - - - 0, von
&, hier durch 0,0, - -- 0p41—, ersetzt sind. Aber fiir 6=1,2---0—1
ist von diesem Ausdrucke F ;‘26 bewiesen, dass er verschwindet, wenn

ein Punkt @ mit einem Punkte o zusammenfillt, also sind 94, --- &1
alle identisch Null, wihrend &, es nicht ist. :

Der Umstand, dass dies nicht bloss fiir alle Lagen von o, sondern
auch von 0,0, - - - 0,y gilt, fithrt nun zum Beweise des Satzes, dass unter
den obigen Voraussetzungen iiber die Parameter e ¢, - - - ¢, fir

Uy ==Uy —— €, Vg ==Yy — G,y VUp=1Up — &

ausser der Summe &(v,) der Primirreihe auch ihre sidmmtlichen par-
tiellen Derivirten von der 1% bis zur (¢ —1)%** Ordnung, aber nicht alle
Derivirten g% Ordnung verschwinden, was die Umkehrung der Sitze aus
Nr. 3, 4, und 6 liefert.

Ist namlich ¢ >1, so ist &, =0 fiir alle Lagen von o,. Aber
u, (0), ty'(0y), - - - #p(0;) sind linear unabhingig®) und &, ist in ihnen
linear und homogen, also sind ihre Coefficienten = 0O, das sind bis auf
den fehlenden Factor 2 die partiellen Derivirten erster Ordnung von .
Ist 1 <6 < g, so sind im Ausdrucke von &, aus dem nimlichen Grunde
=0, 1) die Coefficienten von u,"(o,), 4, (0y),- - - up(0,); 2) in ihnen die
Coefficienten von wu,"(0,), u,'(0y), - - - up(0y), u. 5. w.,, d. h. fiir die vor-
stehenden Werthe von #, v, - - - v, verschwinden auch alle partiellen Deri-
virten 6*F Ordnung von &(v,). Dass die Derivirten o Ordnung nicht
alle = O sind, versteht sich von selbst, da sonst &, =— O wire.

20. Dies mit den Sitzen der Nummern 3 und 4 zusammengehalten
zeigt, dass, wenn & (u, — e, ) identisch Null ist, die Ordnung ¢ der Secundar-
reihe, welche danm an die Stelle der Primérreihe tritt, sich auf zwei
Arten bestimmt, einmal durch das Verhalten der partiellen Derivirten von
#(v,) fir die speciellon Argumente v, = u, — ¢,, andererseits aus der
Beschaffenheit irgend einer Gruppe von p Punkten & ¢,---¢,, fiir welche

P
C. u =2 U (&) — Ky + (9h) (6=1,2,--p)
k=1
ist.
In Folge dessen sind wir in der Lage, den wichtigen Lehrsatz der
Nr. 6, dass jedes System von p Zahlen e, € - - - ¢, sich in die vorstehende
Form C. bringen lisst, durch folgende Zusitze zu vervollstindigen.

¥ Vergl. Riemann, Ueber das Verschwinden der &-Functionen, art. 4.
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1) Befindet sich unter den p Punkten & kein nothwendiger, d. h.
lassen ¢, ¢, - - - €, sich nur auf eine Art in die vorstehende Form C. bringen,
so ist die Summe der Primirreihe 9(u, — ¢,) nicht identisch Null, und
& & - - - & sind ihre Nullpunkte.

Ist umgekehrt o (w,—e,) nicht identisch Null, so lassen sich ihre
Parameter nur auf eine Art in die obige Form bringen, unter den
Punkten & &, - - - & befindet sich kein nothwendiger und sie sind die
Nullpunkte von .

2) Bilden die p Punkte ¢ ein Punktsystem I G. mit ¢ nothwendigen
Punkten, so ist die Summe der Primérreihe & {u, — ¢,) nebst ihren ersten
bis (¢ — 1) partiellen Derivirten identisch Null, die ¢%*" Derivirten sind
es nicht alle, und bei diesen Nullpunkten & ¢, - - - & tritt an die Stelle
der Primirreihe eine Secundirreibe ¢** Ordnung (Lehrs. XIII).

Ist umgekehrt & (u,—e,) nebst seinen ersten bis (p—1)*", aber
nicht allen @*® partiellen Derivirten identisch Null, so lassen sich die
Parameter ¢, ¢, - - - ¢, auf unendlich viel Arten in die obige Form C. bringen,
indem man o von den Punkten & &, - - - 5, beliebige Lagen o, 0, - - - 0, vor-
schreiben kann, wodurch dann die Lagen 0p41-- -0, der p — ¢ iibrigen
bestimmt sind. Solche p Punkte bilden ein Punktsystem 1. G. vom Ueber-
schusse @, und o, 0, - - - 0, sind die nothwendigen Punkte desselben. Alle
diese, zu den gleichen Parametern gehorigen Punktsysteme sind corresidual.
Zu solchen Parametern gehort eine Schaar von #-Functionen, nimlich zu
jeder Lagerung der nothwendigen Punkte o,0,---0, eine, von welcher
diese und die zugehdrigen 0,1 - - - 0, die Nullpunkte sind. Ihr Ausdruck
ist durch die Parameter e, ¢,---¢, und die nothwendigen Punkte o, 0,--- ¢,
bestimmt (Lehrs. XIV).

Wie sich das auf die Constanten

Vi—=ee+ K, Vo=6+ K, - Vy=61K
des V. Lehrsatzes Nr. 6 iibertrigt, braucht nicht weiter ausgefithrt zu
werden.
Iv.
Analytisehe Bedingung dafiir, dass ;. - - - u, Simultanwerthe sind.

21. Dies alles griindet sich auf den 2. Fundamentalsatz (Nr. 11)
dass, unter & die Prim#rreihe verstanden, der Ausdruck

»—1
B=o(— D uue) + K.)

k=1

stets = O ist. Aber dieser Satz haftet an folgenden Voraussetzungen:
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1) dass u,(0), u,(0), - - - up(0) fiir jede Lage des Punktes o Simultan-
werthe bedeuten, d. h. dass sie mit irgend welchen Anfangswerthen zu-
niichst der einfach zusammenhingenden Fliche 7" gugeordnet sind, und
von dieser aus ilber das Querschnittsystem hinweg nur auf demselben
Integrationswege fortgesetzt werden, wodurch sich fiir denselben Punkt o
die urspriinglicheniWertheTw, u, - - - u,, vermehrt um Simulianperioden

(9P, (9P)e; - - - (gh)p ergeben.
2) Dass die Riemann’schen Constanten (Nr. 5, Lehrs. IV)

K, = 5 [wi + ] +,—,52/

isu

&)+
b w,du
7

i

-+
aus diesen Simultarwerthen u, berechnet sind.
Als niichste Folgerung hieraus ergiebt sich, dass die Argumente

Oy = — ty (&) — wu (85) - — wu(&p—1) + Ko

von F von den Anfangswerthen der Integrale u, u, - - - 4, unabhiingig sind.
Vermehrt man nidmlich «, um eine Comstante c., so vermehrt K, sich nm

1 /
isp

also wird v, dadurch nicht geéindert®).

Aendert man insbesondere die Normalintegrale um Simultanperioden,
so hat das auf die Argumente von E gar keinen Einfluss.

Riemann benutzt dies zu einer endgiiltigen Bestimmung des Integrals

K
I @., indem er an ihrer Stelle die Differenzen u, ~ 7 — einfiihrt so dass,

o
b
/g

tudmz = (p—1)cu,
2

wenn man diese durch w, w, - - - w, bezeichnet,

E = & (—wule) — wuley) - - - — wyu(gp—1)
wird.

Fiir die folgende Ueberlegung ist eine Aenderung der Voraussetzungen
nothig, und um diese deutlicher hervortreten zu lassen, ist es besser, die
Constanten K, K, - - - K, in Evidenz zu erhalten.

Ich setze voraus

a. dass w4, u, - - - %, Simultanwerthe und zwar diejenigen sind, aus
denen K, K, - - - K, ein fiir allemal genau oder bis auf Simultanperioden
berechnet sind, was fiir die Formation der &-Reihe ausreicht. Diese
Aufgabe, in welcher sich alles concenfrirt, was in der Lehre von den
9-Functionen an Schwierigkeiten noch zu iiberwinden iibrig bleibt, ist

*) Riemann, Theorie der Ab. F. art. 22.
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fir die ultraelliptischen Functionen aller Genera p von Herrn Prym#*)
gelost worden.

b. Dagegen werden wir bei den Werthen der Normalintegrale in den
Punkten & &, - - - &, ; die Beschriinkung auf Simultanwerthe aufheben. Zu
dem Zweck mdgen, von Simultanwerthen u, u, - - - 4, aus, die Integrationen
bis zu irgend einem Punkte & fortgesetzt werden, der zur Verfiigung
bleibt. Verlaufen diese p Wege bei allen Normalintegralen in der Fliche
77, so liefern sie Simultanwerthe, nimlich u, (&), u, (), - - - u,(¢); tiber-
schreiten sie das Querschnittsystem, so kommen zn diesen Simultanwerthen
Perioden, und zwar sind das 1) Simultanperioden (gh);, (gh)y, - - - (9h)p,
wenn die p Integrale auf demselben Wege iiber 7" hinaus fortgesetzt
werden, sind es dagegen 2) fir u, u, - -~ u, wesentlich verschiedene Wege,
so liefern diese p Integrationen zwar wieder die Simultanwerthe w, (),
ty(8), - - - u,(¢), vermehrt um Perioden, aber das sind dann nicht mehr
nothwendig Simultanperioden. Zur Unterscheidung will ich sie, wenn
diese p Wege aus 7’ nach dem Punkte & fiihren, durch P, (¢), P;(¢), - Pp(e)
bezeichnen. Dann sind die Werthe der Normalintegrale, zu denen man
durch diese Integrationen gelangt, folgende:

v (8) = u (6) + Py(8), 9,(8) = us(8) + Py(2), -+ v5(e) = up(e) + Pp(e);
diese additiven Perioden driicken sich miflelst ganzer Zahlen g, h wie
folgt aus:
P(e)=g,7+Wa, +1ay, + - +1a,,

wo aber fiir die ganzen Zahlen % alle Beschrinkungen aufgehoben sind,
nimlich 1) die Beschrinkung, dass A% A% ... hj‘:‘) fir jedes u dieselbe
Zahlenreihe sein soll, und 2) die Beschrinkung, dass diese Zahlen fiir
& & - - - &1 an Stelle von & dieselben sein sollen. Die Werthe g, kommen
nicht in Betracht, da es Periode zu jedem Argument ist.

c. Wird nun in dieser Weise bei den Argumenten von E die Be-
schrinkung der Normalintegrale auf Simultanwerthe fiir alle Punkte
8 & -+ &1 aufgehoben, wihrend die Bedeutung von w, u,---u, als
Simultanwerthe und die Werthe der aus ihnen ein fiir allemal berechneten
Riemann’schen Constanten K, Kj,--- K, beibehalten werden, so tritt
an die Stelle von E der Ausdruck

p—1
B =a(— 2 vulen + K,)

k==l

d 1

¥ Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblittrigen Flache, Seite 35
und 18. Ziirich 1866.
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p—1

B =9 (— X wley + K — Pule) — Pule) - — Puleya),

1

und wir untersuchen nun was daraus folgt, wenn dieser Ausdruck fiir alle
Lagen von ¢, &, - - - ¢, verschwindet.
Ich nehme noch einen Punkt & hinzu, und bilde

»—1
& = 8t 0 — wuler) — D vuten) + K,
d. i 1
»
& = &(u, 0 ——2 (&) + K, — Pu(e) — Puley) -+ — Pulep—p).
1

Ist das 1) nicht identisch Null, so folgt, dass ¢ &, - - - & seine Nullpunkte

sind, mithin seine Parameter

»

Dlwi(e) — Eu+ Pule)) + Pu(e) + - - + Pulso—1) = &

1
sich mittelst Simultanperioden (g&), in der Form

»
2 (&) — Ky 4 (gh)u

1
ausdriicken. Das giebt P,(g) -+ Pu(s) + - - - + Pu(ep—1) = (gh), fiir
pw=12...p. 2) Die Bedingung, dass 9 nicht identisch verschwinde,
kann man aber stets erfiillen, da die p Punkte & - - - & durchaus zur Ver-
fiigung stehen. In der That kann man nach Lehrsatz V der Nr. 6 durch
geeignete Wahl dieser Punkte bewirken, dass vorstehende Ausdriicke
e e, - - - & beliebig vorgeschriebenen Parametern », v, - - - v, gleich werden,
insbesondere also auch so, dass & nicht identisch Null wird.

Ist also £'=0 bei jeder Annahme iiber die Punkte & ¢, - - 5,1,

so sind die p Ausdriicke

Pu(e) + Pules) + -+ Pu(ep—)  (0=1,2,---p)
stets Simultanperioden (gh),.
Um auf dem kiirzesten Wege zum Schlusse zu kommen, lassen wir
& &-+-&— In einem Punkte ¢ zusammenfallen, es folgt fir p=12,.--p
(p—1)Pu(e) = (gh)u-
— ; () () )
Da aber alle P, () =g, =i+ ra, + by ay, +---+4'a,, ganz
zahlige Coefficienten haben, so geht die Division mit p — 1 in jedes
einzelne g, h auf. Ist
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Gu=(p—1G, h=(p—1H,

P.(e)=(GH),,
d. h. P (&) Py(¢) - - - Py(e) sind Simultanperioden, und zwar fiir jede Lage
des Punktes &, mithin sind v,(¢) v,(¢) - - - v,(¢) fiir jede Lage von &
Simultanwerthe, wenn auch nicht mehr beschriinkt auf die einfach zu-
sammenhiingende Fliche 7.

Wir haben demnach den folgenden Satz, welcher eine Erginzung des
2. Fundamentalsatzes bildet:

XV. Fiir jedes Normalintegral u, werde iiber die in ihm
enthaltene additive Constante ein fiir allemal verfiigt, und aus
irgend einem System von Simultanwerthen dieser Integrale
seien auch die Riemann’schen Constanten K, K - - - K, ein fiir
allemal berechnet. Unter diesen Voraussetzungen darf man
fordern, dass der Ausdruck

A uu ey — Uy — -+ - — Uu(gp—1) + K,.)

fiir alle Lagen der p — 1 Punkte ¢ &, --- &1 verschwinde,
und hat dann die nothwendige und ausreichende Bedingung
dafiir, dass w, u, - - - n, stets Simultanwerthe sind.

Diese Bedingungen sind nothwendig, denn wenn u, %, - - - %, Simultan-
werthe sind, darf man den Ausdruck nach dem 2. Fundamentalsatze nicht
von Null verschieden voraussetzen, und nach dem, was soeben bewiesen
wurde, reicht sie auch aus, damit w, u, - - - 4, Simultanwerthe sind, was

dann, durch Addition von Simultanperioden, zu Systemen von Simultan-
werthen fiihrt.

so folgt

V.
Die Riemann’schen Constanten.

22. Die vollstindige Herstellung des Ausdruckes einer (primiren
oder secundiren) 9-Reihe bei vorgeschriebenen Nullpunkten ist nun auf
die Ermittelung der Riemann’schen Constanten

Ku=%(1i+“yu) ‘f‘,‘%Z/i?}

isu

+
updu, (p=1,2,---p)
i

zurtickgefiihrt.

Es ist mir (1889) gelungen, die hier verlangten Integrationen fiir
die ultraelliptischen Functionen aller Genera p > 1 direct auszufiihren.
Dadurch wurde es mir mdglich, in der bereits oben (Einleitung, Conver-
genzbeweis) erwihnten Vorlesung vom Jahre 1890 die Theorie der ultra-
elliptischen Functionen aller Genera vollsténdig durchzufiihren, ohne dafiir
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irgend einen Satz aus der allgemeinen Theorie der Abel’schen Functionen
heranziehen zu miissen.

Ich beginne mit diesem besondern Falle, und lasse dann erst die
allgemeinen Hiilfsmittel folgen, welche, an einen Riemann’schen Ge-
danken¥®) ankniipfend, es Herrn Prym moglich gemacht haben, schon vor
3b Jahren die gleiche Aufgabe fiir die ultraelliptischen Functionen p > 1
zu 16sen. Ich kann diese Gelegenheit nicht voriibergehen lassen ohne die
unbeschreiblichen Verdienste in Erinnerung zu bringen, welche Herr Prym
sich durch seine damaligen Publicationen um das Verstindniss Riemann’s
erworben hat.

28. Die Riemann’schen Constanten fir die ultraelliptischen Functionen;
Querschwittsystem Neumanns.®¥) Die Irrationalitit dieser Theorie sei

S=VF@), f)—s—a-z—o-2—ay--2— s,

aoy - .- @gpy; seien die 2p -+ 2 Verzweigungspunkte A A, --- A, die
Doppellinien der Fliche 7', und zwar reiche A von « bis «, A, von «,
bis e, -+ A; von eg; bis @p;qq,- -+ A, VOR &gy bis @zpyy. Die Fliche T

besteht aus zwei Blittern E;, und E,: sie sind in den Doppellinien iiber
Kreuz aneinander geheftet.

Das Neumann’sche Querschnittsystem, an welches sich erhebliche
Vereinfachungen kniipfen, entsteht wie folgt. Zuerst werden iiber E,
Ringschnitte b, 8, ---b, um A A, --- A, gelegt, dann einer nach dem
andern, zu jedem ein Querschnitt @, a, - - - a, in der Weise, dass zuniichst
a,, dann a,, - - -, dann @z, - - - und zuletzt a, tiber E, hinweg von A durch
byby---by---b, nach A A, --- A;--- A, filhrt, und dann auf FE, fiber-
gehend, dort zum ringférmigen Abschluss gebracht wird. )

Um eine einfach zusammenhingende Fliche zu erhalten, bedarf es

*} Theorie d. Ab. F. Art. 23.

*#) Carl Neumann: Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Infegrale.
Leipzig 1865. VIIL. Vorlesung, 5. Abschnitt. Die vorstehende Skizze emtspricht im
Wesenilichen dem Schnittsystem Neumann’s.
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noch eines Schuittsystems ¢, welches sich aber fiir unsern augenblicklichen
Zweck als tiberflissig erweist.

Bei den Integralen I. G. nehme ich zur untern Grenze den Ver-
zweignngspunkt ¢: in der durch das Schnittsystem a, b begrenzten Fliche
T, ist dann jedes Integral I. G- eindeutig und stetig, und die Summe der
Werthe, die es auf £, und £, im Unendlichen annimmt, gleich Null. Die
Normalintegrale 1. G. bezeichne ich wie folgt:

o (3)dz
“#(o)zf MS (w=12---p),

o ist der verinderliche Punkt z,s und ¢,(2) eine ganze Function von z
deren Grad Zp —1 ist. Was die Periodicitdtsmoduln betrifit, braucht
nicht wiederholt zu werden.

Dazn kommt nun die Function R{o|s), welche ich an Stelle des
Riemann’schen Integrals III. G. in die allgemeine Theorie der Abel’-
schen Fuanctionen eingefiihrt habe. Haben 2, s im Punkte ¢ die Werthe
g, 6, so ist fiir den Fall der ultraelliptischen Funetionen

Rl —f $E5- 4,

und wenn A;(¢), Bi(e) seine Periodicititsmoduln an a;, b; sind,
| s+¢ dz

ﬁ as B
() / |75 531(5)’-‘:/;323_;'5;
. 17

mit der Beschrinkung, dass kein Integrationswey by, a; durch den Punkt &
gehew darf. Das giebt, fir p=1,2,..-p

y 4
By (&) = 2u,(s) + = D, Ue).

py==1

Dies benutze ich umgekehrt, um einen véllig ausgefithrten Ausdruck fiir
die Normalintegrale I. G. zu gewinnen:

V4
2uy(8) = Bu(e) — 2; D 1 %(2)
oder =
2u, (&) / 1? ziz'%“"zaﬂ/l Z—Z‘ EZ'E

Vergleicht man dies mit dem urspriinglichen Ausdrueke

¢
‘o (§)dz
it f 2%

?
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so sieht man, dass die Variable { hier obere Grenze der Integration ist,
wihrend sie im neuen, villig ausgefithrten Ausdrucke, Parameter unter
dem Integralzeichen ist.

Der neue Ausdruck fiir w,(s) setat aber voraus, dass kein Querschnitt
a., b, dureh & geht, oder dass der Punkt ¢ keinem Integrationswege
a,, b, angehdrt: der Ausdruck fir K,:

1, . 1 +
Asu

dagegen fordert, dass der variable Punkt dem -+ Rande von &; folgt.
Beiden zugleich geniigen wir, indem wir im Ausdrucke fiir K, jeden

Integrationsweg b; (l S y,) zu einem thn einschliessenden b; erweitern, und
ihn bei der Integration vom Punkte & durchlaufen lassen.

Fig. 3.

Das giebt dann

L, 1 '
K,uzg(m'f‘“w)-{—mZ/ 21, (8) dua (¢)
Iy 7l
d. i
a’
b’

bi S+6 dZ du)_(é'),

z-—g s

dz
a zig.____ a""f
7Vl

wo die Reihenfolge der Integrationen umkehrbar ist, da beim Integranden
jede  Unstetigkeit ausgeschlossen ist. Dabei fillt ins Gewicht, dass b, als
Integrationsweg mnicht vorkommt.

Da
s+6 1 1 1 ¢1(§)d§
z_g-?—z"-—_§+5‘sm(z_§) und du],()——
ist, so ist auch
d dz %0 ag
Zi; szdu(e)—duz(e)-m——-—f ;mz

Mathematische Aunalen, LIV, 26
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und das giebt
1 . 1 az
=*§("’b+%ﬂ)+m2 i :
isu Y i
/ ﬁi i ANGYE
4:m E— 2z
23u 7;/4 "2
lx' o
1 P dz
— 2 Zam b’ duz(a)'/' b P
i$p v=1 Y Viv
o
dz @0 dg
47:1 ch’Za’“/b s/b, t—2z
s v=1 Yy v

Neben der zweiblittrigen Fliiche TT benutze ich noch eine einfache z-Ebene,
die Hilfsebene H, in welcher oben der Plan des Querschnittsystems vor-
gezeichnet ist.

Dort erweist sich das

/ﬁ: dz

nai z_§=——2m oder =0,

7l

jenachdem ¢ von a, ein- oder ausgeschlossen ist. Es ist aber { Punkt
von bi, d. h., weil b, fehlt, von &; --- by—1 b,41---b;. Von a, ein-
geschlossen ist &, also ¢ nur fir A=1,2,...p— 1, es folgt

o 18 #—1 o |
1 .l | dz g
mZ’/ b,;duz(a/;a T /'b i
it Y 2 Y r

we
——Z@E—1).
In der zweiten Summe ist z Punkt von a,, also, weil 2 § u ist,

niemals von b; eingeschlossen. Die zweite Summe im Ausdrucke K, ist
also = 0- Das nfimliche folgt fiir die dritte Summe, da { als Punkt
von b; niemals von b, eingeschlossen sein kann. Es bleibt nur die vierte
Summe. Dort ist # Punkt von b,, und von &) nur eingeschlossen, wenn

v = 1 ist. Die vierte Summe ist also
az /

1
T 4mi-me Za“‘/
isu

' { ¢2(z)dz
“mgf |V 5 2 i
15“ 4 )v;ﬂ

®,0ds
§—z

r
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Alles zusammengenommen haben wir

K= t@ita,)—5@—10+75 D

Asu
oder endlich
P
. 1. .
K, =i — 5 @t +2ay27
A==1
wofiir wir auch schreiben kénnen:
. 1
E, = (1—g)i + 5 (GH),
wenn
Go—p wmd H—H— —H=1

gesetzt wird.

24. Allgemeine Theorie der Riemann'schen Comstamten. Sei
£ 8 - Eap—2

ein vollstindiges Punktsystem I. @. Dasselbe lisst sich auf mindestens
eine Art in zwei Gruppen, jede von p — 1 Punkten so zerfillen, dass
jede Gruppe fiir sich allein nur wesentliche Punkte enthilt, und dann
enthélt jede von beiden Gruppen alle diejenigen Punkte, welche zur andern
als nothwendige gehdren. Sei & & ---8,-- 81 die eine, &, &5 83p—2
die andere Gruppe und

F =8 (16, (0) —wu(0) — Dt (e2) + K,)

eine Primérreihe, @ ebenso wie o ein variabler Punkt. Dieser Ausdruck
ist als Function von z nicht identisch Null, er wird es aber, so oft @
mit einem Punkte &5 der andern Gruppe zusammenfillt. Da & ausserdem
verschwindet, wenn ® und o zusammenfallen, so sind, wenn jetzt o als
variabler, o als fester Punkt betrachtet wird, o0, --- g3+ - - 8352 die Null-
punkte von

¥ = (@) — wu + D wued) — Ko,
und der p* Parameter u,(0) — 2 (&) + K, driickt sich also aus

== u,(0) + 2 uu(25) — K, + (g'}), . Das giebt die Riemann’sche Formel ¥)
£

2p—2

® 2Ky =D uu(e) + (0B)  (@=1,2--p).

*) Theorie der Abel'schen Functionen art. 23, wo die Formel als Congruenz
geschrieben ist. \

26"
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Nun sei % derjenige Integrand I. &. dessen Nullpunkte & & - - - &,
sind. Ausser diesen Punkten wird «’ wie jeder Integrand I. G. = 0 nur
noch in oo, 00, - - - 00, jedesmal zur Ordnung 2, und es wird w’ = oo,
und zwar zur ersten Ordnung, in 2p — 2 -+ 2% (einfachen) Verzweigungs-
punkten der. Fliche 7. Werden diese durch

(¥1 “2 e a?p-—-2+27&

bezeichnet, so giebt das Abel'sche Theorem die p Gleichungen

2p—2 n 2p—242n
Zu,u (&) + 22 4, (00%) "“2”’#(“7) = — (gh)u,
=1 u==1 v=1

und hier sind die ganzen Zahlen g, i durch die Formeln
4
a

1 , 1
@) gz=-2—7-‘—i/ﬁldlogw, hl:é‘q;}/‘

bestimmt: ich nenne sie die su w’ associirten Zuhlen.
Aber nach unserer definitiven Bestimmung der Normalintegrale
[(2) Nr. 8] ist

o
b| dlog w'
Y

”

(3) 2 Uy (cok) == O,

es folgh . =

@ (o) = (o) — (B
Dies in (1) eingefﬁh:z,lgebe v

(5) 2K, =Z wu(e) + (8 H),

dann mogen die 2p ganzen, und von der Wahl des Integranden " villig
unabhiingigen Zahlen &, § die Fundamentalzahlen heissen.
Schafft man hier die Verzweigungspunkte mittels (4) weg, so kommt
2p—2
) 2K, = Dl uu(e) + (B +9] D+ h)y;
k=1
hier sind also @&, $ die Fundamentalzahlen, & ¢, - - - &3,—2 sind die Null-
punkte eines beliebigen Integranden I. G. «’ und g, & die zu %’ associirten
Zablen.

26. Die weitern Ausfihrungen setzen die Losungen der Aufgabe
voraus, w so zu bestimmen, dass seine Nullpunkte & &, - - - zu zwei und
zwel zusammenfallen,



Theorie der Riemann’schen 9-Function. 397

A. Seien 0,0, --- 0, die p — 1 Punkte, in denen «’ jetzt zur
zweiten Ordnung Null wird und

B. wiederum seien g, b die zu w’ associirten Zahlen.
Aus (6) folgt

p—1
. K, = Du,(0) + 5 @ +g]9+h),
wihrend zugleich 1
D, 2K, = u(w) + @)

ist, wo &, § die von w’ ganz unabhiingigen Fundamentalzahlen bedeuten.
Zu o0 nehme man noch einen zweiten variablen Punkt o, und fiihre
diejenige #-Function ein, deren Nullpunkte @ 8,6, - -- 0, sind. Ist
E. ¢ 0 die Anzahl der nothwendigen Punkte im System 4, 6;--- 8,1,

so ist nach Lehrs. XIII, Nr. 17 eine Secundérreihe ¢** Ordnung oder
wenn @ = O ist eine Primirreihe
p—1

o (4 (0) — uy (w) ——-2 u, 0n) + K.)
1

zu bilden, und ihre Summe ist demnach 1) nicht identisch Null, aber sie
wird 2) Null zur Ordnung Eins, wenn o0 und @ zusammenfallen. Mit
Hiilfe von C. wird das

= Bl — U (@) + 5 G +g]H -+ D).

Hier kommen die Formeln (), (b) am Schlusse der Nr. 4 zur Anwendung.
Die erste giebt, wenn ¢, - - - ¢, die Parameter einer &, sind,

'3'9 «u'u —-"e” — (gl k,)ﬂ)) — &9 ((u‘u . e‘u,)) 6—45((]1’))‘*'2 Zh“‘(u‘u* y) .
Wir nehmen
ty — & = #,(0) — ,(®) + 7 (B+9]H+ M
(97 )= (G499 +h).

und setzen zur Vereinfachung der Formeln

4 (0) — (@) = v, (6=1,2,---p);
eine kleine Reduction giebt dann
Bo(vu— ';_ @+-9|9+1)= Fo(vu+ _%' G+g|D+D))- (—1)ﬂ - Z@utiu
fiir

M= @+ 9)(Dut )
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Nun ist nach (6) Nr. 4
T w) = (— 10, (—w.).

Wenden wir dies auf der linken Seite der vorstehenden Formel an und
setzen

FOH Uy (0, + 5 G919+ ) = Flo),
so folgt
(—DeF(—v = (—1)"F(v.).

Entwickelt man nun F(v,) nach ganzen homogenen Functionen
Vo, Vi, Vo, + -+ der Argumente v, 0, - - - vp, so muss das constante Glied
V, fehlen, da F(v,) = F(u,(0) — u,(@)) verschwindet, wenn o mit @
zusammenfallt, aber der lineare Theil 7, kann nicht fehlen, weil ¥ im

angegebenen Falle nur zur ersten Ordnung verschwindet. Die Entwicklung
hat also die Form

Flo)=V,+V:+ T, -I—
wo V, nicht feblt, und nun folgt
(O TV Fy oo = (1P Vo Vo Vi
Das giebt
(— 1y = (— 1)+,

d. b. M ist mit o -+ 1 zugleich gerade oder ungerade.
26. Damit ist das hier in Aussicht genommene Ziel erreicht; wir
haben den folgenden Satz:

XVIL Jeder Integrand I. G. ', dessen 2p — 2 Nullpunkte
zu zwei und zwei zusammenfallen, liefern zur Bestimmung der
Fundamentalzahlen &, § oder ihrer Reste modulo 2 eine
Congruenz

2(@#“’9#) Quth)=e+1 (mod?2),

pn=1
und hier sind
1) g, b die zu w" associirten Zahlen

1 3 ,
21”/[ d log w/, hl=ﬁ/%£{dlogw.
x

2) Sind 8,4, ---d,—, die p— 1 Punkte, in denen — ab-
geschen von den unendlich fernen Nullpunkten zweiter Ord-
nung — die Nullpunkte von «’ sich paarweise vereinigen, so
giebt ¢ an, wie viel nothwendige sich unter jenen befinden.
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3) Hat man aus einer geniigenden Anzahl solcher Con-
gruenzen die Reste gefunden, welche die Fundamentalzahlen
bei der Division durch 2 lassen, so liefert die Formel

2K, = ) wu(w) + (B,

wenn die Summation tiber alle 2p — 2 4- 2% einfachen Ver-
zweigungspunkte e, erstreckt wird, die Riemann’schen Con-
stanten bis auf Simultanperioden, was fiir die Formation aller
O-Reihen ausreicht.




