Ueber die Entwickelungscoefficienten der lemniscatischen
Functionen*).
Von
A. Hurwitz in Zirich.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf gewisse Zahlen,
weleche @hnliche Eigenschaften besitzen, wie die Bernoulli’schen Zahlen.
Die letateren lassen sich bekanntlich durch die Gleichung

2%
2# - ((22’;))! B, (0=123,.)

definiren, wobei die Summe fiber alle positiven und negativen reellen
ganzen Zahlen 7 mit Ausschluss der Null zu erstrecken ist und die
Zahl = als Werth des Integrales

aufgefasst werden kann. In #hnlicher Weise kOnnen und soller die
hier zu untersuchenden Zahlen F,, E,, E,, ... durch die Gleichung

1 o (2(0)4'" L
®) 2 (r+is)4ﬂ" (&n)! E., (n=12,3,..)

definirt werden, Dabei ist die Summe auf alle complexen ganzen
Zahlen r -} is mit Ausschluss der Null auszudehnen; ferner bedeutet @
den Werth des Integrales

1
dx
w—2Jm=2,6%057....

Die Zahlen E, nehmen also, ihrer Definition nach, eine entsprechende
Stellung in der Theorie der Gaussischen complexen ganzen Zahlen

*) Vgl. eine vorlinfige Mittheilung in den Nachrichten der k. Gesellschaft
der Wissenschaften zn Gottingen. Mathematisch-physikalische Classe. 1897,

pag. 273.
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ein, wie die Bernoulli'schen Zahlen in der Theorie der reellen ganzen
Zahlen.

Die Zahlen E, sind ibrigens, ebenso wie die Bernoulli’schen
Zahlen, positive reelle rationale Zahlen. Es wird sich dies weiterhin
als unmittelbare Folge der Thatsache ergeben, dass die Zahlen E, im
Wesentlichen mit den Entwickelungseoefficienten einer gewissen lemnis-
catischen Funetion, d. h. einer doppeltperiodischen Function, deren
Periodenparallelogramm ein Quadrat ist, identisch sind. Hierin liegt
eine weitere Analogie der Zahlen E, mit den Bernoulli’schen Zahlen.
Denn die letzteren sind bekanntlich im Wesentlicken die Entwickelungs-
coefficienten einer einfach periodischen Function, der Cotangente.

Aber auch eine tiefer liegende Eigenschaft der Bernoulli’schen
Zahlen, nimlich diejenige, welche sich auf ibre Partialbruchzerlegung
bezieht und in dem v. Staundt-Clausen’schen Satze ihren Ausdruck
findet, besitzt ihr vollig entsprechendes Gegenbild bei den Zahlen E,.
Dieses nachzuweisen, also die Herleitung desjenigen Satzes iber die
Zablen FE,, welcher dem v. Staudt-Clausen’schen Satze von den
Bernoulli’schen Zahlen entspricht, bildet das Hauptziel der folgenden
Untersuchungen. Dabei sind die Methoden, deren ich mich bediene,
zum Theil von allgemeinem Cbarakter, so dass- dieselben auch iiber
den vorliegenden speciellen Zweck hinaus bei Untersuchungen #hn-
licher Art brauchbar sein diirften.

§ 1
Ganzzahlige Potenzreihen.

Um den Gang der Untersuchung spiter nicht unterbrechen zu
miissen, schicke ich hier einige allgemeine Sitze iiber Potenzreihen
voraus, welche weiterhin zur Anwendung gelangen. Diese Sitze be-
zichen sich auf Potenzreihen einer complexen Variabeln %, welche
die Gestalt

) P=ttamtol+ - talt-

besitzen, wo €,, ¢, C,, . - - Ca, - - . ganze rationale Zahlen bezeichnen.

Zur Abkiirzung will ich eine derartige Potenzreihe ,,ganzzahlig®
nennen.

Der Inbegriff aller ganzzahligen Potenzreihen bildet einen ,Inte-
grititsbereich®, d. h. Summe, Differenz und Product irgend zweier
ganzzahligen Potenzreihen sind wiederum ganzzahlige Reiben. Oder
in anderer Ausdrucksweise: im Systeme aller ganzzahligen Potenz-
reihen sind Addition, Subtraction und Multiplication unbeschrinkt
ausfiihrbare Operationen. Fiir die Addition und Subiraction leuchtet
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diese Thatsache unmittelbar ein, Fiir die Multiplication folgt sie aus
der Bemerkung, dass das Product der Reihe (1) in die Reihe

2 n
@ Pr=dot bt gt dgt
durch die Reihe
% u? w™
3) $2=eo+e1ﬁ+32§]+"‘+3nm+'

vorgestellt ist, wenn man allgemein

en = Coly = Ny Oyl + 0yCodnz - - -+ Cady
setzt, unter %, %,, ... die Binomialcoefficienten zur Basis » verstanden.
In dem Systeme der ganzzahligen Reihen sind aber iiberdies auch
die Operationen der Differentiation und der Integration von 4 = 0 ab
unbeschriinkt ausfihrbar.
Denn bedeutet 93 die ganzzahlige Reihe (1), so sind offenbar auch

B —atant  Fang+

und
2 3
f%du=00u+61;—bi+---+cn,_l%+.
(i

ganzzahlige Reihen.
Die Division ist im Gebiete der ganzzahligen Reihen nieht un-
beschriinkt ausfithrbar, und hierauf griindet sich die Definition:
,Bine ganzzahlige Reihe 9, heisst durch eine andere 9§ theilbar,

wenn der Quotient L

Die Theilbarkeit einer Reihe P, durch eine andere S deute ich
auch an durch die Congruenz
P: =0 (mod. P),

und allgemeiner sehreibe ich

Py = B, (mod. ),
wenn P, — B, durch P theilbar ist.
Im Folgenden werde ich namentlich golehe Congruenzen zu be-
trachten haben, deren Modul §} sich auf eine ganze nicht verschwindende
Zahl m reducirt. Offenbar ist eine derartige Congruenz

P =P, (mod. m),

wo P und P, die Rethen (1) und (2) bezeichnen mbgen, vollig gleich-

bedeutend mit den unzihlig vielen gewthnlichen Congruenzen
t=d, (mod.m) (v==0,1,2,...).

Wenn die ganzzahlige Reihe (1) Divisor jeder beliebigen ganzzahligen

Reihe, also insbesondere auch Divisor der Zahl 1, sein soll, so ist

ebenfalls eine ganzzahlige Reibe ist.
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offenbar erforderlich, dass ¢, = 1 ist. Diese nothwendige Bedingung
ist aber auch hinreichend, wie aus der Gleichung

s =1+ —B@l+ 1 — PP+

hervorgeht. In dem Gebiete der ganazahligen Reihen spielen also die-
jenigen Reihen, welehe sich fiir 4 = 0 auf 1 reduciren, die Rolle der
Einheiten. Diese Reihen will ich deshalb ,,Einheitsreihen* nennen.
Von Wichtigkeit wird weiterhin der folgende
Satz I. Ist P eine ganzzahlige Reihe, die mit w verschwindet,
also kein constantes Glied enthilt, so ist fiir jede positive Zahl m

4) P =0 (mod. m!).
Die Behauptung des Satzes, dass ;,t—! ™ ganzzahlig ist, bedarf fiir

m = 1 keines Beweises. Daher geniigt es die Richtigkeit des Satzes
nachzpweisen unter der Voraussetzung, dass der Satz schon fiir den
Fall bewiesen sei, wo die Zahl % — 1 an die Stelle der Zahl m tritt.
Nun ist aber

und da (E—}—T)_' PB"! und P’ ganzzahlige Reihen sind, so folgt aus der
vorstehenden Gleichung, dass "Tl, 5™ ebenfalls ganzzahlig ist, w. z.b. w.

An den Satz I kniipft sich ein anderer, welcher ebenfalls Bezug
hat auf die m'® Potenz einer ganzzahligen Reihe ohne constantes Glied.
Es sei

P=cutapt ot
eine solche Reihe und es werde
m w1 '3
Pr=Capi+ Oyt F G+

Gm+1

., G - .
gesetzt. Dann ist 51!"-= o, i mer - %, u. 5. w.; allgemein
- Ck Py . - ck— 1
ist 7 eine ganze ganzzahlige Function von ¢ —201!, e Z’T—%—tlf und

C,
folglich wird der Nenner von E’{-, wenn man diese Zahl aof die kleinste

Benennung bringt, keinen Primfactor enthalten, der grésser ist als

k—m--1. Wenn daher k! durch eine Primzahl p > %k —m 41

theilbar ist, so muss p nothwendig in C; anfgehen. Somit gilt der
Satz II. Wenn die Reihe

n m+1 E
ot Coa S+ G
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die m* Potenz eimer ganzzahligen BReihe ist, so enthilt Gy jede Primzahl
als Factor, die swischen & — m + 1 und & -+ 1 liegt.

Eine unmittelbare Folge des Satzes I ist der weitere Satz:

Setzt man in einer beliebigen ganszahligen Rethe an Stelle von u
eine andere ganzzahlige Rethe ohne constanies Glied und ordnet sodann
nach Polenzen von , so erhdlt man wiederum eine ganszahlige Beihe.

Wenn beispielsweise 3(%) eine mit « verschwindende ganzzahlige
Reihe ist, so wird die Entwickelung von ¢#® nach Potenzen von u
eine ganzzahlige Reihe, und zwar offenbar eine Binheitsreihe sein.
Ebenso ist die Entwickelung des Logarithmus einer Einheitsreihe eine
ganzzahlige Reihe, und man erkennt hieraus, dass die aus der Fune-
tion e¥® entspringende Reihe die allgemeinste Binheitsreihe vorstellt. —

Man kann dieser ganzen Betrachtung eine andere, fiir manche
Zwecke geeignetere Wendung geben, indem man an die Stelle der
Potenzreihen die analytischen Functionen setzt, welche sie definiven.
Dann hat man es offenbar mit dem Inbegriff derjenigen analytischen
Functionen zu thun, welche an der Stelle % == 0 regulir sind und an
dieser Stelle ebenso wie alle ihre Ableitungen ganzzahlige Werthe
annehmen.

Von dieser Auffassung ausgehend, beweist man leicht noeh die
folgenden Sitze, welche ich hier anfiihre, weil sie weiterhin — freilich
in speciellerer Form — zur Geltung kommen.

Erstens: Es sei @(u) eine analytische Function, welche an der
Stelle = O regulér ist und einer Differentialgleichung der Gestalt

®) 90 (u) = G (p(w), ¢’ (w), - - . 9= ()
geniigt. Dabei soll @ eine ganze rationale Function der eingeklammerten
Argumente bedeuten mit Coefficienten, welche ganzzahlige Reihen

sind. Wenn dann ’
9(0), ¢'(0), ... p="1(0)

ganze Zahlen sind, so ist die Entwickelung von ¢(u) nach Potenzen
von % eine ganzzahlige Reihe.

In der That ergiebt sich successive, indem man die Differential-
gleichung (5) wiederholt nach u differenzirt, dass

9% (0), ¢t+3(0), 9=+2(0),. ..
saimmtlich ganze Zahlen sind®).

*) Der Satz gilt, falls ¢(0) =0 ist, auch dann noch, wenn die rechie
Seite der Differentialgleichung (5) eine ganze rationale Function von

o), @' (W),... e W

P N e

ist, wobei die Coefficienten 4 ganzzahlige Reihen bedeuten,

der Gestalt
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Zweitens: Dureh Umkebhrung der Reihe
2 %
b= Pe) =u+ e g+ oyt
moge die Reihe
{2 7
w=PO=t+dg+ -t

entstehen. Wenn nun P(u) eine ganzzahlige Reihe ist, so gilt das
Nimliche von der Reihe §,().

2n~%
Es ist niimlich d:%‘ %) eine ganze ganzzahlige Function von
g & g.";;f und folglich (wie die Annahme # == — 0 ergiebt)
U

d. eine ganzzahlige Function von ¢,, . ..c,, woraus die Richtigkeit
der Behauptung folgt.

Schliesslich bemerke ich noch, dass die vorstehenden Betrachtungen
und Sitze ohne wesentliche Aenderung auch dann noch gelten, wenn
man an die Stelle der ,,ganzzahligen* Reihen diejenigen Potenzreihen (1)
treten lisst, fiir welche ¢,, ¢;, ¢, . . . complexe ganze Zahlen o -
im Gaussischen Sinne oder, noch allgemeiner, ganze algebraische Zahlen
eines endlichen Zahlkdrpers sind.

§ 2.
Die Zahlen E, als Entwickelungscoefficionten.

Aus der Definitionsgleichung (D) der Zahlen E, ist ersichtlich,
dass diese Zahlen bei der Entwickelung der Weierstrass’schen Function

1 1 1
(6) plu) =z + 2 {(u—-(r—l—ié’)w)z - (<w+z‘s>m)‘*§

nach aunfsteigenden Potenzen von 4 zum Vorschein kommen werden.
In der That ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass

24“E' An—2

M pw) = u2+24E‘ 2v+28E2 u5+ i alrve 4n (45:0—2)!_!-

ist. Durch die Substitution z == % erhilt man fiir die reelle Periode
@ die Darstellang

1 »
o dx ds .
m—zoj.Vl—w=2JV4ss-4s

Folglich haben die Invarianten von p(u) die Werthe
9=4%, g3=0,
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und die Differentialgleichung der Function (%) lautet daher:
G 92 () = 493 (w) — 4p(w).
Aus dieser Gleichung ergiebt sich zunichst in bekannter Weise eine

Recursionsformel fiir die Zahlen FE,, E,, E;, .... Man differenzire
namlich (8) nach #, wodurch man

9" (u) = 69*(u) — 2
findet; hierin setze man nach (7)

24"E 4n—3
# ) ——"‘2 =

rl 24”E u4n_4
g (u) +2 : (4n — 4! :

Der Vergleich der Coefficienten der einzelnen Potenzen von « ergiebt dann

E =y
und
9) @n—3){dn—1)(dn+1)B, =3 D (4r—1)(4s—1)(4n), . B.E,
r-s=n

n=2,3,4,...)

wobei die Summation auf alle positiven Zahlen 7, s auszudehnen ist,
welche der Bedingung 7 -} s ==n geniigen. Unter (4%)., ist der
4 ¢ Binomialeoefficient zur Basis 4% zu verstehen.

Aus der Formel (9) geht hervor, dass die Zahlen E, positive,
reelle rationale Zahlen sind, Am Sehlusse dieser Arbeit findet man
eine Tabelle der Zahlen E,, die ich auf Grund der Formel (9) her-
gestellt habe.

§ 8.
Die Function ¢(u).
Die Function

g 4‘”—[—1
(10) 9’(“)*]/@(“) “'}'7"15' +k 5+ "’+kn(‘T:‘+—m+ .
befriedigt die Differentialgleichung
(11) ¢ 3 (u) =1 — ¢*(w).
Sie ist diejenige eindeutige doppeliperiodische Function, welche Eisen-

stein seinen Untersuchungen fiber die bigquadratischen Reste zu Grunde
gelegt hat*). Die Werthe

*) Eisenstein, Beitrige znr Theorie der elliptischen Functionen 1. (Crelle’s
Journal, Bd. 30 oder Mathematische Abhandlungen, Berlin 1847, pag, 129.)
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20, (1+9)o
bilden ein Paar primitiver Perioden von ¢ (). Das Additionstheorem
dieser Function spricht sich in der Gleichung aus:

2 = 20 9 (®) + o(v) g'(u)
(12 9 u+0) 1F 9 00) 9°0)

Ferner geht aus (10) hervor, dass

(13) p(u) = ip(u)
ist. Durch Differentiation von (11) ergiebt sich
(14) ¢ ) = — 29°(w),

und diese Differentialgleichung hat die Gestalt (5) in § 1. Daraus folgt,
dass die Entwickelungscoefficienten

By =1, &y, Fyy oo by

der Function ¢(u) simmilich reelle ganze Zahlen sind.
Bemerkenswerth und fiir die weiteren Untersuchungen wichtig ist
die Thatsache, dass sich die Entwickelungscoefficienten der Functionen
1
()
lassen. Die Entwickelungen dieser Functionen will ich in folgender
Form ansetzen:

und ;— ¢*(u) in einfacher Weise durch die Zahlen E, ansdriicken

e 1 1, F, ¥ 7 yint
(15) Vo) = -7 1 B v By, +4,,,——(4,$_1,,+~,
1 2 10 An-+-2

1 6
(16) W=§‘P2(“)=eo%‘*'el%’f‘ez'i%"l“""f'en (74%-_!?2?"*'

Um die Entwickelungscoefficienten F,, e, durch die Zablen E, aus-
zudriicken, gehe ich aus von der Gleichung

1+:  __ 9@
an o(1+iuw) 9@’
welche ans (12) und (13) leicht folgt. Durch Quadrirung von (17)
ergiebt sich

27150 ((1 +2) u) 2(‘1&) 2(“) = p(u') - (pg(u)’

oder
1 o,y 1 . .
(18) 5 @) =5 p(8) — ip (1+d)u) .
Benutzt man nun die Gleichung (7), so folgt:
. ey By
(19) a1 = 2421 (1 — (1-4)n o, (r=1,23..)
wobel man beachten mbge, dass (14-4)** reell, nimlich = (— 4)* ist.
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Andererseits erhilt man durch Differentiation aus (17)
3 1 = 1 99— _ _t (1
du («p(<1+i>u)) S 1+ i(@*“l’ "’2)

%

=,
a (?55_“5) = —axr (29 () — 2"9(@),

und endlich

e 5w = [ e + in() aw.

Hieraus folgt nun
@1)  Fo=(14m[(1+iy —21E,. (0=1,23,..)

oder, wenn man % durch ersetzt und (18) berticksichtigt,

[P

§ 4.
Die complexe Multiplication fir die Fanetion ¢(u).

Die Function ¢ (u) lasst bekanntlich ,,complexe Multiplication zu.
Die hierauf beztiglichen Siitze stelle ich, soweit sie im Folgenden An-
wendung finden, in diesem Paragraphen zusammen®). Es bezeichne
m =g - ib eine complexe ganze Zahl, die ungerade, d. h. durch
1 + ¢ nicht theilbar ist. Ueberdies sei m primir, d. h. m geniige
der Congruenz

me=q-4ib=1(mod. 24 27).

(Unter vier associirten ungeraden Zahlen m, — m, im, — im ist stets
eine und nur eine primir). Die Function @(mw) ist nun, wie aus
functionentheoretischen Griinden unmittelbar folgt, rational durch ¢ (w)
darstellbar. Und zwar hat man, wenn zur Abkéirzung

(22) pmu)=y, o@u)=uzx
gesetzt wird,
(23) y= me + a,2° 4 ap® + - - - - 2 U(z)

I+ b+ by - maet V@)
Der Grad g des Zihlers U(z) ist die Norm der Zahl m, also
= a® -+ b2
Ferner sind die Coefficienten a,, a,, ... by, b,, ... simmtlich complexe
ganze Zahlen. Zwischen ihnen besteht zunichst die Beziehung, dass

dié Coefficienten von U(z) in umgekehrter Ordnung geschrieben genau
mit den Coefficienten von ¥ (r) iibereinstimmen, so dass

V(2) =2+T(2)

*) Vgl wegen dieser Sitze: Eisenstein, L. c.
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ist. Sodann sind diese Coefficienten so beschaffen, dass die ganze
Function

(24) D)= V(@) U'(z) — U(z) V'(z)
lauter durch s theilbare Coefficienten besitzt.
Setzt man
U) = at+t, V(z) = batt,  (sg=m, by=1)
£==0,1,2, - £=0,1,2,+-+

so ergiebt sich nach kurzer Rechnung

D(a) = > (4h— 4k + 1) abratth — Do,
kA

r=0,1,2,:--
Die Coefficienten von I}(x) haben also der Reihe nach die Werthe

Co = Gy = M,
01=5a1—3aob’,
¢, =9a, + a5, — Tayb,,

&= 4r+a + dr—0a—1b, + -+ -+ (—4r+1)a,b,.

Wenn nun m eine zweigliedrige complexe Primzahl ist, so wird

4 = N(m) eine reelle Primzahl von der Form 4% 4 1. In diesem

Falle ist keine der Zahlen 5, 9, 13, ... g — 4 durch m theilbar, Daher

folgt aus der Thatsache, dass ¢, ¢, ¢, ... durch m theilbar sing,

successive @, =0, ¢,=0, ¢;=0,...4,5=0 (mod. m). D. h. es
4

sind alle Coefficienten des Zihlers mit Ausnahme "des Coefficienten
von z#, welcher gleich 1 ist, durch m theilbar.

Wenn zweitens m = — ¢ ist, wo ¢ eine reelle Primzahl von der
Form 4% - 3 bezeichnet, so ist die erste Zahl der Reihe 5, 9, 13,...,
welehe dureh m theilbar ist, offenbar gleich 3¢. In diesem Falle

sind also wenigstens die ersten 34:1 Coefficienten des Zihlers U(z),
némlich

do, a“ az‘ ... aﬁH
4
durch m = — ¢ theilbar,
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§ 5.
Der Nenner der Zahl E,.

Die Zah! E, ist eine reelle positive rationale Zahl und lisst sich

also auf die Form bringen
D
Z

(25) En = WE >
wo Z,, N, positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind.

Mit den bisher entwickelten Hiilfsmitteln gelingt es nun, Néheres
tiber die Primfactoren des Nenners N, festzustellen.

Zu diesem Zwecke betrachte ich die Function

a2 __m 1

(26) 'F(u) =m S"(m’“) - @(u) = 9? (mw) o W)’ .
wobei m eine ungerade primire complexe ganze Zahl bedeutet. Die
Entwickelung dieser Function nach aufsteigenden Potenzen von u lautet:

u4 n—2

a0 En

20 Fu) = E 2 (mt»—1) - =
1

Andererseits ist nach dem vorigen Paragraphen:

(28) F(u) — m: V2 (x) 1 [mV(x)s—U@)][mV(x)x+ Ulx)]

U2 (z) z 2 U ()
— Lmby— 02> 4 (mby— ay) 294+ ] [2m - (mby- a,) & - (mby- Gg) 204+ |
[m+ta, 2t ay25 4 - - a1

Ersetzt man in dieser Gleichung # durch mwu, so geht
5 9
r=@u)=u-+k %T'f‘kz %“"

in eine durch m theilbare ganzzahlige Reihe #iber. Dasselbe gilt von
allen Potenzen von z, so dass die Gleichung (28), nachdem man Zihler
und Nenner rechts durch m? dividirt hat, die Form erhilt

Flmu) = g:g:;,

wo B, (u) und P,(u) ganzzahlige Reihen sind, von denen die letztere
das Anfangsglied 1 besitzt, also eine Einheitsreihe ist. Folglich ist
F(mu) selbst eine ganzzahlige Reihe, Man erkennt somit:

Wenn m eine ungerade complexe gamze Zahl bezeichnet, so ist

E
(29) @myn-2(mi* — 1) = = Gn,»
eine ganze Zahl.
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Die beim Beweise gemachte Voraussetzung, dass m primir sei,
darf unterdriickt werden, weil die linke Seite von (29) hiochstens das
Vorzeichen #ndert, wenn man m durch eine associirte Zahl . m ersetzt.

Fiir den Fall, wo m = — ¢ ist, unter ¢ eine Primzahl der Form
4% + 3 verstanden, ldsst sich der vorstehende Satz noech wesentlich
verschirfen. Auf der rechten Seite der Gleichung (28) ist dann nim-

lich im Nenner

m+ gzt + a2 - - - - g
eine durch m theilbare ganzzahlige Reihe. In der That sind die
Coefficienten

- a], aQ' .o oey as_q:é
4
3¢g—1
1

r

4
4r sicher > ¢ ist, sind ebenfalls durch m theilbar, weil E%'F nach § 1

eine ganzzahlige Reihe ist und (47)! den Factor ¢ mindestens ein Mal
enthilt, Aus entsprechenden Griinden ist jeder Factor im Zihler auf
der rechten Seite der Gleichung (28) eine durch m theilbare ganzzablige
Reihe. Hieraus folgt nun, dass in dem jetzt betrachieten Falle schon
F(u) eine ganzzahlige Reihe ist, oder:

Wenn q eine reelle Primzahl von der Form 4% - 3 bezeichnet, so ist

E
(30) Pr(gtr— 1) 2 = H,,
eine ganze Zahl.
Aus dieser Thatsache geht zuniichst hervor, dass der Nenner von
E, eine Primzahl ¢ von der Form 4% - 3 nicht als Factor enthalfen
kann. Denn aus der Gleichung

E, =

durch m theilbar und die Glieder @ 2%, in welchen » > , also

ni

)8
24%-2(4410___1)
ist ersichtlich, dass 2¢%—2(g¢* — 1) ein Multiplum des Nenners N, ist.
Wire also N, durch g theilbar, so miisste auch 2»—2(g*» — 1) duarch
g theilbar sein, was aber offenbar nicht der Fall ist.

Die Annahme, p sei eine Primzahl von der Form 4% - 1, welche
im Nenner N, vou E, aufgeht, zieht folgende Consequenzen nach
sich. Hs sei p® die hochste Potenz von p, welche in N, enthalten
ist, so dass & > 1 sein wird; ferner sei p* die héchste Potenz von p,
welche in % aufgeht, wobei &' > 0. Aus der Gleichung (29) folgt nun

(31) (2”&)4”——-2(7%411—-— I)Z,, = MN,‘ G,,,,,, = 1) (mod‘ pﬂ—i—a’).
Hier wihle ich fiir m eine ungerade Primitivwurzel (mod. pe+¢), also

eine solche ungerade (reelle) ganze Zahl, fiir welche keine niedrigere
Potenz als die mit dem Exponenten

@ (pot¥) = prta—i(p —1)
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congruent 1 (mod. po+¢) ist. Da die Factoren (2m)**—2 und Z, theiler-
fremd zu p sind (denn Z, und N, haben keinen gemeinsamen Theiler),
so folgt aus (31)

und daher -
(32) dn = M . p*+o—1(p —1),

wo M eine ganze Zahl bezeichnet. Die hochste Potenz von p, welche
4n theilt, ist aber p*; folglich ist @ = 1. Ferner zeigt die Glei-
chung (32), dass 4% durch p — 1 theilbar ist.

Die Resultate dieses Paragraphen fasse ich in folgenden Satz
zusammen :

ndede ungerade Primszahl p, welche im Nenner der Zahl E, auf-
geht, ist nothwendig von der Form 4k 4 1 und so beschaffen, dass
p — 1 ein Divisor von 4n ist; sie kann ferner nur in erster, wicht in
hoherer Potens im Nenner von E, aufgehen’

m** — 1 =0 (mod. p*+¢)

§ 6.
Erster Ansatz zur Partialbruchzerlegung der Zahl E,.

Bezeichnet p eine Primzahl, welche im Nenner einer rationalen
Zahl R entweder gar nicht oder nur in der ersten Potenz enthalten
ist, 80 kann man die ganze Zahl & so bestimmen, dass der Nenner
der Zahl

R £
P

den Primfactor p sicher nicht enthilt. Die Zahl & ist (mod. p) vollig
bestimmt; sie ist == 0 (mod. p), wenp der Nenner von R nicht durch p
theilbar ist; andernfalls ist & incongruent O (mod. p).

Die Anwendung dieser Bemerkung auf die Zahl R = E, fiihrt
zuniichst zn folgendem Ergebniss: Aus den Divisoren &, 87, 87, ...
der Zahl n bilde man die Zahlen

(33) 40 41,4041,40"+1, ...
und bezeichne diejenigen unter ihnen, welche Primzahlen sind, mit
(34 Bys Pos oo -5 Pre

Dann hat die Partialbruchzerlegung von E, jedenfalls die Gestalt
=G4 By a5 2 2
@) B=CGttytpt oty G+2“+2p’

wo G eine ganze Zahl, 2« die hochste Potenz von 2, welche im Nenner
von E, aufgeht, und &, &, &, ..., 5 ganze Zahlen bezeichnen.

Die nibere Bestimmung der Zshler &, &, ..., & ist nun das Ziel
dieses und der beiden folgenden Paragraphen.
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Es bedeute p irgend eine der Primzahlen p,, p, ... p» und es sei
& der zugehdrige Zihler.

Die Primzahl p zerlege man in ihre primiire complexe Primfactoren
(36) p=m.m = (a -+ ib)(a — ¢b)

und multiplicire dann die Gleichung (35) mit m. Man erkennt so,
dass nach dem Modul m die Congruenz gilt*)

(37) mE, = = = —— = 5= (mod. m),

die nun zur niheren Bestimmung des Zihlers ¢ dienen wird.
Die Gleichung (23), in welcher

b= Nm) = a4 5 =p
zu setzen ist, ergiebt, in Riicksicht darauf, dass die Coefficienten
Qy5 By - vy by, by, ... simmtlich durch s theilbar sind, die Con-
gruenz:

38) L =og(mu )q,(u)~¢>1’ L) = ~ @é—mtp"l(u)(mod.m),

wobei von dem Wilson’schen Satze (p —1)! = —1 (mod. %) Gebranch
gemacht ist. Die linke Seite der vorstehenden Congruenz entwickele
ich nach Potenzen von 4, indem ich nach (10) und (15)

4n+1

(p(mu)==mu+2m 2y ey WnEhi?

4%——1
q:(u) +24n @n—1)!

setze. In dem Producte dieser beiden Rethen ist der Coefficient von
4.7:

(208
39)  mE k™ @mnq+@ ! @)y Fog - -
-t k""l in—3 (492)4”__417 + - 4'::-:11

Hier sind nun alle Glieder vom zweiten ab congruent O (mod. m).
Denn in dem Producte

gleich

k (4 %)4 & Ry

(4r+1)
=k, (40), @ +1) m E,_ 144yt ((1+i)4(a»r)_. )

*) Die Congruenz 7 == s (mod. m), in welcher r und s rationale Zahlen be-
zeichnen, bedeutet, dass die Differenz r — s einen durch m theilbaren Zibler
besitzt, vorausgesetzt, dass diese Differenz anf die Form eines Bruches gebracht
ist, dessen Zihler und Nenner theilerfromd sind.

Mathematische Annalen. LI 14
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mtr
@rd1)
enthidlt in reducirter Form den Factor m mindestens ein Mal im Zihler.
Anderenfalls wiirde nimlich m*” ohne Rest in 4# -+ 1 aufgehen miissen,
also anch p*” ohne Rest in 4» 41, wihrend doch

P> Bt = (14 4)4r > 1 4 167

enthédlt m F,_, sicher nicht den Factor m im Nenner, und

ist.
Die Zahl (39) ist also nach dem Modul m congruent
mF, = m(l+ it» (1 + i)t» — 2) E,.
Da nun 4% Multiplum von p — 1 ist, so hat man nach dem Fermat'-
schen Batze (14~ 4)*» =1 (mod. m) und folglich
mF, = — mE, (mod. m).

Die Congruenz (38) besagt nun, dass der Coefficient von ( n ), in der

Entwickelung von q’( “) (mod. m) denselben Werth hat, wie der ent-

sprechende Coefﬁcient in der Entwickelung von — (p__l), o? ~1(u).

Bezeichnet also -— ¢, diesen letzteren Coefficienten, so ish

mE, = ¢, (mod, m),
folglich nach (37)
e =(2a).c, (mod. m)

und da beide Seiten dieser Congruenz reell sind, so gilt die nimliche
Congruenz anch (mod. p). Hiermit ist folgender Satz bewiesen:
Ist % irgend einer der Briiche, welche in der Partialbruchser-

legung (35) der Zahl E, auftreten, so gilt die Congruens
(40) e§=2a.c¢, (mod. p).
Dabei bedeutet a den reellen Theil des priméren complexen Primfactors

m == a -+ 1b der Zahl p und c, den Coefficienten von —— (‘m)' n der Ent-
wickelung der Function

(p_l), A OF

§ 1.
Entwickelung der Ableitungen von ¢*(u) nach den Potenzen von ¢®(u).

Die Bestimmung der Reihe -—EW @?- () (mod. p) gelingt nun

(»

vermdge derjenigen Gleichungen, welche die Potenzen von ¢?(«) durch
die Differentialquotienten von ¢?(u) ansdriicken und umgekehrt diese
durch jene.

Die gemeinsame Quelle dieser Gleichungen (deren Existenz iibrigens
anch aus allgemeinen functionentheoretischen Griinden folgt) bildet
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das Additionstheorem (12) der Function ¢(u). Aus diesem ergiebt
sich zun#chst, wenn zur Abkiirzang

(41) P*w) =2 @)=t
gesetzt wird,
42) 5 [0+ ) + g2(u — )]

— [pmg () + o @ o®P + (o) (r) — ¢'w) p(2))?
2.[1+ g*(u) @*(v)]*
e+t (1 —zt)
Atz

Entwickelt man hier die linke Seite nach Potenzen von v, die rechte
Seite nach Potenzen von z, so kommt

= t+2 (— 1y {@r+ D+t — @r—1)F—1} o,

r=0 r==1

oder, indem man beriicksichtigt, dass

2 2r
Lo = 2r(2r — Ngt3() ~ 27+ D),

also
—f; — — 27[@r + D+t — (27 — 1)t
ist,
a2z T . Ll
(43) du “3.%r (21‘)! t+2( )+1 2r T et

r=0

Differentiirt man nun endlich diese Gleichung 2% Mal nach » und
setzt sodann v = 0, so ergiebt sich die gewiinschte Darstellung der
2nten Ableitung von # = ¢?(u) durch die Potenzen von z, niimlich:

v S (B S o G

r=1,2,

Zur Vereinfachung fiihre ich hier die Entwickelungscoefficienten der
Potenzen von ¢ = ¢*(v) ein, indem ich setze:

2r-44 2k
r (2r) %" (2r) ¥ 2r) ¥
(40) r=g? (”) Sar ©Bn! + & Sarig @r¥41 +-- +£§(g,e) @5 +--

Diese Entwickelung enthilt nur solche Potenzen von v, deren Ex-
ponenten == 27 (mod. 4) und > 27 sind; es ist daher

£
2k = O’

wenn 7 nicht =% (mod. 2) ist und ebenso, wenn » > k ist.
14%
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Die Gleichung (44) nimmt nun folgende definitive Gestalt an:

d2“ 2 > gr
46) 2O _ ‘”-{-2 (— 1+ @r— 1)t i, .

d?l/2n
r=1,2,-

Die Summe braucht man hier nur aunszudehnen auf diejenigen Werthe
von 7, welche =% 4 1 (mod. 2) und iiberdies <7 -1 sind; denn
alle tibrigen Glieder der Summe verschwinden.

Nach Satz I in §1 ist 2 @r g’,‘) eine ganzzahlige Reihe; ferner ist

nach Satz II in § 1 die Zahl 5;27:_,, durch jede Primzahl theilbar, die

zwischen 20 — 27 4+ 3 und 2n + 3 liegt,
Wenn also 2n 41, wie ich jetzt voraussetzen will, eine Prim-

zahl ist, so wird 853_2 durch 22 4 1 theilbar sein, sobald » > 2 ist.

Daher gilt dann die Congruenz

27
LT = o+ o), T3 (mod. 20 +1).

Der Gleichung (16) zufolge ist & — 0, wenn %k gerade und
&) = 2.¢~1, wenn k ungerade. Unterscheidet man also die beiden

Fille, wo 2% 4 1 = p eine Primzahl der Form 4% 4+ 1 und wo
2n 4 1 = ¢ eine Primzahl von der Form 4%k -} 3 ist, von einander,
so lautet die vorstehende Congruenz im ersten Falle:

a2 (u)

duP—!

(CY)) = epT_l . @*(u) (mod. p)

und im zweiten Falle

4T g2 (u)
dut—!

(48) = 2. ¢4—3 (mod. g).
4

Die r-malige Differentiation dieser Congruenzen fiihrt zu den weiteren:

’ dp l+rm2(u) d @ (“)

47) Tdwrr — ep-—l i (mod. p),
, 4a—1+r g2

(48) 2 =0 (mod. g).

Diese Congruenzen gelten fiir jeden positiven (ganzzahligen) Werth
von r; die Congruenz (47°) auch noch fir » =0, in welchem Falle
sie mit (47) zusammenfallt.
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§ 8.
Entwickelung der Potenzen von ¢*(x) nach den Ableitungen von ¢*(u).
Die Gleichungen, welche die Potenzen von z = @*(u) durch die
Ableitungen dieser Function darstellen, sind die Umkehrungen der
Gleichungen (46). Man erhdlt sie in expliciter Form vermbdge der
Gleichung (43) auf folgende Weise. Man setze
t=1%
so dass (nach (10)) t
1
(49) '5=='P(”)——-”+ka B + +kn (4:+1)1 +

ist. Integrirt man sodann die beiden Seiten der Gleichung (43) zwei
Mal zwischen den Grenzen O und v, so ergiebt sich zunichst

2r 2g~+2 .
0 Zdzr m—fdv /z?dw+2(~1y+l_i.,2,

r=zl

Duorch Umkehrung der Gleichung (49) ldsst sich nun v in eine nach
Potenzen von z fortschreitende Reihe entwickeln und diese Reihe ist
nach § 1 ganzzahlig®). Daher hat man fiir jeden positiven ganz-
zahligen Werth von 7:

(51)

wo die Entwickelungscoefficienten @7 ganze Zablen sind. Analog
wie bei der Reihe (45) ist auch hier
5 =0,
wenn 7 nicht =% (mod. 2), oder wenn » > % ist.
Entwickelt matc nun in der Gleichung (50) Alles nach Potenzen
von z und vergleicht sodann die Coefficienten von z%* so ergiebt sich

(27)' =g (2,,-)' + 9 e (2,,_'_ oIy + 0l (2k)v +--

(212}
s d‘""z
(52) (—1rit f = T g — A

r==0,1,2,

wobei A;, den Coefficienten von #2» in der Entwickelung
v ?
fvaz2d9=A2r2+A4z4+ R R LRt M
[}

*) Die betreffende Reihe ist die folgende:
z

dr
Vi—=+

1.3.5...2n—1 7intt
4‘"‘""‘ *Sie.an ("‘)(4n+1}'+"'
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bedeutet. Um den Werth von 4s, zu bestimmen, differenzire ich vor-
stehende Gleichung zwei Mal nach »; hierdurch entsteht

= — A4,(2.37¢ — 2.1) — A,(4.575 —4.372) — ..
- — Ag, (2%(2% + I)v2+2 — 200 (2m — 1).52”—2) —

und durch Coefficientenvergleichung findet sich nun leicht

_ 1.5.9...2n—3 1

A3n=0 oder dpu = 5" Grn—1) 2n
je nachdem % ungerade oder gerade ist. Demnach nimmt nun die
Gleichung (52), mit Unterscheidung der Fille » gerade und % ungerade,
die folgende definitive Form an:

Es ist
) 9 = iy 2 S+ R
r=12,
wenn # gerade ist; dagegen
54 #0) = gt ) w0
re==1,2,--

wenn % ungerade ist.

Vermbge dieser Gleichungen lisst sich das Ergebnis des vorigen
Paragraphen erheblich verallgemeinern.

Sei zunichst p eine Primzahl von der Form 4% 1. Die in (53)
und (54) auftretende Zahl » werde der Bedingung 22 < p unterworfen,
so dass (2n — 1)! theilerfremd zu p ist.

Nun differenzire ich die Gleichungen (53) und (54) p — 1 Mal
nach » und benutze sodann die Congruenz (47°), der zufolge sich die
Ableitungen von @?(u) bis anf den Factor ¢, (mod. pj reproduciren.

Auf diese Weise ergiebt sich der Satz: )
Ist 2n < p, so gilt die Congruenz

dP 1o ) » 1.5.9...2n—
©) SIS =6 (9200 — 5T Ga ) (mod. 2),

odeyr die Congruenz

dp—l 2%
(56) 7;5:1—(& = €1 . ™" (1) (mod. p),
4
Jje nachdem n gerade oder ungerade ist.

In entsprechender Weise ergiebt sich fiir eine Primzahl ¢ von der
Form 4% -+ 3 der Satz:
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Ist 2n < q, so gilt die Congruenz:

ar — . 2
67 %_TCQ (=1 s e(,_:qu; (mod. g).

Fir » =1 geht (56) in die Congruenz (47) und (57) in die Con-
gruenz (48) iiber.

§ 9.
Die Entwickelungscoefficienten der Potenzen von ¢®(u).

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Congruenzen enthalten
gewisse Eigenschaften der Entwickelungseoefficienten der Function
@7 (u), wie ich jetzt des Naheren darlegen will.

Zur Abktirzang setze ich

_ 1.8.9...20—3) _
(58) C m oder Cn == 0,
je nachdem x gerade oder ungerade ist. Dann lassen sich die beiden
Congruenzen (55) und (56) in die folgende:

dp-—l 2n (’ll') _

(59) T = e,, —1 (q:‘“' (w) — On) {mod. p)

vereinigen, Hier bedeutet » eine beliebige positive ganze Zahl und p
irgend eine Primzahl von der Form 4k - 1, die grosser als 2# ist.
Nun ist nach Gleichung (45)

2 ‘Zk
(60) g% (u) = &8 5o i+ A e (2n+4)‘ Foe A S gt

Indem man diese Entwickelung in die Congruenz (59) einfithrt, ergiebt
sich durch Coefficientenvergleichung:

(61) &M= ép—1+ Gy (mod. p)
4

und 3% p—1 = p—1 i (mod. p), weleh’ letztere Congruenz durch
4
wiederholte Anwendung zu

©62) oy =(p)a (modp) (E=12..)
4

fithrt, unter  eine positive ganze Zahl verstanden.

Durch die Congruenz (62) werden die Reste der Entwickelungs-
coefficienten von g@?#(u) nach dem Modul p znriekgefiihrt auf die
Reste derjenigen unter ihnen, deren Index nicht grosser als p—1 ist.

Fir das Hauptziel dieser Arbeit ist der Fall 2% = p — 1 von be-
sonderer Wichtigkeit. In diesem Falle ist
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&Y =T = (p—1)1=—1 (mod. p)
und die Congruenz (61) lehrt also, dass
7.1
(63) g1 = S5 =D (mod. p)

4

ist. Nach einem bekannten Satze von Gauss®) ist die rechte Seite
dieser Congruenz = 2a (mod. p), wenn a -} b¢ den primiren com-
plezen Primfactor von p bezeichnet. Daher ist auch

(64) -1 = 2a (mod. p).
41

Endlich sind im Falle 22 = p — 1 alle Coefficienten eﬁ"), deren
Index 2% unter p — 1 liegt gleich Null. Folglich sind, in Riicksicht
auf (62), simmtliche Coefficienten " durch p theilbar, deren In-

dices 2% nicht Multipla von p — 1 sind. Dieselbe Congruenz (62)

p—1 setzt und sodann # — 1 an Stelle von »

liefert, indem man % =
schreibt:

(65) 12 = — (¢p) 7= — 2a) ™ (mod ).

Diese Resultate fasse ich in folgenden Satz zusammen:
Bezeichnet p eine Primzahl von der Form 4k -+ 1 und a -+ b
den primiren complexen Primfactor derselben, so gilt die Congruenz

(66) q:?— 1()u') _—_2(2 ay-1. (r 1))’ - (mod, p).

Der Vollstindigkeit halber will ich noch die Congruenz (57) in &hn-
licher Weise entwickeln, wie es soeben mit den Congruenzen (55) und
(56) geschehen ist.

Die Congruenz (57) besagt, dass

(67) = (-1 s s (mod- 9

ist, und dass alle Coefficienten &, deren Indices 2k grosser als

g — 1 sind, den Factor ¢ haben. Die in (67) auftretenden Coeffi-
cienten 7% sind durch die Gleichung

3 z°
(68) % =P + ’2(2) + 18 GE (3],7)| + -

*) Theoria residuorum biguadraticorum, Commentatio prima., Werke Bd. 1I
pag. 90.
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definirt, wobei

1.3.5...2k—1) AFH!
+eort 1% 4EF1

dz
(69) v-=0 V=

1
_z+__2_

o g,

ist. Da nun 9? der Differentialgleichung

dzv 23 d'02 2

geniigt, so kann man die Coefficienten {3 recurrent berechnen. Man

findet auf diese Weise, dass das Quadrat des elliptischen Integrales
(69) folgende Entwickelung besitzt

8 6 .,,10 (4n—1 411-[—2
(70) 1)2=z"2+-5—.-3——[— + —[—-59 “an T 2n+1+'"’

dass also

=0
oder
3.7...08%k—8) 1
75 = (275)!5.9...(275—1)'§E
ist, je nachdem % eine gerade oder eine ungerade Zahl bezeichnet-
Hiernach nimmt die Congruenz (67) (welche fiir ein gerades n
eine Identitit vorstellt) fiir den Fall, wo # ungerade ist, die Gestalt an

3. 2 3
(1) den=2¢ - 5—W( mod. g).

4

Wenn hier 2% den grissten zulissigen Werth ¢ — 1 erhéilt, so ergiebt
sich, weil

. Eég:f) = (¢ — D= — 1(mod. ¢)
lst, )
1 5.9...(g—2
b—3="""2 " 3.7...(g—9) (mod. g)
2
oder
__1.5...(q—86

(12) s = 5y gy (mod @),

4

und die Congruenz (71) ldsst sich in Folge dessen auch so schreiben:

@) = _ (2%+3) @n47)...(¢—2)
() 1= T GuD @nts) L g—g) (@0l 9).
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§ 10.
Die Partialbruchzerlegung der Zahl E,.
Aus den Congruenzen (40) und (66) geht nun hervor, dass

in

e = (2a)’ " (mod. p)

ist und dass folglich die Partialbruchzerlegung der Zahl E, die Ge-
stalt hat:

in
(74) E.—G+ 24 S0

Hier ist die Summe iiber dicjenigen Primzahlen p von der Form
4k -+ 1 auszudehnen, fiir welche p — 1 ein Divisor von 4 ist, und
fiir jede einzelne dieser Primzahlen p bedeutet & den reellen Theil
ibres primiren complexen Primfactors ¢ 4 4b. Die Zahl ¢ kann
biernach auch definirt werden als die Basis des ungeraden Quadrates
bei der Zerlegung voun p in die Summe zweier Quadrate:

b= a* 4 bz’
und zwar diese Basis mit solchem Vorzeichen genommen, dass die
Congruenz

besteht.
Es eriibrigt noch, den auf die Primzahl 2 beziiglichen Theil %

a="5- 1 (mod. 4)

der Partialbruchzerlegung von E, zn bestimmen. Zu diesem Zwecke
bediene ich mich der Recursionsformel (9).

Aus dieser Formel ergiebt sich leicht, dass —;% = %—, oder was
dasselbe besagt, dass
(75) 2FE, =1 (mod. 2)
ist. In der That: die Formel (9) lisst sich, je nachdem » gerade oder
ungerade ist, in die Gestalt bringen:

(2n —3) (1642 —1).(2E.)

Z—1

=3{ D @r—1)(4n —4r—)(An) 2 E). @ Eay) + @0 —1)2(4n) 2 (2 En )Y

Q)

r=1

respective

n—1

EN
@a—38)(16n2—1) @ E)=3- D (4r —1)(dn—4 —1)(4n):,@ B) 2 E,)-

r==1
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Hierbei ist, wie man leicht erkennt, der Factor (4 n)z,u% in (76) eine

ganze Zahl, Nimmt man nun an, die Congruenz (75) sei schon fiir
die Zahlen E,, E,, ... E, ; als richtig nachgewiesen, so folgt aus
(76) resp. (1T)

2B, = D) (40)rt 5 (@nhn =t [ 1o (1) (1~ 1) (1 —i)2 8§
= (mod. 2)

resp.

Bl

2E, = D) (4n)o = 5 [(A+ 1"+ (1o (A —1)o - (1 —i)ie—8]  (mod. 2)

r==1
oder
2E,=1 (mod. 2).
Da aber fiir B, = % die Congruenz (75) erfiillt ist, so gilt sie all-
gemein.

Hiermit ist nun das Hauptziel dieser Untersuchung erreicht:
Die Partialbruchzerlegung der Zahl E, lautet wie folgt:

4n
p—1
(18) B=G+ 3+ X80

Dabei bezeichnet G, eine ganze Zahl und die Summe ist dber dicjewigen
Primzahlen p von der Form 4% - 1 zu erstrecken, fitr welche p — 1
ein Divisor von 4w wst. Die der einzelnen Primzahl p entsprechende
Zahl a ist die Basis des ungeraden Quadrates in der Zerlequng

p=a*+ b
und zwar mit solchem Vorszeichen genommen, dass
a=1>b+41 (mod. 4)
ist.
8§ 11.
Die ganzzahligen Theile in der Partialbruchzerlegung der Zahlen E,.

Vermoge der Gleichungen (76) und (77) gelingt es, den Rest der
Zahl 2E, nach dem Modunl 16 zu bestimmen. Fiir die niedrigen
Werthe von » findet man pach dem Modul 16:

2B, —+=—3, 2E,=3=1, 2B ="1=n1,
8.7 11

2B, =% =

— 1 u. 8 w.
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Durch Fortsetzung der Rechnong wird man auf die Vermuthung
gefiihrt, dass vom Index n = 3 ab die Congruenz

(19) 2E, = 8% — 1 (mod. 16)

besteht, dass also 2F, =7 oder — 1 (mod. 16), je nachdem » un-
gerade oder gerade ist. '

Diese Vermuthung bestitigt sich durch folgende Schliisse. Aus
den Gleichungen (76) und (77) folgen zundchst nach dem Modul 16
die Congruenzen:

(2n—3) (2 E,)=(4n—1).3. {2 (@94 @Y 2B+ 5 (4n)en REa )}
r==1 2
resp.

ram——

(@n—3)@E)=(tn—1).3.{ D (4n}, @ E)2E,-»)},

und hierans, durch Multiplication mit 4% 4 1, in beiden Fillen
r=n—1

@n+41)@n—3).QE)=— 5 D @n.QE)Q2E,. ).

r=1

Sei nun # > 4 und iiberdies die Congruenz (79) schon bewiesen
fir n=23,4,...n— 1. Dann folgt¥)

(4n-+1) (@n—38) QB )=— 5[ 2. Un)u@E,) QEn-1)+2(4n)2Es) 2B s)

re=n-—3

+ D) 4n)u@E) 2,
=+3[2.(4n),.3.8(n—1)—1)

—2.(4n).7. (8 (n—2)—1)

_,=,,2_(4 w)u, (8r—1)(8n—8r —1) .

r=3

Nach leichten Reductionen und unter Benutzung der Congruenz*¥)

*) Die folgenden Congruenzen beziehen sich siimmtlich auf den Modul 18,
gofern nicht ein anderer Modul aunsdriicklich angegeben ist.
%) Es ist
r—1
=k —1][{n—F)—3]
(k1) (4k+-3) ?

(4n)y, = (20)g, -
k=0
und fiir jeden Werth von &
Bn—E)— 1) [4(n—k) —38] = (4k41) 45+3) = 1. 3 (mod. 16),
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(41)sr = (21m)e, (mod. 16)
(4n4-1)2n—3)(2 E,)

=3[ (20),(8n-+-5) + @n),Bn+T) + Bu—1)- 5 D) @2n,]-

Berﬁcksichtigt man nun, dass

kommt:

5 2n>2, = 5 [ 1P 4 (1—1% — 2 — 2(2n), — 2(2n),]
’ = — 1 — (2n), — (2n), (mod. 16),
so erkennt man, dass die vorhergehende Congruenz

(4n+1) (2n—3) (2F,) = 3{6.(2n), - 8(2n), — (8n—1)]
=20@2r—1)+222r—1)2n—2)(22—3)

ll

+8»+43
=2n@n—1)+4n(n—1) 4+ 82 43
=8n*-+4+ 2243
liefert. Da 8x*= 8» (mod. 16), so ergiebt sich schliesslich
9F — . 1m+3 10n+3——8n——1(mod 16),

* = @EnF1),2n—3) = —2u

woraus nun die Giiltigkeit der Congruenz (79) fiir » > 3 folgt, da sie
fir w =3, » = 4 feststeht.

Die Congruenz (79) giebt Aufschluss iiber das Verhalten der
ganzzahligen Theile G, der Partialbruchzerlegung (78) der Zahlen E,
in Bezug auf den Modul 8. Setzt man, unter der Voraussetzung n > 2,
die Partialbruchzerlegung von E, in (79) ein, so ergiebt sich zunichst

4in
G,.E4n—-1——2~(3“—2).:—1-(m0d.8).

Die hier auftretenden Primzahlen p sind von der Form 44 + 1,
wo 0 Divisor von # ist

Der Exponent % wird daher, falls nicht & — 2 5 oder d=n

3

ist, grosser als 2 und folglich das entsprechende Glied Q;—))— =0 (mod. 8)
sein. Fiir 6 = g resp. 0 == n ist der Exponent -%"4 gleich 2 resp. 1;
zugleich wird p == 2% -+ 1 resp. p = 4n - 1. Ich unterscheide nun
folgende Fille:

1. Fall. Weder 2% 4 1 noch 4n - 1 ist eine Primzahl von der
Form 4% - 1. Dann ist
(80,) G, =4n — 1 (mod. 8).
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2. Fall. Es ist 2n + 1 eine Primzahl von der Form 4% - 1,
4n 4+ 1 dagegen nicht. Dieser Fall kann nur fiir gerades » eintreten.

Ferner ist nun der Exponent 1—)5_’—7'3 stets >>2, ansgenommen fiir p=2n-}-1.
Also ist

Go=4n—1—; <2“) - (mod. 8).

Da ¢ =1 (mod. 2), so wird (2¢)* = 4 (mod. 8); ferner ist

1

TR — 2n 41 (mod. 8),

weil n gerade ist. Daher kommt:
(80), G, =3 (wod. 8).

3. Fall. Es ist 4n - 1 Primzahl, 22 - 1 dagegen nicht Prim-
zahl von der Form 4% - 1. In diesem Falle ist

_ 2a
G,‘=4n~—- 1 -4—;{‘_'“_—1' (mod. 8).
Nun folgt ans der Gleichung
dn + 1 =a®+ b7
b* = 4n (mod. 8),

dass
und hieraus successive:
b = 2n (mod. 4),
a=b-+ 1=2n-1 (mod. 4),

2
4nilw+2a-4n+2(mod 8)

und schliesslich:
(80;) G, =5 (mod. 8).

4. Fall. Es sind 2% -} 1 und 4% -+ 1 Primzahlen von der Form
4k 4+ 1. Dieser Fall kann nur fiir gerades » eibtreten, Die Glieder

4n
der Summe 2 ('2021"-1, welche den Primzablen p =2# 41 und

p=4n -4 1 entsprechen, werden respective =4, 2 (mod. 8), so
dass jetzt
(80,) G, =1 (mod. 8)
wird. —

Wenn »_ ungerade ist, so kénnen nur die Fille 1 und 3 statt-
finden. Man hat demgemass den Satz:
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Ist n > 1 eine ungerade Zahl, so ist
G,.=5 oder G,=3 (mod. 8)

je nachdem 4n -+ 1 eine Primsahl ist oder nicht.
Wenn # gerade ist, so kann jeder der vier Fille eintreten. Die
Congruenzen (80) ergeben jetzt den Satz:
Ist n > 2 eine gerade Zakl, so ist
G.=1,3,5,7 (mod. 8)

Jje nachdem die Zahlen 2n 4+ 1 und 4n + 1 beide Primzahlen sind, oder
nur 2n--1 oder nur 4n4-1 Primzahl ist oder endlich keine von beiden.
Betrachtet man die Reste der Zahlen &, (mod. 4), so erhilt man

aus den beiden vorstehenden Sitzen (wenn man noch beachtet, dass
G,=—1=3 (mod. 4)) das Resultat:

Ist w > 1, so lisst die Zahl G, durch 4 dividirt den Best 1 oder
den Rest 3, je nachdem 4n - 1 Primzahl ist oder wicht.

Dass die Zahlen G,, abgesehen von G = 0, simmilich ungerade
sind, ist eine selbstverstéindliche Folge der vorstehenden Sitze.

§12.
Die Entwickelungscoefficienten der Funetion —; o ().

Die Congruenzen (62) und (67) bestehen unter der Voraussetzung,
dass 2n < p vesp. 2n < g ist.

Diese Voraussetzung ist fiir n = 1 stets erfilllt. In diesem Falle
ist tiberdies, wie schon oben bemerkt wurde, &Z® == &2 =0 oder

== 2¢;..1, je nachdem % gerade oder ungerade ist. Daher fiihrt die
2
Annahme # = 1 zu folgendem Satze iiber die Entwickelungscoeffi-

cienten der Function -;— o*(u), welche durch die Gleichung (16), niimlich
LT SR AU A st
definirt sind :
Bezeichnet p eine Primzahl =1 (mod. 4) und ist p' ==& :1 ) 50
besteht die Congruenz
(81) bntp = €y € (mod. p), n=0,1,2,...)

durch welche dic Reste der Zahlen e, (mod. p) auf die der ersten p'— 1
unter ihnen suriickgefiihrt werden. Ueberdies ist nach (63) und (64)

8.7.11...(p~—8) __
1.5.9...(p—& —

I

2a (mod. p).

ep'
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q—3
4 ?

Bezeichnet andererseits g eine Primzahl =3 (mod. 4) und ist ¢ =
so ist nach (12)

.9...(g—8) (mod. )

0 — L:8
7?7 3.7 A1...(g—4)

und die Zahlen epyy, eyy2, . .. sind sémmilich durch q theilbar.

Diese Eigenschaften der Zahlen ¢, lassen sich, vermdge der Glei-
chung (19), auf die Zahlen E, iibertragen.

Beispielsweise ergiebt sich so, dass der Zihler der Zahl

(1 — @+ %

den Factor ¢ besitzt, sobald n > 1%—1— ist. Indessen diirften diese Sitze

nur ein untergeordnetes Interesse beanspruchen, da fiir die Zahlen E,
allgemeinere Congruenzen zu gelten scheinen, welche jeme Sitze in
sich enthalten.

Zur Berechnung der Zahlen e, kann man sich einer Recursions-
formel bedienen, die sich folgendermassen ergiebt. Die Function 2—¢%*u)
gentigt der Differentialgleichung

d 2\2
(82) G = 4(—2),
ans welcher durch Differentiation

(83) 262
folgt. Setzt man hier

hd u4n+2
5 =2 't o
so ergiebt sich durch Coefficientengleichung

B  ap=—12 Dnt+dopee, ®=012..)

wobei die Summe fiber alle nicht negativen Zahlen 7, s zu erstrecken
ist, welche die Bedingung 7 4 s == % befriedigen.
Die Recursionsformel (84) vereinfacht sich noch etwas, wenn man

(85) s = (— 12)“ s (n=0,1, 2,..0
setzt. Man erhilt dann offenbar fiir die Zahlen 2, die Gleichung
(86) tua =, (4n+Dupedd, (1=0,1,2,...)

aus welcher hervorgeht, dass diese Zahlen positive ganze Zahlen sind.
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I. Tabelleder Zerfillungen p = a? 4 8%, (aEb ~+ 1 (mod. 4)),

2| a b{m
5l—1. 21— 2
130 32 6
170 1]4 2
29 —5| 2| —10
37 —1{6|— 2
41 504] 10

in

IL Tabelle der Zahlen By = Gy -+ 5+ > 02

{(Wegen des raschen Anwachsens der ganzzabligen Theile G, sind
diese nur bis # == 6 in der Tabelle angegeben.)

1

IS
I

1
3
E, — 3
3.7
By = O8N
84.72,1%
B = ToT
6. 72.11
E a= 38,
s 10
89.7%,112.10
By = o
39.74,112.19,23
B= s
310,74,11%,19.23,223
By = 10.17
B -  37.11319.93.31.61
? 10.13.37
B 312,175,113 192,23, 31,2381
10 10.41
315.75,11%,19¢4,23.31
B —  O%Inrtaet2s.51
10

b

b

315,75 114192 23% 31 .43. 1162253
E12 == ==

10.13.17

Mathematische Annalen, LI

12
2 B
—1+5+3
=it
BWHi+s  +n
39299 4+ — %

13265959+ 5 + > 4 =

1.7

2 5

1 28 22
ity tw

1 28 63
tro3tn

1 ate
+3tT

1 218

7%

i 2 . gt 28
+s+3+uta

15
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