
Ueber die Entwickelungscoef f ic ien~n tier lemnisca~ischen 
Func~ionen*). 

V o n  

2[. HURWITZ in Ziirich. 

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf gewisse Zahlenj 
welche ~hnliche Eigensehaf~en besitzen, wie die Bernoulli'schen Zahlen. 
Die letz~eren lassen sich bekanntlich dureh die Gleichung 

B~ ( n ~  1, 2, 3, . . .)  

definiren, wobei die Summe fiber alle posit~ven und negativen reellen 
ganzen Zahlen r mit Ausschluss der Null zu erstrecken ist und die 
Zahl z als Werth des In~egrales 

1 

ojV 
aufgefass~ werden kann. In ~hnlicher Weise kSnnen und sollen die 
bier zu untersuchenden Zahlen /~1, J~2, Ea . . . .  durch die Gleiehung 

1 (~ ~)~ 
(D) (~+~, )~  ~ (~,~), E. ( n ~ l ,  2, 3,...) 

definir~ werden. Dabei is~ die Summe auf alle complexen ganzen 
Zahlen r ~- is mit Ausschluss der NuU auszudebnen; ferner bedeutet 
den Wer~h des Integrales 

1 

f - ~  ~ ~,6~057 . . .  
co - ~  J Y i  - x ,  

u 

Die Zahlen :E, nehmen also, ihrer Definition naeh, eine en~sprechende 
SteUung in der Theorie der {~aussischen complexen ganzen Zahlen 

*) Vgl. eine vorl~ufige Mi~heflung in den Nachrich~en derk. Geaellachaf~ 
der Wissenschaf~en zu GS~t~ugen. Mathemat~isch-physikalische Classe. 1897, 
pag. 27S. 
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ein, wie die Bernoulli'schen Zahlen in der Theorie der reellen ganzen 
Zahlen. 

Die Zahlen J~ siad ~ibrigens, ebenso wie die Bernoulli'schen 
Zahlen, positive reeUe rationale Zahleu. Es wird sich dies weiterhin 
als unmittelbare Folge der Thatsaehe ergeben, dass die Zahlen E~ im 
Wesen~lichen mi~ den Entwickelungseoefticienten einer gewJssen lemnis- 
eatischen Function, d. h. einer doppeltperiodischen Function, deren 
Periodenparallelogramm ein Qtmdrat ist, identiseh sind. Hierin liegt 
eine weitere Analogie der Zahlen E~ mit den Bernoulli'schen Zahlen. 
Denn die ]etzteren sind bekannt]ich im Wesentlichen die Entwickelungs- 
coeffieienten einer einfach periodischen Function, der Cotangente. 

Abet aueh eiue tiefer liegende Eigenschaft der Bernoulli'schen 
Zahlen~ nRmlich diejenige, welehe sieh auf ihre Partialbruchzerlegung 
bezieht und in dem v. Staudt-Clausen'schen Satze ihren Ausdruck 
findet, besitzt ihr vSllig entsprechendes Gegenbfld bei den Zahlen ~'~. 
Dieses nachzuweisen, also die Herleitung desjenigen Satzes fiber die 
Zahlen ~=, welcher dem v. Staudt-Clausen'sehen Satze yon den 
Bernoulli'sehen Zahlen entsprieht, bildet das Hauptziel der folgenden 
Untersuehungen. Dabei sind die Methoden, deren ich reich bediene, 
zum Theil yon allgemeinem Cbarakter, so dass-dieselben auch fiber 
den vorliegenden speeietlen Zweck hinaus bei Untersuchungen ~hn- 
licher Art brauchbar sein dfirften. 

w 

6anzzahligo Potenzreihon. 

Um den Gang der Untersuchung sp~iter nicht unterbrechen zu 
m~ssen, schicke ich bier einige allgemeine S~itze fiber Potenzreihen 
voraus, welche weiterhin zur Anwendung gelangen. Diese SRtze be- 
ziehen "sich auf Potenzreihen einer complexen Variabeln u~ welche 
die Gestal~ 

(1) ~ ~ eo -{- c, V., -{- e~ ~., ~- �9 - - -f- c~ ~., -{- �9 �9 �9 

besitzen, wo co, e~, c2, .. : c~, ... ganze rationale Zahlen bezeiehnen. 
Zur AbkRrzung will ich eine derartige Potenzreihe ,ganzzahlig" 

n@nneD.  

Der Inbegriff aUer ganzzahligen Potenzreihen bildet einen ,Inte- 
grit~tsbereich", d. h. Summe~ Differenz und Product irgend zweier 
ganzzahligen Po~enzre~en sind wiedexum ganzzahlige Reihen. Oder 
in anderer Ausdrucksweise: !ira Systeme aller ganzzabligen Potenz- 
reihen sind AddiSon, Subtraction und Multiplication unbeschr~nkt 
ausf'uhxbare Operationen. Fiir die Addition und Subtraction teuch~et 
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diese Thatsache unmittelbar ein. Fiir die Multiplication folg~ sic aus 
der Bemerkung, dass das Product der Reihe (1) in die Reihe 

(~) ~, = do + a, ~ + d~ ,,~ + . . .  + a~ ~ + . . .  

dutch die Reihe 

(3) ~ = e0 + e, ~., + e~ ~., + . . .  + e~ ~., + . - .  

vorgestellt ist, worm man aUgemein 

setzt, mater nt ,  n~, ... die Binomialeoefticienten zur Basis n verstanden. 
In dem Systeme der ganzzahligen Reihen sind abet iiberdies aueh 

die Operationen der Differentiation und der Integration yon u-----0 ab 
unbeschrKnk~ ausffihrbar. 

Denn bedeutet ~ die ganzzahlige Reihe (1), so sind offenbar aueh 

d--ff = cl q -  cz iq., q- '" " " -t-  c~+~ ~., q -  �9 �9 - 
und 

u 

0 

ganzzah]ige Reihen. 
Die Division ist im Gebie~e der ganzzahligen Reihen nicht un- 

beschr~nkt ausffihrbar, und hierauf griindet sich die Definition: 
,,Eine ganzzahlige Reihe ~1 heisst dutch eine andere ~ theilbar~ 

wenn der Qaotient -~ ebenfalls eine ganzzahlige Reihe ist." 

Die Theilbarkeit einer Reihe ~1 dutch eine andere ~ deuce ich 
auch an durch die Congruenz 

~i ~ 0 (rood. ~), 
und allgemeiner schreibe ich 

~ 1  ~ ~ (rood.  ~), 
wenn ~1 --  ~ dutch ~ theilbar ist. 

Im Folgenden werde ich namenflich solehe Congruenzen zu be- 
trachten haben, deren Modul ~ sich auf eine ganze nieht verschwindende 
Zahl m redueirt. Offenbar ist eine derarfige Gongruenz 

__--___ ~I (rood. m), 
wo ~ und ~t  die Reihen (1)und (2) bezeichnen mSgen, vSllig gleich- 
bedeutend mit den unz~hlig vielen gewShnlichen Congruenzen 

c~ ~ d~ (rood. m) (~ ~- 0, 1, 2 , . . . ) .  
Wenn die ganzzahlige Reihe (1) Divisor jeder beliebigen ganzzahl/gen 
Reitm, also insbesondere auch Divisor der Zahl 1, sein soll~ so is~ 
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offenhar erforderlich, dass e 0 ---~ 1 ist. Diese nothwendige Bedingung 
ist abet auch hinreichend, wie aus der Gleichung 

~(,,~ = : + [ :  - ~ ( ~ ) ]  + [1 - ~B (u)]  2 + - -  - 

hervorgeht. In dem Gebie~e der ganzzahligen Reihen spielen also die- 
jenigen Reihen, welche sich fiir u ~ 0 auf 1 reduciren, die Rolle der 
Einheiten. Diese Reihen will ich deshalb ,,Einheitsreihen" nennen. 

Von Wic.htigkeit wird weiterhin der folgende 
S a t z  I. Is t  ~ eine ganzzahlige l~eihe, die mit u verschwindet, 

also kein eonstantes Glied enthiilt, so ist fiir jede positive Zahl m 
(4) !~ ~ ~ 0 (rood. m !). 

I !~ ~ ganzzahlig ist~ bedarf fiir Die Behauptung des Satzes, dass ~ .  

m ~- I keines Beweises. Daher gentigt es die Richtigkeit des Satzes 
nachztlweisen unter der Voraussetzung, dass der Satz schon fiir den 
Fall bewiesen sei~ wo die Zahl m - -  1 an die Stelle der Zahl m tritt. 
Nun ist aber 

und da 1 (ra_l)!  !~m-~ und !~' ganzzahlige Reihen sind t so folgt aus der 

I i~ ~ ebenfalls ganzzahlig ist, w. z. b. w. vorstehenden Gleichung~ dass ~., 

An den Satz I knfipft sich ein anderer, "weleher ebenfalls Bezug 
hat auf die m t~ Potenz einer ganzzahligen Reihe ohne constantes (}lied. 
Es sei 

~--~clu + c2~.. + . . . + c , ~ , .  + . . .  

eine solche Reihe trod es werde 
u~ u~+~ uk 

~'~ ~ C,~ ~ + C,,,+~ ( ,n+  ~) z + " " " + C ~  E ,  + " " " 

c, ,  v , + ~  ~ c, 
gesetzk Dann ist m-T.~ c~x' (-ff~--~i mc'~ -1.  ~ ,  u. s. w.i allgemein 

ist ~.,C~ eine ganze ganzzahlige Function yon c t ~.,, �9 �9 " (k--re+l):%-'+' and 
e ,  

folglich wird tier Nenner yon ~-., wenn man diese ZahI auf die kleinste 

Benennung bringt~ keinen Primfactor enthalten, der grSsser ist als 
k - - m + l .  Wenn daher k! dutch eine Primzahl p > / ~ - - m + l  
theilbar ist, so muss p nothwendig in C~ aufgehen. Somit gilt tier 

S a t z  II. Wenn die .Beihe 
u" u ' '+z  u ~ 

C,~ ~ , +  O,,~_~ (~+~) . ,  + �9 �9 �9 + O~ F., + " ' "  
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die m u Potenz e i ~ r  ganzzahZigen l~eihe ist, so entMilt C~ jede ~rimzahl 
als Factor, die zwischen k - -  m -{- 1 and k -[- 1 liegt. 

Eine tmmitt~lbare Folge des Satzes I is~ der weitere Satz: 
~etzt man in einer beliebigen 9anzzaldigen ~eihe an Stelle yon u 

eine andere ganzzahlige l~eihe ohne constantes G~ied and ordnet sodann 
nach t)otenzen yon u,  so erh52t man ugederum eine gar~zzatdige l~eihe. 

Wenn beispielsweise !~(u) eine mit u verschwindende ganzzahlige 
Reihe is~, so wird die En~wickelang yon e$(~) nach Potenzen yon u 
eine ganzzahlige Reihe~ and zwar offenbar eine Einhei~sreihe sein. 
Ebenso ist die Entwickelung des Loga.rithmus einer Einheitsreihe eine 
ganzzahlige Reihe, and man erkennt hieraus, dass die aus der Func- 
tion e~ (~} en~pringende Reihe die allgemeinste Einheitsreihe vorstelll. - -  

Man kann dieser ganzen Betrachtung eine andere, fiir manche 
Zwecke geeignetere Wendung geben, indem man an die Stelle der 
Potenzreihen d~e analy~ischen Functionea setz~, welche sic definiren. 
Dann hat man es offenbar mit dem Inbegriff derjenigen analytischen 
Functionen zu thun~ welche an der S~lle u ~ 0 reguliir sind und an 
dieser Stelle ebenso wie alle ihre Ableitungen ganzzahlige Wert~e 
annehmen. 

Von dieser huffassung aasgehend, beweist man ]eicht noch die 
folgenden S~tze, welche ich hier a~fiihre, well sic w e i t e r h i n -  freilich 
in sl)eciellerer Form - -  zur Geltung kommen. 

JErstens: Es sei r eine analytische Function, welche an der 
Stelle u ~ - 0  regul~ ist and einer Differentialgleichung der Gestalt 

(5 )  = G 

genfigt. Dabei soil G eine ganze rationale Function der eingeklammerten 
Argumente bedeuten mit Coefficienten, welche ganzzahlige Reihen 
sind. Wenn dann 

. . .  

ganze Zahlen sind, so ist die Entwickelung yon r nach Potenzen 
yon u eine ganzzahlige Reihe. 

In der That ergiebt sich successive~ indem man die Differential- 
gleichung (5) wiederholt nach u differenzir~, class 

�9 ( ' ) 0 ) ,  
s~nm~lich ganze Zahlen sind*). 

�9 ) Der Satz gilt, falls ~(0)~-0 ist, auch dann noch, ~enn die rech~e 
Seite der Differentialgleichung (5) eine ganze rationale Function yon 

q,O,), ~'Cu) . . . .  q,("-~)(,~) der Gestalt 
. ,~ A (r (9~')r'... (~('-~)) "--:t 

is~, wobei die Coefficienten .~ gauzzahlige Reihen be~teuf~en. 
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Zweitens: Dutch Umkehrung der Reihe 

t = ~ ( u ) ~ u + c 2 ~ . , + . . . + ~ , ~ . ,  + . . .  

mSge die Reihe 
t z t ~ 

= ~ , ( t )  ---- t + d~ ~ + - . .  + d ~  ~., + . . .  

entstehen. Wenn nun ~(u) eine ganzzahlige Reihe isg, so gill dss 
NKmliehe yon der Reihe ~l(t). 

Es ist n~imlich d~ ~ f dt'~ ~ - 1  d t - T "  \d-~] eine ganze ganzzahlige Function yon 

d__t dg_~ . .  ~ t und fblglich (wie die Annahme t ~ u ~--0 ergiebt) 
du '  du~ ~ " d~ ~' 
d~ eine ganzzahlige Function yon c 2 , . . ,  c ~  woraus die Riehtigkeit 
der Behauptung folgt. 

Schliesslich bemerke ich noch, dass die vorstehenden Be~chtungen 
und S~tze ohne wesentliche Aenderung aueh dann noch gelten, wenn 
man an die Stelle der ,ganzzahligen" Reihen diejenigen Potenzreihen (1) 
treten l~sst, ffir welche co, cl, c 2 , . . ,  eomplexe ganze Zahlen a -~- ib  
im Gaussischen Sinne oder, noch allgemeiner, ganze algebraische Zahlen 
eines endlichen ZahlkSrpers sind. 

w  

Die Zahlen :E~ als Entwickelungscoefficienten. 

Aus der Definitionsgleiehung (D) der Zahlen ~ ist ersichtlich, 
dass diese Zahlen bei der Entwicke]ung der Weierstrass'schen Function 

1 1 1 
( 6 )  = + - 

nach aufsteigenden Potenzen yon u zum u kommen werden. 
In der That ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass 

(7) ~ ( 0  ~ +  ~ . 8 " -  =~ "~., + 6., q-  "" " +  ~,~ (~_~-2): ~- 

1 
ist. Dutch die Substitution x ~ s s  erh~l~ man f~r die reelle Periode 

e~ die Dars~ellnng 
1 

Folglich haben die Invarianten yon ~(u) die Werthe 

g 2 = = 4 ,  g s ~ O ,  
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mad die Differentialgleiehung der Function ~(u) lautet daher: 

Aus dieser Gleiehung ergiebt sieh zun~ehs~ in bekannter Weise eine 
Reeursionsformel ffir die Zahlen /~t, E'2, /~ ,  . . . .  Man differenzire 
n~mlieh (8) naeh u, wodureh man 

~"(~) = 6 ~ ( u )  - 
finde~; hierin setze man naeh (7) 

(u) = ~ + ~ 4----~ " ( 4 .  - -2),' 
1 

6 ~--2-m 24n -En ~4~-~, 
~" (u) 

+ ~  ~ " ( ~ n - , ) , "  
1 

Der Vergleieh der Coeffieienten der einzelnen Potenzen yon u ergiebt dann 

1 

und 

(9) (2n--3)(4n--1)(4n+ 1 ) ~  = 32(4r--1)(4s--1)(4nh,. 
( ~ = ~ , a , 4 , . . . )  

wobei die Summation auf alle posi6ven Zahlen r ,  s auszudehnen isi, 
welehe tier Bedingung r + s ~ n genfigen. Unter (4n)~r ist der 
4 r  t~ Binomialcoefficient zur Basis 4n zu verstehen. 

Aus der Formel (9) geht hervor, dass die Zahlen J~, positive, 
reelle rationale Zahlen sind. Am Sehlusse dieser Arbeit finder man 
eine Tabelle der Zahlen E~, die ieh auf Grund der Formel (9) her- 
gestellt habe. 

Die Function 

(10) ~ ( u ) , = / & ~  

Die l~_aotion ~(u).  

u + ~, ~., + k s ~., + �9 . .  + k~ (4~--~+ ] ) . ' +  " ' "  

befHedigr die Differentialgleichung 
(11) ep' 2(u) ~ , 1  - -  r 
Sie ist diejenige eindeutige doppeltperiodisehe Function, welehe Eisen- 
stein seinen Untersuchungen fiber die biquadratisehen Reste zu Grunde 
getegt hat*). Die Wer~he 

o) Eisens~ein, Beitr~ge zur Theorie der elliptischen Fnnetionen I. (CreUe's 
Journal~ Bd. ~0 oder Mathema~ische Abhandlungen, Berlin 1847, pag. 129.) 
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bilden ein Paar !0rimitiver Perioden yon ~ (~). Das Addifiois~heorem 
dieser Function sprich~ sieh in der Gleichung aus: 

(12) q , ( ~ + ~ )  ~ ~(*') q" (~') + '~(~) q"('~). 
I + ~ (~) 9, ~(v) 

Ferner geh~ aus (10) hervor, dass 

(13) ~q~)  = i~(~)  
is~. Dutch Differentiation yon (11) ergieb~ sich 

(14) ~ " ( ~ )  ---- - 2 ~ @ ) ,  

und diese Differen~ialgleichung hat die Ges~al~ (5) in w 1. Daraus folg~ 
dass die Entwickelungscoefficieaten 

k o = 1, kl, k ~ , . . ,  k,, . . .  

der Function qo(u) s~mmflbh reelle ganze Zahlen sind. 
Bemerkenswerth und ffir die weiteren Un~ersnchungen wichfig ist~ 

die Thatsache, dass sich die Entwickelungscoefficienten der Func~ionen 

1 lind ~ ~ ( u )  in einfacher Weise durch die Zahlen 2~ ausdrficken 

lassen. Die Entwickelnngen dieser Funcfionen will ich in folgender 
Form anse~en: 

(i5) Y ~  = 1 1 F, ~ j_F ,  .~ ~ .  , , ' - - ,  =u " 3 . , - -  s " ~ . , + " ' + ~  ( ~ . - ~ ) :  J - ' " ,  

(16)  i i ~ . .  ~ ,  ~ ,~,~, @ ,,-',-2 

Um die Entwickelungscoefficienten -~,  e~ durch die Zahlen E~ aus- 
zudrticken, gehe ich aus yon der Gleichung 

(17) 1 + i ~ if(u) 
~ (( ,+~)~)  '~(~), 

welche aus (12) und (13) leicht folg~. Dutch Quadrirung yon (17) 
ergiebt sich 

2i~o ((1+~) ~) = ' - ~=(~) - ~  ~ (~) - -  ~=(~),  

oder 

1 (1 . (18) ~ ~'(") = v ~(~) - ~ + 0 - )  

Benutz~ man nun die Ole~chnng (7), so folg~: 

(19) e._l "2 ' ' - i  (1 - -  (1@i)'*) ~ , ( n=1 ,2 ,3 . . . )  

wobei man beachten mSge, dass (1-[-,~ * reell, n~ll ich = ( ~ 4 )  ~ ist~ 



Andererseits erh~ilt man dutch Differentiation aus (17) 

d 1 1 ~ " - - ~ ' ~  - -  ~ ~ + ~ 2  

oder, wenn man u dutch ~ ersetzt mad (18) berttcksichtigt, 

d--~ ~ (i + ,y  -- , 

und endlich 

Hieraus folg~ nun 

(21) .F. -~- (! + i)'" [(1 + i) '= - -  21E,,. (n = 1, 2, 3,. . .)  

w  

Die complexo Multiplication fib die Function ~(u). 

Die Function ~ (u) l~sst bekanntlich ,,eomplexe Multiplication" zu. 
Die hierauf bezfiglichen S~tze stelle ich, soweit sic im Fotgenden An- 
wendung finden, in diesem Paragraphen zusammen*). Es bezeichne 
m ~ - a  + ib  eine complexe ganze Zahl, die ungerade, d. h. dutch 
1 + i nicht theilbar ist. Ueberdies sei m primer, d. h. m geniige 
der Congruenz 

m == a + i b  ~ 1 (moO. 2 +  2 0 . 
(Unter vier associir~en ungeraden Zahlen m~ --m~ ira, ~ im ist stets 
eine und nut eine primlix). Die Function q~(mu) ist nun, wie aus 
fnnetionentheoretischen Griinden unmittelbar folgt, rational durch r (u) 
darstellbar. Und zwar hat man, wenn zur Abkiirzung 

gesetzt wird, 
m x  + a l #  + a~z~ + . . .  + z .~ U(x) (23) Y ~  

1 + b l # +  b , #  + - - - + m ~  -~ ~ V( -~ '  

Der Grad tt des Z~hlers U(x)  ist die Norm der Zahl m, also 
/t ffi= a ~ + b 2. 

Ferner sind die Coeffieienten a~, a2, . . .  bl,  b~, . . .  s~mmtlich eomplexe 
gauze Zahlen. Zwisehen ihnen besteht zun~chst die Beziehung, dass 
dW Coeftlcienten yon U ( x )  in umgekehrter Ordnmag geschrieben genau 
mit don Coefticienten yon V(x) iibereinsfimmen, so dass 

v ( x )  = 

*) Vgl. wegen dieser S~tze: E i s e n s t e i n ,  1. c. 
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ist. Sodan~ sind diese Coefficienten so beschaffen, dass die ganze 
Function 

(24) 27(x) -~ V(~) U'(~,) --  U(x) V'(~) 

lau~er dutch m theilbare Coeffieien~en besitzt. 
Setzt man 

k ~ O ~  1 ,  2 , "  �9 k = O ,  1 , 2 , . .  �9 

so ergieb~ sich nach kurzer Rechnung 

(ao-.~.m , b o ~ l  ) 

D(x) "~'~--t ( 4 h - -  4k-I -  1) aab~x~(~ -~) = ~ crx ~ .  

Die CoefficienCen yon D(x) haben also der geihe nach die Wer~he 

C o ~  0 ~ - ~  
c 1 ~-  5a  t - -  3aobl,  

c 2 ~-  90  a + a tb I - -  7a  ob 2, 

c a ~-  13a 3 -{- 5a2b 1 - -  3alb 2 -- l laob3,  

cr ~ (4r-{-1)a~-{- (4r--7)a~_~b~ + . . -  -/- ( - -4r+l)aobT.  
�9 , �9 . �9 �9 . �9 �9 . . , . �9 �9 �9 �9 �9 �9 . , 

Wenn nun m eine zweigliedrige eomplexe Primzahl is~, so wird 
~ 2r eine reelle Primzahl yon der Form 4k + 1. In diesem 

Falle ist keine der Zahlen 5, 9, 1 3 , . . . / ~  - -  4 dutch m ~heilbax. Daher 
f o l ~  aus der Tha~saehe, dass Co, cI, c 2 , . . ,  dutch m ~heilbar sind, 
successive at~___O , az~-O, a a - ~ O , . . ,  a l , - s~O (mod. m). D . h .  es -w- 

sind alle Coefficienten des 7_~alers mit Ausnahme d es  Coefficienten 
yon x~, welcher gleich 1 ist ,  durch m theilbar. 

Wenn zweitens m ~ - -  ~ ist~ wo ~ eine reelle Primzahl yon tier 
Form 4/~ -{- 3 bezeichnet~ so ist die erste Zahl der Reihe 5~ 9~ 13 , . . - t  
welche dutch m theilbar ist, offenbar gleich 3~.  In  diesem Falle 

sind also wenigstens die ers~en ~ Coefficienten des Z~hlers U(x)~ 
n~mlich 

ao, al ,  a2~ . .  �9 a~q--5 

dureh m ~ - -  q ~heilbar. 
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w  

Der Nennor tier Zahl E,.  

[)ie Zahl E ,  ist eine reelle positive rationale Zahl und l~st  sieh 
also auf die Form bringen 

z~ 
(25) ~ -~ ~ ,  

wo Z~, -~. positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sin& 
Mit den bisher entwickelten Hiilfsmitteln gelingt es nun~ N~heres 

fiber die Primfactoren des Nenners _~ festzustellen. 
Zu diesem Zwecke betrachte ich die Function 

m 2 1 

wobei m eine ungerade primate complexe ganze Zahl bedeutet. Die 
Entwickelung dieser Function naeh aufsteigenden Potenzen yon u lautet: 

E. 
(~7) .F(u) -~ ~_~ 2,- ( m , - -  1) Uff (~n--'2)," 

1 

Andererseits ist naeh dem vorigen Paragraphen: 

m~r~{x) 1 [ m r ( x ) x  --  Y(x)] [mV(~:)x+ U(x)] (28) ~'(u) -~ u~(x) x~ - -  x~ u~(x) 

[ (rob I -- a,) x ~ + (mb~-- a~) x e +. . .]  [2m + (mbl+ at) x ~--}- (rob2+ aa).x s +...] 

Ersetzt man in dieser Gleichung u durch mu,  so geht 

~5 ~9 
x ~ ( u ) - - - - u + ~ W ,  + 5 2 W , + " "  

in eine dutch m theilbare ganzzahlige Reihe fiber. Dasselbe gilt yon 
allen Potenzen yon x, so dass die Gleichung (28), naehdem man Z~hler 
and Nenner rechts durch m ~ dividir~ hat, die Form erhMt 

F ( m  u) ~ "~'(u) 
%Cu)' 

wo !~l(u ) und !~(u) ganzzahlige Reihen sind, yon denen die letztere 
das Anfangsglied 1 besitzt, also eine Einheitsreihe ist. Folglich ist 
l X ( m u )  selbst eine ganT.zahlige Reihe. Man erkennt somit: 

W e n n  m eine ungerade complexe ganae ZaId bezeichnet~ so ixt 

C29) (2m)~'-2(m '~ - -  1) E,  = G~,~ 
eine ganze Zahl.  



Entwickelungscoefficientcn der lemniscatischen Function. 207 

Die beim Beweise gemachte Voraussetzung, dass m primKr sei, 
daft unterdrfickt werdea, weil die linke Seite yon (29) hSchstens das 
VorzeiGhen :,indert, wenn man m dutch eine associirte Zahl i*. m ersetzt. 

Fiir den Fall, wo m ~ - - - q  ist, unter q eine Primzahl der Form 
4k-~-3  verstar, den, l~sst sigh der vorstehende Satz noch wesentlich 
versch~ffen. Auf der rechten Seite der Gleichung (28) ist dann n~m- 
lich im Nenner 

m + a~x  4 + a~x  s + �9 �9 �9 + x ~ - '  

eine durGh m theilbare ganzzahlige Reihe. In der That sind die 
Coefficientea 

t~l~ a 2,  . . . ,  a3q- -5  
4 

durch m theilbar und die Glieder arx ~r, in welchen r ~ ~ q ~ ,  also 

X4 r 
4r  sigher > q is~, sind ebeafalls durch m ~eflbar, weil ~ n a c h w  1 

eine ganzzahlige Reihe ist und (4r)! den Factor q mindestens ein Mal 
enth~ilt. Aus entsprechenden Grtinder, ist jeder Factor ira Z~ihler auf 
tier rechten Seite der Gleichung (28) eine durch m theilbare ga~zzahlige 
Reihe. Hieraus folgt nun, dass in dem jetzt betracMetea Falle schon 
F(u)  eine ganzzahlige Reihe ist, oder: 

Wenn q eine reelle :Primzaht yon der s 4 k Jr- 3 bezeichnet, so ist 

(30) '~" ( q " -  1)- 2& __-- ~ , .  
T~ 

eine ganze Zahl. 
Aus dieser Thatsache geh~ zun~chst hervor, dass der Nenner yon 

~E~ eine Primzahl ~/ yon der Form 4k-4-3 night als Facf~r enthalten 
kann. Dean aus der Gleichung 

ist ersichflich, dass 2~*-~(q 4" - -  1) ein Mul~iplum des hTeaners 2V. ist. 
W~re also 1V, durch q theilbar, so mfisste auch 24"-*(q ~* - -  1) dutch 
q theilbar sein, was aber offeabar night tier Fall ist. 

Die Annahme, p sei eine Primzahl yon der Form 4k-[ -1 ,  welche 
im Nenner iV, yon :E, aufgeht, zieht folgende Consequenzea nach 
sigh. Es sei p~ die hSchste Poteaz yon 2,  welche in _N. ent~alten 
ist, so dass a ~ 1 sein wird; ferner sei p~' die hSchste ~otenz yon p,  
welche in n aufgeht, wobei a ' ~  O. Aus der Gleichung (29) folg~ nun 

(31) (2m) ' - -s(m ' - -  1)Z, = nN',,Om,~ -~_ 0 (rood./~'+r 

ttier wi~hle ich ftir me ine  ungerade Primitivwurzel (mod./~a+r also 
eine solche ungerade (reeUe) gauze Zahl, fiir welche keine nicdrigere 
Pobeaz als die mit dem Exponeaten 

(~o ~ + ' )  = iD"+~-l(l~ - -  1) 
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congruent I (rood. p~+~') ist. Da die Factoren (2m) ~'~ und Z~ theiler- 
fremd zu Io sind (denn Z~ und ~ haben keinen gemeinsamen Theiler), 
so folg~ aus (31) 

m ~" - -  1 ~ 0 (rood. pr 
und daher 

(3~) 4~ = M. ~+~'-~(~ -- 1), 
wo M eine ganze Zahl bezeiehne~. Die hSchste Po~enz yon p,  welche 
4n theilt, ist abet pe l  folglich ist a---~ 1. Ferner zeigt die Glei- 
ehung (32), dass 4n dutch ~o - -  1 theilbar ist. 

Die Resultate dieses Paragraphen fasse ich in folgeuden Sa~z 
z u s a m m e n ;  

,,Jede ungerade Y~rimzahl 2 ,  welche im Nenner der Zahl ~E~ auf- 
geht, ist nothwendig yon der 1%rm 4k + I u n d  so beschaffen, dass 

~ 1 ein 1)ivisor yon 4~ ist; s~e kann ferner nut  in erster, nicht in 
t~herer ~otenz im N~r yon E~ aufgehen." 

w  

Erster Ansatz zur Partialbructmorlogung der ZahI 2~. 

Bezeichnet p eine Primzahl, welche im Nenner einer rat~onalen 
Zahl /~ en~reder gmr nieh~ oder nur in der erste~ Po~enz enthalten 
is~, so kaun man die gauze Zahl ~ so bestimmen, dass der Nenner 
der Zahl 

P 
den Primfaetor p sicher nicht enth~lt. Die Zahl e is~ (rood. p) vSllig 
bestimm~; sie is~ ~ 0 (rood. p), wend der Nenner yon/~ nicht durch p 
theilbar ist i audernfalls ist e incongruent 0 (rood. p). 

Die Anwendung dieser Bemerkung auf die Zahl 2~---~ 2~ f(ihrt 
zun~chs~ zu folgendem Ergebniss: Aus den Divisoren 5, 5"~ ~", . . .  
der Zahl n bilde man die Zahlen 

(33) 4~ + ~, 4 (r+ 1, 4 ~ ' +  ~, . . .  

und bezeichne diejenigen under ihnen, welche Primzahlen sind, mit 

(34) I~1, Io~, ..., ~,. 

D ~  hat die Partialbruchzerlegung yon 2~ jedenfalls die Gestalt 

(35) . ~ , = G + ~ + ~ + F + . . . + ~  ~ +  , 

wo G eine gauze Zahi, 2 ~ die hSehste Potenz yon 2, welche im Nenner 
yon ~ aufgeht, und eo, sl, %, " ", ~r gauze Zahlen bezeiehnen. 

Die nRhere Bes~immung der Z~hler sl, ~ ,  . . .~ ~ is~ nun das Ziel 
dieses und der beiden folgenden Paragraphen. 
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Es bedeute p irgend eine der Primzahlen Pl,  ~2 .- �9 P~ und es sei 
der zugehSrige Z~hler. 

Die Primzahl p zerlege man in ihre primKre eomplexe Primfae~oren 

(36) p = m .  ~r (a  + i b )  (a - -  i b )  

and multipIieire dann die Gleichung (35) mi~ m. Man erkenn~ s% 
dass nach dem Modul m die Congruenz gilt*) 

~ - -  ~ - -  ~ (rood. u) ,  (37) m:E~ ~ .  __ ~ - + ~  ~ ~-h 

die nun zur n~,heren Bes~immung des Z~.hlers ~ dienen wird. 
Die Gleiehung (23), in welcher 

zu setzen is~, ergiebt, in Rficksieht darauf, dass die Coeffieienten 
a 1, 32,  . . . ,  b j ,  be, . . .  s'~mmttich durch m theilbar sind, die Con- 
gruenz: 

1 I 
(38) ~ = ~ o ( m u )  ~(u) ~ 0 p - l ( u ) ~  ( p - 1 ) : ~ - l ( u ) ( m o d . ~ , ) ,  

wobei yon dem Wilson'schen Sa~ze (p --  1)! ~ - -  1 (rood. m) Gebraueh 
gemaeht is~. Die tinke Seite der vors tehenden  Congruenz en~arickele 
ieh naeh Potenzen yon ~, indem ieh nach (10) und (15) 

~v 

1 

1 

setze. In dem Produete dieser beiden l~eihen ist der Coefficient yon 

(4n)! gleieh 

=~ (4n)~F,,_~ + . .  (39) m / e  + / ~  ~ (4 nh , v  _~ +/:~ ~_ 

Hier sind nun a/.le ~lieder yore zweiten ab eongruen~ 0 (rood. m). 
Denn in dem Producte 

~ 4 r  

*) Die Congruenz ~-~s (rood. ~)~ in welcher r uud s rationale Zahlen be- 
zeichnen, hedeutet, dass die Differenz r -  s einen durc~ m t~heilbare. 7~hler 
besitzt, vorausge~e~zt, dass diese Difforenz auf die Form eines Bruchea gebrach~ 
ist~ deasen Z~ater und I~enner theilerfremd sind. 

Mathem~ti~che A~u~le~ LI. 14 
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m4r 
enthiilt m ~ a - ~  sicher nicht den Faoh)r m i m  :Nenner, und (4r+1-----) 

enthiilt in reduclrter Form den Factor m mindestens ein Mal ira Zfihler. 
Anderenfalls wiirde n~mlich m 4~ ohne Rest in 4 r + 1 aufgehen miissen~ 
also auch p4~ ohne Rest in 4 r +  1, w~rend doch 

ist. 
Die Zahl (39) ist also nach dem Modul m congruent 

inF ,  = m(1 + ~)'" ((1 + i) ' a -  2)/~,. 

Da nun 4n Multiplum yon p -- 1 ist, so hat man nach dem Fermat'- 
schen Satze (1 + i) ~a -~ 1 (mod. m) und folgiich 

t u f a  ~ - -  m~,, (rood. m). 
u 4a . 

Die Congruenz (38) besag~ nun, dass der Coeffioient yon ~ in der 

~(~u) (rood. m) denselben Wer~h hat, wie der ent- En~wickelung von 
1 sprechende Coefficien~ in der Enlwickelung yon (p--l)! ~ $ - - I ( u ) "  

Bezeichne~ also ~ ca diesen letz~eren Coefficien~en~ so is~ 

mEa ~ C~ (rood. m), 
folglich nach (37) 

~ (2a).  c~ (rood. m) 
und da beide Seiten dieser Congruenz reell sind, so gilt die n~imliche 
Congruenz auch (rood. 10). Hiermit ist folgender Satz bewiesen: 

irgend ether der Briiche, welche in der t)artialbruchzer- Ist p 

legu~g (35) der Zaht Ea auftreten, so gilt die Congruenz 
(40) e _~ 2 a .  ca (rood. :p). 

Dabei bedeutet a den reellen Theil des 29rim~iren complexen t>rimfactors 

m ~-- a + ib tier Zahl p und c~ den Coeffxienten yon ~ in der Bnt- 

w k ~ u n g  der 2"unction 
1 

(p--l): 9~-~ (u). 

w  

E~twickBlung dot Ableitunge~ yon 92(u) naoh den Potenz~n yon 9~(u). 

1 q~- l(u) (rood. p) gelingt nun Die Bestimmung der Reihe ( ~  

vermSge derjenigen Gleichungen, welche die Potenzen yon ( f (u)  durch 
die Differen~ialquotienten yon ~ ( u )  ausdrticken und umgekehri diese 
dutch jene. 

Die genieinsame Quelle dieser Gleichungen (deren Exis~enz fibrigens 
auch aus allgemeinen fune~ionentheore~ischen Griindea folgt) bildet 
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das Additionstheorem (12) der Function ~(u). 
sich zun~chst, wenn zur AbMirzung 

(41) r = z, q~(v) = t 

gesetzt wird, 

(4~) 

Aus diesem ergieb~ 

1 -~ [~0'(~ + e) + ~ ( ~  - -  ~)] 
[~ (u) ~'(~) + ~'(u) ~ (~)]~ + [~ (u) ~'(v) - ~'(~) ~(~)]~ 

(z-F ~) (i--~0 
(i -b z~) ~ 

Entwickelt man hier die linke Seite nach Potenzen yon v, die rechte 
Sei~e nach Potenzen yon z, so komm~ 

d2rZ $2r r 
d e "  (2r = t + ~ ( - -  I) ~ {(2r + 1)t~+ ~ - -  (2r - - 1 ) e  -~} ~', 

oder, indem man berficksichtigt, dass 

d~w~(v) .~ 2r(2r -- 1)9~-2(v)  -- 2r(2r + 1)q)~+~(v), 
d v  ~ 

also 

is~, 

( ~ )  

a2t" -- 2rE(2r-~- l)t~+ I - -  (2r- I)~ "-I] 
d v ~ 

2 d2~z v~ 2 ~z d2~ du2r (2r)! = t -~- (--  1)r+1" 2--r- " -'~-V" 

Differentiiri man nun endlich diese Gleichung 2n Mal nach v und 
setzt sodann v-~-0 ,  so ergiebt sich die gewtinschte Darstellung der 
2n  te~ Ableitung yon z ~ ~-(u) dutch die Potenzen yon z, n~mlich: 

- -  = \ d @ - ] , = o - - ~  "I (--1)~+1" 2r k d@ "+~ / ,=o  
r = l , 2 , -  - -  

Zur Vereinfachung fiihre ich hier die Entwickelungscoefticienten der 
Potenzen yon t ~ ~ ( v )  ein, indem ieh setze: 

(45) r = ~ , ( v )  ~ ~, (~):  , ~  (2~+~)., + " "  + * ~ ' )  (~): + ' " "  

Diese Entwickelung enth~lt nur solche Po~enzen yon v, deren Ex- 
ponenten ~ 2 r  (rood. 4) und ~ 2 r  sind; es ist daher 

a(~ r) 0 
2 k  ~---  

wenn r nicht ---~ ~ (rood. 2) ist und ebens% wenn r ~ ~ isL 
1 4  �9 
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(46) 

Die Gleichtmg (44) nimmt nun folgende definitive Gestalt an: 

_ _  _(~r) ~p~'r(u). 
el~=r = e('~) --[- ~-~ (--  1) ~+~ . (2r  - -  1)~ e~=+~ (~): 

d~2~ 2u 

Die Summe brauchi man hier nur auszudehnen auf diejenigen Werthe 
yon r ,  welche ~ . n - ~ - I  (rood. 2) und iiberdies _~n-~-I  sind; denn 
alle iibrigen Glieder der Summe verschwinden. 

~ ( u )  eine ganzzahlige Reihe; ferner ist Nach Satz I in w  ist 

_(z~) durch jede Primzahl theilbar~ die nach Satz II in w 1 die Zahl e~,~t_o 
zwischen 2 n  - -  2 r  -~- 3 und 2 n  ~- 3 liege. 

Wenn also 2 n  + 1, wie ich jetzt voraussetzen will, eine Prim- 
A2 r) zahl ist, so wird r dutch 2 n  -{- [ theitbar sein, sobald r ~ 2 ist. 

Daher gil~ dan:: die Congruenz 

Der Gleichtmg (16) zufolge ist ~ 0 ,  wenn k gerade und 
e~ ~) ~ 2. e~-1, wenn 7c ungerade. Unterscheidet man also die beiden 2k -V- 

FRlle, wo 2 n - - I - 1  ~ p  eine Primzahl der Form 4k-~-1  und wo 
2n ~ 1 -~-q eine Primzahl yon der Form 4k + 3 ist, yon einander, 
so lautet die vorstehende Congruenz im ersten Falle: 

( 4 7 )  a~-l ~2(u) - -  e~-I �9 ep2(u) (rood./a) 
dup - z  -~-  

und im zwei~en Falle 

(48) d r __ 2. eq_~ (rood. q). 

Die r-malige Differentiation dieser Oongruenzen ffihrt zu den wei~eren: 

(47') dP-~+~ ~ i u )  ~-- ep_~ d~ ~2(u-------~) (rood. p ) ,  
d u P--l-{'r 4 d ur  

(48') dq-z+~ ~2(u) ~ 0 (rood. q). 
duq--l+r 

Diese Congruenzen gelten fiir jeden positiven (ganzzahligen) Werth 
yon r;  die Congruenz (47") auch noch ftir r ~---0~ in welchem Falle 
sie mi~ (47) zusammenf~llt. 
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w  

Entwiekolang der Potenzen yon ~s(u) naoh don Abloitungen yon ~*(u). 

Die Gleichangen, wetche die Potenzen yon z-~-e l (u)  durch die 
Ableitungen dieser Function darstellen~ sind die Umkehrungen der 
Gleichungen (46). Man erh~lt sis in expliciter Form vermSge der 
Gleichung (43) auf folgende Weise. Man setze 

t ----- ,$2 
so dass (nach (10)) 

V s ~4 n~l 
(49) ~ ( v ) ~ - v + k ~  ~., - { - . - . + k ~  ( ~ + 1 ) !  + ' ' "  

ist;. Integrirt man sodann die be/den Seiten der Gleichung (43) zwei 
Mal zwischen den Grenzen 0 und v, so ergiebt sich zun~ichst 

(50) .~..~ ~u~r'(2r+~) ! --~ v.  + 1) ~-1 . ~ - ~ ' .  
T~O e-1 l , /  T~I 

o o 

Durch Umkehrung der Gleichung (49) l~st sich nun v in eine nach 
Potenzen yon v fortschreitende Reihe en~wickeln und diese Reihe ist 
n a c h w  1 ganzzahlig*). Daher hat man fiir jeden positiven ganz- 
zah/igen Werth yon r:  

wo die Entwickelungscoefficienten V[~*I ) ganze Zahlen sin& Analog 
wie bei der Reihe (45) ist auch hier 

~(~*) ~ 0~ 2k 

wenn r nicht ---~ k (rood. 2), oder wenn r ~ k isL 
Entwickelt man nun in der Gleichung (50) Alles nach Potenzen 

yon , and vergleicht sodann die Coefficienten yon v *~ so ergieb~ sich 

(52) (--  1)*-t-,.-~- ~--- ~ ( -~i  ~ A, . ,  
r = O ~ l , 2 ,  . - .  

wobei A ~  den Coefficienten yon ~ in tier En~wickelung 

/ d v / v ' d v - ~ . A : v ~ - [ - A a , 4 - - [ - . . . - [ - A , , , * * ~ * - [ - . . .  

*) Die betreffende Reihe is~ die folgende: 

v== f d~ 1 ~5 1 . 3 . 5 . . . 2 ~ - - 1  
, ]  ~ = * + ~ - ' ~ ' V .  ' + ' ' ' +  ~ .4 . s . . . ~  
o 
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bedeutet. Um den Werth yon A~= zu bestimmen, differenzire ich vor- 
stehende Gleichung zwei Mal nach v; hierdurch entsteht 

v~ = - -  A ~ ( 2 . 3 v  ~ -  2 . 1 )  - -  A ~ ( 4 . 5 v  6 -  4 . 3 v  ~) - -  �9 �9 

�9 . - -  A 2 , ( 2 n ( 2 n  -{- 1)v~'+ ~ -  2 n ( 2 n  - -  1), ~'-~) - - . .  

und durch Coefficientenvergleichung finde~ sich nun leicht 

A ~ = 0  oder A ~  1 . 5 . 9 . . .  ( 2 n - -  3) 1 

je nachdem n ungerade oder gerade ist. De.nnach ni.nmt nun die 
Gleiehung (52), mii Unterscheidung der F~lle ~ gerade und n ungerade, 
die folgende definitive Form an: 

Es is~ 

(53) ~**(u)  = - i  ~*'-~(~) ~.5.9...(,~-a) 
r~--1,2, .-* 

wenn n gerade ist; dagegen 

1 d2"-~q~(u) 
(54) ~"(u)---- ( ~ , _  1): ~ ~ )  d,~r-~ 

wenn n ungerade ist. 
VermSge dieser Gleichangen l~sst sich das Ergebnis des vorigen 

Paragraphen erheblich verallgemeinern. 
Sei zuni~chst p eine Primzahl yon der Form 4k -~- 1. Die in (53) 

und (54) auftretende Zahl n werde der Bedingung 2 n  < 10 unterworfen, 
so class (2n  - -  1)! theilerfremd zu p ist. 

Nun differeazire ieh die Gleiehungen (53) und (54) t o -  1 Mal 
nach u and benutze sodann die Congruenz (47'), der zufolge sich die 
Ableitangen yon ~ ( u )  bis auf den Factor e~-l. (rood. 1o) reproduciren. 

4 
Auf diese Weise ergiebt sich der Satz: 

Ist  2 n  < p,  so g ~  die Congrue~z 

du~-~ - s.7.11... (2n-- 1)] (rood. p), 

oder die Congruenz 

(56) dP-l'~"<u) = ep-1. ~ " ( u )  (-nod. p),  
du~-z -2-" 

je  naehdem ~ gerade oder ungerade ist. 
In entsprechender Weise ergieb~ sich Ffir eine Primzaht ~ yon der 

Form 4k - J -3  der Satz: 
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1st 2n  < q, so g~Tt die Congruenz: 

(57) a ~ - ~ ( ~ )  : ( - -  l )~+~.  eq a ~(~) due-~ (o.n -- D! ~ ' * ~  (rood. q). 

Ftir n ~ 1 geht (56) in die Oongruenz (47) und (57) in die Con- 
gruenz (48) tiber. 

w  

Die Entwickelungseoeflicienten der Potenzen yon ~(u) .  

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Congrueazen enthalten 
gewisse Eigenschaften der Entwickelungscoefficien~en der Function 
~ ( u ) ,  wie ich jetzt des N~heren darlegen will. 

Zur Abkiirzung setze ich 

1.5.9. . . (2n--s)  oder C n ~ 0 ,  
(58) C~ ~ 3.7.11... (2 n - 1) 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. Dann lassen sigh die beiden 
Congruenzen (55) und (56) in die folgende: 

(50) dvdu p-1-1 tv~. (u) __-- ev_,4.. (~2. (u) - -  C.) (rood. p) 

veremigen, tiler bedeutet n eine beliebige positive gauze Zahl and p 
irgend eine Primzahl yon der Form 4/~-~- 1, die grSsser als 2n  ist. 
Nun ist nach Gleichung (45) 

. y ~  + . . . .  

Indem man diese Entwiekelung in die Congruenz (59) einfiihr~ ergieb~ 
sich durch Ooefficientenvergleichung: 

(61) -(~) ~,-1 ~ - -  e ,_l-  C~ (rood. p) 
4 

und ~+~-,-~-ev-l~2~ (rood. p), welch' letztere Congruenz dutch 
4 

wiederholte Anwendung zu 

(6~) g~22~,(,-1) - - / .  \,.(~-) = ( o ~ )  o~ (rood. V) (~ = 1, 2 , . . . )  

ftlhr~, tinter r eine positive gauze Zahl vers~t len.  
Durch die Congruenz (62) werden die Reste der Entwickelungs- 

eoefficienten yon epic(u) nach dem Modul ~ zurfickgeffihrt auf die 
Reste derjenigen unter ihnen, deren Index nicht grSsser Ms 10 - -  1 ist. 

Ffir das Hauptziel dieser Arbei~ ist der Fall 2~ ~ p - - 1  yon be- 
sonderer Wich~igkei~. In diesem Falle is~ 
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,~_'~ = g -~  = (p - -  1) ~. ~ - -  1 (,-oa. p) 

mad die Congruenz (61) lehr~ also, dass 

s . 7 . u . . . ( p - ~ )  (rood. p) (63) e~---2~--~ 1.5.9. . . (~--4)  
4 

ist. Nach einem bekannten Sa~e yon Gauss*) ist die rechte Seite 
dieser Congruenz --~ 2a (rood. p), wenn a "Jr bi  den prim~ren eom- 
plexen Primfactor yon 19 bezeichnet. Daher ist auch 

(64) e~_l --~ 2a (rood. Io). 

Endlieh sind im Falle 2n ~ ~ o -  1 alle Coefficienten ~2:) deren 
Index 2k  under p -  I ]iegt gleich Null. Folglich sind, in Rticksicht 
auf (62), s~mmtliche Coefficienten s~)  dutch p theilbar, deren In- 
dices 2k nicht Mul~ipla yon p -  1 sind. Dieselbe Congruenz (62) 

liefert, indem man k-~- l~ _.1 setzt trod sodann r - -1  an Stelle yon r 2 
schreibt: 

(65) (~-~)" _ =  - 

Diese Resultate false ich in folgenden Satz zusammen: 
JBe~eichnet p eine 2rimzahl yon der Form 4k ~- 1 und a + i b 

den prim~iren comlalexen JPrimfactor derselben, so gilt die Congruenz 

v ~ - I  ( u ) _  ~-? .~ - ~ - 1 .  u~(P-1)  �9 (rood. ~). (66) ( p - ~ ) i  ~ - - ~  ~ a )  (~ (p_  ~)) : 

Der Vollst~i~digkeit halber will ich noch die Congruenz (57) in ~ihn- 
licher Weise entwickeln~ wie es soeben mit den Congruenzen (55) und 
(56) geschehen is~. 

Die Congruenz (57) besag~ dass 

2 
(67) E ~  ~ (-- 1) ~+1. ('~n -- ~)I eq___~. ~(~)~ (rood. q) 

4 

is~, und dass aUe Coefficientea e(~), deren Indices 2k gr5sser als 

~ / ~  1 sind, den Factor ~ haben. Die in (67) auflxetenden Coe~fi- 
cient~n ~(~) sind durch die Gleichtmg 

(68) u = ~ -- I-  ,I(o ~ ~.,  -- ]-  �9 ' �9 -I-- ~ )  ~ -{ '- �9 �9 �9 ~ (~k)  .' 

*) Theoria reaiduorum biquadraticorum, Commenta~io prima. Werke Bd. II 
pag. 90. 
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definite, wobei 

(69) v ~ v-~- -~ ~- + �9 �9  -{- 
0 

1 . 3 . 5 . , . ( U ~ - -  I) ~4~:+1 
~.~.6...2,~ ~ + ~ A - " "  

is~. Da nun v ~ der DifferenEalgleichung 

- -  2~ ~ ~ -  ~-  2 

genfig~, so kann man die Coeffieienten ~(~ recurrent berechnen. Man "#Uk 

ilndet auf diese Weise, dass das Quadrat des ellip~ischen Integrales 
(69) folgende Entwickelung besia t  

3 z 6 3 . 7  
( 7 0 )  v 

dass also 

oder 
= _  (uk) t a :7 - - .  

�9 5 . 9 . . .  (2k--l) 

3.7.. .(4n--!) v~+~ 
�9 ~ ~  .3t- . . .  -31- 5 . 9 . . .  (4~2ff l )  2 ~ " ~  " " ,  

~(~ ~ 0 

1 

is~, je  nachdem k eine gerade oder eine ungerade Zahl bezeichnet~ 
Hiernach nimmt die Congruenz (67) (welche Far ein gerades 

eine Ident i~ t  vorstellt) ffir den Fall, wo n ungerade ist, die Gestalt an 

~ ( s n ) = U e - - 8  3 . 7 . : _ . ( 2 ~ t - - 3 ) ~  ^,~ q _ ~  q .~:~_ ~ ( m u ~ . q ) .  

Wenn bier 2n  den grSssten zul~sigen Werth q - -  1 erh~lt, so ergiebt 
sich, weft 

~(~_-~i) = (q _ l)l _~ -- 1 (rood. q) 
ist, 

oder 

(72) 

- -  1 5.9 . : :  (q--s) (rood. q) 

4 

I. 5._: (~--e) (rood. q), eq -z_ = ~ ~ .  (q-- 4) 
4 

und die Congruenz (71) liisst sieh in Folge dessen auch so schreiben: 

(73) o{~) ~ _ (2~+8) (u~+7) . . .  (q--z) (rood. q). 
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w 10. 

Die Partialbru~hzorlogung der Zahl E~. 

Aus den Congruenzen (40) und (66) geht nun hervor, dass 
4 n  

(2a) (rood. p) 
ist and dass folglieh die Part~albruehzerlegung der Zahl J~  die Ge- 
stalt hat: 

4~ 

8 0  , 

p 

ttier ist die Summe fiber diejenigen Primzahlen ~ von der Form 
4k -[- 1 auszudehnen, ~fir welehe ~ - -  1 ein Divisor yon 4n ist, und 
flit jede einzelne dieser Primzahlen _~ bedeutet a den reellen Theil 
ihres prim~ren eomplexen Primfactors a ~ ib. Die Zahl a kann 
hiernach auch definirt werden als (lie Basis des ungeraden Quadrates 
bei der Zerlegung yon p in die Summe zweier Quadra(e: 

~- a ~ + b 2, 

und zwar diese Basis mit solchem Yorzeichen genommen, dass die 
Congruenz 

a ~- b + 1 (rood. 4) 
besteh~. 

Es eriibrigt noch den auf die Primzahl 2 beztigliehen Theft ~_~o 
2 a 

tier Partialbmehzerlegung yon E~ zu bestimmen. Zu diesem Zweeke 
bediene ich reich der Recursionss (9). 

Aus dieser Formel ergiebt sieh leicht, dass ~ t 2" ~" ~ '  oder was 

dasselbe besagr dass 

(75) 2~n __~ 1 (rood. 2) 

ist. In tier That: die Formel (9) l~sst sich, je nachdem n gerade oder 
ungerade ist~ in die Gestalt bringen: 

(76) (2n - -  3) (16 n ~ --  1). (2 2~.) 

~-~--- 1 
2 

r ~ l  2 

respectSve 

(77) (2n--3)(16n~-- l)(2.E,,)=3. Z (4r--1)(4n--4r--1)(4n)~,.(2.F~)(2 N~.,.). 
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Hierbei ist, wie man leicht erkennt, der Factor (4n)2. .  1 in (76) eiae 

ganze Zahl. Nimmt man nun an, die Congruenz (75) sei schon fiir 
die Zahlen ~1,  / ~ ,  ' ' "  E~_~ als richtig nachgewiescn, so folgt aus 
(76) resp. (77) 

2 

: / ( 4 n ~  ~ = ~ [(1 + 1) ~ + (1 + ~)~ + (1 - -  1) ~ + (1 - - i )  ~ - -  8: 

(rood. 2) 
resp. 

- T  

T-~--I 

oder 
2 E .  _~ 1 (rood. 2). 

1 Da aber ftir E~ ~ die Congruenz (75) erffillt ist, so gil~ sie all- 
gemein. 

Hiermit ist nun alas Haup~iel dieser Untersuchung erreicht: 
Die Partialbruchzerlegu~g der Zald E~ lauf~t wie folgt: 

Dabei bezeichnet G, eine ganze Zahl und die Summe ist iiber diejenigen 
~)rimzahlen p yon der Fo~m 4 ~ -~- 1 zu erstrecken, fiir welche p ~ 1 
ein Divisor yon 4n i~t. Die der einzelnen l~rimzahl p entsprechende 
Zahl a ist die Basis des ungeraden Quadra~ in der Zerlegung 

und zwar mit solchem lzorzeichen genommen, dass 

a=___b-~- 1 (rood. 4) 
/st. 

w 11. 

Die ganzzahligen Thefle in der Partialbruch~rlegaug der Zahlan ~ .  

VermSge der G]eiehungen (76) und (77) geling~ es, den Rest der 
Zahl 2E~ nach dam Modul 16 zu bestimmen. Ffir die niedrigen 
Wer~he yon ~ finder man nach dem Modul 16: 

i _  3, 2E2=-E-----7, 2E8 3 " 7 - - 7  
5 ~ 5 ~ ~ 5 . 1 3 ~ - ~  

2:E4~- 3~'7~" u ~  1 u. s. w. 
5 . 1 7  
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Durch Fortsetzung der Rechnung wird man auf die Vermuthung 
geffiln4~ dass vom Index n-~-3  ab die Congruenz 

(79) 2E~ ~ 8n - -  I (rood. I6) 

besteh~, dass also 2E~ ~ 7 oder - -  1 (rood. 16), je nachdem n un- 
gerade oder gerade is~. 

Diese Vermuthung best~tigt sich dureh folgende Sehliisse. Aus 
den Gleiehungen (76) und (77) folgen zun~hst nach dem Modul 16 
die Congruenzen: 

r ~ . l  2 

resp. 
r ~ -  2 

3.1 ' (4,;,(2 I, 
und hieraus, durch MultSplication mit 4~-{- 1, in beiden F~llen 

(4n'at- 1) (2n- -  3) �9 (2-/~*) ---~ ~ 
r-~---I 

Sei nun ~ > 4 und tiberdies die Congruenz (79) schon bewiesen 
ffir n ~ 3, 4 , . . .  n - -  1. Dann folg~*) 

r ~ 3  

-~ JF ~ [2. (4n)a. 3. (8 ( n - -  1) - -  1) 

_ . ~ I  (4 n),~(8r--1) (8 n - - 8 r  - -1 ) ] .  

Nach leiehten Reductionen und under Benu~zung der Congruenz**) 

*) Die folgenden Congruenzen beziehen sich srtmmtlich auf den Modul 16, 
sofern nicht ein and~er Modul ausdrficMich angegeben ist. 

**) Es ist 
r - - 1  

[ 4 ( ~ - ~ ) -  q [+ ( ,n . -~ ) -  a] 
(~ )4r  ---- ( ~ ) ~  �9 1 1 (4k-~1) (~-1-~) ' 

/c~-0  

mad ffir jede~ Werth yon k 
[ ~ ( ~ - - ~ ) -  1] [ 4 : (~ - l : ) - s ]  ~ (~k-[--',-) (,~.~.-I--s) ~ I .  a (,:nod. 18}. 
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(4n)4r -~  (2n)2r (rood. 16) 
kom'mt: 

1 =_3 [(2n).2(an-~-5) q- (2n)t (8n--I- 7) q- ( S n - -  1) .~-  ~ (2n)~,]. 
r ~ 8  

Berficksich~igt man nun, dass 

-ff ~- [(1-[- 1) ~ -4- ( t - -  1) ~-" - -  2 - -  2(2n), -- 2(2n)4 ] 
r ~ - q  

- -  1 --  ( 2 n ) 2 -  (2n)4 (rood. 16), 

so erkennt man, dass die vorhergehende Congruenz 

( 4 .  + ~) (2 ~ - -  3) (2 ~ . )  - =  3 [6.(2 ~)~ + s (2 n), - (8 ~ -  1)3 
2n ( 2 n - -  1) -]- 2n(2n-- 1) (2n--2)(2n--3) 

-I- 8n q- 3 

= 2 n ( 2 ~ - -  1) -~- 4 n ( n - - 1 )  -{- 8n  ~ 3 

~_ 8n~ + 2n  -}- 3 

liefert. Da 8 n 2 ~ 8 n (rood. 16), so ergiebt sich schliesslich 

lon-t-a __ l o n + 3  - - 8 n - - 1  (rood. 16), 
2 - ~ n  ~ ( 4 n ~ - l ) , ( 2 n - - 3 )  ~ - -  2 n - - 3  - -  

woraus nun die Giiltigkeii der Congruenz (79) fiir n => 3 folgl, da sie 
far n ~- 3, n ~ 4 feststeht. 

Die Congruenz (79) giebt Aufschluss fiber das Verhalten der 
ganzzahligen Theile G~ der Partialbruchzerlegung (78) der Zahlen ~ ,  
in Bezug auf den Modul 8. Setzt man, tinter der Voraussetzung n > 2~ 
die Partialbruehzerlegung yon E~ in (79) ein, so ergiebt sieh zuniichst 

4~ 

(Ua)~-I 
G,  = 4 n  - -  1 - -  ~ (rood. 8). p 

Die hier auf~retenden Primzahlen la sind yon der Form 4d-{-1~ 
wo d Divisor yon n i s t  

Der Exponent an n ~ - I  ~ -~ wird daher, falls nicht #-~--~ oder @~--n 

ist, grSsser als 2 und folglich das entsprechende Glied (sa)~_~ 0 (mod. 8) 

sein. Ffir 8 ~ y  resp. # ~ n ist tier Exponent ~- gleich 2 resp. 1; 

zugleich wird 1~ -~- 2n -{- i resp. p ~ 4 n  -{- I. Ich unterscheide nun 
folgende FKIle : 

1. Fa l l .  Weder 2n  q-  1 noch 4n  -{- 1 ist eine Primzahl yon der 
Form 4k-{- 1. Dann ist 

(80~) G. ~ 4n  - -  1 (rood. 8). 
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2. Fa l l .  Es ist 2n  27 1 eine Primzahl yon der Form 4k 27 1, 
4n 27 1 dagegen nieht. Dieser Fall kaan nut fiir gerades n eintreten. 

4n Ferner ist nun der Exponent ~ stets >2,  ausgenommen f i i rp~2n-]- l .  

Also ist 
('2a)2 (rood. 8). 6 ,  ~ 4n ~ 1 ~n-b 1 

Da a ~---1 (rood. 2), so wird (2a) ~-~- 4 (rood. 8); ferner ist 

1 

2n§ 2n  27 1 (rood. 8), 

weil n gerade ist. Daher kommt: 

(80)~ G. ~ 3 (rood. 8). 

3. Fal l .  Es is~ 4n 2 7 1 Primzahl, 2 n 27 1 dagegen nicht Prim- 
zahl yon der Form 4k-{- 1. In diesem Falle is~ 

G~ ~ 4 n - -  1 

Nun folg~ aas der Gleiehung 

dass 

und hieraus successive: 

ea (rood. 8). 4 n §  

4n 27 1 ~ a 2 27 b ~, 

b ~ ~___ 4n (rood. 8), 

b ~-~ 2n (rood. 4), 

a~--'b-{-- 1 ~ 2 ~ 2 7  1 (rood. 4), 

2a 
~n--k l ~ 27 2a ~_ 4n  --[- 2 (rood. 8) 

und schliesslich: 

(So3) G~ ~ 5 (moa. 8). 

4. Fal l .  Es sind 2 n  27 1 and 4n  27 1 Primzahlen yon der Form 
4k 27 1. Dieser Fall kann nur ffir gerades n eihtreten. Die Glieder 

4~ 

der Summe ~ (~a)V-i welche den Primzahlen p ~-- 2n 27 1 und p 
p ~ 4n -t- 1 entsprechen, werden respec~iw ~_ 4 ,  2 (rood. 8) ~ so 
dass jetzt 

(8o,) ~ ----- 1 (rood. 8) 
wird. 

Wean n tmgerade ist~ so kSnnen nur die Fglle 1 and 3 sfatt- 
finden. Man hat demgemgss den Satz: 
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.(st n > 1 eine ungerade Zahl, so ist 

G , ~ 5  oder G ~ 3  (rood. 8) 

je naehdem 4 n q- 1 eine Primzahl ist oder nicht. 
Wenn n gerade ist, so kann jeder tier vier FKlle eintreten. Die 

Congruenzen (80) ergeben jetzt den Sate: 
Ist n ~ 2 eine gerade Zahl, so ~st 

G~ ~ 1, 3, 5, 7 (rood. 8) 

je nachdem die Zahlen 2n -q- 1 und 4n .q- 1 beide 2rimzahlen si/nd, oder 
nut 2 n-{-',l oder nut  4nq -  1 19rimzahl ist oder endtich keine van beiden. 

Betrachtet man die Reste der Zahlen G, (rood. 4)~ so erhiflt man 
aus den beiden vorstehenden Siitzen (wenn man noeh beaehte~, dass 
G 2 ~- - -  1 ~_ 3 (rood. 4)) das Resultat: 

Ist n ~ 1~ so liisst die Zahl G~ dutch 4 dividirt den l~est 1 oder 
den l~est 3, je nactdem 4n q- 1 t)rimzald ist oder nicht. 

Dass die Zahlen G~, abgesehen yon G 1 ~ 0, s~immflieh tmgerade 
sind, ist eine selbstvers~ndliche Folge der vorstehenden S~tze. 

w 12. 
1 Die Entwickelungscoeflicienten der Function y ~(u).  

Die Congruenzen (62) und (67) bestehen unter tier Vorausse~zung~ 
dass 2n < ~ resp. 2~z < q ist. 

Diese Voraussetzung ist fiir n ~ 1 stets efffill~. In diesem Falle 
ist tiberdies, wie schon oben bemerkt wurde, d~) ~--~(~ ~---0 oder 
~2ek- -1 ,  je naehdem k gerade oder ungerade is~. Daher ftihr~ die 

2 

Annahme n ~ 1 zu folgendem Satze tiber die Entwickelungscoeffi- 
1 eienten der Function -~ ~02(u), welche durch die Gleichung (16), niimlich 

1 1 2" ~ ~2 U6 U~-s+2 

defiair~ sind : 

p eine ?Primzahl -~-1 (rood. 4) und ist ff----P~-~ Bezeichnet ~ 8 0  

besteht die Congruenz 

(81) e~+~, _~_ e# e, (rood. p), (n ~ 0 ,  1, 2 , . . . )  

durch welehe die _Reste der Zahlen e,, (rood. p) auf  die der ersten ~ ' ~  1 
unter ihnen zuriickgefiihrt werden. Ueberdies ~st naeh (63) und (64) 

~ . 7 . 1 1 . . .  (p-~)  
e#---~ ~ . - . . - ~ f f - ~ - ~  __--2a (mod.lo). 
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t~er~ichnet andererseits q eine Primzal~l ---~3 (rood. 4) and ist q'-~- ~ ,  

so ist ~aeh (72) 
1 . 5 . 9 . . .  (q--s) (rood. q) 

uncl die Zahlen er er sind s~immtlich dutch q theilbar. 
Diese Eigenschaften der Zahlen e~ lassen sich, vermSge der Glei- 

chang (19), auf die Zahlen E~ fibertragen. 
Beispielsweise ergiebt sich so,  dass der Ziihler der Zahl 

(1 - -  (1-1-0")  2~,_~_ 

den Factor q besitzt, sobald n > ~ is~. Indessen diirf~en diese S~itze 

nut ein untergeordnetes Interesse beanspruchen, da fiir die Zahlen 1~, 
allgemeinere Congruenzen zu gelten scheinen, welche jene S~tze in 
sich enthalten. 

Zur Bereehnung tier Zahlen e~ kann man sieh einer Recursions- 
formel bedienen, die sich folgendermassen ergiebt. Die Function z = ~ (u )  
genfig~ der Differentialgleichung 

(8~) ~a~y = 4 @ - ~ ) ,  Xdu] 

aus welcher darch Differentiation 

d ~  ~ 2 ~ 6z ~ 

Setz~ man hier 

(83) 

folgt. 

z = 2 e. (4~+~)z' 

so ergiebt sich durch Coefficientengleiehung 

(84) e.+l ~--- - -  12 Z (4n - f -4 )4 ,+ ,e , e , ,  (~=o, 1 ,2 , . .  

wobei die Summe tiber alle nich~ negativen Zahlen r, s zu ers~recken 
ist, welche die Bedingung r 2r- s ~ ~ befriedigen. 

Die Recursionsformel (84) vereinfach~ sich noch etwas, wenn man 

(85) e, = (- 12)~. ~, (n=o, I, 2,...) 

setzk Man erh~lt dann offenbar ffir die Zahten 0~ die Gleichung 

(86) ~.+. = ~ (4~+4)~+~,~,, (n=o, 1. ~,...) 

aus welcher hervorgeh~, dass diese Zah|en lx~si~ive ganze Zahlen sind. 
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I. T a b e l l e  t i e r  Z e r f ~ l l u n g e n  ~ = r~' + b~ ( a ~ b +  1 (rood. 4)),  

5 

I3 

17 

29 

37 

41 

- -1  
3 

1 

- -5  
--1 

5 

b 2a 

2 --  2 

2 6 

4 2 

2 - -  10 

6 - -  2 

4 10 

lI.  T a b e l l e  d e r  Z a h l e n  : E ~  G.  __~__~.~ ~ �9 

(Wegen des rasehen knwachsens der ganzzahligen Theile G~ sind 

E , =  

diese nur bis ~ - ~ - 6  in clef Tabelle angegeben.) 

1 1 2 
10 2 5 

10 

3~.7 1 .,23 . 6 
5 5 t 13 10.13 

-~- 253-[- e - -  5 I0.17 

a% 7%** ~ 39299 + 
10 5 

I 2 ~ 6 ~ 

10,13 

1 2 ~ 10 
3~'74"I1~'19"2310.29 ~ G7 "~  2 5 29 

31~ 112" 19"23"22310,17 ~ G8 "~- "2 "}- -5-- 1 2 s . ~ , ~  2 u 

3i4,75.11a. 19 ,23 .31 .61  ~ . 1 29 r 63 2 

1 2 to 1(] 31"75"I13"19~'23"31"2381 ~ G'~ "~-2" + T ~ ' ~  
10.41 

I 2 li 3t5"7~'11~'19~'23"3110 ~ ~ I I  --~ 2 5 

10. I$.  17 
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