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Neuer  Bewei s  des Pr imzahlsatzes  und Beweis des Primidealsatzes.  

Yon 

Ev~usD L x ~ v  in Berlin. 

E r s t e r  Teil .  

Neuer  Beweis des Primzahlsatzes. 

Einleitung. 

Der ,,Primzahlsatz"*) lau~e~. "~ Wenn u(x) die Anzald der _Primzah~en 
x bezeiehneG so ist**) 

,~=o o Jlogx/ 
oder , was dasselbe besagt, 
(2) 

Er folg~ bekannflich***) dem 

a6 

J log~ 
2 

d/e 
logx 

unmi~telbar aus Satsze: Wenr~ ~(x) 
Summe tier na~iirlichen Logarithmen aller t)rimzahlen ~ x bezeichnet, so ist 

Der Naehweis dieser asymp~oiisehen Gleiehung ist zum ers~en Male yon 
den Herren t t a d a m a r d t )  und de la Val l~e-Pouss in t~  ) unabhiiagig 

*) Diese Benennung en~nehme ich der Dissertation yon Herrn yon Schaper :  
,,~rber die Theorie der Hadamardschen  Funk~ionen und ihre Anwendung auf das 
Problem der prh:n~ahlen", G(ittingen, 1898, S. 58. 

soil bedeuten, dab ~ fiir positive unendlich wachsende x sich @*) f@) 
einemGrenzwer~e n~her~, und dab dieser Grenzwer~ gleich 1 isk 

***) VexgI. die Anmerkung Herrn de la  Va l l~e -Pouss in s  am Schlusse dot 
'A~beit Herrn yon l~Iangoldts:  ,,~'ber eine Anwendung der Riemannschen Formel 
ffir die Anzs~hl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze", Journal fitr die reine 
und augewa~dte Mathem~t4k, Bd. 119, 1898, S. 70. 

t) ,Sur  l a  distribution des z~ros de la fonction ~(s) et sos consequences ari~- 
m6fique~% Bulletin de la soci~t~ math~matique de France, B& 24, 1896, S. 199~220. 

"~t') ;r l~echerches analyCiques sux la th~orie des hombres premiers", Annales de 
Is s o e i ~  scien~ifique de Bruxelles, Bd. 20, Tell 2, S. 183--256. 
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gef/ihr~ worden, unter Benutzung der H adamardschen  Theorie der ganzen 
transcenden~en Funktionen und der Anwendungen~ welche vordem Herr 
H a d a m a r d * )  selbst yon seinen neuen funktionentheoretischen S~zen 
(insbesondere yon den Beziehungen zwischen dem Geschlecht einer ganzen 
~ranscendenten Funktion und der GrSBe ihrer Koeffizienten) auf die [~ie- 
mannsche  ~-Funk~ion gemacht ha~;e. 

Es is~ mir nun gelungen~ fiir den Sa~z (3) und dami~ fiir den 
Primzahlsa~z einen Beweis zu finden~ der yon der Theorie der H a d a m a r d -  
schen Funktionen vollkommen unabh~ngig ist i er so]] im Folgenden dar- 
geleg~ werden. Zwar wende ich auch die grundlegenden S~i~ze aus der 
Theorie der Funktionen komplexen Argumentes an (z. B. den Integralsatz 
yon Cauchy)  und bediene reich auch der R iemannschen  ~-Funktion; yon 
dieser kommen aber nur die elementarsten Eigenschaften zur Anwendung. 
Insbesondere mache ich nich~ Gebrauch davon, dal~ (s - - l )~(s )  eine ganze 
~;ranscenden~e Funk~ion is~, die mi~ einer geraden ganzen Funktion ~(z) 
yore Geschlech~e 0 in z ~ ~nh~ zusamm~ ng ; ich gebrauche tiberhaup~ nicht 
die Tatsache, dal~ ~(s) links yon der Achse des Imagin~iren existier~ und 
ziehe alle Schltisse aus 'den ftir ~ ( s ) >  1 gil~igen Gleichungen**) 

(4) r • 

n - - 1  

(5) 
p~ 

(wo p alle Primzahlen durchl~iuft) und aus der fiir ~ ( s ) >  0 gilligen 
Gleichung***) 

(6) lehr~, dab ~(s) rech~s yon der Achse des Imagingren eine eindeu~ige 
analy~ische Funk~ion mi~ dem Pole ers~er Ordnung s-~ 1 als einziger 
singul~rer S~elle is~, und (5) ergib~, dab rech~s yon ~(s)-----1 die Funk- 
Lion ~(s) keine Nullstelle besitzt. AuBerdem haben die Herren H a d a m a r d t )  

*) ,,]~ude sur Ies proprigt6s des fonc~ions entihres e~ en particulier d'une 
fonc~ion consid6r6e par Riemann", Journal de ma~h~ma~iques pures et~ app]iqu~es, 
Set. 4~ Bd. 9, 1893, S. 210--215. 

**) Vergl. Riemann, ,,~ber die Anzahl der Primzahlen under einer gegebenen 
Gr~sse", Monatsberich~e der KSniglich Preut~ischen &kaaemie tier Wissenschaf~en 
zu Berlin, 1859, S. 671m672; Werke, 2. Aufl., 1892, S. 145. 

***) Vergl. z. B. Jensen, ,,Sur la fonc~ion ~(s) de Riemann", Comp~es rendus 
hebdomadaires des s@ances de l'aead@mie des sciences, Paris, Bd. 104, 1887, S. 1156. 

t) ,,Sur la dish4bu~ion e~c.", S. 200--202. 
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und de la V a l l g e - P o u s s i n * )  aus (5) bewiesen, daft 'die ~-Funl~ion auf 
der Geraden ~(s)----1 keine Nullstelle hat; Herr Mer tens**)  ha~ jene 
Methode dahin welter ausgebfldet, da~ sie ffir [~(1-Fti)I eine untere 
Schranke liefert, in Gestalt einer wesentlich posiMven Funktion yon t. 
Ausschliel~lich auf Grund yon (4), (5) und (6) babe ich***) jiings~ dutch 
weiteres Verfolgen jenes Gedankens den (durch die neues~en, auf der 
Theorie tier Hadamardschen  Funk~ionen basierenden Untersuchungen 
Herrn de la V a l l g e - P o u s s i n s t )  bereits bekan~nten) Satz hergeleitet: 

Es gibt eine positive Konstange B, so daft rechts yon der Kurve 
B 

{:--~l--(tog(S-F:,)" fiir t ~ O ,  
(7) s 

die ~-Eunktion keine Nullstelle s-~ a ,F ti b~itzt. 
Ich will zun~ichst den Beweis, den ich a. a. O. hieffitr angegeben babe, in 

w167 1 ~ 2  reproduzieren, einerseits um den neuen Beweis des Primzahlsatzes 
bier vollst~indig auszufiihren, andererseits, weil filr den irorliegenden Zweck 
einige Hilfsbetrachtungen weiter zu veffolgen sind, als a. a. O. n~tig war. 
Es ist n~mlich yon grol~er Wiehtigkeit ftir das Folgende, da~ sich der 
Satz veto Niehtverschwinden der Funktion ~(s) in dem Tell der Ebene 
rechts yon der Kurve (7) mi~ elementaren Mitteln dahin verschi~ffen l~i~t, 
dal~ nachgewiesen :f~f) wird: 

Es gibt ~wei ~oositive Kanstanten b, c,..soda~ fiir 
b 

 ts) [ < c log  9 t (s) 
/st. 

*) 1. c., S. 220--$42 und 395--397. 
**) ,,t~ber eine Eigenschaft der Riemannschen ~-Funktion", Si~zungsberichte 

der Kaiserllchen Akademie der Wissenschaften in Wien, Bd. 107, Ab~h. 2", 1898, 
S. 1481--1486. 

***) ,,~%er die zu einem algebralschen Zahlk~irper geh~irige Zetafunkfion und 
die Ausdahnung der Tsc.hebysehefschen Primzahlentheorie auf das Problem der 
Ver~eilung der PrimideaIe", Journal flit die reine und angewandte Mat~em~fik, 
Bd. 125, 1902, S. 98. 

t) ,,Sur la fbncfion ~(8) de R i e m a n n  et le hombre des hombres premiers 
infdrieurs A une .Iimite donn~fe", ~moires couronn~s et autres m~moires publi~s par 
l'academie royale de Belgique , Bd. 59, 1899, S. 37. 

~f) Von dem S~ek 0 ~ t ~ 10 geniig~ es ffir das Folgende, zu wissen, dab 

~(1,Ff0" nicht versehwindet, und auf negative t lassen sich zum SchluB wegen 

alle Unglbiehungea olme weiCeres fibertragen. 



648 EDMUND bi~DAu. 

(8) ist, wio vorweg erw~ihnt sei, darum eine wesentliche Stiitze meines 
Beweises des Primzahlsatzes, well auf der reehten Seite eine Funktion 
steht, welehe fib t = cx) so sehwaoh unendlieh wird, dab das tiber die 

b 
Kurve a = 1 loggt erstroekte Integral 

I+ooi 

f x" ~" (s) ds s' ~(s) 
b 

i - log, Ib + Io  

(x > o) 

einen Sinn hat. 

w 

Aus (5) folgt mr ~R(s)> I 

1- 1 ----  ~ l o g ( 1 - -  ~ )  log ~ (s) = log H 1 -- --  

27 i i = 

p P P 

O0 
1 1 

~ma 

m=l 

also fiir s > O, t @ 0 

2 log ~ ( l + ~ + t i )  = 
m=l 

1 1 

cO 

pro(1 + . -  tO 
m----1 

2 12: I 4 log ~ (1 + ~) = 4 W pro(1 + .), 
m= I p 

also dureh Addition 

4 log ] ~ ( l + e 4 t i ) l  + 4 log ~(1 +~) -----~ 
m=l 

und daher wegen 

I •  4(l-{-cos (mr log~)) 

~o 

4(1 +cosa)  ~_ 2 ( l + e o s a )  (1--cosa) ---- 2 -- 2 cos ~ a------ 1 -- cos 2a 
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4 log l ~ ( 1 + ~ +  ti)[ + 4 log ~( l+e)  _ _  

1 1 

ra----1 iv 

~ i ~I-- cos (2mtlogp) 
~., (1+ o) 

m~l p 

m---1 p . IF  

= log ~(1--t- ~) --  log ]~(1§247 ~ t i ) ]  , 

4 log J~(1 +~+~/)1 ~ -  3 log ~(1 + ~) - log [~(1 § ~+ 2ti)[, 
1 

I~(i §247 :> (~(~+@ i~(l~_e2f_2g,) i~ ~ 

Da f~Ir 0 ~ e ~ l  

ist~ 

(9) 

1 _[..foo 1 1 1 = = 2  
{ ; ( lq -e )=  ~ <  1 --~-.----- 1 + 7 s  7 -i- 

n = l  1 
erhiil~ man 

8~ *) ( 0 < ~ , ~ 1  t ~ 0 )  I ~ ( z + ~ + t i ) l : > ~ l : ( ~ + ~ + ~ t , ) l  ~ , . 

Wegen 

8--1 (~-]- 1)'- 

kann (6) 

1 / "  udu 

0 

auch so geschrieben werden**): 
1 

1 , ~  ~ d ~  ~(8) = 1 + ,  = ~ s ,,).+~ 
~----1 + 

0 

Ich werde sine gemischt~ Schreibweise anwenden: 

(iRes) > 0). 

o) Bis hierher folge ieh genau den Ent~ickelungen yon Herrn Mertens. 0~origen, 
folgt sue (9) des Nich~verschwinden yon ~( l~ t0  ffir t ~  0 darnm, weft nach (9) der 

Quotient !~;(1-~-e-~t0 1 f~ e - -o  unendiich wird. 
e 

~) In dieser Form ~ellt Herr de la VaH~e-Poussin in. seiner Arbeit ,,D~mon- 
stre~on simplifies du t~or~me de Dirichlet  sur Is progression arit.~ua~ique" 
(Mdmoires couronn6s et eutres m~moires publids par l'scad~mie royele de Belgique, 
Bd. 58, 1896, S. 7) die ~-Funktion ft~r ~(s) ~ 0 dar; v6rgl, auch seine ,,Recherches etc.", 
S. 185. 
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1 
~(s)=lq s--i 

= 1 +  - -  

i n  

i.+~.-i o:--,) ~ 
l l = l  

s-i +~--:-i- ~),-~ 

1 

1 | f u d u  (~+l).)-s.'Z.=~ J i ~  ~ 
0 

1 
in 

1) d- Z 1 s 2  f udu 
.=1 @+iy .=.,+ld @+u)'+l' 

m+l 

(to) C(s) =. - ~ (,.-r + .' 

wo die Verffigung fiber die ganze Zahl 
ergibt sich dureh Differentiation: 

' , i 1 ~(s)= 

Aus (to) fol~ 

0 

1 

.~w # (n+u) "- n=m+l~ " " 

m vorbehalbn bleibt. Aus (10) 

(11) 

m + l  

1 log (m Jr- I) Z log n 
(s- l)' (m+ i) '-~ s -  i (m+ i)'- ~ ~-i 

n----1 

1 1 

. : ~ + , d  i-~-~) = + '  + . : ~ + ,  ( -+-) '+~ �9 
0 0 

ftir s = l + ~ + 2 t i ,  0 _ _ ~ 6 s  t>O: 

m + l  

I~(1 Jr- ed- 2ti)l ~ led- ~til I(md-1)'+~"[ d- lna+~+~';[ 
ti-----1 

1 

+ l l  + e + 2 t i J Z  uclu 
.=.,+l @+&+'+*';I 

m + l  
1 1 ~ 1 

< st (re+l)' t- .2" ~+. 
n----1 

0 

1 
@o 

0 

1 

< ~ + E + (2+2 -- 

1 1 Z1 ZI --~-~+ ~+--E + �9 (i+0 
~i----I n----m+ l 

8 < 1 + ,  Oo ~ +~+ _,_~) o+,+ o ~ ) + ~ + ~ 2 7 ( .  ~ 
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Ich nehme nun t ~ 10 an, setze m --  [t], d. h. gleich der grSBten ganzen 

Zahl < t u n d  erhalte wegen t t ~ < ~ l0 = ~=N<~-i= _ ~  

(i~) I~(i +~+2ti)I < 2 log t*) (o_< ~_< I, t~_ IO). 

Ferner soil aus (11) ffir [ ~ ' ( l + ~ + t i ) [  eine obere Schranke her- 
geleitet werden; hierbei lasse ich aber auch gewisse negative e zu, d. h. 
gewisse s mit reeUem Tefl < 1 ,  indem ich t und e in s - - l + e §  
den Ungleichungen 

03)  t_~ lo,  log~ - = 
unterweffe. Dann liefert (11) 

I 1 1 log (m + I) 
I#'( 1 + a+ ti)I N I*+*r [(m+~)'+"l + I~+*~I I (,.+~)'+"I 

1 1 

"+' " f 
Z ,o,.  +Z ... 

+ I,~+.+-I ( ,+~?+.+- I  + l l + ' + t * l  i 
~=I = 1 ~=~+I ~" ' ' 

0 0 

1 

t t (re+i)' ~=~ = ~o 

I 

+ (1 + ,+  t) 2.==+. f ~  log (n+ 1) d u n  ~+ . 
0 

m + l  

+Ti log (m-I- l)x -[- Z log nl 

(re+i) log~ ~=~ I Io~ 

O0 ~ _ 

1 1 
< @ (,n+l) ~ 

1 1 

(m-1 t- 1) -  log t 

1 1 1 

zL=m..b I n = 'm,+  1 

log (,z+ i) 
1 

"lo~t 

*) Es hst~ Far d~s Folgende kein In~eresse, die in den Ungleichungen aufCre~en- 
den Konstanhm tunli~hst klein bezw. groB zu wt~hlen; wesentlich sind nut die s 
ordnungen der aufCrstenden Yergleichshmktlonen. DaB ftir g~(s)----- 1 ~(s) nicht stl~rker 
sis yon der Crr0~enor&uung log t unendlich werden ksnn, ist iibrigens schon dutch Herrn 
Mellin 1)ekannt (,Eine Formel ffir den Logarithmus transcendenter Fun~onen yon 
endlichem Geschlecht ~', Acta societatis seientiarum Fennicae, Bd. 29, No. 4, 1900, 
S, ~8-~9). 
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1 1 
1 < ~ (m + I) i~ + T log (m+ l)(m+ i)~~ + log (m+ i) 

m + l  

1 1 
w = l  ~ logt 

oo 

( +~ ~+ I+ i 
. = m + l  n = m + l  ~%~ logt 

Hierin ist fiir jede positive ganze Zahl  m 

und 

m + l  

, , = l  ~ -  iogt 

m+l 

<I ~~u + -i-2- 
log t 

I 

1 

= I + log t ( (re+l )  iO''- I) 

i<F~ ~ 

ao 

- ~  ~ - -  d u  - -  - i -  d u  
, , = ~ + x  n log, ~ u s iT~ 

log ~a 1 1 I+ i+ 
I 1 - - - -  (9--iog J (1__ ~01g , )m 1 log, (1 log ~)S m log, 1 m s - -  

1 

log t 

< 
1 1 I 

log m- m i~ t ~iogi miog--] 
+ + (1--~-)m (1' 1)' (2-- ~-~)m' 

I 1 1 

2 log m- m i~ 4 m iOgt 2 m i~ 

+ ~----T- + s---~-~- 

Aus (14) folgt also, wenn, t un4 s den Ungleichungen (13) gentigen, 

log (~ + 1) n ~ m t  tabichlieh ~ --  2 --  log ~ > 1 monobn ~ *) Die Funk~ion u~ 

d log('~,.+ 1) __ 1 __ ~, log (~ ~_ ! )  
mit~ wachsendem u f-fir u~__l ab, d~, ~uu �9 ' ~ '  ~ - - u ~ ; ( u + l )  u ~ +1 

~ ,iog(~+t) <-v~k~-iog(u+i ) .i~of~ ~<u_<~ 

kleiner als ~ T--log 2 < 0 und ffir ~ >'S ~ kleiner '~ls u-7~ /, 
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1 1 
1 I~'(1 +~+ti)  I < ~, (m + 1)'o~ , + T log (m+ 1) (m+ 1) '~ + log On+ 1) 

1 
+ log(m+l) logt((m+l) ~~ 1) + 1 

2 F (1 .Jr_ ~ )  ~ l o g m ' m l ~  ~ml0gt ~ t l ~  

.~ + - - W -  + ~-~-~' I "  

Hierin setze ieh m = [t] -- 1 und erhalte wegen m -k 1 ~ [t] ~ t, m > t -- 2 
t 4 t 

1 1 1 
1 tlog, + (tiog t I~'(l+s+ti)l<~ti~ log t + log~t - 1 ) +  1 

also wegen 

i 1 1 1 + (1 + t )  . ~ log t. § + 4 t i~ b ~.y~- , ~  t~~ 
At~ At~ . ~ t j  

1 1 log t. "~log't ~ ~ logt ~ C 

e ] ~'( l+e+t/)]  < ~- + 

1 

e log t t ~- log t + (e-- 1) log~t + 1 
(Selogt 25e~ 

+ ( 1 + ~ - ) ,  ,t +~+~-~1  
e e 

< ~ + Y5 log t + log t + 1,8 log ~ t + 1 

+ + + 

. <  0,03 + 0,3 log t + log t + 1,8 log ~ t + 1 + 0,6 (7 log.t + 14) 

---- 9,43 + 5,5 log t + 1,8 log ~ t 
< 1,8 log ~ t + 2,4 log ~ t g- 1,8 log ~ t, 

l~'(l+~-k-ti) [ < 6 log' t 
Fflr diese Werbpaare e, t is~ also wegen 

l + e + t i  

t__ 1 0 , - ~  

1+.  

1 1) 1QtK~K �9 

l + t l  1 

w~hrend des geradlin~gen Integrationsweges jedenfaUs 

1 und 2 gelegen isis, nach (15) log t 
1+~ l + e  

[~(l+~+ti)--~(l+ti)l~ ~'(a+ti)I Idol ~ 6 log' t d~[, 
1 1 

1 ~(l:-I-~+ti) -- ~ ( l+ t , ) l  ~ 61~ I log 2 t =  6 sign ~. ~log ~ t, 
,Mathe~iatimche .a~,,den LVI. 36 

zwischen 
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also, t :> 10 angenommen, 

(16) f~  0 _< ~ _< i 
1 

Ir + ~ + t i )  - r +t i )  I ~ 6 ,  log ~ t, 

I r  - ~(i +t01 ~ 6,/log~ t. 

(9) ergibt in Verbindung mit (12) ,tad (16) fiir 0 < e _< 1, t_~ 10 

> 9il,;(~+~+gtOl i -  I g ( l + ~ + t i ) -  ~(l§ 

2 ~. (2 log t) 1" - -  6 e log ~ t, 

(18) l$( i+t �9 
9 log~ t 

Wird in (18) 

1 9 
(1 - -  12 ~-4- log~- t). 

~--- 2 �9 12 log {- = 24'  log 9 t 

gesetzt, was tatsiichlich zwischen 0 und 1 liegt, 
]~( l+t i ) l  die wesentlich positive untere Schraake 

l~(i-+t�9 > 
2 log {- t 

so ergibt sich ftlr 

4 log �88 t 

1 
(19) ]g(l+ti)l > ~o~lo~,t 

4 . 2 4 8 l o g  4 t . l o g  t 

1 
Aus (17) und (19) folgt also fiir 0 ~ , / ~  lOelog~t 

[$(1-,~+t~)l > i~Cl § l - l g ( 1 - ~ + t i ) - $ ( l  +tO l>  
- -  . t 0  5 l o g  7 t 

�9 1 

]~(1--~+ti)l > fO'log, t ,  

i 0  6 l o g  ~ ~ 

fiir t _~ 10, i -  

d.  ]1. 

(30) l ~'(s) 

1 

(,__ io) .  

6 l o g "  t 

und aaraus ia Yerbindung mit dot in (15) enthalteaen Ungleiahung 

[ ~ ' (1-~§ < 6 log' t 
ergibt sich 

I (1 -- n §  < 107 l~ t, 
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Ich behaupte, dab (20) auch ftir t ~  10, 1 ~ re(s)~ 2 gilt. In der 
analog wie vorhin Tat ist zun~chs~ flit s = 1 + ~ + t i ,  0 ~ ~ < lO ~ loggt 

i g (1 -1 -~+t i )  I > I~'(1 + t i ) l  - l~ ; (1+~+  ti) - ~(1-.t--ti) I 
1 6 log' t 1 

~-~ 10 ~ log ~ t 10 ~ log ~ t ~ 10 ~ log ~ t 

I~'(s) ~-~)1 < 10~ l~ t, 

~ e < 1 is~ xmd fiir lO e log~ t - -  --~- 

g;' (s) _ _ l o g p  +/(,~.+.) - ~(~) - ~ + .+ ,, 

i ) /;'(~)~-~3 = < Z  l~  iu176 +~(*+,------3 + "'" 
P 

Z logp < ~ logp 
----- p * u  1 

_ pl+~ 1 Io1+ , 
2 

~'-----R ~ '=2  

~ r l o g  p 
---- 2 ~o1+ , 

P 

1 )  

< 2  2v  ~u ( ~ + i / +  o 

=4 i+ I+, "v--(~v--1 =4 i+ , ,G ,  

8 ~ 8 . 1 0  Glog 9t, = 4 ~ ( 1 + ~ )  < 4 .  7 = T - -  

IV(s) ~-~-I < 107 l~ t. 

Dam.it ist, wie in der Einleilung angekiindig~ wurde, die Exis~enz 

::weier posi~iver Konstanten b (---- l~e) undc (= 10')nachgewiesen, sodaB ffir 

s . ~  e + t i ,  t ~ lO, 1 b 

(~ ,1 )  I ~'(") I ~(8) I ~ c log 9 t 
-i~t. 

*) Wie Herr Mer t ens  (,,Ein Beitrag zur analy~ischen Zahlentheorie", Journal 
f~tr  die reine und angewandLe Mathematik, Bd. 78, 187~. S. 4:8) einfach bewiesen 
las t ,  i8~ ~ t 8  ~@)<2~. 

88* 
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Es sei nun a eine positive Zahl, welche erstens kleiner ist als b und 
zweitens kleiner als der Abs~and der Geraden ~R(s)---1 yon allen etwa 

1 vorhandenen*) Nullstellen yon ~(s), deren reeller Tefl zwischen -~ und 1 

und deren imagin~irer Toil zwisehen 0 und 10 liegt. Dann verschwindet 
die ~-Funktion nicht in dem Teil der Ebene, welcher reehts yon der stetigen 
Kurve 

j ~ ----- 1 log . t , t ___ 10 

a 

[ ~----1--1og ~1o ' - - I 0 ~ t _ < 1 0  

a 
a = 1 log  9 ( - -  t ) '  g ~-~ - -  1 0  

liegt, aueh nieht auf dieser Kurve selbst, und naeh (21) 

a , < a , < 2  fiir t ___ 10, 1 log ~ t "--- 

~(~ -I- ti) I < c log 9 t. 

ist aui~erdem 

w  

Herr H a d a m a r d * * )  hat gezeigt, dab zum Nachweise des (dem Prim- 
zahlsat;ze ~quivalenten) Satzes 

(3) -# (x)  ---- , ~ ,  log p ,~ x 
p~z 

nur efforderlieh ist, zu beweisen, dass 

(23) log/)  log ~- ,.o x 
p<x 

ist und dag hierzu nur nachgewiesen zu werden braucht***), dat~ 

(24) 1 ~' ~" (s) ds  ,.., x 

ist; zum Nachweise dioser asymptotischen Gleichxmg win" bisher die Theorie 

*) Die Kenntnis der Tatsache, daft tats~hlich keine solche Nn|Istelle existiert, 
ist ffir den vorliegenden Zweck unerheblich; da auf der Geraden ~(s).---- 1 keine Null- 

1 
stelle liegt mad in dem endlichen Gebiet-~-__~IR(s)~ i, 0~i(s)~10 nicht unend- 

lich vide NullsteUen liegen k6nnen (weil sonst ~(s) in jenem Rechteck eine wesentlich 
singul~re Stelle haben werde), so existiert j edenfalls eine positive Zahl a, die den 
geforder~en Bedingungen entspricht. 

~) ,,Sur la distribution etc.", S. 217--215. 
***) 1. c. ,  S. 213, 216- -217 .  
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der Hadamardschen Funk~ionen no~wendig; Herr Hadamard*) geh~ yon 
der Produk~zerlegung der ganzen transcendenten Funkr (s-- 1) ~(s) aus mid 

x' ~'(s) auf passender, integrier~ die mit ~ mul~iplizierCen Partialbriiche yon 

~eflweise die Achse des Imaginiiren iiberschreitender Balm. Ehe ich zeige, 
wie der Nachweis yon (24) allein auf Grund der im Vorangegangenen 
bewiesenen Sitze m~iglich ist, will ich in w 4 der Vollstiindigkei~ wegen im 
A~schlusse an Herrn Ha damard (wenn auch in e~was modifizierter Form) 
den Zusammenhang zwischen dem Integral auf der linken Sei~;e yon (~4) 

und der Funktion log p log ~- entwiekeln. Dann werde ieh in w 5 die 

asympbtische (~leichung (24) beweisen; dabei wird sich sogar zeigen, dab 
man mi~ den angewendebn Mitbln eine noch genauere Gleichung als (24) 
erhiilt, und daraus wird dann die asympbtische Oleichung (3) in w 6 mi~ 
noch schiifferer Fassung hergeleilet werden. 

w 
Bekannflich is~ 

1. f ~  { z l o g y  ftir y _ l  
(25) 2~i~]s '  ds 0 flit 0 <~ y,~ 1. 

Aus (25) erhifl~ man fiir das yon 2 - -  x~i bis 2 T x zi (wo x eine positive 
Zahl bezeiclmet) erstxeckb Inbgral wegen 

2 - - ~ a i  

die Relation 

yt f d$ yS yB 

i f~' log y 4- e(x,y) ~ fttr 
(26) ~,,~j ~ds - -  ~ ,  

- ~  O(~,~) ~ fib 

wo die yon x und y abh~ngige Griisse 0(~,~) dem 
,~1 is~. 

Die uaendlbhe Doppelreihe 

d t  

absolu~en Bobage naeh 

L O., S. 218--216. 
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werde nach wachsenden Wer~en der Primzahlpolenz p~ geordnet: 
~o 

(~7) ~,(~) z(~),), - t(s) = Z  ~' 

(-27) is~ fiir ~R(s) > 1 konvergen~ und fiir s = 2 -F t i  wegen 

I 
gleichm~igig konvergen~. Die aus (27) dutch Mul~iplika~ion jedes Gliedes 

mi~ ~ ents~ehende Reihe kann also zwischen den Grenzen 2 -  x~i und 

2 ~ - x ~ i  gliedweise in~;egrier~ werden, und man erhi~l~ 
~ + ~ i  2 + x ~ i  2+x~i 

1 x," t ' ( s )d s  = ~ x~" 1 , (~)ds  = 1 L (  d s ,  

~ - ~  ~ - ~  ~ - ~  

x fiir n > x dagegen x < 1 is~, also nach (26), da ffir n ~ x ~- > 1, ~- 
2+x2 i  

f22() X X ~ �9 1 x' t' (s) ds----- L ( n )  log ~- + L ( n )  0 

2 - x ~ i  

= + 

n=l n=l 

Hierin ist die zweite Summe wegen 
oo 

]0(,~,~) ~ 1, ZLn(n---)-- - 
t' (2) 

(konvergen~ und) dem absoluten Werthe nach unterhalb einer yon x un- 
abh~ngigen Konstanten gelegen; (28) ergib~ also 

2+X2/ 

I F~ t'(s) = ~ 7~ ds=~ 
~Z =.l 

2--X~I 

L(~) log ~- + 0(1)**) 

Iogp l o g ~  + �9 �9 + X 

*) Vergl. v. l~Iangoldt, ,,Zu Riemanns  Abhandhng fiber die Anzahl der 
Prhnzahlen unter einer gegebenen Gr~isse", Journal fiir die reine und angewand~e 
Mathematik, Bd. 114, 1895, S. 277--278. 

**) O(f(x)) bezeichne eine Funktion, deren Quotien~ durch f(x) ffir positive 
unendlich wachsende x dem absoluten Betrage nach nich~ beliebig gro•er Wer~e 
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['logx~ logx is~ ja in der Tat n = p~ 2> 2 ~ 2> x. we v = Llo-g~J isl; fiir m > log 2 

(29) ergibt; weit;er wegen 

x 1 x , ~ l ~ 1 7 6  + " " " + Z l ~  og~v 

=<Zlog  og  
logx 

= 0 ' - 1 )  log p log x _<_ ~ log x log p 

= O(log' x ~ (Vx) )  ---- O(] /x  log'x)  *) 
die (~leichung 

~ + ~ * {  

(30) ~7~ i l  ~ -~(7) ds = , ~  log/) log ~ + 0 (V ~ log, x). 
- - e . J  

w  

Ich wende nun den 0auchyschen Sa~z auf den Int;egranden 

und den geschlossenen Integra~ionsweg A B C D E F A  an, 
angenommen) 

A = 2 --  x~i, B .---- 2 + x ' i ,  C --  1 

/~ = 1 a 10i, log 910 

s' ~'(s) 
.o  > Vf6 

a 

log 9 (x') + x'i, D = 1 log ~ lo q" lOi, 

F =  1 a x~ i . log ~ (x~) 

ist;, die S~recken A B ,  BC ,  D.E, F A  geradlinig sin,:l, CD das Kurvenst;iick 

s - -  1 log, ~ + t i (x'  :> t ~ 10) 

und E F  des Kurvenst;ttck 
a -,-  

s = 1 - log, ( - 0  ,t- t i  ( -  10 ~ t ~ - x 2) 

bezeichnet;. 
Da na(~h w 9 in diesem geschlossenen Gebiet;e und auf dem Rande 

~(s) nirgends verschwindet;, ha~ der Integrand im Innern die S~elle s = 1 
als einzige Singulari~;~it; des Residuum ftir s-= 1 is~ 

tim ~ @ - 1) ~' (8) 

i~hig ist, also zwischen endlichen Unbes~imm~hei~sgrenzen oscilliert, m~gen dieselben 
verschieden sein oder in 0 oder einem anderen Wer~e zusammenfallen. ~0~origens is~ 
hler die linke 8eite der Gleiehung, also auch die els 0(1) ebgesch~tzte Funktion reel]. 

*) Es is~ leich~, diese Rele~ion zu versch~rfen; doch ist dies f ~  des Folgende 
olme Bedeu~ung. 



660 ED,~ LANDAU. 

der Cauchysche  Sa~z ergibt daher 

A B  A F  F E  E D  DO CB 
$--x~i  

Hierin ist zun~chs~, ds auf dem Wege E D  s' ~(s) 
endliohen, yon x unabh~ingigen Kons~anten liege, 

10 

Zweitens ist~ 

f 
ED 

f i x  ' ~  r = 0 -,o~,~---~ +" dt  
--10 

also nach (22) 
2 

(~)  < ~ 

f 
A F  

o (;-,o:.~o). 

f x*+*~ ~'(~+~"3 
1 log* (~) 

log ~ (x ~) da < c 
log 9 (x ~) 

~gs 
/log 9 _x~ �9 2 = 0 k ~ / .  

1 log9 (~2) 

Drit~ens erh~l~ man unter Anwendung yon (22) 
.x~ 

I/I I/11  _- _- - ~ , ) , ~  _~__ ~(1 
aa 

1- 
f X  loggt < c j  ~ 

10 

I '~ J log 9 t ~ lo--~o-- ~ + i dt 

X �9 

< C 10 log 1~ 10 + 1 log't l~ 9~;, ~ 

10 

< 2 - ~ ' r i  log 9~ 

10 

dt 

einer  

= 2 I-~ ]ogg____~ 1 ~, dt + ~ - ~  log,____~ d~,) 
t2 

j o ~ - -  
*) Ffir a]]e x yon einer gewissen S~elle (e I~176176 an is~ 10 ~_~ e ~'logx,< x ~. 
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(34) 

(82), (38) ~ d  (34) 

<2CX ~og~( o t di + 2cx logo (x~ 

_ _  o § o ( .  - 

ergeben, in (31) eingese~zt: 

2--x~i 

also nach (30) 

(85) ~ l o g  p log 
p ~ x  

insbesondere liegt hierin der Hadamardsche Satz 

log p log ~- ~ x 
p~:e 

enthal~e~L 

o) 
log 9 I0 

*) In der Tat is~, log x ~-u ~x~ gese~zt, 

u kleiner sls 
1 1 

e~l-~g x e(~u) fiir hinreich~nd groBe 

**) Die ira Exponenten auft~e~ende Zehl 11 kSnnte ne~iirlich noch verkIeinert 
werden, wie ein Bliek suf die letzten Ent~wickelungen lehr~. 
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Aus (35) folgt, indem 
Abkiirzung 

geselzt  ist,  

(36) X l o g ~  log 
i~_~(l+h)~ 

w  

s~att x ( l+h )  x geschrieben wird, 

(i+h)x 
io = + + o 

W O  zur 

die Subimktion ergibt aus (35) und (36) 

(37) log (i+a) ~' iog~ + ~ ' l o g e  ~og (~+~)z 
i; 

~as x<2ag(l +h)x 

= hx + o ( ~ - ~ ) .  

Die zweite Summe der linken Seib yon (37) is~ :> 0 und 

< Z l o g / ~  log (I+h)x �9 -"= gg 

Also liefer~ (37) einerseib 

(as) 

andererseib 

(39) 

- - - -  log (1 + h) Z log p. 
x r  +h)x 

~og (~ + h ) . ~  ~og p <= ~ + o ( ~ - ' ~ )  , 
.pAx 

log (i +h) ~ l o g p  => h, + o (~-~). 
p~(l+h)x 

In (39) mSge stait x geschrieben werden: i + h  

(40) 

und (40) ergeben: 

~ + ~ x + O  

(41) 

and 

h 1 
logio ~ log(l+a) x + bg (l+h) 

h 1 
e (x )  ----- logp >_ (l+h)Iog(i+h) X + log( l+~ 

ps 

h = e-~/lo-~ nimmt ffir x----c~ zu Null ab, trod zwar is~ 

h h i 
log (l+h) h +  O(h') 1 +O(h) = 1 + O(h)----. 1 + 0 ( e - ~ / ~ ) * ) ,  

*) Die Abkiirzung O(g(h)) bedeubt, da~ der Quotient der betret~nden ~ t i o n  
dutch g(h) ffir x ~-~, d. h. fiir h-~ 0 endlich bleibt. 
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h 
(i§ ~og(l+a) 

log 0 + 4) 

= (l + O(h)) (l  + O(h)) ---- (1 + O(h)) log (1+ h) 

= ~ + o ( ~ )  = ~ + o ( ~ - ~ ) ,  
= o (~) o ( ~ - ~ )  = o ( ~  ~ o - ~ )  

. .  o ( , , - v ~ ) .  
Aus (41) und (42) folgt also 

(~) o(~) = ~ ' ~ o g v  - �9 + o (~-~). 

{}7. 
Aus (43) orgib~ sieh weiter 

x(x) = Z 1  . ' ~ l o g ~  2 0 ( n ) - - ~ ' < ~ - - l )  
.~# log.p "= - logn ' 

l t , - S  

~g 

�9 = n ~n log(;,+x} + log(x+1) 

)) o(x) 
log (,~+ 1 + io'g (x+ 1) 

+ o 2 " " ~ - ~  (~ 

" 2 lo~ log ~ n " + 
nffiffig ~=II 

z 

- -  l o ~  + 0 ne_~ ,g ~ .  1 w + O  e-  
n----$ n ~ $  

4~0-~+ o0)+ - d,~+O 

o/ 
= L~(~)+ o ( v ~  + o / - W ;  + o (,~-'~), 

insbesondere is~ hiermi~ der Primzahlsatz 

bewiesen. 
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Ubrigens isi Herr de la V a l l d e - P o u s s i n  in seiner letzten Arbeit*) 
sogar bis zu dem )Iachweise gelangt, dab fttr eine passend gewiihlte 
Konstante 7 
<45) L (x) + O(x  
is~; aber er stiit~.t sich auf die Theorie tier H a d a m a r d s c h e n  Ftmk~ionen, 
wiihrend ioh die Gleichung (44) allein mii den Hilfsmitteln der vorigen 
Paragraphen erhal~en babe; (44) gesta~tet auoh~ die wiohtige Folgerung 
zu ziehen, welche Herr de la V a l l g e - P o u s s i n  an (45) angekntipf~ hat 
und auf deren Tragweite er in der Einleittmg zu seiner Arbeit mit Rech~ 
hingewiesen**) hat: 

~er Integrallogarithmus stellt die Menge der _P~imzahlen ~ x asymp- 
totisch dar und zwar besser als alle seine 1V~iherungswerte in endlicher Form, 
welche durch die Summe der m ersten Glieder der (divergenten) Reihenent- 
wickdung 

f l - - ~  2ix 3ix (m--1)lx ax x l !x  § ~ _ _ _ §  §  
x ---~ ~ -]- log~---~ log a x log ~ x logmx 

fiir m -~ 1, 2, 3 , . . .  dargestellt werden. 
Denn es is~, wenn a und ~6 zwei Konstanten bezeichnen~ fiir x ~ 2 

----- fl -{- log----x log~x -~ "" " -~ l og~x  

a l s o  x 

x x + . . . +  = m  
L i ( x ) - - f l - -  ~ E log'x logmx ] ~] logm+lu 

= i o g  m+'x  ' 

w~hrend also nach (44) fiir jedes ganzzahlige positive m 

li . - L i ( x ) )  = o 
X 

ist, wird 

 m,f du log~-u 1 u ' 
2 

X L 

• m  lX 

x x (m -- 1) ! +) 10gin+ lx ~(X) log 10g~x 
X X log~x 

-- l~ ( ~ ( x ) -  Zi(x)) -~ l~ i ( x ) - -  i o ~ - -  log'---~--' log~x / 

> l~ + ix ( ~ ( X ) x  -- Li(x)) + ~ l~ l X x  -{- m! 2mXx 

fiir x---- ~ nich~ O, sondern bleibt fiir alle hinreiehend grogen x oberhalb 
m! der posi~iven Zahl ~- gelegen. 

*) ,,Sur la fonction etc.", S. 63. 
**) 1. c., S. ~--6. 
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Z w e i t e r  Teil.  

Bewe i s  des  P r i m i d e a l s a t z e s .  

Einleitung. 
Ober die Verteilung der Primideale eines beliebigen algebraischen 

ZahlkSrpers ~ ist ein dem Primzahlsatz en~sprechender Primidealsatz noch 
niemals bewiesen worden. Es bezeichne ~r~(x) die Anzahl der Primideale 
des KSrpers, deren Norm ~ x ist; dann l~Bt sieh leicht*) zeigen, daB, 

=,~(~) 
falls }'=nn| Li(x) exis~ier~, 

~(~) 
lira L-Y~(x)= 1 

die Existenz jenes limes nachzuweisen, muBte ist. Einem Versuche, 
nalurgemgB ein Siudium der zu einem beliebigen algebraischen ZahlkSrper 

gehSrigen Zetafunktion vorangehen**); Herr Dedekind***) hat diese 
Funktion ~.(s) dutch jede der drei fiir ~ ( s ) >  1 giltigen Gleichungen 
(46), (47) und (48) definiert: 

(46) i~r---ns, 
11 

wo 1~ alle Ideale des KSrpers durehlguft und Arn die Norm yon n be- 
zeichnel, 

~-----1 

wo F(n) die A.zahl der Dars~ellungen der ganzen rationalen Zahl n als 
Norm eines Ideals des KSrpers ist, und 

(4s)  =iT-/ 1 , 
1 

.,VF 

wo p alle Primideale des KSrpers durehliiuft. 
Von den S~.tzen, welehe ieh a. a. O. tiber diese' Funktion bewiesen 

babe, gebrauche ich im Folgenden diese vier: 

*) Yergl. meine suf S. 647, Anm. 8 zitierte Arbeit, 8. 142. 
"*) Vergl. ~Iilbert ,  ,Mathematische Probleme", N~chrichten der K~niglichen 

Gesellschaf~ der Wissenschaften zu GSttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 
1900, S. 275--276 und Archly der Mathematik und Physik, Set. 3,' Bd. 1, 1901, S. 215. 

***) Vergl. z. B. die yon ihm herausgegebenen Vorlesungen I)irichle~s fiber 
Zahlentheorie, 4,. Auti., 1894, S. 610w611. 
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1)*) Wenn k der Grad des 1Fdrpers ist, so ist die Funktion ~.(s) iiber 
1 

die Gerade ~:(s)----1 hinaus mindestens bis zur Geraden ~ ( s ) - - - 1 - - - ~  bin 

1 eine eindeutige ana- fortsetzbar und ist in der Halbebene !R(s) > 1 -- -~ 

lytische Funktion mit dem Pole erster Ordnung s = 1 als einziger singu- 
ldrer Stelle. 

2)**) ~,,(s) verschwindet fiir kein s mit dem redten Teil 1. 
3)***) yEs gibt eine 10ositive Konstante r,  sodafl fiir abe t ~_ 10 

(49) 
ist. 

(50) 

ist. 

> iog, t 

4)t)  Es gibt zwei Konstanten ~ und Q, so daft fiir 

;t < a < 2  s = a + t i ,  t~_ lO,  1 log t - -  = 

t < q log  t 

Da yon der ~,,-Funkt;ion nichiJs weibres bekannt ist als die a. a. O. 
bewiesenen Sgtze, so erschien mir zungchst die Ent;scheidung fiber die 
Richtigkeit; des Primidealsat;zes noch in einiger Ferne zu liegen. Wenigsbns 
ist; bei dem gegenwgrt;igen Stande der Ideali;heorie eine ~bedJragung der 
bekann~;en, beim Beweise des Primzahlsatzes gebriiuchlichen analytischen 
Methoden auf den allgemeinen Fall nicht miiglich'~'['). 

Abet der im ersten Teile diesel" Arbeit; angegebene neue Beweis des 
Primzahlsat;zes hat; neben seiner elementaren l~atur den weitJeren Vorbil, 
dab sich sein Oedankengang in Verbindung mit den angeffihrten Eigen- 
sehaften der ~x-Funktion ohne weit;eres auf den Fall eines beliebigen 
algebraischen ZahlkSrpers tibertragen l~Bi;. Dies stellt den ersbn Beweis 
des Primidealsat;zes dar, and es ergeben sich zugleich fiir die Gr(il~en- 
ordmmg des Restgliedes dieselben Abschitzungen wie'im ers~;en Teile dieser 
Arbeit; fiir die Differenz der Primzahlmenge und des Inbgrallogarithmus. 

w  

Aus (50) folg~ (analog wie auf S. 653) ftir t _~ lo, 

(~(1 + ~ + t i )  -- ~ ( l + t i ) t  ~ qlel log s t; 

*) 1, o., S, 8t, 
**)1. c., S. 82. 

***) I. c.. S. 96. 
t )  l. c., S. 94. 

i t )  1. o,, S. 71 und 143. 

log t - -  
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v ~ ,  ~ v *) ist also nach (49) und (51) fflr t ~ > l O ,  9 # l o g ' t - -  - - S r  

'~,(1 + ~+tOl ~_ t r,(1 + " ) i  -- t~,( 1 + * + U )  -- ~(1 + tO  I 

> v r log ~ t = r 
log ~ t @ " ~ @ log ~ t ~ log t , ~ 

und daher in Verbindung mit (50) 

(5~) I ~; (~+~+' '?  ~ l~(i-_s ~ < ~ log, ~. 

Ferner ist fllr t ___ 10, 2e log' i ~ ~ "~ 1 

i i'~ (t + ' + t ' )  i J - - ~ l ~  zN'P (~V. ' ' )1 T . ~ / g - - ; ~  = ,~-.+,, + ~t,r~,'o+.*,'~ + " "  

~, - - r,,,O + , ) ;  

l,;(,) 
da ~ in s -  1 einen Pol erster Ordnung hat, ist eine Konstante ~ so 

I ~ (1+  e)! 't 

bestimmbar, dab fltr 0 < e ~ 1 

~,.(I + 0 
ist, w~ aus (53) 

(54) F, ~i--4~V-~ <;"  N 7 log, t v _ i )  
ergibt. 

(52) and (54) besagen zusammengenommen: Es gibt zwei Konstanten 
b und c, sodaB flir s -  ~ + t i ,  t 2> 10, I b 

log, t s ~ <= '~ 

I~ < c l~ t 

ist~ Es sei nun a eine positive Zahl, welche kleiner ist Ms b und als der 

_L Abstand der Geraden !R(s) -- 1 yon Mien im Rechteck I sk ~ ~(s)< I, 

0 < ~(s) < I0 etwa vorhandenen Nullstelien der Funki~on ~(s); dann 
verschwindet die ~-Funktion nicht in dem Teile der Ebone~ welcher rechts 
yon der Kurve 

*) Die nut nach unten beschr~nkte Konstante Q in (50) kann so groB gew~hlt 

werae~, dam < ~ i,t; dann i~  ~ loS, ~ < i ~  und < I. 



668 E . ~  L~,,xr~. 

'a= 1 a log 9 t ' t :> 10 

a -- 1 0 < t <  10 - -  1 l o g  ~ 10 ' - -  - -  

a 
---- 1 l o g g ( _ _ t  ) , t __< - -  10 

liege; ~(s) versehwinde~ auch nich~ auf dieser Kurve, und es ist ffir 
a < a < 2  t _~ 10, 1 l o g  9 t - -  - -  

(55) I ~(~+~0 ~.(eq-t0 < c log 9 t. 

w  

Wo~- die in der ttalbebene ~ ( s ) >  1 ffir i;~.(s) -- ~,(s) gfllige Doppelreihe 

p m=l p n=l 

naeh waehsende, Norme, geordnet ist (L~(n) is~ = I log _,Vp, wo p alle 
Primideale durchl~uft, ftir welehe n Norm oder Normpobnz is~), so ist 

1 I 1 die Reihe fiir s----2 q- t i  wegen ~ = ~  gleiehmM~ig konvergent. 
I 

2 x' r ,  (n) 

n = l  

k,.-- also zwischen den Grenzen 2 -  x~i und 2 Jr-x~i gliedweise naeh s 
integrier~ werden, trod man erh~ilt naeh (26) 

$ +x21 2 +x2i  

2--x~i 
/'2 1 x ~ L~(n) 

--y. 
n = l  

n = l  

2 + ~ i  

12 ~,~i L,,(n as 
n = l  

2 - - ~ i  

X 
L,,(n) log ~- d- 

o0 

1 

log + o0) 

---- log Np log ~ - -  + log Np log ~-~  + . . .  

+ 2"~log N~ log N~, + 0(1), 
.,vp ::~/~ 
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we v die griiBte ganze Zahl < log x bezeichnet; wegen 
log 2 

~ , . ( x ) - - ~ l o g  N~ = o(~),) 

ist hierin 
X 

= o (~o~ x ~,. (Y@ = o (Vx ~or ~), 

x < (v-- 1) log x ~ log 2Vp 

also 
~+aai  

x I i / z "  :/,(s) (56) . ~ ,  log Np log ~ --- ~,~ ~ ~.(s) 

2--x~i 

d~ + o (V~ log, ~). 

w 
Die Integration fiber die auf S. 659 angegebene Bahn ergibt, da das 

Residuum des Integranden ftir s =  1 auch hier - - x  ist und da der  
Ungleichung (22) hier die gleichlautende Ungleichung (55) entsprich~, 
wiirtlich wie in w 5 des ersten Teiles 

~,,i / ~' :,,(~--Z ds ---- - x + 0 
~ - ~  

also wegen (56) 

~log Np log == x + 0 

w 

Daraus folgt, wenn h zur Abkfirzung die Funktion e-~/1-~ ~ bezeichnet 
(welche ftir x = c~ unendlieh klein wird), durch Subtraktion yon 

~ I o g  Np log ( l + h ) x  Np 
2vl~(1 + h)x 

wie in w 6 des ersten Teiles 

(57) 

= �9 + h~ + o ( ~ - ~ )  

@~(x) ---- ~ log .Np ~ x + 0 (xe-7/i;-.-**) . 
N p ~ z  

w 
Es sei G(n)  die Anzahl**) der Darstellungen der ganzen rationalen 

Zahl na l s  Norm eines Primideales; dann ist 

*) 1. c., S. 122. 

**) G(n) kann  na~iirlich nut  tilt  Primzahlpo~enzen yen 0 verschieden sein. 
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6 7 0  E. LA~AU. Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes. 

X 

a,(~) =~x~ o(.) log.; 
�9 n----1 

wegen 
Z Z ~r 2,  __2. o 

N p ~ x  ~ = 1  n f l J  n----1 

erg~bt also (57) genau wie C4~) anf S. 663, dab 

~.(~) = L~(~) + o ( ~ - ~ )  
ist. 

#,, ( . )  - e, ,  ( .  - l )  
log n 

A fortiori ist also 

X 

~fd__~ =.(~) ~,o~, 
X 

Die Anzahl der t)rimideale eines algebraischen ZahlkSrpers, der~  ~orm 
~_ x ist, ist asymptotisch gleich dem Integrallogarithmus yon x, und die 

=x(x) 
Differenz Li(x) 1 wird fiir x = oo stoker 0 als jede Polenz yon log x 

mit negativem Exponenten. 
Wenn also ~1 und u 2 zwei beliebige algebraisehe Zahlk(irper sind 

(z. B. ~1 beliebig und uj gleich dem nattirlichen Rationalitiitsbereich), so ist 

lira =" (x) _ 1 - -  ~ 

x----oo ~gx2 (X) 

B e r l i n ,  den 22. Oktober 1902. 


