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SOLUTION DU PROBLI~ME DE MALFATTI; 

par M. Ernest  Lebon,  

prof. au Lycde Charlemagne, ~t Pat~s, 

r+dacteur du Bulletin scient~fique. 

Adunan<a dd 24 febbralo z889. 

HISTORIQUE. 

I. Le probl~me consistant ~ inscrire hun  triangle donn3 trois cercles, 
tels que chacun d'eux soit tangent aux deux autres et b deux c6t3s du 
triangle, est d~sign+ sous le nora de PROBL~MZ DZ MALFATTI, parce que 
cet illustre g+om~tre italien (mort en I807) a, le premier, donn6 la 
construction des trois cercles dans son Memoria sopra un problema ste- 
reotomico, ins~r~ dans les Memorie di matematica e di fisica della Societ2t 
Italiana delle Scienz~e, tomo X, parte I, Modena, MDCCCIII. 

Ce remarquable probl~me a ensuite atilt+ 1'attention de plusieurs 
g+om&res distingu+s; mais aucun n'a donn+ de construction aussi simple 
que celle que propose M a l f a t t i .  Celle-ci d~rive imm~diatement des 
formules qu'il a trouv~es et qui donnent les valeurs de trois segments 
des c6t~s, chaque segment &ant compris entre un sommet et le point 
de contact avec le cercle tangent aux deux c6t6s issus de ce sommet. 
Ces fonxmles, qui sortt, aux notations pros, celIes auxquelles nous arri- 
vons par une analyse alg~brique directe, ont +t+ pos3es a priori par 
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M a 1 f a t  t i ,  et ensuite v3rifi~es par lui avec les ~quations du probl~me. 
Le seul regret qu'il y air ~t exprimer est que ce o~ometre air pr~f~r~ 
montrer que les valeurs qui entrent dans ces formules %rifient les 
~quatzons du probl~me, plutbt que d'expliquer comment il avait trouv~ 
ces valeurs. Nous pensons que c'est pour cette raison que de tr~s esti- 
roubles recueils de probl~mes ont pr~f6r~ presenter la construction de 
S t e i n  e r ,  bien qu'elle soit longue et graphiquement peu exacte. (On 
trouvera cette construction dans les Th~or~mes et Probl~mes de G~o- 
m3tne 313mentaire, par C a t a l a n ,  2 o ~d. I879 ). Notre solution directe 
et ~l~mentmre d6cidera, nous l'esp~rons, ~t faire adopter des formules 
dont l'expression est d'une simplicit~ extreme et dont la construction 
est d'une facilit~ et d'une exactitude graphiques tr~s remarquables. 

2. Signalons les principaux ~crits qui ont ~t~ sugg~r~s par le M~- 
moire de M a l f a t t i .  

G e r g o n n e ,  dans ses Annales, tome I, I 8 I o - I 8 I I ,  arrive fi une 
valeur tr~s compliqu~e du rayon de chacun des cercles cherch~s, et 
avoue qu'il ne peut parvenir ~ en d~duire les formules de M a l f a t t i .  
Dans le tome II, I8I I - I812,  G e r g o n n e  annonce qu'il a re~u la tra- 

duction du travail de M a l f a t t i ;  il est regrettable qu'il n'ai pus cru 
utile de la pubher, car la v~rification de M a 1 f a t  t i est plus courte que 
celle que G e r g o n n e propose pour la remplacer. Duns le tome X, 1819, 
L e c h m u t z donne une solution trigonom~trique directe du probl~me 
de M a l f a t t i ;  reals, comme le fair remarquer S i m o n s ,  (( la lon- 
gueur excessive des calculs ne permet pas d 'y  retrouver un plan d'en- 
semble ~. D'ailleurs, L e c h m u t z ,  s'~tant attach~ ~ obtenir les expres- 
sions des rayons des trois cercles, arrive ,~ des formules moins simples 
que celles de M a l f a t t i  et d'une construction p~nible. 

Dans le tome I, I826, du Journal de Crelle, S t e i n e r  donne une 
construction compliqu~e du probl~me de M a 1 f a t  t i; duns le tome X, 1833, 
Z o r n o w  d~montre cette construction. Duns le tome X L V ,  i 8 5 3 ,  
S r h e 11 b a c h publie une nouvelle %rification des formules de M a 1 fa t t i. 

Dans le tome LXXVI, i873 , M e r t e n s  montre que ces formules sont 
applicables au cas du triangle sph~rique. 

Un g~om~tre franc ais, qm s'est signal~ par de remarquables tra- 
vaux sur un grand nombre de questions lmportantes, C a t a 1 a n ,  a eu 
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le bonheur de r6duire notablement la solution de L e c h m u t z ; son travail 
est ins6r6 dans le tome V, i845 , des Nouvelles dnnales de Mathdmatiques. 

S i m o n s ,  dans le Bulletin de l'Acaddmie de Belgique, I874 , analyse 
les principaux travaux relatifs au probl6me de M a 1 f a t  t i ,  et donne les 
r6sultats auxquels lui-m~me est parvenu. Mais i1 attribue 21 M a l f a t t i  
des formules faisant connaitre les rayons des trois cercles cherch6s: 
c'est 1,~ une erreur quhl importe de relever, parce qn'elle enl6ve 2t 
M a l f a t t i  l 'honneur d'avoir trouv6 les formules les plus simples. 

Enfin, P e l l e t r e a u ,  dans le Compte rendu de la session de x888 
de l'dssociation Franc~aise pour l'dvancement des Sciences, d6montre, par 
la g6om6trie analytique, que l 'on peut obtenir les rayons de trois cercles 
tangents deux ,k deux et tangents chacun ,~ deux c6t6s d'un triangle 
semblable au triangle propos6, en d6terminant d'abord deux droites par 
la construction de rapports de lignes trigonom&riques et de troisi6mes 
pt oportionnelles. 

R~SOLUTION DIRECTE DU PROBL~E~E DE MA. LFATTI. 

3- Supposons le probl6me r6solu. 
Soient (fgure) : 
d B C u n  triangle donn6, 
d r, B r, C' les centres des cercles cherch&, 
D et E, F et G, H e t  I les points de contact des cercles d r, B r, C t 

avec les c6t6s du triangle ; 
O le centre du cercle inscrit au triangle ; 
P, Q, R les points de contact de ce cercle et des cbt6s BC, CA, AB. 
Appelons : 
a, b, c les c6t6s du triangle oppos6s aux angles A, B, C; 
p le demi-p~rim&re du triangle; 
a, [~, y les trois segments A D  ou $E, BFou  B G, CHou CI; 
at, ~r, y, les rayons des cercle~ A r, B r, O inscrits aux angles 

A, B, C. 
La figure donne imm+diatement les trois ~galit+s suivantes: 

i a - - ~ + y +  Gtt, 
b ~ y  + , + ID, 
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Pour calculer G H, menons ,h B C Fa parall~le C/coupant B' G 
en J. Le triangle rectangle B'JC' donne 

-0 - ;  = (~, + v'Y - (~' - f Y ,  
d'ofl l 'on tire 

(N) G H - -  2V~iy '. 

On obtient de m~me 

(P)  

Les triangles semblables ADA'  et A Q O donnent 

O'- r /" 

( 0  T = > - ,~ 

car on salt que A Q ~ p - - a  On trouve de m~lne 

(2)  ~, r 
I~ - -  p - - b  ' 

(3)  
�9 v t r 

7 p - - c  

rO~ r Multipliant membre :t membre les %ahtes (2) et (3), et tenant 
compte de la relation connue 

( Q )  V F  = V @  - . ) ( p  - b)(p - ~ ) ,  

on obtient 

(R) f:' ~' - -  p - -  a [~ v .  
P 

On trouve de m~me 

(S) "(' ~ ' =  p - -  b p Y~'  ~'t3' = P  " C~i3. 
P 
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Par suite des ~gallt~s (N'), (P) et (R), (S), les trois ~quations (M) 
deviennent 

vff=o (4) ~ + y - - a +  2 P . , 

(5) y + ~ - - b + 2  b "VY--~ - -  ~ ' 

(6) ~ + ~--  c + 2v/p-~-~ V ~ = o  - -  o ~ 

c 

En r6solvant ce syst6me d'6quations simultan6es, on obtiendra les 
formules dormant les valeurs des trois segments ~, ~, y, et ensuite, 
au moyen des ~quations (i),  (2), (3), on aura les formules donnant 
les rayons at, [~,, yr. 

Ayant remarqu+ que, si l 'on pose 

~ + y = x ,  y + ~ - - - y ,  ~ + ~- - -~ ,  

la r6solution du syst6me d'6quaaons (4), (5), (6) est ramen6e ~ celle 
d'un autre syst6me k trois inconnues, nous avons er l'id~e de chercher 
la valeur d'un de~ bin6mes tels que (~ + 7). 

Or, les ~quations (5) et (6) peuvent 4tre consid6r6es comme 6tant 
des 6quations du second degr6 dont l'inconnue est V~-; appliquant 
la formule connue pour 61iminer ~, faisant les calculs en conservant 
le bin6me (i3 + 7) ,  remplacant ~y par la valeur que fournit l'4qua- 
tion (4), tenant compte des relations entre p e t  a, b, c, on obtient, 
d'une mani6re simple et rapide, l'6quation suivante: 

(T) (} + y - - b - - c ) V ~ - - V - ( P - - b ) ( p - - c ) ( ~  + y) 

+ p V C 0 - b )  C 0 -  0 = o. 

Puis, en 61iminant V ~ -  entre les 6quations (4) et (T)  et en tenant 
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compte de la relation (Q),  on arrive ~t l'6quation 

I25 

(7) (13 + Y)" - -  2 (P - -  r) ([3 + r ) + a ( b + c ) - - e P r ' - o ,  

qui donne la valeur du binbme (,8 + Y). 
It est facile, par analogie, d'6crire les 6quations qui donnent les 

valeurs des bin6mes (g + =) et (= + [3). 
Pour qu'une racine de l'6quation (7) convienne au cas de figure 

consid6~, il faut qu'elle soit r~elle, positive et inf6rieure ~ a. 
Comme le r&lisant de l'~quation (7) est la quantit~ positive 

(p - -a )= + r ' ,  

les deux racines sont r6elles Elles sont positives, car leur sormne et 
leur produit sont positifs. La substitution de a au bin6me (~ + ),) clans 
le premier membre de l%quation (7) donne le r&ultat n+gatif 2 r (a - - p ) :  
donc l 'une des racines est comprise entre z&o et a, l'autre est sup~- 
rieure ~t a. Par suite, la petite racine de l'dquation (7) seule convieut au 
cas de figure o~, les cercles cherch~s sont int~rieurs a,, triangle donn~; 
(rappelons que M a l f a t t i  et tous les g+om~tres qui ont publi~ des tra- 
vaux sur son probl6me n'ont consid&& que ce cas de figure.) 

4 Second cas de figure dt~ probl~me de M a l f a t t i . - - P o u r  inter- 
pr#er la seconde racine de l'+quatton (7 ) ,  nous avons consider6 un 
cas de figure dans lequel la somme des segments situ6s sur un c6t6 
est plus grande que ce c6t6; nous avons eu d'abord les trois 6qua- 
tions (I) ,  (2), (3),  et ensuite trois 6quations, que nous d6signerons 
par (4), ,  ('5),, (6) , ,  qui ne &if+rent des fiquations (4), (5), (6) qu'en 
ce que le terme irrationnd a l e  s i g n e - - a u  lieu du signe + .  L'~limi- 
nation de = entre les ~quations (5), et (6), donne encore la r~sul- 

tante (T) .  L'+limination de V~-7- entre les +quations (4), et ( T )  donne 
l'&quation 

(7), 

Pour qu'une racine de l'~quation (7), convienne au cas de figure 
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consid6r6, il faut qu'elle soit r&lle, positive, supdrieure ~ a et inf~- 
rieure ~ la distance (b + c) des points de contact des cercles ex-in- 
scrits aux angles B e t  C. 

Comme le r+alisant de l'dquation (7), est la quantit6 positive 

(p - -  a) ~ ~- r ~ , 

les deux racines sont r&lles. Elles sont positives, cat leur somme et 
leur produit sont positifs. La substituuon de a au bin6me (~ + y) 
dans le premier membre de l'6quation (7), donne le r6sultat positif 
2 r G 0 -  a) :  donc a est ext6rieur aux racines, et comme a est plus 
petit que leur demi-somme (p + r), les deux racines sont sup6rieures 

a. La substitution du bin6me (b + c) au bin6me (f3 + y) darts le 
premier membre de l'dquation (7), donne le r6sultat n6gatif2 r ( p - - b n c )  : 

donc l'une des racines est comprise entre a et (b + c) et l'autre est 
sup&ieure ~ (b + c). Par suite, la pet#e racine de l'dquation (7), seule 

convient au cas de figure ol, chaque cercle cherch~ est tangent b deux c6t~s 
du triangle et coupe le troisi~me. 

5. Convention sur le s~gne de r , - - O n  remarque que l'6quation (7) 
devient l'6quation (7), si l 'on y remplace r p a r -  r; donc la petite 

racine de l'~quation (7) convient au premier cas de figure en y dormant 

11 r le signe + ,  et la grande racine de cette dquation convient au second 

cas de figure en y donnant ~t r le signe - -  

6. Formules dormant les segmen t s . - -Les  racmes de l'dquation 
(7) sont 

(8) ~ -+- 7 = p - -  r--t- a', 

erl remarquant que la quanut~ sous radical ~gale A--D ~ ou a '~-. 
Par analogie, on peut &rite: 

(9) 7 + o~ - - ' p - - r+- -_b  I, 

( i o )  . + - - p  - -  r •  
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En d~signant par . , ,  ~,, y, les valeurs d e . ,  ~, T correspondant 
au premier cas de figure, et par ~ ,  ~ ,  T~, celles correspondant au 
second, mettant en &idence le signe de r, on trouve ais~ment, au 
moyen des ~.quations (8), (9), (to), les formules suivantes, o~l routes 
les lettres repr~sentent des quantit~s positives: 

(IO 

pour le premier cas tie figure 

2 ~ , - - p - - r  + d - - b  r - - c ' ,  

2 ~,  - -"  p - -  r - -  a '  + b' - -  c ' ,  

2 y , - - p  - - r  ~ a' - -  b' + c'; 

(i2) 

pour ]e second cas de figure: 

2 . .  = p + r ~ a' + b' + c', 

2 ~ =  p + r + a ~ -  b' + c', 

2y~---p + r + a' + b ' - - d .  

7. Premi'ere construction des cercles cherch3s. ~ Elle consiste sim- 
plement ~ construire la somme des lignes affect&s du signe + ,  ~ en 
retrancher la somme des hgnes affect&s du s igne- - ;  la moiti~ de la 
difference est un segment. Portant les segments sur les c6t~s, on ales 
points de contact des cercles cherch~; des perpendiculaires aux c6t& en 
ces points donnent leurs centres sur les bissectrices. Telle est ,  .~ peu 
pros, la construction si simple de M a l f a t t i .  

8. Seconde construction des cercles cherch~s. ~ Consid~rant les for- 
mules ( I I )  et (12), on volt que 1'on peut &rite 

- - p + r + d  +b '+c '  
(I3) d - - . ~ - - ' b ' - - ~ , = c ' - - T , =  

2 

(I4) a ' + . ~ - - b  w + ~ - - c ' + T ~ - -  p + r + d  + V + d  
:2 
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Nous d6signerons par l~, et par ~= les valeurs qui forment les der- 
niers membres de ces 6galit&. 

D'apr~s ces 6gaht~s, si l 'on porte sur les blssectrices du triangle, 
partir de ses sommets, des dist.mces respectivement 6gales aux seg- 

ments ayant ces sommets pour origine, on obtient sur les blssectrices 
trois points 2/,,  B , ,  C, s~tu6s sur un cerde de rayon ?, dans le premier 
cas de figure, (cette construction a 6t6 signal6e par S im o n s ;) et trois 
points A. ,  B=, C= situ& sur un cercle de rayon i~= dans le second cas de 
figure. 

Les deux cercles de rayons ~, et t~ ayant 6t6 d6crits, on obtient 
facilement les points de contact des cercles cherch& avec les cbt6s. 

9. Valeurs des segments en fonction des c6tds. ~ On peut trouver 
les valeurs des segments en fonction des c6t~s, car 1'on connait la 
formule (Q)  donnant r, et on obtient ais6ment les suivantes: 

bc(p--a) b,=__ac(p--b) a b ( p - - c )  
(7")  a"  - -  - P , P , c '~ - -  P 

IO. Propri~tds lirdes des valet~rs des segmenls. ~ Des valeurs des 
segments dans les deux cas de figure, oll peut tirer dwerses propfi6t6s 
relatives ,k la figure fortune par le triangle donn6 et par les six cercles 
obtenus; voici quelques propri~t6s remarquables : 

i ~ ,,= -t- - = - -  ~, + f3. = y, + 'y= = p .  

2 ~ % ~ % - - r - - a  r + b r + d,  etc. 

% - - ~ - - ~ ( % - - ~ ) - - - d - - b ' ,  etc. 

o % + ~ = - - ( %  + ~q) - - -2 ( r  + c'), etc. 

5 ~ Les points de contact du cercle inscrit ~ un triangle ayant pour 
c6t~s les valeurs de (fi~ + 7i), (7, + ~,), (% + ~,), ou .~ un triangle 
ayant pour c6t& les valeurs de (c~ + ./.), ('r, + ~ ) ,  (~= + 13=), d~ter- 
minent sur les c6t& des segments ~gaux ~ a , ,  f,,, y, ou ~ a, ,  ~ ,  7,- 
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R E C H E R C H E  DES DIVERS GAS DE F I G U R E  DU P R O B L E M E  

DE M A L F A T T I .  

i i. En examinant les positions relatives de trois cercles satisfaisant 
aux conditions de l'~nonc~ du problbme de M a l f a t t i ,  nous avons 

trouv~ les cas de figure suivants : 
t. - -  Si les trois cercles sont tangents deux ~ deux ext~rieurement, 

z~ les trois cercles sont dans le triangle donn~ ; a ~ chacun des trois 
cerdes coupe le c6t~ auquel ll n'est pas tangent; (ces deux cas sont 
ceux que nous venons de traiter;) 3 ~ les trois cercles sont dans un 
m~me angle du mangle et tous trois ext&ieurs au triangle : il y a alors 
trois eas de figure; 4 ~ les trois cercles sont dans un m~me angle du 
mangle, deux &ant tangents au c6t~ oppos~ k cet angle, l'autre coupant 
ce c6t~: alors il y a encore trois cas de figure. Done le probl~me de 
M a 1 fa t  t i pr~sente h~dt cas g/mr de figure lorsque les trois terries 

sont tangents ext~rieurement. 
Les syst&x~es d'~quations relates aux six derniers cas sont analogues 

ceux des deux premiers. 
I I . -  Si deux des cerdes sont tangents ext&ieurement et si le 

troisi~me est int~rieur ,~ l 'un des pr&~dents, il faut, pour qu6 ce cercle 

soit tangent aux deux autres, que les trois eercles soient tangents au 
m~me point; alors, chaque cercle int~rieur est duns l'angle oppos~ par 
le sommet ~ chacun des angles du triangle. Le probl~me de M a l f a t t i  
pr~sente alors six cas parhcul~ers de figure. 

L'une des trois ~quations du syst&x~e relatif ,k chacun de ces six 
cas de figure ne contient pas la racine du produit de deux inconnues. 

Ili. ~ $1 deux des cercles sont tangents entre eux ext&ieurement 
et tangents int~rieurement ,~ un troisi6me cercle, il faut qu'alors les 
points de contact du plus grand cercle avec deux c6t~s du triangle 
soient les points de contact des deux petits cercies avec ces m~mes 
c6t~s; de plus, ou les deux petits cercles sont iut~rieurs au triangle et 
tangents k un m~me c6tfi quelconque: d'o6 il r~sulte trois cas de figure; 
ou les deux petits cercles sont ext~rieurs au triangel et tangents ~ un 
m~me c6tfi quelconque: d'ofi il r&ulte trois cas de figure. Le probl6me 
de M a l f a t t i  pr&ente alors six cas parhc~liers de figure. 

Rend. Ore. Matem., t. III, parte I~.--Stampato ii x 7 maggio i889. 17. 
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Deux des trois ~quations du syst~me relatif ~ chacun de ces cas 
de figure ne contiennent pas la racine du produit de deux inconnues. 

IV. - -  Si les points de contact du grand cercle et des deux petits 
sont tous trois sur les trois c6t~s du triangle, les trois cercles se con- 
fondent, et on a pour solutions particuh~res le cercle inscrit et les trois 
cercles ex-inscrits au triangle. 

Paris, le I8 f&rier i889. 

ERNEST LEMON. 


