H. v. Mangorpr. Die Nullstellen der Riemannschen Funktion £(7). 1

Zur Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Funktion ().

VYon

H. v. Maxeorpr in Danzig.

B. Riemann hat in seiner Abhandlung , Uber die Anzahl der Prim-
zahlen unter einer gegebenen Grofe“*) ohne Beweis die Behauptung aus-
gesprochen, dafl die dort mit £(¢) bezeichnete Funktion unendlich viele
Nullstellen habe, und daB die Anzahl derjenigen dieser Nullstellen, deren
reelle Teile zwischen O und einer groBen positiven Zahl 7' enthalten sind,
naherungsweise durch den Ausdruck

dargestellt werde.

In einer fritheren Arbeit®**) habe ich gezeigt, daB der Unterschied
zwischen diesem Nzherungswerte und der darzustellenden Amzahl fiir
T > 12 absolut genommen kleiner bleibt als

0,34 - (1T)*+ 1,35 - 1T + 2,58.

Im Nachfolgenden soll dargetan werden, daB sich unter der Voraussetzung
T> 28558, fiir den absoluten Wert des erwihnten Unterschiedes eine
noch tiefer liegende, mur bis zur Grifenordnung von 1T ansteigende
Grenze angeben 148t, nimlich

0,43200 17 + 1,91662 11T + 13,07873.

*) B. Riemann, Monatsberichte der Berliner Akademie 1859, S. 671 = Ge-
sammelte Mathematische Werke, Leipzig, 1. Auflage, 1876, S. 136; 2. Auflage,
1892, 8. 145.

**) Das Zeichen la bedeutet hier, so wie tiberall im Nachfolgenden, den natiir-
lichen Logarithmus von a.

) H. v. Mangoldt, Journal f. d. r. w. a. Math. 114, 1895, 8. 266.
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1.
Nach willkiirlicher Annahme einer positiven Konstanten a, die groBer
als —;— ist, denke man sich (Fig. 1) in der Ebene der komplexen Ver-

dnderlichen ¢ durch den Punkt (— 7a) eine Parallele zur Achse des Reellen
und durch den Punkt 7' eine Parallele zur Achse des Imagindiren ge-
zogen. Den Wert 7' selbst denke man sich so gewihlt, daB die letztere

By oo

—ia ‘\ T za
T-12a

Fig. 1.

Parallele durch keine Nullstelle der Funktion £(¢) hindurchgeht. Wenn
dann N die Anzahl derjenigen Nullstellen der Funktion £(f) bezeichnet,
deren reelle Teile zwischen O und 7' liegen, jede so oft gezihlt, als ihre
Ordnungszahl angibt, so ist das Produkt 22N, wie aus bekannten Eigen-
schaften der Funktion £(¢) folgt, gleich dem Doppelten des Zuwachses,
welchen der Koeffizient von ¢ in dem Ausdruck 7£(¢) erfdhrt, wenn ¢
stetig fortschreitend nacheinander die beiden Strecken
—ia---T—40 wd T—zca---T

durchlduft. Als Anfangswert von l£(¢) fiir { = — ¢a kann hierbei der
reelle Wert angenommen werden und aus diesem sind dann die {ibrigen
in Betracht kommenden Werte von l£(f) durch stetige Fortsetzung ab-
zuleiten.

Fiir die erste der beiden erwihnten Strecken hat die Berechnung des
entsprechenden Zuwachses ®,(a, T') des Koeffizienten von ¢ in dem Aus-
druck 1£(¢) keine Schwierigkeit. Aus der Formel, welche nach Riemann

die Funktionen £(¢) und £(s) miteinander verbindet, folgt nimlich zu-
nichst

Nun denke man sich eine reelle Verinderliche z, welche stetig wachsend
das Intervall O ... 7 durchliuft, und verstehe unter

E(T—ia); IM(p+2+i3); W(5+a+il)
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diejenigen Werte der Logarithmen
iy T (;+5+it); &(5+aet+iv),
welche sich aus den reellen Werten der Logarithmen
lg(—ia); M(3+3); 1&(5+0)

durch stetige Fortsetzung fiir v = T’ ergeben. Fiir alle anderen vorkom-
menden Logarithmen mogen die Hauptwerte genommen werden.
Dann folgt aus (1)

@) 1(T—ia) =TT (5 +o+im)+i(a—g+iT)—(F+o+is)ln
+1¢ (5 +a+iT).
Nun ist nach T. J. Stieltjes®)
O
= (re+ig)iGHe+ig)-(t+i+is)
+—2—l(2av)+J(z-+-§;;H-§—),

wo J (;1— + % + z—g;) ein Erginzungsglied bedeutet, dessen absoluter Wert

mit geniigender Genauigkeit abgeschitzt werden kann und bei unbegrenzt
wachsendem 7' dem Grenzwert O zustrebt.

Durch Einfihrung dieses Ausdrucks fiir ITT (—i—-{— —Z--i—i—gl) in Glei-
chung (2) folgt

3) 1E(T—ia) =(—i——}-%—i—i—g)l(%+%+i—2£)—(%+%+i—§—)(l+lm)
+z(a-——;—+z‘T)
ten (e it) 47 (4 ),

Infolge der Festsetzungen, welche zur eindeutigen Erklirung der
vorkommenden Logarithmen getroffen wurden, ist nun der oben erwihnte
Zuwachs ®,(a, T), um dessen Berechnung es sich handelt, nichts anderes
als der Koeffizient, den ¢ erhilt, wenn man die rechte Seite der vor-
stehenden Gleichung in ihren reellen und ihren imaginiren Teil zerlegt.
Man hat aber

¥) T.-J. Stieltjes, Journal de Mathématiques pures et appliquées (4) 5, 1889,

S. 431, Formel (20). 1
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(2D
L
=l—2—+—-2—l[1+ 1—]—2a 2]-{—?« a}1‘(1th1-}~20¢),

wo fiir das Zeichen arctg der zwischen 0 und ~2— liegende Bogen zu nehmen

ist. Hieraus erhilt man, wenn man durch &, und &, reelle zwischen O
und 1 enthaltene Zahlen bezeichnet, deren genaue Werte fiir das Nach-
folgende nicht erforderlich sind,

g +i5) 1 () (-0 )
Ahnlich ist

l(a~%—+iT)=l( N 1
.—ZT-H( 2"‘2T1)+512‘-
=17+ 311+ (4F) [+ (E-2,245Y) 0<o,<).

Endlich ist, wenn R den absoluten Wert und © die Abweichung der
komplexen Zahl ( + - +z———) bedeutet, nach T. J, Stieltjes¥)

T(F+e+ig)|<—

i 4 2 2 { 12R(cos —2—)

Nun ist aber im vorliegenden Falle

R>3 wml o<7Z,
folglich
cos —9> —

V2

s <ok

und daher

Unter Beriicksichtigung dieser Ergebnisse erhilt man aus Gleichung (3)
durch Vergleichung der imaginiren Teile, wenn man zur Abkiivzung den

Koeffizienten von ¢ in dem Awusdruck 1§ (—;— +a+41+T ) durch

Z(a,T)
bezeichnet und unter 5 eine reelle zwischen —1 und + 1 enthaltene Zahl
versteht,

*) T.-J. Stieltjes, a. a. O. S. 433, Formel (26).
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Oy(a, T) = 5l — 5 (1+1z) + (%+—g-)—;i + Z(a, T)
n 1+42a)? 3 a\ 1+2a 2¢—1) 1
+3T+{&1 % % (_4"'1"2") 2 _'83"‘2—_}T’

und nach Zusammenfassung der Anfangsglieder und Vereinigung der
beiden negativen Korrektionen zu einer einzigen

@ 0,0, T) =41t — 5+ (T +9) 7 + 2, 1) (-—1<v <1)

7 (142a)? 4a* 160 —1) 1 0<9, <1
+—3—T+{ﬁl 16 — ] }b—" O<'3'<1

T

2.

Mehr Schwierigkeit bereitet die Abschitzung des Zuwachses @,, den
die Abweichung von §(¢) erfihrt, wenn ¢ die Strecke vom Punkte (7—ia)
bis zum Punkte 7' durchliuft. Man gelangt zum Ziel, indem man diesen
Zuwachs mit demjenigen Zuwachs ®, vergleicht, um welchen die Ab-
weichung von £(f) zunimmt, wenn # auf dem geraden Verbindungswege
vom Punkte (77—i2a) zum Punkte (T—ia) iibergeht, und sich ®, gemiB
der Gleichung O, = &y + (P, — )

in zwei Bestandteile zerlegt denkt.

Um den ersten dieser Bestandteile zu finden, hat man nur nétig,
in Gleichung (4) die Konstante a durch 2¢ zu ersetzen und den so sich
ergebenden neuen Wert von @, von dem urspriinglichen abzuziehen. So
erhilt man, wenn man immer die Korrektionen gleichen Vorzeichens in

eine einzige zusammenzieht,

2

(5) Oy =—a>+ 2@, T)—Z2a, T) + 1357
3624 68a—1 , 240+ 40a—1y 1
+{’9 16 -9 16 }T

O<o<l; 0<¥<).
Zur Abschitzung der Differenz (®, — ®;) dienen folgende Uberlegungen
Man denke sich die Funktion £(f) als Produkt ihrer Linearfaktoren in

der Weise dargestellt, daB man je zwei Linearfaktoren (1 — —) und (1 + )

welche zwei entgegengesetzt gleichen Nullstellen & und (— «) entsprechen,
unmittelbar aufeinander folgen 148t, oder doch nur um eine unter einer
festen Grenze bleibende Anzahl von Plitzen vomeinander trennt. Nun
lasse man die Verinderliche ¢ irgend einen durch keine Nullstelle der
Funktion £(¢) fihrenden Weg von endlicher Linge stetig durchlanfen.
Dann bilden die Anderungen, welche die Abweichungen der einzelnen
Linearfaktoren von £(¢) hierbei erfahren, in derjenigen Anordnung, die
der Reihenfolge der Linearfaktoren entspricht, eine konvergente unend-
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liche Reihe, deren Summe mit der Anderung der Abweichung der Funk-
tion £(¢) ibereinstimmt. Ebenso kann auch die Differenz (d,—®,) in
eine konvergente unendliche Reihe von Gliedern aufgelost werden, die

der Reihe nach den in der oben angegebenen Weise geordneten Linear-
faktoren der Funktion £(?) entsprechen.

Nun sei .
«=f+1y,

wo 8 und p reelle Zahlen bedeuten, irgend eine der Nullstellen der
Funktion £(¢), und es werde im Nachfolgenden unter dem Zeichen arctg

immer der zwischen (—— —g—) und 325 enthaltene Bogen verstanden. Dann

wird der Zuwachs, den die Abweichung des der erwihnten Nullstelle ent-
sprechenden Linearfaktors

1 )
1 e —m[t—(ﬁ—!-w)]

erfihrt, wenn ¢ die Strecke (I'—ia) --- T durchliuft, in allen Féllen

durch den Ausdruck
arctg (—ZT—:!—__—% — arctg T%Tﬁ
dargestellt (vgl. Fig. 1).

Ahnlich ist der Zuwachs der Abweichung des nimlichen Linearfaktors
fiir den Fall, daB ¢ die Strecke (I'—i2a)- - - (I'—ia) durchlduft, in allen
Fillen gleich
aty

—B
Folglich ist der Beitrag, den der betrachtete Linearfaktor zu der Differenz
(b, — ;) lLiefert, gleich

{arctg +ﬁy arctg T+g (arctg +g arctg T-%i)}

Nun mdgen, nach willkiirlicher Annahme einer positiven Zahl %, zwei

Félle unterschieden werden, je nachdem

| T—B| <2k oder |T—B|=2Fk

ist, und dementsprechend moge die Differenz (¥, —®,) in eine Summe
zweier Teile o,, @, gespalten werden, deren erster @, aus der Summe der Bei-

trige derjenigen Linearfaktoren (1—— T ) besteht, bei denen | I'— 8| << 2%,

also
T—-2E<B< T+ 2k
ist, wihrend der zweite w, die Beitréige aller iibrigen Linearfaktoren umfaft.

Zur Abschitzung von o, denke man sich das Intervall (T—2%)---(T+2%)
in die beiden Teile

(T—2k)---T uwnd T-.-(T+2k)

arctg
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zerlegt und fiir jeden derselben die Anzahl derjenigen Nullstellen g -+ iy
abgezihlt, fir welche 8 im Innern des betreffenden Teiles liegt. Falls
mehrfache Nullstellen vorkommen sollten, wire hierbei jede einzelne der-
selben so oft in Anschlag zu bringen, als ihre Ordnungszahl angibt. Die
groBere der beiden so sich ergebenden Anzahlen heife K. Dann zeigh
sich, daB
T
loy | <K 5
sein mub.

Ist nimlich zunichst p = 0, also f eine reelle Nullstelle der Funk-
tion £(¢), so ist der Beitrag des entsprechenden Linearfaktors zu der
Differenz ¢, — @, gleich der Differenz zweier spitzen Winkel von gleichem
Vorzeichen, n#mlich der beiden Winkel, unter welchen die Wege
(T'—ia)y--- T and (I'—42a)---(T—ia) vom Punkte B8 aus gesehen

erscheinen. Der absolute Wert dieses Beitrages ist daher < —725

Ist zweitens (8+¢y) wo y 20 ist, eine imaginire Nullstelle der
Funktion £(¢), so gehort zu ihr eine konjugiert imaginiire Nullstelle (8 —iy),
und der absolute Wert der Summe der Winkel ¢, ¢, (Fig. 2), unter

By,
0 *ZYNZ\T

Fig. 2.

welchen der Weg (7'—ia)---T von den Punkten (f+4y) und (8—1iyp)
aus erscheint, liegt zwischen O und z. Denn |g,| ist kleiner als der
Basiswinkel & des gleichschenkeligen Dreiecks mit der Spitze I und

i
0 N7

B-iy .
Z-ia

7-22a

Fig. 8.
(0+]|@,]) ist <m. Ebenso ist (Fig. 3) die Summe der Winkel, unter
welchen die Strecke (T—4¢2a)--- (I'—ia) von den Punkten (8 +4y) und
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(B—1y) erscheint, absolut genommen <z, weil beide Gesichtswinkel spitz
sind. Zugleich hat diese Summe stets das n#imliche Vorzeichen wie die
Summe (p; + @s).

Die Differenz der beiden eben erwihnten Summen ist daher absolut
genommen < =w. Diese Differenz stellt aber dsn Beitrag dar, welchen die
den Nullstellen (f44¢y) und (f—7y) entsprechenden Linearfaktoren zu-
sammengenommen zu der Zahl o, liefern. Jeder solche Gesamtbeitrag
ist somit absolut genommen <z, so da8 durchschnittlich auf den ein-

zelnen Linearfaktor ein Beitrag entfillt, dessen absoluter Wert < —’2!- ist.

Da ferner zwei Nullstellen, deren reelle Teile auf verschiedenen Seiten
von T liegen, zu Beitriigen von enfgegengesetzten Vorzeichen AnlaB geben,
so erhdlt man bei der Abschitzung von |w,| sicher zu viel, wenn man
nur diejenigen Nullstellen in Betracht zieht, deren reelle Teile im Innern
des einen der beiden Intervalle (T'—2%)-.- T und T--- (T+2k) liegen,
nimlich desjenigen, dem die meisten Nullstellen entsprechen, und fiir jede

einzelne derselben -g— in Ansatz bringt. So ergibt sich

T
{mll <K“2—)

wie behauptet wurde.
Im zweiten Fall, wenn | 7— 8| > 2F ist, empfiehlt es sich, den oben

angegebenen Beitrag des Linearfaktors (1 ~3 _: iv) zu der Differenz (d,— ;)

durch Anwendung des Taylorschen Satzes in der einfachsten Form um-
zuformen. Man erhilt so:

{ arctg 7 +ﬁy arctg T il ; (aTCtg T — + ; arctg 'T{T) }
a 1 1
=T T3 {1_1_(‘1(1__;:%"‘_3’)2 1+(“ﬁ+‘3y) }

- ao(T—P) {[a(1+8) + 7]’ — (¢8+49)*}
{(T—=p*+ [a@+2) 4 v} {(T—H* + (a¥+1)*}

— 2 ) (I—p? ) 1
= (202 T TP @B T 7T
<o),
Hieraus folgt
arctg 7 +g arctg T_Hﬁ’ (alctg T+; arctg 7'%73-) z
2 . —
< a*(3a+2p) ]T ma
<a*(Ba+1)-

lT 1T—8F
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Die Reihe der Beitriige, welche diejenigen Linearfaktoren (1—- B':}%&') ,
bei denen |T'— | > 2k ist, zu der Differenz (®,— ;) liefern, ist daher
unbedingt konvergent. Deswegen kann die frither angedeutete Voraus-
setzung iiber die Anordnung der Glieder dieser Rethe jetzt fallen gelassen
und an Stelle der fritheren jede andere Anordnung gesetzt werden. Ins-
besondere kann man zonichst alle positiven Glieder, das sind diejenigen,
in welchen §< T ist, zu einer Summe X, und dann alle negativen Glieder,
das sind diejenigen, wo > T ist, zu einer Summe (— X,) vereinigen,
und die Summe o, der Beitrige aller Linearfaktoren der betrachteten Art
gleich der Differenz (X, —%,) setzen. Hierans geht hervor, daB ||
kleiner ist als die grdBere der beiden Zahlen X, X,, also erst recht
kleiner als

2
(3@—}-1)2 [T— ms)
wo die Summe X’ entweder nur iiber diejenigen Nullstellen (8- 4y) zu
erstrecken ist, fiir welche § > T 4- 2k ist, oder nur iiber diejenigen, fiir
welche 8 < T — 2k ist, je nachdem der eine oder der andere Fall den
groferen Wert von X’ ergibt.

Durch Zusammenfassung der Ergebnisse, zu denen die Betrachtung
der beiden vorhin unterschiedenen Félle gefiihrt hat, erhilt man

(6) |0y — Py | < K2 4 a*(3a-+1) % )T T

Nun ist die Abschitzung von @, ausfiihrbar. Dureh Verbindung der
Formeln (5) und (6) ergibt sich niémlich aus

. by = O + (B —by)
die (leichung

() &y=—af+Za,T)— Z(2a,T)

1 2 1<77<1
+ n{K%+a2(3a+1)2,}—T—W'}'7} O<’ﬁ'<1 .

36024 680 —1 ,24a2+40a-—1 0<¥'<1
=% e
Und fiir die durch die Gleichung
N= <I)1 +¢'2
T

bestimmte Anzahl N derjenigen Nullstellen der Funktion £(#), deren
reelle Teile zwischen O und T' Liegen, folgt aus den Gleichungen (4) und
(1) der Ausdruck
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T,T T 7 2Z{a, TY— Z(2a,T)

K  a*(Bat+1) , 1 1

g+ er—mﬁﬁ} 0<8,<i '
5a°+9a _,32a*+T20—8) 1 0<¥'<

+ {& 3 9 16 }777‘

3.

Wenn man sich nun lediglich davon tiberzeugen will, daB der absolute

Wert des Unterschiedes zwischen der Anzahl N und dem Riemannschen
N dherungswert —2—1—1- 1= L
T 27 27

der Ordnung 7 unendlich werden kann, so geniigt es, in Gleichung (8)

bei unbegrenzt wachsendem 7' hochstens von

= —32— zu setzen und fiir £ den Wert
% =1tg 1 = 155741
zu wihlen. « Dann wird nimlich

Z(a, TYZ|1E(2+4T)]

1 1 1 1 1
sl 2'{-——-—+—-—~—-f—~+~—————s—+~-}§
= p2+m D) p2(2+zT) 3p3(2+zT) ’

wo die Summe iiber alle Primzahlen p von 2 bis ins Unendliche zu
erstrecken ist, folglich

2, DI D G+ tsi+ o |—w@=1%

Ebenso ergibt sich, daB auch |Z(2a, T)| den endlichen Wert lfg nicht

zu iiberschreiten vermag.
Ferner bleibt die Anzahl K bei den angegebenen Werten von a und %
nach einem Satze, den ich frilher bewiesen habe*) bestindig kleiner als

AT+ %) < xlT+ 5

DaB endlich auch die Summe Z’ﬁ’——%‘ﬁ? hochstens von der Ordnung

!T unendlich werden kann, ergibt sich durch folgende Betrachtung:
Wenn » irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, so ist dafiir, daB

(9) 2ua <|T—B1 < 2(w+1)x
sei, notwendig, daB B entweder dem Intervall
T+ 2vx--- T+ 2(w+1)x,

T—2w+)x--- T —2vx
*) v. Mangoldt, Journal f, d. r. u. a Math. 114, 1895, 8. 265.

oder dem Intervall
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angehdre. Die Anzahl derjemigen Nullstellen g + ip der Funktion £(),
fiir welche g nicht auBerhalb des zuerst erwihnten Intervalles liegt, ist
aber nach dem gleichen Satze wie oben kleiner als
2 [T+ Qv+1)x],

und dieser Ausdruck stellf, wie aus der zum Nullpunkt symmetrischen
Verteilung der Nullstellen der Funktion £(¢) folgt, auch fiir das zweite
Intervall eine Grenze dar, hinter welcher die Anzahl derjenigen Nullstellen,
fir die § dem zweiten Intervall angehért, in allen Fillen zuriickbleibt.
Daher erhilt man fiir k¥ = %, indem man in der Summe X’ immer alle
diejenigen Glieder, fiir welche ein und dieselbe Ungleichung von der
Form (9) besteht, zu einer Gruppe zusammenfaBt,

> ,x T < ;? wl e
- Z(1+(2v+1)x)

1 <31 1 T
<§Z§ZF'ZT+§?Z -
y=1 y==1
£(3) 1 °°2a:+1 1
<agalT+g- D T

r=1

£6) ;m , 2D FE® 1
<gag ! T+t—% 7

Die Summe X’ kann daher hochstens wie !7 unendlich werden, womit
auch die hinsichtlich der Anzahl NV ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.

4.

Wenn man nun aber fiir den absoluten Wert des Unferschiedes
zwischen der Anzahl N und dem Riemannschen Niherungswert

T 1 T r
2% 2z 2%
eine obere Schranke von der Form
AlT + B

gewinnen will, in welcher 4 eine mdglichst kleine positive Konstante und
B einen Ausdruck von niedrigerer GriBenordnung als I7 bedeutet, so
sind noch einige weitere Betrachtungen erforderlich: Man setze in Glei-
chung (8) L
a4 = ) + % ’

wo % eine spiter in geeigneter Weise zu bestimmende Zahl bedeutet,
welche, wie sich herausstellen wird, sweckmisig von der Ordnung 77 7u
wihlen ist und von vorn herein der Ungleichung ‘
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(10) 0<u<091413

unterworfen werden kann. Dann erhilt man zunichst

| Z(a, T)| = lZ(—;——{—u, T)[ < |1E(L+utiT)| < (1 4u).
Nun ist aber

1 1
(1+u’) 2 1+u<1+/ 1+u""1+7[= i—u)

1

also
W +u) <I(14u) —lu <u—lu,
folglich auch

(11) iz(%+u,T)}<—Zu+u.
Zweitens ist
1Z(2a, T)| = | Z(1+2u, T)| < }zg(-g—-mu +iT)I,
folglich
(12) 1220, T)| L1 (5 +20) <1¢(3)-
Um drittens fiir K eine obere Grenze zu gewinnen, fasse man zunichst
diejenigen Nullstellen der Funktion £(f) ins Auge, deren reelle Teile nicht

auBerhalb des Intervalles T'--. (T4 2F) liegen. Die Anzahl K, dieser
Nullstellen geniigt der Ungleichung

2k 1 1
(18) K aretg o <P (54w T+28) — &, (5+u, 7).
Denn, wenn die Verénderliche ¢ stetig die Strecke
T (—;—+u)-~-1’+2k—-@'(—g—+u)

durchliuft, erfahrt die Abweichung jedes einzelnen Linearfaktors der
Funktion £(¢) einen positiven Zuwachs¥*), und dabei entspricht jeder Null-
stelle, deren reeller Teil nicht auBerhalb des Intervalles T'-.. (74 2F)

liegt, ein Zuwachs, der grofer ist als arctg ; :{6“ .
Schon die Summe dieser Zunahmen tibersteigt daher den Wert
K, arctg I—%% - Umsomehr muB der Gesamtzuwachs der Abweichung der

Funktion & (¢), welche durch die Differens &, (5 +u, T+2%) — &, (5+%7)

dargestellt wird, groBer sein als K, arctg —1—%::—“ .

¥ Vgl. H. v. Mangoldt, Journal f. d. r. u. a. Math. 114, 1895, S. 258{.
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Nun folgt aber aus Gleichung (4)
I+2k, T2k T2k T,T T
¥y (a, T+2H) — O, (a, T) = (FE2E2 22 T2 (T T )

7f 2 2 2« 2
+Z(a,F428) ~ Z(a, T)+ 4 {2 4 B I0a—1),

Fir o < —i— + 0,97413 = 147413 ergibt sich hieraus nach Umformung der
am Anfang der rechten Seite stehenden Differenz mittels des Taylorschen
Satzes

O, (a, T+28)— &, (a, T) =2k -+ 1 L2

+2Z(a, T+2%)—Z(a, T+ 75 - 5,5511

=kl + k(14 255) + Z(0, T+2) — Z(a, T)
Y|
+ 75,5511
T
~=kls—+ Z(a, T+2k) — Z(a, T) + 7 (2k*+ 5,5511).

Setzt man nunmehr a = —é— + %, so erhidlt man unter Beriicksichtigung
der Ungleichung (11)

&1 (5 + 1 T+28) — &, (3 +u, T) bl — 20u+2u + 7 (2K + 5,5511).

Folglich ist
1

2k
Ty

Wie sich spiter herausstellen wird, ist fiir £ ein zwischen 0,67 und
0,68 enthaltener Wert zu wihlen. Ferner kann 7'>12 genommen werden,
da die Funktion £(f) keine Nullstelle hat, deren reeller Teil absolut ge-
nommen X 12 wire. Fiir Werte von % und 7, welche diese Bedingungen
erfiillen, nimmt aber die rechte Seite der Ungleichung (14) mit wachsen-
dem 7 zu. Diese rechte Seite stellt daher, falls 7'> 12 ist, nicht nur
fir das Intervall 7'-.. (74 2Fk) eine obere Grenze fiir die Anzahl der-
jenigen Nullstellen der Funktion £(¢) dar, deren reelle Teile diesem
Intervall angehéren, sondern zugleich auch fiir jedes andere Intervall von
der Linge (2F), dessen dem Nullpunkt zunichst gelegenes Ende von
diesem einen Abstand hat, der << 7 ist. Insbesondere ist die rechte Seite
der Ungleichung (14) auch eine obere Grenze fiir die Anzahl derjenigen
Nullstellen, deren reelle Teile dem Intervall (I'—2k) --- T angehéren,
also auch fiir die frither mit K bezeichnete Anzahl, so daB auf der linken

14) K<

arctg

(k15— 20u+2u+ 5 (2 +5,5511)}

27
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Seite der Ungleichung (14) der Index 1 wegbleiben darf. Beriicksichtigt
man nun noch, da % < 0,68, also 2k% < 0,9248 ist, so erhalt man

1
14 %

Fiir den ersten Faktor der rechten Seite dieser Ungleichung liefert die
Entwickelung nach dem Mac-Laurinschen Satze

6, 4759)

1 1 2ku

= +
arctg - .2:“ arctg (2k) (

und, wenn man noch um ein Glied weitergeht,

1 1 1 2k

arctg _Elc... - arctg (2F) T farctg (2 k)]‘ﬂ’ 144 k2
1+ u

2k — (149 u) arctg —1—__—?_%&

4 2k YRR w2,
(arctg 1-—}—32&) [A4 Du)? + 4Ek2)*
Hieraus folgt L
1 . 1 2k
5% < arctg@F) T e ’
arctg Ty (arctg m) (14-4%%
beziehungsweise
1 1 1 2k
2k < arctg (2k) T [arctg (2E)]F 1 F 4k2 "
arctg
1+ %
2k — arctg 1 _Qf
+ 2k - - U,

(arctg e ) (1 4 422
Somit ergibt sich

E 1 2k® T 2lu

K< arctg (2k) 2 + [arctg CE)® " 1+ 442 l 27w arctg (2k)
2k

« 2k — arctg m

(a.rctg -1—%_%)3 (14 4%

07 T 47mlu
Wl —
( tgl ey ) (X 423

+ 2k2

27

+ 1 =2 (2 + 64759)

a,rctg1 + u
Wird nun im zweiten Gliede der rechten Seite fiir l—z—T’—z die Differenz
IT — I(2x) eingesetzt und sodann zur Abkiirzung
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k T 1 2%2 2%u.
(16) M= arctg (2%) et [arctg QR 1+4k2“lT " arctg (2F)
und
2k

a7 P2k zk—-zmt: 1-Fuw 2l~£ _ 4}]:/1;1:4

(arctg - +u) A4 4pne 27 (&rc g-f-}&) (1 + 429

2L21(2 ) 1 o, -6,4759

" [arctg @B 1 F 45D + 2k (‘3“+ T )
arctg it

gesetzt, so ergibt sich
(18) K< M+ P

" o1 . IRRT "

Zur Abschitzung der Summe 2 [T—F] dienen #hnliche Uber-

legungen wie frither. Die Anzahl derjenigen in Betracht zu ziehenden
Nullstellen (8- 4y), fiir welche
0L | T8 L 2(v+ 1)k

ist, erweist sich auf Grund der eben durchgefiihrten Betrachtungen kleiner
als derjenige Ausdruck, der aus der Summe (M 4 P) hervorgeht, wenn
man T durch (74 2vk) ersetzt, also bei Beriicksichtigung der Unglei-
chungen

WT+2v8) <IT+22% wmd 1 <X

T T ovk T

kleiner als

u+P+20,

wo zur Abkiirzung

2k — arctg i _2::“
%2

“‘“‘1+u)3(1 + 4k

k 2k%u
19) ¢= arctg (2k) + {arctg (2E)]% (1 I+ 4% + 28 ( 2k

arctg

gesetzt ist. Daher ist
2vk

ry =M+ P+ 57 Q
Zﬁl"ﬂ?<v 8ok

=1

‘1 _M4P £@)
2 T—pp <~ 8E §<3)+ZF§.,

oder

Ferner ist
5 13

a*(Ba+1)= (%—Q—u—}—zﬂ) (%-{—3@6) =-§+~Iu+%u2+3uﬁ,
also

a*(3a-+1) R | 5 13 11 464 tB3
7:: 2 (T—pF — (‘§+I“+ 3 “2)&:1:31’[

toaly Rt s +30)[£2 P+ 52 ],
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und, da u < 0,97415 ist,

o)  SOUED SV L (24104 sum05u) S

94 272 [ ¢(3) &(2)
t sea% [ P+ T Q]'

Mit Hilfe der Formeln (11), (12), (18), (20) und der Ungleichung
a < 147415

folgt jetzt aus Gleichung (8)

1 5£(3) 2 13£(8) 1 3
+ 1 {[? 6441:763]M— Fut e+ lg("z")
2 8,4225 94,272

E
94,272

+ ;17,[13,067 +22 6@ Q]}

Setzt man hier fiir M den durch Gleichung (16) gegebenen Wert ein,
s0 bekommt man
@) N— 212 —2 41

2@ 2= 2x
32 k¥t 5£(3)
T {ewk% arctg (2%) ‘2z

32n k8- 5¢(3) 13¢(3)
+ [327vk[a,rctg REPUF 459 T 3245 arcig (2F) utl

32 ks 4 5¢(3) 2 1 3 2
| 32xk3 arctg (2F) + ;] bu + 2 1§ (—2—) + =Y

8,4225¢(3)
+ 8w k? arctg (2k) wilT
£(3) (13 + 33,6900 w)u 2k2ull i
T 52 mk arctg (2F) [arctg(2k)(1+ o — 2lu—ki(2 )|

P 94 272 94,272
+ 3 [t s 6O+ 2513067+ S c@ @]
Der Ausdruck
s2qk 4 56(8) 1 32akS45%(3)
64nk? arctg (2k) 64w  k° arctg (2Kk)

wird ein Minimum, wenn % die Gleichung

§? arctg (2F) - 96k — [3228° + 5¢(3)]| 2k arctg (2F) + 15 + W =0
oder
481 arctg (2) — [32a1° + 5¢(3)] [arctg (2F) +3-_?"’4—k—2 0
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oder

32xk® -+ 5¢(3 k
(22) arctg (2k) = IGsti 5;23% Y
befriedigt. Der Wert von £(3) findet sich in einer von Herrn J. P. Gram
mitgeteilten Tabelle*) bis auf 15 Dezimalen angegeben. Bei Abrundung
auf fiinf Dezimalen ist

£(3) = 1,20206.

Unter Benutzung dieses Ergebnisses zeigt die numerische Rechnung, daf
die Gleichung (22) eine zwischen 0,67 und 0,68 enthaltene Wurzel hat,
die niherungsweise gleich 0,675 ist. Nimmt man fiir ¥ diesen Niherungs-

wert
k= 0,675

so findet man

322k 4 5¢(3)

(23) 64 k*® arctg (2k)

< 0,43200.

Ferner ergeben sich erstens, wenn man % = 0,675 setzt, fiir die Koeffizien-
ten von «l7T und von (—lu) auf der rechten Seite der Gleichung (21) die
folgenden etwas zu groBen Niaherungswerte:

82k 4 5£(3)

13£(3)
(24) 32nklarctg k)12 (1 | 4%%) + 32z k? arctg (2k) < 0,58704,
327wk 5¢(3 2
(25) 32;;;3 a}l'ct;gz% + & < 1,91662,

und es handelt sich zweitens darum, auch den Ausdruck
0,58704 ulT — 1,91662 lu
zu einem Minimum zu machen. Dies wird erreicht, wenn

058704 1T — 1,91662 = = 0

oder
191662 1 3,2650

._.——~——————-——.-._...

0,58704 IT ~ 1T
1st.

Nun darf man mit Riicksicht auf die hinsichtlich der kleinsten Null-
stellen der Funktion £(¢) bis jetzt sichergestellten Ergebnisse die Ver-
dnderliche 7' der Bedingung

7> 28,558
unterwerfen, was fiir  die im Vorangehenden bereits benutzte Ungleichung
u < 0,97413

zur Folge hat. Denn iiber diejenigen Nullstellen der Funktion £(#), deren
reelle Teile zwischen O und 28,558 liegen, ist man vollstindig wunter-

* J. P. Gram, Mémoires de I’Académie Royale de Copenhague(6) 2, 1884, S. 269,
Mathematische Annalen. LX. 2
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richtet. Diese Nullstellen sind n#mlich, wie Herr Ch. J. de la Vallée
Poussin®) bewiesen hat, simtlich recll. Ferner sind sie simtlich einfach,
was zwar von Herrn de la Vallée Poussin nicht ausdriicklich hervor-
gehoben worden ist, aber aus seinen Betrachtungen ohne weiteres folgt.
Endlich sind die numerlschen Werte der fraglichew Nullstellen durch die
von Herrn J. P. Gram**) durch gefiihrten Rechnungen mit groBer Schirfe
bekannt geworden, nimlich
o, = 14,134725; o, = 21,022040; «; = 25,010856.

Nimmt man nunmehr

k= 0,675;

_3,2650
T T

so ergibt sich durch numerische Ausrechnung
log % > 9,83495 und arctg 1% > 0,59977
und hierauf aus (17)

und 7> 28558,

2% — 0,59977 2% — 0,59977
il 2 A 2 12 2 2
s < Gt aaamE ¢ T —k O Ey =Rl CRIL
2k K2l @2m) 3,2380 1
T 0,599T7): (1 I 4% wlu + (0 59977  [arctg 2B)]F(1 & 4752)) Ut e T

Wenn man nun im ersten Gliede der rechten Seite
ulT = 32650

setzt und sodann die Koeffizienten numerisch ausrechnet, so erhilt man:
5 < 0,64943 — 03655502 — 1,3208ulu + 1,32677u + 5520

< 1,97620u — 0,36555u* — 1,3298 ulu + 5"9’;90 .

Nun ist 1 1 1T 11T

T=IT T 32850 T %

128,558
und da — hochstens den Wert ——— 58,558

5, 3T99° < 0,194104.

hat, so ist

Also ist
i _2{’ < 2,17030% — 0,36555u% — 1,3298ulu.

Die rechte Seite dieser Ungleichung nimmt fiir die in Betracht kom-
menden Werte von % mit wachsendem % zu, so daB man aus ihr fiir

*) Ch.-J. de la Vallée Poussin, ,Sur la fonction {(s) de Riemann et lo
nombre des nombres premiers inférieurs & une limite donnée*, Mémoires couronnés
et autres Mémoires publiés par I’Académie royale de Belgique, Bd. 59, 1899, 8. 23.

*) J-P. Gram, ,Note sur les zéros de la fonction {(s) de Riemann*, Bulletin
de IAcadémie royale des sciences et des lettres de Danemark, 1902, S. 8.
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—5—) eine obere Schranke erhilt, wenn man u = 0,97413 setzt. So er-

gibt sich
(26) 2 < 1,80131.
Ferner folgt aus (19) fiir k¥ = 0,675 und » < 0,97413
@7) Q < 1,46195.
Endlich ist
(28) £ (5) = 2,6124
2 VLA,
und
(29) £(2) =% = 1,64494.

Wendet man nunmehr die durch die Formeln (23) bis (29) ausgedriickten
Ergebnisse zur Abschitzung der rechten Seite der Gleichung (21) an, so
erhilt man, fiir 7' > 28,558, nach Ausfithrung der numerischen Rechnungen

+ 7(0,43200 17 + 1,91662 11T + 12,20373) (—1<%y<1).
Aachen, den 6. Mai 1904




