
H. v. Mx~cmr~uT. Die Nulls~llen der Riemannschen Funk~on ~(t). t 

Zur Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Punk~ion ~(t). 

Yon 

It. v. ]~GOI,DT in Danzig. 

B. Riemann hat in seiner Abhandlung ,,]]ber die Anzahl der Prim- 
zahlen unter einer gegebenen GrSfid ;*) ohne Beweis die Behauptung aus- 
gesprochen, dab die dort mR ~(t) bezeichnete Funktion unendlich viele 
lqullstellen habe, und dab die Anzahl derjenigen dieser Nullstellen, deren 
reelle Teile zwischen 0 und einer grogen posRiven Zahl T enthalten sind~ 
n~herungsweise durch den Ausdruck 

r l T  T 
2~ 2~ 2~ ss~s) 

daxgestell~ werde. 
In einer frfiheren ArbeR***) babe ich gezeigt~ dab der Unterschied 

zwischen diesem N~herungswerte und der darzustellenden Anzahl fiir 
Y > 12 absolu~ genommen kleiner bleibt als 

0,34. + 1,35. + 2,58. 

Ira Nachfolgenden soil dargef~n werden, da$ sich unter der Voraussetzung 
T >  28,558, f'dr den absolufsen Wer~ des erw~hn~en Un~rschiedes eine 
noch ~iefer liegende, nut his zur Gr@enordnung yon l T  ansteigende 
Grenze angeben l~$t, n~mlich 

0,43200 1T + 1,91662 l l T  + 13,07873. 

*) B. R i e m a n n ,  Mona~sberichte tier Berliner Akademie 1859, S. 671 -~ Ge- 
sammelte M~hematische Werke, Leipzig, 1. Auflage, 1876, S. 136; ~. Auflage, 
1892: S. 145. 

**) Das Zelchen la bedeuf, et hier, so wie fiber~li im NachfoIgenden, den nat,~'J_r- 
lichen Logarifl3mus yon a. 

***) H. v. ]~fangoldt ,  Journal f. d. r. u. a. Ma~h. 114, 1895, S. 266. 
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. 

Nach willktirlicher Annahme einer posRiven Konstantsen a, die grSSer 
1 

als T is~, denke man sich (Fig. 1) in der Ebene der komplexen Ver- 

~inderlichen t dutch den Punkt ( - - i a )  eine Parallele zur Achse des Reellen 
and dutch den Punkt T eine Parallele zur Achse des Imaginiiren ge- 
zogen. Den Weft T selbst5 denke man sich so gewis dab die le~ztere 

0 

\ 
Fig. 1. 

T 

Parallele dutch keine Nullstelle der Funktion ~(t) hindurchgehk Wenn 
dann .N" die An~zahl derjenigen Nullstellen eler Funktion ~(t) bezeichne~, 
deren reelle Teile zwischen 0 und T liegen, jede so of~ geziihR, als ihre 
0rdnungszahl angibt, so is~ das Produk~ 2~N,  wie aus bekanntsen Eigen- 
schaften der Fnnlgion ~(t) folgt, gleich dem Doppel~en des Zuwachses, 
welchen der KoeffLzient yon i in dem Ausdruck l~(t) eff~hr~, wenn t 
s~etig fo~schreitend nacheinander die beiden Strecken 

- - i a . . . T - - i a  und T - - i a . . .  T 
durchliiufL Als Anfangswert yon l~(t) for t = - - i a  kann hierbei der 
reelle We~ angenommen werden und aus diesem sind ds.nn die tibrigen 
in Beh'acht kommenden Werte yon l~(t) dutch s~et;ige For~setzung ab- 
zulei~n. 

Ffir die ersf~ der beiden erwghnten S~;recken hat; die Berechnung des 
entsprechenden Zuwachses Ol(a , T) des Koeffizienten yon i in dem Aus- 
druck l~(t) keine Schwierigkeit. Aus der Form@ welche nach R iemann  
die Funk~ionen ~(t) und ~(s) miteinander verbinde~, folgt niimlich zu- 
n~chst; 

1 a . T  

(1) 

Nun denke man sich eine reelle Veriinderliche v~ welche stetig wachsend 
das Intervall 0 . . .  T durchliiuf~ r and versf~he unter 
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diejenigen Werte der Logarithmen 

l~(v--ia); /IT (1-~  2 + i-~); l ~ ( l + a q - i v ) ,  

welche sich aus den reellen Wer~en der Logaxithmen 

dutch sletige Fortsetzung f l i r r  = T ergeben. Ffir ale auderen vorkom- 
menden Logarithmen miigen die Hauptwerte genommen werden. 

Dann folg~ aus (1) 

a . T  1 iT)  a - ~ i T )  lz  (2) l~(T--ia) : lH(1-~-~-4:-~ y )  --~ l ( a - - T ~  - -- (1-~ T 

Nun ist nach T. J. St ie l t jes*)  

a a . T  a 

wo J + -~  + i ein Erg~uzungsglied bedeutet, dessen absoluter Wer~ 

mi~ geniigender Genauigkeit a b g e s c h ~  werden ]~ann und bei unbegrenzt 
wachsendem T dem Grenzwert 0 zus~rebh 

a . T  Durch Einfiihrung dieses Ausdrucks fiir lH ( 1  ~u ~_ + z_~_) in Glei- 

ehung (2) folgt 
a 1 a a . T  

iT) +t(a--~+ 
a . T  

~[nfolge der Festsetzungen, welche zur eindeutigen Erld~ung der 
vorkommenden Logarithmen getroffen wurden~ is~ nun tier oben erwihnte 
Zuwachs %(a~ T), um dessen Berechnung es sich handelt, nichts anderes 
als der Koefilzient, den i erh~t, wenn man die rechte Seite der vor- 
stehenden Gleichung in ihren reellen und ihren imagin"aren Tell zerlegh 
Man ha~ aher 

*) T.-J. S~ieltjes, Journal de Mahhgmahiques pures e~ a ppliqu~es ($)5, 1889, 
S. ~31, Formel (20). 1" 
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= a) § 

T ( . 1 - 5  2 a \  . = =Iy+l i--, ~.)+,-~ 

= 1-~- + -5 2 2--] J -5 ~ (~--- arctg 
l+ a) 

2T  

7g 
wo ftir das Zeichen axctg der zwischen 0 und ~-liegende Bogen zu "nehmen 

is~. Hieraus erh~i/t man, wenn man durch ~1 and e2 reelle zwischen 0 
und 1 enthaltene Zahlen bezeichnet, deren genaue Werte ftir das Nach- 
folgende nicht erforderlich sind, 

1 a T O' 1 ( 1 - 5 2 a  " -52a '~,  

_ihnlich is~ 

1 iT)~___.l(T_i2a21) l(a y -5  -5 li 

. 2 a - -  1 \  . =IT+l i--~~) + ~- 

= l T + ~ l  \ er  / j  + i ( - ~ - %  - - -  (0<a3<1) .  

Endlich ist, wenn /~ den absoluten Wert und 6) die Abweichung der 

Nun ist aber im vorliegenden Falle 

T / ~ >  -~- und 

folg   

und daher 

0 1 
cos -~ > ~-~ 

a 1 

Under Beriicksichtigung dieser Ergebnisse erh~i/t man aus Gleichung (3) 
dutch Vergleichung der imagin~ren Teile, wenn man zur AbkiiIzung den 

Koeffizienten yon i in dem Ausdruck 1~__(1 + a + i T)  durch 

Z(~, T) 

bezeich~et and unter ~ eine reelle zwische- --1 und -5 1 enthaltene Zahl 
vers~eh~, 

*) T.-J. S r  a. a. 0. S. 433, Formel (26). 
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r r r (1 + ~ )  + + + Z(a, r )  

-{-a--~ jF { &l (lq-2a)'16 < (~ q_ _~)lq-2a2 &~ T }  I ' 2 a - - 1  1 

und nach Zusammenfassung der Anfangsglieder mid Vereinigung der 
beiden negativen Korrek~ionen zu einer ein~.igen 

(4) r r)  = ~ t ~  ~ + + -r + z(~, r)  

(lJF2a) ' & 4a'~- 16a--1 1 

( - - 1 < ~  < 1 )  

0 < , 9 1 < 1  . 

O<& < 1 

~ 

Mehr Schwierigkei~ bereitet die Absch~itzung des Zuwachses r den 
die Abwdchung yon ~(t) eff~ihr~, wenn t die Sirecke yore Pnn~e (T-- ia)  
his zum Punkte T durchl~uf~. Man gelan~ zum Ziel, indem man diesen 
Zuwachs mit demjenigen Zuwachs (P 3 vergleicht, um welchen die Ab- 
weichnng yon $(t) zunimmt, wenn t auf dem geraden Verbindungswege 
yore Punkte ( r - - i2a )  zum Pu~kte ( r - - i a )  tibergeht, und sich % gem~iB 
der Gleichung r = r + (r 

in zwei Bestandleile zerleg~ denk~. 
Um den ersten dieser Bestandteile zu ~nden, hat man nut niilig, 

in Gleichung (4) die Konstante a dutch 2a zu ersetzen und den so sich 
ergebenden neuen Wer~ yon r yon dem urspriinglichen abzuziehen. So 
e r h ~  man~ wenu man immer die Korrektionen gleichen Vorzeichens in 
eine einzige zusammenzieh~ 

2 
(5) Ca = -- a ~  -~ Z(a, r )  -- Z(2a, T) + ~ s r 

+ 

( 0 < ~ < 1 ;  0 < # ' <  1). 
Zur Abschiitzung der Differenz ( r  r dienen folgende ~berlegungen: 

Man denke sich die Funktion ~(t) als Produkr ihrer Lineaffaktoren in 
4 ~  

welche zwei entgegengesetzt gleichen NullsteUen a und (--~) enisprechen, 
unmiilelbar aufeinander folgen l:4Bt, oder doch nur um eine unter einer 
fesien Grenze bleibende Anzahl yon Plglzen voneinander h'enn~. Nun 
lasse man die Ver's t irgend einen din'oh keine Nulls~elte der 
Funktion ~(t) ffihrenden Weg yon endlicher Liiage sh~ig durchlaufen. 
Dann bilden die ~uderungen, welche die Abweichungen der elnzelnen 
Linearfaktoren yon ~(t) hierbei erfahren, in derjenigen Anordnung, die 
der Reihenfol~e der Linearfal~oren en~prich~, eine konvergen~e unend- 
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liche Reihe, deren Summe mR der ~nderung der Abweichung der Fnnl~- 
t;ion ~(t) ttbereinstimm~. Ebenso kann auch die Differenz (@2--%) in 
eine konvergen~e unendliehe Reihe yon Gliedern aufgelSs~ werden, die 
der Reihe nach den in der oben angegebenen Weise geordnebn Linear- 
fak~oren der Funl~ion ~(t) enbprechen. 

Nun sei 
a = fl +iT, 

wo fl und 7 reelle Zahlen bedeuten, irgend eine der Nulls~ellen der 
Funktion ~(t), ~:md es werde im Nachfo]genden unter dem Zeichen urctg 

Bogen immer der zwischen (---~) und T enthaltene verstanden. Dana 

wird der Zuwachs, den die Abweichung des der erwghnbn Nullstelle ent- 
sprechenden Linearfaktors 

t i [ t -  

eff~ihrt, wenn t die St;reeke ( T - - i a ) . . .  T durehl~uft, in allen Fgllen 
dureh den Ausdruck 

arctg a + ~, ~, T-- 6 arctg T-- 
dargesbllt (vgl. Fig. 1). 

j(hnlich ist der Zuwachs der Abweichung des n~imlichen Linearfak%ors 
fiir den Fall, dag t die Sh'ecke ( T - - i 2 a ) - . .  (T- - ia )  durchl~ufl, in allen 
F~llen gleich 

arcing 2 a -4- v aretg a 2 c ~, 
~ - r  T - 6  

Folglich ist der Beitrag, den der betrachteb Linearfakbr zu der Differenz 
(@~ - -  r liefer~, gleich 

- -  { arc~g ~a+~'T- ~ aretg alv-- +~  (are~g aT_ +~'~ aretg ~-~_~ ~) }. 

Nun mSgen, nach willkfirlieher Annahme einer positiven Zahl k, zwei 
F~lle unbrsehieden werden, je nachdem 

I T - - ~ [ < 2 k  oder I T - - ~ t > 2 ~  
ist, und demenbpreehend mSge die Differenz (@~--r in eine Summe 
zweier Tefle dx, % gespalbn werden, deren erster ~o~ aus der Summe der Bei- 

t ) besbht, bei denen IT--#l<2k, ~r~ge derjenigen Linearfakbren (1 + 
also 

T - - 2 k < # < T +  2k 
is~, w~hrend tier zweib % die Bei%r'~ge a.ller iibrigen Linearfaldoren umfagk 

Zur Absch~tzung yon ~ denke man sich alas Inbrvall (T--2k)-.. (T+2k)  
in die beiden Tefle 

( r - 2 k ) . . .  r u,,d r . . . ( r + 2 k )  
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zertegt und flit jeden derselben die Anzahl derjenigen Nullstellen ~ + i7 
abgez~hlt, :ffir welche fl im lnnern des betreffenden Teiles liegk Falls 
mehrfache NullsteIlen vorkommen soll~en~ w~re hierbei jede einzelne der- 
selben so ofg in Ansch!ag zu bringen, als itn-e Ordnungszahl angibt. Die 
g'rSBere der beiden so sich ergebenden An zahlen heit3e K. Dann zeigt 
sieh, dab 

I ~ l < g  ~- 
2 

sein muB. 
Ist n~mfieh zunSchst 7 = 0, also fl eine roelle Nullstelle der Funk- 

tion ~(t), so is~ der Beitrag des entsprechenden Linearfak~ors zu der 
Differenz r r z gleich der Differenz zweier spitzen Winkel yon g/e/c~m 
Vorzeichen~ n~imlich der beiden Winkel, unter welchen die Wege 

erscheinen. Der absolute Weft dieses Beitrages isis daher < ~ .  

Ist zweitens (f l+ i7) wo 7 ~ 0 ist, eine imagin~ire Nunstene der 
Funktion ~(t), so gehSr~ zu ihr eine konjugien imagm~re Nullsiselle (~--i7), 
und der absolute Wer~ der Summe der Winkel 91, ~, (Fig. ~), unt~r 

0 ! T 

:Fig. 2. 

welchen der Weg ( r - r  ;on de~ P~nkt~n (~+r und (~--~:r) 
aus erscheint, liegt zwisehen 0 und ~. Denn t q>ll ist kteiner als der 
Basiswinkel ~ des gleiehschenkeligen Dreieeks miis der Spitze T und 

O 

:Fig. & 

( 8 +  l~J) i s t  < ~. ]~benso ist (Fig. 3) die Summe der Winkeb unt~r 
welchen die Streeke (r-- i2a) . . .  (T--ia) yon den Punkten ( f l+ iT)  un4 
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(fl--iT) erscheint, absolu~ genommen <=, well beide Gesichtswinkel spitz 
sin& Zugleich hat diese Summe stets alas niimliche Vorzeichen wie die 

Die Differenz der beiden eben erwiihnten Summen ist daher absolut 
genommen < =. Diese Differenz stellt abet d~n Bei~ag dar, welchen die 
den Nullstellen (fl-5i7) und (fl--iT) entsprechenden Linearfaktoren zu- 
sammengenommen zu der Zahl e% liefern. Jeder solche Gesamtbeitrag 
ist somit absolut genommen < =, so da$ durchschnittlich auf den ein- 

:r zelnen Linearfaktor ein Beitrag entf~illt, dessen absoluter Wert < T isL 

Da ferner zwei Nullstellen, deren reelle Teile auf verschiedenen Seiten 
yon T liegen, zu Beitr~gen yon entgegengesetzten Vorzeichen • geben, 
so erh~l~ man bei der Absch~tzung yon I c%[ sicher zu viel, wenn man 
nut diejenigen NuUstellen in Betracht zieht, deren reelle Teile im Innern 
des einen tier beiden Intervalle ( T - - 2 k ) - . .  T und T - - - ( T - 5  2k) liegen, 
niimlich desjenigen, dem die meisten Nullstellen entsprechen, und fiir jede 

= 
einzelne derselben ~- in Ansatz bringt. So ergibt sich 

I~I < K-~, 
wie behauptet wurde. 

Im zweiten Fall, wenn IT--i l l  __> 2k isis, empfiehlt es sich, den oben 

t i7) zu der Differenz (O~--0ps) angegebenen Beitrag des Linearfaktors (1 
iS -5 

dutch Anwendung des Taylorschen Satzes in der einfachsten Form um- 
zuformen. Man erhKlt so: 

- -  {arc tg2a+v arctg a + 7  (arctg a + r  arctg T ~ )} 
T--iS T--iS T--iS --iS 

_ a { 1 _ 1 } 
T--iS 1 -5 (a(1T-51)2 7)' 1 -5 ( ~ ) '  

a(T--~) { [a(1-5#) -5 7] 3 -- (a~-57)' } 
-- { (T--iS) * -5 [a(1-5#) -5 ~]~ } { (T--~) 2 -5 (a#-57)' } 

(T--iS) ~ I 
= a~[a (1-52 ~)-5 27]- (2--6)' -5 (a# -5 ~,)~ "( T--t~ ) { (T--iS)*-5 [a (1-5#)-5 ~,] * } 

( 0 < ~ < 1 ) .  
Kieraus folgr 

arctg 2 a + 7 aretg a + ~, arctg aretg 
r--# r--~ r--~ r-- 

1 
< a~(Sa-5 27) "] T--  iS t a 

1 
< a'(3a+ 1). t r _ ~ t ~  
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Die Reihe der Bei~ge, welche diejenigen Linearfak~oren ( I - -  t 

bei denen I T - i l l  ~ 2k is~, zu der Differenz ( % - - % )  liefern, is~ aaher 
unbedingt konvergent. Deswegen kann die fr'dher angedeutete Voraus- 
setzung fiber die Anordnung der (]lieder dieser Reihe je~z{ fallen gelasse~ 
lind an S{elle der frfiheren jede andere Anordnung gese~zt werden. Ins- 
besondere kan~ man zun~chst alle positiven {]lieder, das sind diejenigen, 
in welchen fl ~ T ist, zu einer Summe 2:~, und dann alle negativen (]lieder, 
das sind diejenigen, wo fl > T ist, zu einer Summe (--2~) vereinigen, 
und die Summe % der Beitr~ge a~er Linea~aktoren der betrachteten Ar~ 
gleich der Differenz (X~--2~) setzen. Hieraus geh~ hervor, dab t eo~l 
klei~er ist als die grSl~ere der beiden Z,hIen 2~, 2~, also erst rech~ 
kleiner als 

1 
a~(3a+ 1)2~' i T_~l~ , 

wo die Summe 2~' en~weder nut fiber diejenigen Nullstellen (~+  i7) zu 
erstrecken is~, ~ r  welche ~ ~ T + 2k ist, oder nur fiber diejenigen, ffir 
welche ~ ~ T - - 2 k  ist, je nachdem der eine oder der andere Fall den 
grSfieren Weft yon X" ergibt. 

Dutch Zusammeafassung der Ergebnisse, zu denen die Betrachhmg 
der bdden vorhin unterschiedenen F~lle geffihrt hat, erh '~ man 

(6) I%-%1 < KW + ~'(aa + 1)z" 

Nun is~ die Abschgtzung yon O~ ausffihrbar. Durch Verbindung der 
Formel~ (5) und (6) ergib{ sich ngmlich aus 

die Glei&ung 
% = % + (%-r 

(7) % = - a -~ + z ( a ,  ~ )  - Z (2a ,  T)  

I 2 
+ ~ {K-gq-a~(3a"kl)Z'tT_~t, + ~-T} 

+ { & 36a' ~ - 7 1  _ &, ~4=a' +16~0a - -  I } T-1 

0 < ~ < :  . 

0 < :~ '<  

Und ftir dis dutch die Gleiehung 

bestimm~e Anzahl N derjenigen Nulls~ellen der tbmledon ~(t), deren 
reeUe Teile zwisehen 0 and T hegen~ folg~ aus den Gleiahangea (4) mad 
(7) der &usdruck 
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(8) 7 2Z(a, T) -- Z(~a, T) T ~ T T [_.~.~ 

0<@< . 

0<~'< 

3~ 

Wenn man sich nun lediglich davon iiberzeugen will~ da~ der absoluf~ 
Wert des Unterschiedes zwischen der Anzahl Z ~ und dem Riemannsehen 

T 1 T  T bei unbegrenzt wachsendem T hSchstens yon N~iherungswer~ ~-~ ~ 2~ 

der 0rdnung 1T unendlich werden kann, so gentig~ es~ in Gleichung (8) 
3 a = - ~  zu setzen und flit ~ den Weft 

z ~ tg 1 = 1,55741 

zu w~ihlen., Dana wird n~imlieh 

p~T~r -{- 2 p2(~+~r) -~ 3 2~(~+~T) -~ " " " ' 

wo die Summe fiber alle Primzahlen p yon 2 his ins Unendliche zu 
erstreeken ist, folglieh 

} [z(~, r) l  =< ~ +  ~ ~ + ~ ~ + . . . .  Zr Z T- 

7g 2 

Ebenso ergibt sich, dab auch I Z(2a, T)] den endlichen Weft l ~  nicht 

zu iiberschreiten vermag. 
Ferner bleibt die Anzahl K bei den angegebenen Werten yon a und k 

nach einem Satze~ den ich ~rfiher bewiesen babe*) bestiindig kleiner als 

~ / (T+  ~) < ~ l T + ~ .  

~,' ~ 
Dag endlich aueh die Stunme I T--~I" hgehstens yon der Ordnung 

1T unendlich werden kann, ergibt sich dutch folgende Betrachtung: 
We n~ v irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, so ist dafiir, d ~  

(9) 2vz < IT--  fl } < 2(v Jr" 1)u 
sei, nolwendig~ dab fl entweder dem IntervaU 

T + 2u~ . . .  T + 2(,,+1)~, 
oder dem Intea~all 

T-- 2 ( v + l ) u - - -  T - -  2v:~ 

") v. ~ a n g o l d t ,  Journa.l f, d. r. u. a. Maf;h. 114~ 1895, S. 265. 
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angehSre. Die hnzahl derjenigen Nullstellen f1-5 iy der Fnn]~ion ~(t), 
ffir welche fl nicht augerhalb des zuers~ erwgb-~en In~rvalles lieg%, isg 
abet nach dem gleichen Sagze wie oben kleiner als 

~Z[~ + (2~ + 1)~], 

und dieser &usdruck stell~, wie aus der zum Nullpunk~ symmetrischen 
Verteilung der Nullstellen der Funktion ~(t) folg%, auch fiir das zweite 
Intervall eine Grenze dar~ hinter welcher die Anzahl derjenigen Nulls~ellen, 
ffir die /~ dem zweiten Intervalt angehgrt, in allen F~illen zuriickbleibk 
Daher erh~ilt man ffir k = ~, indem man in der Summe ZV immer alle 
diejenigen Glieder, ffir welche ein und dieselbe Ungleichung yon der 
Form (9) besteht, zu einer Gruppe zusammenfa~t, 

o o  

1 2-- ~ 1 ~ < s ~  

(2 ~ + 1) .) 
i 21 i 2z i-]--, < s ?  V" ~ T + s , '  

�9 = 1  v = l  

oo 

~(3)12 + 1 . ~ , + i  1 
< g - j  ~ . ~  V "~- 

" v = l  

~(g) 2t(2) + ~(3) 1 
<~-jIT+ .--. 

8~ T 

Die Summe g "  kann daher h6chs~ens wie l T unendlich werden, womi~ 
auch die hinsichtlich der inzah l /~  ausgesprochene Behauptung bewiesen isk 

, 

Wenn man nun aber fiir den absoluten Wert des Un~erschiedes 
zwischen der A~ahl N und dem Riemannschen N~herungswer~ 

r__Z 
2~  2~ 2=  

eine obere Schranke yon der Form 

A 1 T + B  
gewinnen will, in welcher A eine mgglichst kleine positive Kons~m~ und 
B einen Ausdruck yon niedrigerer GrSflenordnung als 1T bedeute~, so 
sind noch einige wei~ere Betr~chhmgen erforderlich: Man seize in Glei- 
chung (s) 

1 a = - T + u ,  

wo u eine spg~er in geeigneter Weise zu bestimmende Zah! bedeuge~, 
1 welche, wie sich herausstellen wird, zweckm~i~ig yon der Ordnung ~ zu 

w•hlen ist und yon vorn herein der Ungleichung 



12 H.v. ~i~OL,T. 

(10) 0 < u < 0,97413 

unlerworfen werden kann. Dann erE41~ man zunichs~ 

I Z(a, T ) ] =  ] Z (2 -4-u , T) i ~_ ~ ] /~(1-4-u .+ iT) ]  ~_~ /~(1 + u ) .  

Nun is~ aber 

i . f ' e ~  

i 

also 

folglich auch 

(li) 
Zweibns ist 

folglich 

(12) 

i i-l-u 
~ ~ l d  u u ' 

z~(1 + . )  < Z ( l + . )  - ~ .  < .  - ~u, 

Um dritbns ftir K eine obere C~renze zu gewinnen, fasse man zuniichs~ 
diejenigen :Nullsbllen der Funktion ~(t) ins Auge, deren reelle Teile nicht 
auSerhalb des Intervalles T.. .  (T+2k) liegen. Die hnzahl K 1 dieser 
Nullstellen geniig~ der Ungleichung 

2k @i {!  u, 2k) r  (13) K1 a~c~g i--4-~ < ~ + r +  -- r ) .  

Denn, wenn die Veriinderliche t sbtig die S~ecke 

�9 

durchliuf~, erf~hr~ die Abweichung jedes einzelnen Linearfaktors der 
Funk~ion ~(t) einen positiven Zuwachs*), und dabei enbpricht jeder Null- 
s~elle, deren reeller Teil nicht aul3erhalb des Inbrvalles T. . .  (T+2k) 

2k 
liege, ein Zuwachs, der grSSer ist als arctg 1-l-u" 

Schon die Summe dieser Zunahmen iibersteigr daher den Wer~ 

2k Umsomehr mu$ der Gesamtzuwachs der Abweichung der K~ arctg 1 + 

Funktsion ~(t), welche dutch die Differenz r 1 ( l+u,  T+2k)--O 1 (l+u,T) 
27r 

dargesbllt wird, grSger sein als K 1 arctg 1-4-u" 

*) Vgl. H. v. Mangold~, Journal f. d. r. u. a. MaEa. 1t4, 1895, S. 258f. 
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Nun folgi abel" aus Gleichung (4) 

{T+2~zT§ T+~k) T 

2 12 a'*--~- 36a- -1  {y + }. 
1 

Fiir a < -~ + 0,97413 ---- 1,47413 ergibt sich hieraus nach Umfomung der 

am h nfang der rechten SeRe stehenden Differenz mittels des Taylorschen 
Satzes 

.5,5511 1 r+o2k +Z(a,T-{--2k)--Z(a,T+-T %(a,r+2k)--%(a,r)=2k.-~t ~ 

= ~ + ~  ~ + z ( ~ , r + ~ ) - Z ( a , r )  

- 5,5511 +T 
T = ~  + z(~, r+e~)- z(~, r) + ~ (e~+ 5,55n). 

1 Setzt man nunmehr a =-~ + u, 
der Ungleichung (11) 

so erh~iR man unter Beriicksichtig~ng 

T 1 (2k2 + 5,5511). r  2k)--r , -  2lu-t-2u +-~ 

Folglich ist 

(14) K~< 
2k 

arc~g 1-~-u 

T {kl~-~- 2lu+2 1 (2k~ + 5,5511) }. u+~- 

Wie sich spiiter herausstellen wird, ist ftir k ein zwischen 0,67 und 
0,68 enthaltener Wer~ zu wiihlen. Ferner kann T >  12 genommen wexden~ 
da die Funl~ion ~(t) keine Nullstelle hat, deren reeller Tefl absolut ge- 
nommen ~ 12 wiixe. Fiir Wer~e yon k und T, welche diese Bedingungen 
erfiillen, nimml aber die rechte SeRe der Ungleichung (14) mR wachsen- 
dem T zu. Diese rechte SeRe stellt daher, falls T:> 12 ist, nicht nur 
fiir das Intervall T . . .  (T+ 2k) eine obere Grenze fiir die Anzahl der- 
jenigen NullsteHen der Funktion ~(t) olaf, deren reelle Teile diesem 
Intervall angehiiren, sondern zugleich auch ~ r  jedes andere IntervalI yon 
der L~nge (2k), dessert dem Nullpnnkt: zuniichsr gelegenes Ende yon 
diesem einen Abstand ha~, der < T isk Insbesondere isl die rech~e Seite 
der Umgleichung (14) aueh eine obere Grenze ffir die Anzahl derjenigen 
Nulls~ellen, deren reelle Tefle dean Inh~rvall (T--2k) . . .  T angehSren~ 
also auch fiir die friiher mi~/i: bezeichne~e Anzaht, so da$ auf der ]inl~en 



Sei~e der Ungleiehung (14) der Index 1 wegbleiben darf. Beriieksichtig~ 
man nun noch, dab k < 0,68, also 2 B <  0,9248 ist, so erhiilt man 

arc~g 1 -+- u 

Ftir den ersten Fak~or der rechten Seib dieser Ungleichung liefert die 
Entwickelung nach dem Mac-Laurinschen Satze 

I 1 2ku 
2k arc~g (~ k) 2k ~" 

(urc~g i -[- e u ]  [(1 + eu)* 2 7 4k ~] ~rctg 

und, wenn man noch um ein Glied weitergeh~, 

9k 

ttiemus folg~ 
i 

9 k  
arc~g 1 + 

beziehtmgsweise 
I 

2k ~lr~sg 

Somit ergib~ sich 

1 1 2k 
arctg (2k) -]- [arctg (2k)] =" 1 -~- 4/~ ~ $6 

2k -- (1 nu#u) arctg 1 -[-- 0"~ 
+ 2k u s. 2k s ;(1 + + 

\ 
1 2ku  

"< arc'g (2 k) ~ ( a 1 - ~ ) '  ' rctg (1 -+- 4 k S) 

1 1 2k  

< arc~g (2k) q- [arctg (2k)] ~ 1 -~ 4k ~ 

2k 
2 k -- arc~g 

+ 2 k -  ~+~ �9 u 2. 
(arc~g (1 + ~7~) ~ 2k 

i + u/ 

i: 
K < = c ~ g  (2k) 

T 1 
�9 1 ~ + [arctg (2k)]-" " 

"U 

+ 2k ~ 

~k 
, 2 k  - -  are~g 1 q- u 

~-h~ (~ + ~)~ 

2k ~ T 21u 
ul 1 -}- ~k* 2~ arctg (2k) 

+ 1 

2k 
a~ta i + ;, 

Wird nun im zweibn Gliede der rech~en Seit~ 

4ku lu  

(aro~g ~ + ul 

fur aZ die Differenz 
2 =  
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(16) 
mad 

k 
M =  arctg (2k) 

. t_r  1 

2k 2/r -- arctg 
p = 2k ~ ~ + u u~ 1 T 

2 ~  

~ ( ~ ' ) ~  1 
- [ ~ t g ( ~ ) ] * . ( ~ - - ] - , ~ )  - I -  - ~ 

arctg ~ _{_ u 

geseizt, so ergibt sich 

(18) K <  M +  P. 

t k u l u  

(2 u + ~'~ ~ ) 

(~ + t~) 

oder 

Z 
P 

t Y -  r t ~ < ~ s ~  

lr_ l < + s 
Ferner is~ 

a'-'(3a.k-1) ~ ( l - .~u  +u~) ( 5  + 3u) = 8 + -~ u + l~12 u~ + 3u~s ~ 

also 

wo zur Abkiirzung 
2k 

k 2k~u 2k - -  arc~g 1 -~- 
(19) Q~- axctg (2k) -[- [arc~g (2k)] ~ (t -]- 4k ~) + 2k~ (~ctg 2k ~s US 

l + w  (1+ ~k~) , 
gesetzt is~. Daher is~ 

M +  P + ~ - ~ Q ,  
kleiner als 

7(Y + 2vk) < ~T + 2~,k und 1 1 

man 2" dutch ( T + 2 v k )  ersetzt, also bei Beriicksichtigtmg der Unglei- 
chungen 

~ ' 1 dienen ~tmliche ~-ber- Zur Abseh~tzu~g der Summe t T-- # 13 

legungen wie frfiher. Die A nzahl derjenigen in Be~rach~ zu ziehendea 
Nullstellen (t~+ i7) , Fdr welche 

ist, erweist sieh auf Grund der eben durchgefi i~en Bet~ach~ngen kleiner 
als derjenige Ausdruck, der aus der Summe ( M + / ) )  hervorgeh$, wean 
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und, da u < 0,97415 ist;, 

(90) a ~ ( 3 a - I  - I) 
q$ 

91,272 [',~'(3) t )  jc ~__~_) ~]  . 
+ 32=/~ ~ L E E  

Mi~ Hilfe tier Formeln (11), (12), (iS), (S0) u~d ~ler Ungleichmlg 

a < 1,47415 
folgr je~z~ aus Gleichung (8) 

T T T 7 

{ [~  ~:(3) ] M _ 2  lu + 13~(3)uM + l  (_~) 

2 8,4:225 .P[ 91,979 )] + + 1+ 
m: 8=k a "2" 32=k s 

9~,272 

Se~t man bier fiir M den durch Gleichung (16) gegebenen Wer~ el% 
so bekommt man 

(el) N =  r /__r  r 7 

F 32=k~+ 5t(3) i3~(3) (2k)]ulT 
+ L32~k [arc~g (2k)]~(1-~ - 4k ~) ~- 3 2 = k  ~ arc~g 

- L~E~V ~-~q ~) + lu + -; l~ + -~ u 

~- Seek ~ aretg (2k) u ~ l T  

+ r (i~ + 33,69oo u)u [. 2k~u11_ 21u--kl(2=)] 
32 = k  ~ axctg (2/c) Laxctg(2 k)(1-{- 4k ~) 

9~,272 

Der Ausdruck 

64~k ~ arc~g (2k) = 6i----~ " k~arctg(2/c) 

wird eia Minimum, weIm k die Gleiehung 

k~ ~ g  (2k). 96=~ ~ -- [3~=~ ~ + 5~(3)] [2k ~c~g (2k) 

oder 

i + ~k~] = 0 

,L J--o 



oder 

(22) 

befriedig~. 

Die t%lls~llen ~ter Riemannsc-hen F u ~ i o n  ~(0- 17 

16a:~c* - -  5,:;'(8) " 1 + 4 / c '  

Der Wer~ yon ~(3) finder sich in einer yon Herrn J. P. Gram 
mitgeteilten TabeUe*)'bis auf 15 Dezimalen angegeben. Bei Abrundung 
auf fiinf Dezimalen is~ 

(3) = 12o o6. 

Unter Benutzung dieses Ergebnisses zeig~ die numerische Rectmung, da$ 
die Gleichung (22) eine zwischen 0~67 und 0,68 enthaltene Wurzel hat, 
die n~iherungsweise gleich 0,675 ist. Nimmt man ~]ir k diesen Niiherungs- 
Weld; 

k = 0,675 
so finder man 

32~k s + 5~(~) 
6~:~/c ~ arc~g (~/c) < 0,43200. 

Ferner ergeben sich erstens, wenn man k = 0,675 setzt, ffir die Koefftzien- 
ten yon u l T  und yon ( - - lu )  auf der recht~n Seite der Gleichung (21) die 
folgenden etwas zu groBen N~herungsweri;e: 

(24) 8~Ic~ + 5 ~'(8) 18 ~(s) 
~2=/r (~)]~(~ + ~k ~) + a ~  ~ arc~g (2k) < 0,58704, 

(25) ~2~k~ + 5~(3) a2~/c~ arctg (2k) + ~" ~ 1,91662, 

und es handelt sich zweit~ns datum, audtt den Ausdruck 

0,58704 u l T  -- 1,91662 lu 

zu einem Minimum zu machen. Dies wird erreicht, wenn 

0,58704 1 T -  1,91662 ~ = 0 
oder 

ist. 

1,91662 1 3,2650 
0,5870~ l T 1 T 

Nun daft man mit Rficksicht auf die hinsichtlich der kleinsben Null- 
stellen der Funk~ion ~(t) bis jetzt siehergestellten Ergebnisse die Ver- 
~nderliche T der Bedlngung 

r > 28,558 
unterweffen, was f'ttr u die im Vorangehenden bereiks benu~zte Ungleich~n__g 

u < 0,97413 

zur Folge hat. Denn fiber diejenigen l~ullstelle~t tier F o - ~ o n  ~(t), deren 
reelle Teile zw~sehen 0 und 28~558 liegen, is~ man vollst~indig un~r-  

*) J. P. Gram,  Mgmoires de l'Acadgmie Royaie Re C o ~ e ( 6 )  2, t884~ S. 26f9., 
Ma~homati~ch6 Annalen. LX_ 2 
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richtek Diese Nullstellen sind n~mlieh, wie Herr Ch. J. de la  V a l i d r  
P o u s s i n * )  bewiesen hat ,  siimffich redl. Ferner sind sic s~mtlich einfach, 
was zwar yon Herrn de la V a l l 6 e  P o u s s i n  nicht ausdrficklich hervor- 
gehoben worden ist, aber aus seinen Betrachtungen ohne weiteres folg~. 
Endlich sind die numerischen Werte der fragliche~ Nullstellen dutch die 
yon Herrn J. P. Gram**)  durch gef~hrten Rechnungen mit  groger Sch~ffe 
bekannt geworden, niimlieh 

r~ = 14,134725; 

Nimmt  man nunmehr 

k = 0,675; 

% = 21,022040; a~ -~ 25,010856. 

3,2650 .. 
u ~  Z----T~ und T > 2 8 , 5 o 8  

so ergibt "sich dutch numerische Ausrechnung 
2/r 

log 1+----~ > 9,83495 und 

u ~ l T - - k  ~ 

2/r 
areig 1 +----~ > 0,59977 

und hierauf aus (17) 

k~ 2 k --  o,5o9~7 
-2- < (0,59977) 3 (1~- ~]r 

2~;-- 0,59977 / (2~)u  ~ 
(0,59977)~ (1 + ~ Z~)~ 

2/r ( 1 ~z(2~) ) 3,~38o 1 
(o,59977) ' (1 + ~k ~) ulu + o,59977 -- [arctg (2k)]~(1 + ~k ~) u + o,59o77 " g "  

Wenn man nun im ersten Gliede der rechten Sei~e 

setzt 

Nun ist 

u Z r  = 3, 65o 

und sodann die Koeffizienten numerisch ausrechnet, so erh~ilt man: 
P 

~- < 0,64943u - -  0,36555u ~ - -  1,3298ulu + 1,32677u + 5.399o 
T 

5,3990 
< 1,97620u -- 0,36555u ~ --  1,3298ulu -t- r " 

1 1 l T  1 l E  

-~ = z--~" ~ = 3,265----5" r "u ,  

und da ~ hSchstens den Wer~ 128,55s hat,  so ist 
28,558 

513990 
T < 0,19410u. 

P 
"~ <: 2,17030u -- 0,36555u ~ - -  1,3298ulu. 

Also ist 

Die rechte Seite dieser Ungleichung n immt  ffir die in Betraeht kom- 
menden Wer~e yon u mit wachsendem u zu, so dab man aus ihr fiir 

*) Ch.-J. de la  Va l lge  P o u s s i n ,  ,,Sur la fonc~ion ~(s) de R i e m a n n  e~ le 
nombre des nombres premiers infgrieurs ~ une limite donnge", M~moires couronngs 
et au~res M~moires publigs par l'Acad~mie royale de Belgique, l~l. 59, 1899, S. ~3. 

**) J.-P. Gram,  ,,No~e sur les zdros de la fonckion ~(s) de R iemann" ,  Bulletin 
de I'Acad~mie'royale des sciences et des le~res de Danemark, 190"2, S. 8. 
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--P eine obere Schran]~e erhKl~, wenn man u = 0,97413 2 
gib~ sieh 

iP 
(26) ~- < 1,80131. 

Ferner folgt aus (19) ~ir k = 0,675 und u < 0,97413 

(27) Q < 1,46195. 

Endlich is~ 

und 

(29) 

set;zt. So er- 

7l: 2 
~(2) = y = 1,64494. 

Wende~ man nunmehr die durch die Formeln (23) bis (29) ausgedrfick%en 
Ergebnisse zur Abschi~tzung der re6hten Seite der Gleiehung (21) an, so 
erhiilt man~fiir T > 28,558, nach Ausffihrtmg der nnmerischen I~_~hnungen 

T T T 7 
N=2=l~ 2= I s 

+ ~/(0,43200 1T + 1,91662 ll r + 12,20373) ( -  1 < r z < 1). 

Aachen,  den 6. Mai 1904_ 


